Anyag az emelt szinti képzéshez

Galilei-transzformacio és a Galilei-féle relativitas. Osszehasonlitas az Einstein-féle relativitasi
elvvel.
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Vegyiink két Descartes-féle koordinatarendszert. K és K’ tengelyei t = 0-kor egybeesnek,
K’ az x tengely irdnyaba mozog allando v, sebességgel. Ha egy tomegpont helyét az x, y, z
koordinatak adjak meg a K rendszerben, x’, y’, z’ pedig a K’ rendszerben, akkor

X’ =X - Vot

y =y (1
72’ =z

t'=t

Ezek a Galilei-transzformacié egyenletei. Az utolsé Osszefiiggés azt jelenti, hogy az id6
mindkét rendszerben azonos, a klasszikus mechanikaban egységes vilagido van.
A K koordinatarendszer meghataroz egy R vonatkoztatasi rendszert, a K’ pedig egy R’
vonatkoztatasi rendszert. A két vonatkoztatasi rendszer egymashoz képest v, allando
sebességli egyenesvonalu egyenletes transzlaciot végez. R-ben a tdmegpont sebessége v,
R’-ben v’ = v-v. Ez a sebességdsszeadas klasszikus formuléja, ami kdzvetlen kdvetkezménye
a Galilei-transzformacionak. A tdmegpont gyorsuldsa a két rendszerben egyenld: a’ = a, mert
vo allando. Ezért a mozgéasegyenlet invarians a Galilei-transzformaciora, azaz

ma =F =ma’ 2)
Az er6 ugyanis, mint a kdrnyezetnek a pontra gyakorolt hatasanak mértéke, nem fiigg a
vonatkoztatasi rendszertol.
Mivel minden mechanikai probléma visszavezethetd a tomegpont mozgéasegyenletére, ezzel
bebizonyitottuk a Galilei-féle relativitési elvet: mechanikai szempontbél az egyméashoz
képest egyenesvonali egyenletes transzlaciot végzo vonatkoztatasi rendszerek
egyenértékiiek. Ha R inerciarendszer, akkor R’ is inerciarendszer.
(Megjegyzés: Ha R az | inerciarendszerhez képest forog, és R’ R-hez képest egyenesvonalu
egyenletes transzlaciot végez, akkor R’ ugyanazon tengely kéril ugyanolyan szogsebességgel
forog I-hez képest, mint R.)
Ha ma (jelz6 nélkiil) relativitaselvrdl beszéliink, akkor az Einstein-féle relativitaselvet értjiik
alatta. Ez annyiban altalanosabb, mint a Galilei-féle, hogy a két rendszer egyenértékiiségét
nemcsak a mechanika szempontjabol, hanem altaldban, minden fizikai szempontb6l mondja
ki. Az Einstein-féle relativitaselméletben a Galilei- transzformacio helyébe a Lorentz-
transzforméacio 1ép. Ellentétben a Galilei-transzformacioéval, itt az id6 a két rendszerben nem
azonos, nincs egységes vilagidd, hanem minden inerciarendszerhez kiilon rendszeridé
tartozik. Az Einstein-féle relativitaselméletnek szamos olyan kdvetkezménye van, ami a
klasszikus szemléletiinkkel ellentétes (az egyidejliség relativ, mozg6 rendszerben a tavolsagok
lerdvidiilnek, az id6tartamok meghosszabbodnak, a sebességosszeadas klasszikus képlete nem
alkalmazhato, stb.).



Hamiltoni mechanika
Altalanositott koordinatak. Altalanositott impulzusok, Hamilton formalizmus. A harmonikus
oszcillator és a rotator targyalasa Hamilton-formalizmusban.

Koordinatatranszforméaciok, gérbevonalu koordinatak — Id. Jegyzetkiegeszités.

Egy tomegpont helyét gérbevonalil koordinatarendszerben harom koordinata adja meg.
Altalaban egy f szabadsagi foktt mechanikai rendszer helyét, helyzetét f altalanositott
koordinataval adhatjuk meg: q = (qy,...,qy)-
Tekintslink egy f szabadsagi foku konzervativ mechanikai rendszert, amelynek potencialis
energidja E,, kinetikus energidja Ey;,. Az el6bbi az altalanos koordinatak fliggvénye, az
utdbbirdl tételezziik fel, hogy a q =(q,,...,q, ) altalanositott sebességektdl négyzetesen fligg.
Definidljuk a g; koordinatahoz rendelt altalanositott impulzust, p;-t a kdvetkezoképpen:
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Ebbdl kifejezhetdk az altalanos sebességek az altalanos koordinatak fiiggvényeként.
A rendszer Hamilton-fliggvényét megkapjuk, ha a mechanikai energiat kifejezziik mint az
altalanos koordinatak és impulzusok fliggvényét:

b

H(q,p) = Exin + Epot. 4)
A Hamilton-fiiggvény segitségével megadhatok a
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Hamilton-egyenletek, ezek a rendszer mozgasegyenletei, amelyek egyenértékiiek a newtoni
mozgasegyenletekkel. Az altalanos koordinatak és impulzusok 2f dimenzios terét a rendszer
fazisterének nevezziik. A fazistér minden pontja tekinthetd kezdeti feltételnek: ha megadjuk a
kezdeti koordinatakat €s impulzusokat, akkor a rendszer tovabbi fejlodése a
mozgasegyenletekbdl egyértelmiien kiadodik. A fazistér minden pontjan egy €s csak egy
trajektoria megy at, ez a mechanikai determinizmus.

A Hamilton-egyenletek megoldasa nélkiil is konnyen lathato, hogy H értéke a mozgas kdzben
allando

H(q,p) = Eo (konstans: a mechanikai energia kezdeti értéke) (7)
A mechanikai energia megmaradasi tétele kovetkeztében tehat a fazistérben minden
trajektoria rajta van egy allando energidju szintfeliileten, az energia értékét a kezdeti feltételek
hatarozzak meg.

A harmonikus oszcillator

Kiindulunk a harmonikus oszcillatornak a newtoni mechanikabol mar ismert formulaibol, és
eljutunk a Hamilton-fiiggvényhez ¢és a harmonikus oszcillator hamiltoni targyalasdhoz.

A harmonikus oszcillator szabadsagi foka 1, legyen a koordinata q = x, a sebesség igy: q=X.

A kinetikus és a potencidlis energia a newtoni mechanikabdl ismert:

Epo =%k q Ein="%m ¢° (®)
Hogy innen a Hamilton formalizmushoz eljussunk, be kell vezetniink a kanonikus impulzust:
0E,., )
p=-—"=mq ©)
aq

(Lathato, hogy ez most éppen a kozonséges impulzus.)



A fentiek alapjan a Hamilton-fiiggvény:

H(q.p) = Y2 p*/m + Vo kq’, (10)
a Hamilton-egyenletek pedig:
. _OH
g=22=P (11)
dp m
=98 _ 4q (12)
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(Az utdbbi egyenlet éppen az impulzustétel.)

A Hamilton-egyenletek 6nmagukban a harmonikus oszcillator teljes leirasat adjak, korabbi
ismeretek nem sziikségesek.

A H =E, (konst) 0sszefliggés (a mechanikai energia megmaradasa) most (f =1 esetén)

kozvetleniil a trajektoridk egyenletét adja meg a fazistérben:
2

ng + §—m =E, (allando) (13)

A trajektoriak tehat origd kdzéppontu ellipszisek:

%§+%§:1, ahol a=\/%, b=m. (14)

Az idofiiggést a Hamilton-egyenletek megoldasa adja. A mozgas idében periodikus, a
harmonikus rezgés periddusideje
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tehat csak a rendszer adataitol fiigg; minden trajektoriara azonos.

Szabad rotator
Tekintslink most egy merev testet, ami rogzitett tengely koriil foroghat. A szabadsagi fok 1.
Koordinatanak most a szoget célszer(i valasztani, az altalanos sebesség pedig a szogsebesség:

q=aq, g=a=w (16)
A kinetikus energia:
Ewin= %0 q°, 0 atehetetlenségi nyomaték. (17)
Az éltalanos impulzus:
p=2bm - g3 =w=-N), (18)
0q

azaz az altalanos impulzus most éppen az impulzusmomentum.
Ha kiils6 er6 nem hat (szabad rotator), akkor Ep. = 0.
A szabad rotator Hamilton-fliggvénye:

H=p’/20 (19)
A Hamilton-egyenletek:
. _OH
g=2H_p (20)
op 6
p = —a_H =0 (2])
dq

Tehat p allandod (perdiiletmegmaradas). Ebbol jon, hogy a szabad rotator egyenletes
forgdbmozgast végez allando, w= p/0 szogsebességgel.

Tenzorok. Jacobi tenzor, dilatacids tenzor. Izotrop rugalmas test: a Hooke-torvény.
Jegyzetkiegészités




Allandd stirtiséeti viszkdzus folyadék stacionarius, lamindris aramlasa hengeres csdben.

Feltételezziik, hogy az dramlas hengerszimmetrikus. Legyen x a cs6 tengelye, az erre
merdleges y, z sikban pedig vezessiik be az r, a polarkoordinatakat. Vegylink egy
hengergytirit r €s r+dr sugarak illetve x és x+dx kozott. A nyomas x-tdl fiigg, a tengely
mentén az dramlds iranyaban csokken, de sugdriranyban nem valtozik, ez kimutathat6. A
hengergytirti paldstjaira haté nyomoéerok ereddje zérus (a hengerszimmetria miatt). A belso és
kiils6 palaston nyirderdk hatnak (a sebesség sugarirdnyban torténd valtozasa miatt), a belsd
palaston eldre (F,), a kiils6 palaston vissza (F»,), ezek ereddje egy eldre mutato erd. A
hengergytirti alaplapjan és fedélapjan a nyomoerdk (Fs, F4) egy visszafelé mutatd eredot
adnak. Ez tart egyensulyt stacionarius aramlasnal a nyiroerdk ereddjével.
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A kapott differencialegyenlet szeparalhatd, a megoldas:

- = B:c(konst) ] rd—Vzc/Zr2 il

n dx r dr] dr dr

v=c/4 (> -RY (29)
tehat a sebességprofil parabolikus, legnagyobb a sebesség a cs6 kozepén, falanal zérus.
A csOben a térfogataramerdsség:

av _*" » p2)._ TR
E—!Zrn[—&(r R)dr—%d{?(pu p.) (30)



	Anyag az emelt szintû képzéshez
	Hamiltoni mechanika
	A harmonikus oszcillátor
	Szabad rotátor

