FIZIKA L. MECHANIKA

Ez az anyag azokat a részeket foglalja 0ssze vazlatosan, amelyek az eldadas és a vizsga
anyagaban is szerepelnek, de a Kisérleti Fizika 1. ill. a Fizikai alapismeretek c. jegyzetben nem,
vagy az eldadastol nagyon eltérd modon fordulnak elo.

Erre a két jegyzetre fogunk hivatkozni:

Lang Laszlo: Kisérleti Fizika 1. 60930 (J6-930) /Roviden: KF/
Farkas - Wittmann: Fizikai Alapismeretek 60947 (J6-947) /Roviden: FA/

Mechanika

1. Alapfogalmak

A pont modellje kozelitésként alkalmazhato relative kisméretli testek mozgésanal.
Alkalmazhatd azonban tetszéleges méretli testek transzlacids mozgésa esetén is. Végil a
pontmechanika alkalmazhatosdganak egy masik teriiletét jeldli ki a tomegkozéppont tétele.

2. Koordinatarendszerek

2.1. Descartes-féle koordinatarendszer

A haromdimenziés euklideszi térben bevezethetd egy Descartes-féle jobbsodrast
koordinatarendszer, amelynek egységvektorait szokasosan i, j, K-val, a helyvektort r-rel, a
helyvektor koordinatait x, y, z-vel jeldljiik. /KF/

Altalanosabban az f-dimenzids euklideszi térben a Descartes-féle koordinatarendszer
egységvektorait €; -vel, a helyvektort X-szel, koordinatait x;-vel jeloljik:

f
21/ x=) x&
=1
Hasonlodan e térben barmely a vektorjellegli fizikai mennyiség ebben a bazisban komponensekre

bonthat6:
f
22/ a= Z a;e  a;:a vektor i-edik komponense,
i=1
a; €; : a vektor i-edik vektorkomponense.
A Descartes-rendszer egységvektorai orfonormalt bazist alkotnak, ami azt jelenti, hogy
123/ e &= 0 : az fxf-es egységmatrix elemei.
Ezért a vektorok skaldris szorzata Descartes-rendszerben a komponensek szorzatosszege:
f
24/ alb=) ab,
i=1
az a vektor hosszanak négyzete pedig:
f

2.5/ ld* =) a?
i=1
A koordinatarendszer koordindtavonalai azok a vonalak, amelyek mentén egy kivételével
minden koordinata konstans. A koordinatatengelyek pedig azok a koordinatavonalak, amelyeknél
a konstansok értéke éppen zérus. A Descartes-rendszer koordinatavonalai egyenesek

(parhuzamosak illetve merdlegesek).



2.2. Altalanos koordinatak

Szemléltetésiil képzeljiink el X,
egy konnyen nyujthatod
anyagbol késziilt abrosszal
fedett asztalt. A Descartes-féle
koordinatavonalak  négyzetes
héalgjat mind az asztalra, mind
az abroszra rajzoljuk ra.

I\{y}'l,jtsuk az "al').ros?t "az, asztal q.=+1 q1= +1
sikjaban (a kiillonbozd részeket 2 —0 / \ q1_—-e—>x
kiilonboz6 mértékben, 9, q.=-1 1
zsugoritast is megengedve). 9= -1 1

Altalanos koordinatarendszer

Ekkor az asztal sikjanak barmely pontja kétféleképpen is megadhato koordinatakkal, mégpedig az
asztalra rajzolt (x;,Xx;) Descartes-koordinatdkkal és az abroszon 1évé (q,q2) dltalanos
koordinatakkal.

Tekintsiik a sik egy X helyvektora pontjat. Ehhez a ponthoz tartozzanak a Descartes-
rendszerben az (x1,X2) koordinatak, egy masik koordinatarendszerben pedig a (q;,q2) koordinatak.
A két koordinatarendszert vigye at egy differencialhat6 és invertalhato koordindta-transzformacio
egymasba:

2.6/ Xi = Xj (ql,qz) i=1,2

2.7/ di = qi (X],Xz) i=1,2
Fejezziik ki az X helyvektort a Descartes-bazisban, de a q-koordinatakkal:

/2.8/ X=X1€6;+X26=X; (ql,qz) e +Xxo (ql,qz) e
A helyvektor tehat a g-koordinatak fiiggvénye.

A parcidlis derivaltak olyan vektorok, amelyek a koordinatavonalak érint6i. A

29/ bi=0x/dq i=1,2
vektor a gi-koordinatavonal érintdje irdnydba mutat. E vektorokat beosztva a hosszukkal normalt
bazisvektorokat kapunk:

210/ bi=b5/b%|, |b|=1 =12
A sik barmely a vektora kifejezhetd ebben a bazisban is:

211/ a=ab;+ab,

Egészen hasonlé mddon vezethetdk be az f-dimenzids euklideszi térben a (qi,qp,...qr) altalanos
koordinatak, és a hozzajuk tartozo b; normalt bazisvektorok. Az altalanos koordinatarendszer a
Descartes- koordinatarendszertdl tobb vonatkozasban l1ényeges eltéréseket mutat:

a/ A koordinatavonalak nem feltétleniil egyenesek.

b/ A bazisvektorok nem feltétleniil ortogonalisak egymaésra, ezért a hosszra €s a vektorok skalaris
szorzatara nem allanak fel egyszerli 6sszefiiggések.

¢/ A bazisvektorok nem feltétleniil allanddak: a tér minden x pontjdhoz tartozik egy bazis. Tehat a
bazis lokalis bdzis.

d/ Az X helyvektor komponensei nem feltétleniil egyenldk a q; koordinatakkal.

Sokszor sziikségiink van a dx elemi elmozdulas kifejezésére:

/2.12/  dx=Z (dx/dq;)dq;

Ha az elemi elmozdulés a gi-koordinatavonal iranyaba mutat €és a dq; koordinata-differencialhoz
tartozik, akkor

/2.13/  dx = (dx/dq;)dq;




Ez az elmozdulas tehat egy olyan elemi elmozdulds, ami a g;-koordindtavonalon (azaz a tobbi
koordinata konstans értéke mellett) dq; véaltozasnak felel meg. Altalanos koordinaték esetén dg;
nem feltétleniil egyenld az elemi ivhosszal. Valoban, a /2.13/ elemi elmozdulashoz

/2.14/  ds = OdxO= [((&x/dqi)dq; [
elemi ivhossz tartozik.
Elnevezések

Ha a koordindtavonalak egyenesek, akkor a koordinatarendszert egyenesvonalunak
mondjuk. Belathato6, hogy egy koordinatarendszer akkor és csak akkor egyenesvonall, ha a
normalt bazisvektorok allandoak, azaz a tér minden X pontjdhoz ugyanaz a bazis tartozik.

Ha a bazisvektorok egymasra merdlegesek, akkor a koordinatarendszer derékszogii
/ortogondalis/. Derékszdgli koordinatarendszerben a dq; koordinata-differencidlok egy elemi

téglatestet hatdroznak meg, amelynek térfogata:
f
/2.15/ dV = N Odx/dq;[dq;
i=1

A Descartes-féle koordinatarendszer egyenesvonalu is és derékszogii is. De egy egyenesvonalu
derékszogli koordinatarendszer sem feltétleniil Descartes- féle. Tekintsiik példaul az (x)
Descartes-féle koordinatarendszert, ebbdl az x; = 2q; transzformécioval egyenesvonalq,
derékszogl koordinatarendszerhez jutunk, ami azonban mégsem Descartes-féle.

2.3. Tovabbi specidlis koordinatarendszerek
Stkbeli polarkoordinata-rendszer

A két koordinata most az r sugar €s a ¢ szog:
/2.16/ x=rcospy=rsind
A koordinatavonalak az origd6 kdzépponta kordk, valamint az origdbdl kiinduld félegyenesek. A
koordinatarendszer bazisvektorait szokdsosan e,-rel és ey-vel jeloljiik, és radialis illetve polaris
egységvektornak nevezziik. A fenti /2.9/ és /2.10/ formulék alkalmazasaval kapjuk, hogy
217/ e =icosp+jsind (=r/r) ey
ey =-isin ¢ +j cos ¢
Ez a koordinatarendszer derékszogli és nem egyenesvonalu.
Az elemi elmozdulés kifejezése: A‘
/2.18/ dr=e;dr+eyrdd
A koordinatavonalak irdnyaval meghatdrozott teriiletelem
(kétdimenzios térfogatelem):
/2.19/ dA=rdrd¢

er

Hengerkoordindta-rendszer

A hengerkoordinata-rendszerhez igy jutunk, hogy a sikbeli két polarkoordinatdhoz hozzavessziik
harmadiknak a harmadik z Descartes-koordinatat. Tehat:



/2.20/ x=pcosd y=psing z

Itt p a z tengelytd]l mért tavolsagot jelenti. Zy
A bazisvektorok most: €y, €4, € . I_/
Az elemi elmozdulas: :
221/ dr=e,dr+eyrdd +e,dz deTk o
A térfogatelem: dz | ¢
/2.22/ dV=pdpdd dz | dA e,
-~ -7 |_ T~ ~~
rd ] \\
P~/ y
/’
y ¥

Gombi /térbeli polar-/ koordinatarendszer

A gombi koordinatarendszer egyik koordinatija az
origotol mért r sugar. A masik két koordinata pedig a
gombfeliilet pontjaihoz rendelhetd v illetve ¢ szog. (A
gombfeliileten a helyzetmegadas a foldrajzbol ismert
sz¢lességi €s hosszusagi fokokkal is torténhet, a gdmbi
koordinatak ezektdl kissé eltérnek - FA).
A U polarszog a z-tengellyel bezart szog. Adott r és U
esetén a pont egy p = r sin U sugari koron /"szélességi
kor"/ mozoghat. A kor merdleges a z-tengelyre és
kozéppontja a z-tengelyen van. A koron a pont helyzetét
az x-tengellyel parhuzamos sugarral bezart ¢
azimutszog adja meg.
Végiilis a koordinatarendszert meghatarozo koordinata-transzformacio 6sszefiiggései:

/2.23/  x =Tt sinv cos¢ U = sinu sing Z=r1cosV
A koordinatarendszer egységvektorai: €, /sugariranyu/, €, /a "hosszusagi kor" érintdje iranyl/, €y
/a "szélességi kor" érintdje iranyd/. Az elemi elmozduléas:

/2.24/ dr=e;dr+e,rdv+eyrsinv d
A derékszogl térfogatelem:

/2.25/  dV =1 sinv dr du d¢

3. Pontkinematika

3.1. Alapok
Sebesség:
3.1/ v=F=ve,, v=S3
ey : érintd iranyu, eléremutato egységvektor
Gyorsulas:

/32/ a=v=i¥
Mivel a Descartes-koordindtarendszer bazisvektorai allanddak, a sebességvektor és a
gyorsulasvektor Descartes-komponensei egyszeriien adodnak /KF/. Altalanos
koordinatarendszerben a sebesség kifejezése /2.12/-bol:

/3.3/ v=dx/dt=Z (dx/dq;)dq; /dt
Sikbeli polarkoordinata-rendszerben ebbdl adodik a sebesség két komponense:



/3.4/ v,=T Vo=r1 ¢
Egy mas levezetést is adhatunk:
/3.5/  v=d(re;)/dt=r1e +r €,
Barmely e egységvektor iddderivaltja merdleges az egységvektorra. Ezt az allitast az e [le = 1
Osszefiiggés 1d0 szerinti differencialasaval lathatjuk be. Szemléletesen belathatd, hogy az e
vektor nagysaga viszont éppen a ¢ nagysagaval egyenld, s igy is eljutunk a /3.4/ formulakhoz:

3.6/ v=1ie+rd e
A gyorsulast a /3.6/ 6sszefliggésbdl kapjuk tovabbi differencidlassal /KF/.

3.2. Tangencialis és centripetalis gyorsulaskomponens

A vektorokat -amint az A4ltalanos koordinatarendszernél lattuk- tobbféle bazisban
eldallithatjuk komponenseikkel. A pontmechanikaban a fentieken kiviil haszndlunk még egy
olyan bdzist, ami a pont palydjdhoz illeszkedik. A palya egy pontjdn vezessiikk be az e,
tangencialis egységvektort. Ez a palya érintdje irdnydba mutat €s mozgasiranyban elére. A
sebességvektor mindig ilyen iranyd, mert

137/ Vv=ve,

Képezziik most a gyorsulasvektort:

38/ a=vetve,

Tudjuk, hogy egységvektor iddderivaltja merdleges az egységvektorra, ezért a masodik tag
merdleges lesz a palya érintdjére. Ennél azonban tébbet is mondhatunk. Szigorh matematikai
levezetés helyett az eredményt szemléletesen ismertet;jiik.

A palyan tekintsiink egy P pontot, aminél a gyorsulast vizsgaljuk. Vegyiink fel a P elott
egy P; pontot és a P utan egy P, pontot. Ha ez a harom pont nem esik egy egyenesbe, akkor
meghataroz egy kort. Ennek a kornek a hataresete, amint a P; és P, is tart P-hez, a palya simulo
kére a P pontban. A simulo6 kor sugara legyen R, a sugériranyq, kifelé mutat6 egységvektor pedig
n. Ekkor

/3.9/ e, =-¢n
ahol ¢ = w a szogsebesség a simuld kor kdzéppontjabol nézve. (A mozgast a simuld kdrdn
végzett kormozgassal kozelitjiik!)
Behelyettesités utan kapjuk, hogy
/3.10/ a=a;+a,, a =V e, tangencidlis (palya menti) gyorsulas
Cad=0vO=0s0
ap=-V O N centripetalis gyorsulas

Ca, O=v 0¢ O=v* /R =Rw’
A tangencialis gyorsulas a sebesség nagysaganak valtozasabol ered és eldre mutat, ha a sebesség
nagysaga idoben novekszik, visszafelé mutat, ha v csokken. A centripetalis gyorsulds a sebesség
iranyanak valtozasabodl ered és mindig a simulé kor koézéppontja felé mutat. Ha a mozgas
egyenesvonall, akkor a centripetalis gyorsulds zérus, ha a mozgas egyenletes, akkor pedig a
tangencialis gyorsulas zérus.

Természetesen nemcsak a gyorsuldst, hanem mas vektorokat is felbonthatunk a palya egy
pontjara vonatkoztatva tangencialis és arra merdleges /normalis/ komponensekre. Ennek a
felbontasnak szerepe van példaul strlodas esetén a nyomoerd szamitasanal.



3.3. Kérmozgas

A kormozgas targyalasa legegyszeriibb a kor sikjaban felvett polarkoordinata-rendszerben.
A kor koézéppontja legyen a koordinatarendszer origdja, sugara r. Mivel r most konstans, a
helyvektor, a sebességvektor és a gyorsulasvektor a fenti altalanos formuldkbol adodik:

3.1/ r=re, v=rwe, a=rPey-ru’e
A sebesség nagysaga ugyanis: v = rw, ennek idéderivaltja rf3, ahol 3 a szoggyorsulas: @ = 3.

A kormozgas vetiilete barmely, az origdon atmend egyenesre rezgomozgas. Az egyenletes
kormozgas vetiilete harmonikus rezgomozgas.

9. A Hamilton-fiilggvény

A mechanikai mozgasegyenlet az eddig targyalt formdban idoben masodrendli. Ezért kér kezdeti
feltételiink volt: a kezdeti helyet és sebességet is meg kellett adnunk ahhoz, hogy egyértelmi
megoldashoz jussunk.

A mechanika Hamilton-féle vagy mas néven kanonikus felépitésében a mozgasegyenlet
idében elsérendli egyenletrendszer. Ehhez ugy jutunk, hogy bevezetiink ) mennyiségeket, az
impulzusokat. Minden egyes térkoordinatdhoz rendeliink egy impulzust a kdvetkezé definicioval:
fejezziik ki az Ex kinetikus energiat mint a q; térkoordinatdk és a ¢, sebességkoordinatak
fliggvényét; ekkor a p; impulzuskoordinata definicidja:

/9.1 pi=0E;/dq; .

Egyetlen tomegpont esetén Descartes-rendszerben ezek éppen a kordbbrol megismert kézonséges
impulzusvektor koordinatai, altalanos koordinata-rendszerben dltaldnositott impulzusoknak
szokas hivni Oket.

Tételezziik fel, hogy rendszeriink konzervativ, a potencialis energiat jeloljik Ep-vel.
Fejezziik ki a mechanikai energiat a q; koordinatdk és a p; impulzusok fliggvényeként, ezt a
fliggvényt nevezzilkk Hamilton-fiiggvénynek. A Hamilton-fliggvény értéke tehat a mechanikai
energia:

/9.2 H(q,p) =E, + Ex
Egyetlen tomegpont és Descartes-koordinatarendszer esetén

/9.3/  H(r,p)=E, () +p*/2m
A mozgasegyenletek ebben a formalizmusban a

9.4/ q, =0H /dq; p,=- OH /dp;

Hamilton-egyenletek.

10. Merev testek mozgasegyenletei

Az impulzustétel €s az impulzusmomentum tétele természetesen a merev testekre is
érvényes. SOt, ez a két tétel egyiitt jelenti éppen a merev test mozgasegyenleteit, amelyekbdl a test
mozgasa -a kezdofeltételek ismeretében- meghatarozhato. Mivel az impulzustételben a kiilsé erdk
ereddje, az impulzusmomentum-tételben a kiilsé forgatdbnyomatékok ereddje szerepel, ezért - egy
adott merev testre hato - két erérendszer ugyanazt a mozgast idézi eld a merev testen, ha ez a két
mennyiség ugyanannyi a két erérendszerre.

Tehat két erérendszer akkor és csak akkor egyenértékii egymdssal, ha

- az er0k ereddje egyenld, és

- a forgatonyomatékok ereddje is egyenlo.

Ebbdl kovetkezik példaul, hogy a merev testre hatd erd eltolhato a tamadasvonal mentén. Egy
ilyen eltolasnal ugyanis sem az eredd erd, sem a forgatdbnyomaték nem valtozik.



Egy sikban hat6 erérendszer majdnem mindig helyettesithetd egyetlen eredd erdvel. Egyik
kivételes eset az erdpar, ennél az eredd erd zérus, az eredd forgatonyomaték viszont nem zérus!
Az er6par M forgatonyomatéka fiiggetlen a vonatkoztatasi ponttol, olyan vektor, amely merdleges
az erOpar sikjara, nagysaga pedig M = d UF, ahol d az erdpart alkotd két erd egyenesének
tavolsaga.

11. Kontinuummechanika

11.1. Alapfogalmak

A mechanika felosztasa: pontmechanika ¢s kiterjedt testek mechanikdja. Kiterjedt testek:
pontrendszer és kontinuum. Kontinuum: a siirliség szakaszosan folytonos fiiggvény. A testben
véges a slirliség: 0 <p < oo,

Kontinuumok: merev testek és deformalhat6 testek. Deformalhat6 testek: rugalmas testek,
szilard testek, fluidumok, reoldgiai modellek.

V jeldlje a test térfogatat és egyuttal a test altal elfoglalt tértartomanyt. Kezdetben (t=to
vagy t=0) legyen V, tehat a test pontjai (helyvektorok) kezdetben: Xo O Vy . Xo lesz a részecske
"neve", X valtozik, ahogy a test mozog, de Xo-at a test pontjahoz rogzitjiik. A t iddpontban a test
pontjai: X(OV.

Pontrendszer és kontinuum kozelitheté egyméssal. Dirac-féle delta-fliggvény.
Mozgas: Vo —» V, Xo - X leképezés. Jelolés: X = N (Xo,t).

Kezdeti feltétel: Xo = X" (Xo,0).

Feltessziik, hogy invertalhatd: Xo = X~ (X,t).

? Mi a matematikai kifejezése annak, hogy az X" fliggvény az X" fliggvény inverze?

Jacobi matrix
Kivalasztjuk a testnek egy pontjat, a 0 kezdeti
idében legyen ez Xpp. E pont kornyezetében a
mozgast leird leképezést linedris leképezéssel
kozelithetjiik:

1.1/ Ax=J[A X,

hataresetben dx =J [dXo, '
ahol A Xo = Xo - Xpo €s Xo a kivalasztott pont

kdrnyezetének valamely pontja, ami t idében az X

pontban lesz.

A J Jacobi matrix elemei:

Mo /1127 Jyo= x5 /8%

A Jacobi matrix determinéansa a J Jacobi determinans. A Jacobi determinans a térfogatvaltozassal

van szoros kapcsolatban: ha volt egy dV, térfogatunk, akkor ez a mozgas soran dV = J dV,
térfogatba megy at. Tehat a relativ térfogatvaltozas: J - 1.

Hogyan fejezheto ki a stirliség /relativ/ valtozéasa?
? Mi a térfogat két- és egydimenzids térben?

A Jacobi determinans értéke természetesen fiigg az 1do6toél: t=0 idében éppen 1. Tovabba fiigg
attol is, melyik volt a kivalasztott Xpy pont, amelynek a kornyezetében vizsgalddunk.
Folytonossagi kovetelmény: 0 <J < oo, (Véges térfogat végesbe megy at.)



Térmennyiseg idoderivaltiai

Térmennyiség: hely és 1d6 fliggvénye. /Mas szdéval: mezd./ Elnevezések: homogén: helytdl,
staciondrius (sztatikus): id6t6l, izotrop: iranytol valo fliggetlenség.

A térmennyiségek hely-idoéfiiggését kétféle modon szokas megadni:

Euleri leiras: X,t Lagrange-i leiras: Xo,t
Példaul: hémérséklet: T = TF (X,t) = T" (Xo,t).

Az X, részecske sebessége: v = &~ /0, gyorsuldsa: a = dv" /5t = X" /dt* . A sebesség
térmennyiség, a sebességtér vektorvonalai az dramvonalak. A pdlyavonalak pedig a részecskék
palyagorbéi. Staciondrius dramlasnél az dramvonalak és a palyavonalak egybeesnek.

Az F térmennyiség lokdlis idéderivaltia: OF" /8t; ezt nevezziik parcialis idéderivaltnak is,
és roviden igy is jeloljiik: SF/t. Az F térmennyiség szubsztancialis idéderivaltja: SF-/3t. A
szubsztancialis derivalt mas jelolése: teljes derivalt: dF /dt = OF"/dt. Osszefiiggés a kétféle
idéderivalt kozott:

/11.3/  dF/dt=&F/dt + v OIF (? Miért?)

/konvektiv tag/
A gyorsulas kifejezése az Euleri leirasban: a = dv/dt = dv/ét + (VIT)v

? Hogy van ez Descartes-koordinatakban?

Inkompresszibilis  kontinuum: a slrlség szubsztancidlisan 4llandd, azaz szubsztancidlis
idéderivaltja zérus.

Tenzorok

Az n dimenzids vektortérben vegyliink fel egy bazist, €; jelolje a bdzisvektorokat. Tegylk

fel, hogy a bazis ortonormalt, azaz
EL hai =

Sl8 =0 =5 ogyébkén
A vektortér barmely X vektora egyértelmiien kifejezhetdé a Dbazisvektorok linearis
kombinaciojaként:
X =2 Xie; , itt X; az X vektor koordinatdi.

Tenzor: homogén linearis vektor-vektor fliggvény. Vektor-vektor fliggvény: fiiggetlen
valtozodja és értéke is vektor, pl. u = f(r). Ezt homogén linearisnak nevezziik, ha teljesiil, hogy

f(ciritcr)=c f(ry)+c,f(r;) minden r; vektor és c; skalar esetére.
Ha ez az Gsszefiiggés teljesiil, akkor tobbtagu linearis kombinaciokra is érvényes, tehat ha az f
fliggvény homogén linearis, akkor altalanosan is érvényes, hogy

f(ZCiXi):ZCif(Xi).
Emiatt a homogén linedris vektor-vektor fiiggvényt egyértelmiien meghatarozzak a
bazisvektorokhoz tartozo f (g;) fliggvényértékek, hiszen

fX)=f(Zxie)=Zx;T(e).
Tenzorjelolés: f(X) - T [X Egységtenzor: 1, amire 1[k=x [X.
A T tenzor matrixa: T; = (L [Bj); . A bazis megvaltoztatisa esetén a tenzor marad, de a matrix
komponensei valtoznak. Egy adott bdzis esetén a tenzorok ¢és matrixaik kolcsondsen
egyértelmiien megfelelnek egymasnak. Ezért a tovabbiakban -egy bazist rogzitve- a tenzort €s a
matrixat ugyanazzal a betlivel fogjuk jelolni.

Egysegtenzor matrixa egyseégmatrix: a féatloban minden elem 1, minden mas elem zérus.
A T matrix transzponaltja: T, ahol T;=T;.



Szimmetrikus a T matrix, ha T=1, aszimmetrikus, ha nem szimmetrikus, €s antiszimmetrikus,

ha T =-T.

Barmely B matrix felbonthato egy S szimmetrikus €s egy A antiszimmetrikus matrix osszegére: B
=S+A S5=(B+B)2, A=(B-B)2

Ortogonalis a T matrix, ha T DT = 1. Ortogonalis tenzor matrixa /azaz ortogonalis matrix/

sorvektorai és oszlopvektorai ortogonalisak egymasra:
Z T Ty = O és Z T T = i -
] ]

Ortogonalis tenzor megdrzi a skaldrszorzatot és igy az ortogonalis tenzor tavolsag- és szogtartd
linearis leképezés.

Az X /nullvektortdl kiillonbozd/ vektort a T tenzor sajatvektoranak nevezzik, ha létezik
olyan A szam, hogy T [X = AX. Ekkor A-t a T tenzor X vektorhoz tartozo sajatértékének nevezzik.
A sajatértékeket a det (IT-AL1) = 0 sajatérték-egyenletbol hatarozhatjuk meg. n dimenzios térben
legfeljebb n sajatérték van. Egy sajatértékhez viszont tobb sajatvektor is tartozhat. A sajatértékhez
legfeljebb annyi fliggetlen sajatvektor tartozik, amennyi a multiplicitasa. A sajatértékek és a
sajatvektorok még akkor sem feltétlentiil valdsak, ha a tenzor minden matrixeleme valos.
Szimmetrikus matrixnak a multiplicitasokat is figyelembe véve pontosan n valds sajatértéke van.
A kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok egymasra merdlegesek.

A matrix nyoma: a f6atloban 1évo elemeinek sszege.

Fesziiltséatenzor

A kontinuum részecskéire hathatnak kiils6 erdk /Fui/, ezek rendszerint extenziv
mennyiségek, bevezethetd tehat a fajlagos értékiik /f/ és a térfogati siiriiségiik /pf/:

/11.4/ ka:jfdmZIpde

Hathatnak viszont belso erdk is. Ezek kozelhato erok, a szomszédos részecskék a kozos
hatarfeliiletiik mentén hatnak csak egymasra. E belsé er0k matematikailag kezelhetd leirasat adja
a fesziiltségtenzor.

Képzeljiik el, hogy a kontinuumban dF_ . .
kivalasztunk egy pontot, azon atfektetiink egy 4o Ly
dA feliiletelemet. A feliiletelem két oldalan
képzeljiink el két kis tartomanyt, az egyiket
jeloljik B-vel, a masikat J-vel. A B
"baloldali" részecskére a J "jobboldali
részecske dF er6vel hat. A dA hatarfeliilet
normalisa /a B szempontjabol "kiilsd" B J
normalis/ legyen n, ekkor dA = n dA.
Az er6 most a feliileten oszlik el, "feliileti extenziv mennyiség", mas széval dF aranyos dA-val.
Igen am, de mind dF, mind dA vektorok, s iranyuk nem feltétleniil esik egybe, még izotrop
testekben sem. A dF erének a feliiletre merdleges /azaz Nn-nel parhuzamos/ komponensét
huzoeronek, a feliiletbe esé /azaz N-re merdleges/ komponensét nyiroeronek /méas néven
csusztatoeronek/ nevezziikk. A huzbderd negativjat nyomoeronek nevezziik. A huzoeré akkor
pozitiv, ha "kifel¢" mutat, a nyomderd pedig akkor, ha "befel¢". Természetesen a IIl. axidbma
kovetkeztében B is hat J-re, éspedig -dF erdvel.
A test kivalasztott pontjahoz tartozik egy I fesziiltségtenzor, ami tulajdonképpen a dF és a dA
kozotti ardnyossagi tényezo:

/11.5/ dF=T [dA
A fesziiltségtenzor tehat feliileti erdstirtiség. Descartes-koordinatakban

N

N

= >
d

dA=|ndA Fhilzc'a




116/ dFi= Y Ty CA
k
Tehat a T fesziiltségtenzor Tix matrixdban az els6 index az erdre, a masodik index a feliiletre utal.

Példaul T,, a z normalisu "egységnyi" feliilletre hato erd y komponense. A fesziiltségtenzor
matrixanak foatlojaban tehat a huizofesziiltségek vannak, a matrix tobbi eleme nyirofesziiltség. Az
itt el6forduld esetekben a fesziiltségtenzor szimmetrikus, azaz Ti = T .
Alkalmazzuk most egy dV elemi térfogata tartoméanyra a tdmegpontra érvényes

/11.77/ ma= Fy + Fua
egyenletet:

/11.8/ pdVa=pfdV+[I[HA /azintegral a dV hatarfeliiletére veend6/
Integralva egy tetszdleges, véges térfogatra, a Gauss-féle divergenciatétel felhasznalasaval kapjuk
a kontinuum mozgésegyenletét:

/11.9/ pdv/dt=pf+divI

Dilatacios tenzor

A kontinuum egy Xpy pontjat kivalasztva, a mozgast a kivalasztott pont kdrnyezetében a J
Jacobi-tenzor irja le (/11.1/). Most ugynevezett infinitézimalis deformaciokra szoritkozunk,
amikor J csak kicsit tér el az egységtenzortol:

/11.10/ J=1+D D: elmozduldstenzor, Dig « 1.
Bontsuk fel a D tenzort szimmetrikus és antiszimmetrikus részre:
/11.11/ D=R+E

/11.12/ E=(D+ D)2

cE E: dilatacios /nyulasi/ tenzor,
/11.13/ R=(D - 2)/2 R a test merev test-szerti forgasaval kapcsolatos.

Ha ilyen rotacio nincs, akkor

/11.14/ dx = (L+E)ldX, 1+E: deformacios tenzor.
A féatloban 1évé deformaciok a huzé /ill. nyomd/ deformaciok, a féatlon kiviliek pedig a
nyirodeformaciok.

Lzotrop rugalmas test

Rugalmas testek esetén a fesziiltségtenzor kizarolag a deformécids tenzor pillanatnyi
értékétdl fligg. Ha a test nem rugalmas, E kordbbi értékei is szerepet jatszanak a T pillanatnyi
értékében, a testnek "memoridja van".

Linearis /mas néven Hooke-/ test esetében T komponensei linedris modon fiiggenek E
komponenseitdl:

NL1S Ty =5 5 ¢y By
P q

Ha a test izotrop, akkor ez az 6sszefliggés egyszeriisodik az alabbi formaba:

/11.16/ T=A011 + 2uE
ahol A és U a test adatai, az ugynevezett Lamé-allandok, 0 pedig az E tenzor nyoma, ez éppen a
relativ térfogatvaltozas, azaz a J Jacobi-determinans.
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Eovszerii nyujtas

Egy hasabot nyujtsunk meg az
x tengely irdnydban. A tobbi lapot
hagyjuk szabadon. Ekkor a Fe g - -—IrF
fesziiltségtenzor matrixanak egyetlen
eleme fog zérustol kiilonbozni: T . ¢ Al

A dilatacios tenzor matrixa pedig, amint az szimmetria-megfontolasokbol kovetkezik, izotrop
testben

e, 0 0 0O
E=h -& 07
=Y 0 =
A nyujtasra vonatkozd Hooke-torvény szerint a fesziiltség aranyos a relativ megnyuléssal, azaz:
T«=E¢& E: Young-modulus.
Esetiinkben oldaliranyban a test 6sszehtizodik /harantkontrakci6/, ami aranyos a megnyulassal:
&=V ¢ Vv: Poisson-aradny, értéke kb. 0,3 — 0,4 a legtobb anyagra.

Az izotrop linedris, rugalmas testnek két fliggetlen rugalmassagi jellemzdéje van. A korabban
emlitett Lamé-allandok egyértelmiien megadhatok E €s v fiiggvényeként, és viszont.

Eoyszeri nyirds
y.l L

|

£

e
Lt

Fom— -

Az abran vazolt elrendezésben az elmozdulastenzor:
M ¢ 00

D:%) 0 OD ahol € a nyiras szoge

B Y. gc.
B 0 0F

Ezért a dilatacios tenzor:
oo €/2 0O

_ 0
E—%/2 0 of
50 o0 of
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Fluidumok

Fluidumban nyugalmi éallapotban nyirofesziiltségek nem 1épnek fel. Idedlis a fluidum, ha
ezt a sajatsagdt mozgas kozben is megdrzi, mig realis vagy mas szoval viszkézus fluidumok
aramlédsakor nyirofesziiltségek is fellépnek.

A fluidum a gézok és a folyadékok 0Osszefoglaldo neve. A gazok ¢és folyadékok

egyensulyanak és daramlasdnak torvényszerliségei ugyanis a legtobb esetben egylitt targyalhatok. A
gazokra jellemzé az Osszenyomhatosag, mig a folyadékok kevésbé Osszenyomhatok.
Inkompresszibilis az a kontinuum, amely egyaltalin nem nyomhatd Gssze, azaz silirlisége nem
fiigg a deforméciotdl illetve a sebességtol.
Izotrop, idedlis fluidumra érvényes a Pascal-torvény. A nyomas ilyenkor a fluidum egy pontjaban
minden irdnyban ugyanaz, ¢és a nyomoderd mindig merdleges a feliiletre. A fesziiltségtenzor
ilyenkor: T = - pll, ahol p a nyomds. Ugyanilyen alaki a fesziiltségtenzor, ha a fluidum
viszkozus, de nyugalomban van.

A p nyomads persze fligghet a helytdl. A foldi nehézségi erétérben két eset kiillondsen

gyakori:
a/ Inkompresszibilis folyadék esetében
P = po - Pgz, ahol po a nyomas értéke a z=0 magassagban,
p a nyomas z magassagban,
p a folyadék siirtisége.

b/ Izoterm idedlis gaz esetére érvényes a barometrikus formula:
p = poldxp(-bz), ahol b a gdz mindségétdl fiiggd allando.

A Bernoulli-egyenlet

Alkalmazzuk a kinetikus
energia tételét egy dramlasi csore.
Tegyiik fel, hogy a fluidum
stacionarius aramldsakor az abran
szereplé Py és P, kozotti térfogat 2,
atmegy a Q; ¢és Qp kozotti
térfogatba. A tomegmegmaradas
miatt a két sraffozott részben
ugyanannyi a fluidum témege. A
kivalasztott fluidumrész kinetikus
energidjanak megvaltozasa:

AE,;, = %(pzszvzz - plAV1V12)

Ekozben a kivalasztott fluidumrészen -a nehézségi erd és a nyomoéerdk altal végzett- munka:
W=g (plAVI z) — P2 AV, 7;) + p1 AV —p2 AV,
A kinetikus energia tétele szerint e két mennyiség egyenlé egymassal.
Szoritkozzunk inkompresszibilis fluidumra, ekkor kapjuk egyrészt, hogy
Ppi=p2=p, Aivi=Ayw
Masrészt, ezeket felhasznélva a kinetikus energia tételében, adodik a
p + pgz + % pv* = konstans
Bernoulli-egyenlet, amely tehat egy aramlési csore érvényes, ha a kozeg inkompresszibilis, az
aramlas pedig stacionarius.
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Viszkozitds
Fluidumok &ramlasakor hasonl6 6sszefliggés all fenn a fesziiltségtenzorra mint amilyen az

izotrop rugalmas kozeg fesziiltségtenzorara all fenn, csak itt a dilatacidos tenzor helyett a
sebességgradiens tenzor szerepel. A viszkozus fluidum mozgasegyenlete a Navier-Stokes-féle

differencialegyenlet.
A viszkozitas mibenléte Ya
legegyszerlibben az abran lathat6 elrendezésben ;|
szemléltethetd. A viszkézus nyirofesziiltség el
aranyos a sebességgradiens nyiro- .
komponensével: —
——
Ty =-n0vx/0y [,V
Az n aranyossagi tényez6 a viszkozitas. —
—»
+ -
alld lap o X

MERLEGEGYENLETEK

A fizikai mennyiségek lehetnek pontfiiggvények (térmennyiségek) €s halmazfiiggvények. Az
utobbiak esetében a tér egy halmazahoz tartozik egy érték. A szokasos szohasznalatban az
extenziv mennyiségek olyan halmazfiiggvények, amelyekre az additivitas kovetelménye teljesiil:

E(AOB)=E(A) + E(B) ha AnB=1[J.

Extenziv mennyiség (térfogati) siriisége: pg= dE/dV. Ertelmezés: a kiszemelt P pontot
koriilvessziik egy AV térfogatu tértartomannyal, ebben van AE mennyiség az E extenziv
mennyiségbdl; az dtlagsiiriiség: AE/AV. Ennek hatarértéke, amint a AV tértartomany a P pontra
zsugorodik, a stiriség a P pontban.

Legyen E egy test extenziv mennyisége. Ennek megvaltozasa fizikailag lehetséges kiilsd
okok miatt (bearamlés a kornyezetbdl a test hatarfeliiletén at) vagy belsd okok miatt (az E
termelddése, produkcioja a test belsejében): AE = (AE)x +(AE), . Beosztva a At idotartammal, és a
At 0 hatirékben kapjuk az E extenziv mennyiségre vonatkozd globalis (integralis)
mérlegegyenletet:

dE/dt = -IE + PE .

Itt Pr az E mennyiség forraserossége, Iz pedig az E mennyiségnek a test hatarfeliiletére
vonatkoz6 dramerdssége.

Az E mennyiségnek valamely feliiletre vonatkozd dramerdssége: a feliileten atment E
mennyiség €s az idotartam hanyadosanak hatarértéke. Ennek eldjele fiigg attol, melyik atmeneti
iranyt tiintetjik ki.

A forraser6sség extenziv mennyiség, strisége a forrassiriiség. Megmarado az a
mennyiség, amelynek forraserdssége mindig zérus.

Az éaramerdsség is halmazfiiggvény, de itt a halmazok kétdimenzidsak: a szoban forgd
feliilet részfeliiletei. Erre is értelmezhetiink tehat strtiséget (feliiletegységre vonatkoztatott
aramerdsségérték), ezt nevezzik dramsiriiségnek. Az éaramerdsség az aramsiriség fluxusa
(feliileti integralja):

I=[J[A.

A mérlegegyenletben szerepld tagokat pontfiiggvények integraljaként allithatjuk eld:
dE/dt=d/dt [ pedV =[dpe /0t dV  (ha a hatarfeliilet nem mozog)

Ig= f Je (DA =[divJdV (A Gauss-féle divergenciatétel alapjan)
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Pg=[0opdV (Pg extenziv, o jeloli a stirliségét, a forrassiiriiséget)
Az eléforduld térfogati integralok integralasi tartomanya kozos (t.i.: a test altal elfoglalt V
tartomany), ezért a globalis mérlegegyenletbdl:

[ (dpg /dt + divIg - 0 ) dV = 0.
Ez az azonossdg a test minden részére is fennall, s ezért, ha az eléforduld fiiggvények
folytonosak, akkor maganak az integrandusnak kell eltiinnie:

dpg /dt + divJg - 0 =0 (ez a mérlegegyenlet lokalis alakja)

A térfogataramsiiriiség: Jy = V.
Ezért a konvektiv daramsiiriiség: J 'éonv= Pe V, 1d6- és feliiletegységre vonatkoztatva ennyi E
mennyiséget visz magaval a mozgo kozeg. A lokalis mérlegben szerepld aramstriiség a teljes
aramstlriiség, ami a konvektiv tagon kiviil tartalmazhat konduktiv (vezetési) tagot is:

J=Jkov 4 gkond pepgr gKONd = g - JROV
A tomeg csak konvektiv uton dramolhat, ezért a tomegaramstiriiség:

Jm = pV.
A tomegmérleg lokalis alakja:

op/& + div(pv) = 0.
Ezzel egyenértékii a szubsztancialis tomegmérleg:

dp/dt + p divv =0.
Inkompresszibilis kozeg aramlasa esetén dp/dt = 0, s ezért div v =0.

A lokalis mérlegegyenletb6l matematikai azonossagok, valamint a kétféle idéderivalt
kozotti Osszefliggés felhasznaldsaval kapjuk az E mennyiségre vonatkozd szubsztancialis
mérlegegyenletet:

N pde/dt+divIE - g =0
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