VEKTORSZAMITAS

1. VEKTORALGEBRA

1.1. A vektor szemléletes értelmezése

Azok a fizikai mennyiségek, melyeknek nagysagukon kivul iranyuk is van,
vektorok. (A vektorok absztrakt matematikai definiciojaban dont6 szerepe van az
Osszeadasnak és a skalarral valo szorzasnak. Az olyan halmazok elemeit nevezik
vektoroknak, amelyek elemeire értelmezve vannak ezek a miveletek, és a miveletek
lényeges szabalyai megegyeznek az iranyitott egyenes szakaszok 6sszeadasanak és
szammal valo szorzasanak fébb szabalyaival.)

A vektort egyértelmien megadhatjuk a hosszaval és az iranyaval; nem tekintink
kulonbozének két vektort, ha azok parhuzamos eltolassal atviheték egymasba.

1.2. A vektor abszolut értéke

A vektor kezd6- és végpontjanak tavolsagat a vektor abszolut értékének
(hosszanak, nagysaganak) nevezziik. Jel6lése: [a| vagy a.

Ha a vektor hossza egységnyi, akkor a vektort egységvektornak, ha nulla, akkor
nullvektornak mondjuk. Nullvektor csak egy van, de egységvektorbdl végtelen sok
kulonbozé van.

1.3. Vektorok osszeadasa

Két vektor 0sszegét a
paralelogramma-szabaly definialja:

a
Az 0sszeadas invertalhatd mivelet, inverz mivelete a kivonas. Tehat ha
a+b=c, akkor (és csak akkor)
a=c-b.

1.4. Vektor szorzasa skalarral
Az a vektornak A szammal val6 szorzata

b=Aa egy olyan vektor, melynek nagysaga
[0 =[Aa] =[Alla],

iranya pedig megegyezik az a vektor iranyaval, ha A>0, és ellentétes, ha A<0.



1.5. A skalarszorzat

Két vektorhoz, a-hoz és b-hez rendeljunk hozza egy szamot: a két vektor
abszolut értékének és az altaluk kdzbezart sz6g koszinuszanak szorzatat. Ezt a
szamot a két vektor skalaris (bels) szorzatanak nevezzik:

alb=|al|blcos(a, b)

Szokasos jeldlések még (a,b) és (alb) is.

1.6. Vektorszorzat
Két vektorhoz, a-hoz és b-hez rendeljink hozza egy c¢ vektort, melynek
nagysaga a két vektor altal meghatarozott paralelogramma terilete, irdnya pedig
meréleges az a és b vektorok altal meghatarozott sikra, ugy, hogy az a, b és ¢
vektorok jobbrendszert alkossanak, azaz a ¢ vektor végpontjabdl nézve az a vektort 1
nél kisebb szdgl pozitiv (az dramutaté jarasaval ellentétes) iranyu forgatas vigye at a
b vektor iranyaba.
(Szemléletesebben. ha a jobb kéz huvelykujja az a,
mutatoujja a b vektor iranyaba mutat, akkor a
k6zépsb6 ujj bedllithatd a ¢ vektor iranyaba.)
Az igy definialt ¢ vektort az a és b vektor
vektorialis (klls6) szorzatanak nevezzuk:

c=axb
Szokasos jellés még [a, b] is.

A vektorszorzat abszolut értéke:
lax b| =|a |b]|sin(a, b).

1.7. Vetllet

Az a vektor (meréleges) vetulete a b vektor iranyara:
a, =|a/cos(a, b) =a 8,

)
ahol e, = b a b iranyu egységvektor. a
I a,,
Az
Ay =a,e,=(alé)e, b >
vektort az a vektor b iranyd (vektor- a,,

)komponensének nevezzuk.

Az a vektor felbonthaté egy b iranyu és egy b-re meréleges komponens 0sszegére:

a=ay tay

A b vektorra meréleges a,, komponens nagysagat a Pitagorasz-tétellel kapjuk:

la,s|=+/|a]" —&,° =[a[[sin(a, b)|-



A vetlletek jelentés szerepet jatszanak a vektorok szorzasanal - ezt mutatja az

alabbi két azonossag:

alb=a| b, =a, | =ab,
[ax b =[al|by| =[a ||

1.8. A vektoralgebra fontosabb szabalyai és azonossagai
Legyenek a, b és c tetszdleges vektorok, A és U tetszbleges skalarok.

a+0=a
a+b=b+a

(a+b)+c=a+(b+c)
A0=0

0@=0

1@=a

A(ua) =(Au)a
(A+uwa=Aa+ua
Ala+b)=Aa+Ab

ald=0
alb=bla

al(b+c)=a+ald
(Aa)[b=A(alb) =all b)
ha al[b=0, akkor (és csak

akkor) allb
a@=|a

ax0=0

axb=-bxa tehat a

vektorszorzat antikommutativ!

ax(b+c) =axb+a xc

(Aa)xb=A(axb) =a x(A b)

ha axb=0, akkor (és csak
akkor) a| b

axa=0

A harmas vektorszorzat kifejtési tétele:
ax(bxc)=(al@db-(albc
Végul megemlitjuk az un. vegyes szorzatot:

albxc) =(axb) (g,

melynek értéke -el6jeltdl eltekintve- a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon

térfogataval egyenl6.

1.9. Vektorok Descartes-féle koordinatai
Legyenek i, j és k ortonormalt bazisvektorok, amelyek jobbrendszert alkotnak:

i =[5 =[wf" =z
Ekkor barmely a vektor egyértelmuen felirhato
harom meréleges komponens dsszegeként:
a=ai+aj+ak
a, szamokat az a vektor

Az a,a

y’

koordinatainak nevezzik az i, j, k
bazisvektorok altal meghatarozott jobbsodrasu
Descartes-féle (x,y,z) koordinatarendszerben.

i xj =k




1.10. Vektorok kozotti miveletek Descartes-féle koordinatakban
Osszeadas: hac=a+b, akkor c, =a +h, , stb.
Szorzas skalarral: ha c=Aa, akkor c, =Aa, stb.
Skalarszorzat: alb=ab, +ab, +ab,
Vektorszorzat: ha c=axb, akkor c, =ab —ahb,, stb.
Az Osszeadas, skalarral valdé szorzas és a vektoridlis szorzat y koordinatajat az x
koordinata kifejezésébdl ciklikus permutaciéval kapjuk az x index helyett y-t, y helyett
z-t és z helyett x-et irva. A z koordinatara vonatkozé kifejezéseket ismételt ciklikus
permutacioval kapjuk meg.
A vektorszorzatot az alabbi determinans kifejtésével is megkaphatjuk:

i j k
axb=la, a, a,
b b b

Vektor abszolut értéke:
d=ya’ +a’ +a’
A vektornak a koordinatatengelyekkel bezart szogeinek koszinuszai, azaz a vektor
iranykoszinuszai:
a=x & : cosB—— cosy:i
Je] 8’ g
Az iranykoszinuszok egyben az a irdnyu e, egységvektor koordinatai, ezért
cos® a+cos’B+cos’ y =1.

COos

2. VEKTOR-SKALAR FUGGVENY

A vektor-skalar fuggvény fuggetlen valtozoja skalar, fugg6 valtozoja vektor. llyen
fuggvényekre a hatarérték, folytonossag, differencialhatésag fogalma a valos
fuggvenyeknél tanultakhoz hasonléan alkalmazhato.

Az a = a(t) fuggvény hatarértéke a t =t, pontban a,, vagyis

!'fﬂ a(t) =a,, ha tetszbleges e>0 szamhoz talalhato olyan >0, hogy
la(t) —a,| <& ha |t —t,| <d.
Az a = a(t) fuggvény a t, pontban folytonos, ha létezik hatarértéke, és az egyenlé

a fliggvényértékkel:
!irtn a(t) =a(t,)



At =t, pontban az a = a(t) fuggveny differencialhatd, ha létezik a
Aa _ a(t) —a(t,)
At t—t,

b, akkor b-t az a(t) t,-beli differencialhanyadosanak, derivaltjanak nevezzuk.

differenciahanyados hatarértéke t =t,-ban. Ha ez a hatarérték

Jelolése:
at) =32 =im 22 o jim 20 Zal)
dt|o,, 2-0At 6 t-tg
A differencialhanyadost minden pontban képezve kapunk egy ujabb vektor-skalar
fuggvényt, a derivalt fuggvényt:
a=a()
Ha ez a fuggvény is differencialhatd, akkor derivaltjat az a(t) fluggvény masodik

differencialhanyadosanak nevezzuk:
A(t) = E_da(t)
dt>  dt
Hasonldé modon definidlhatjuk a magasabbrend(i derivaltakat.

A skalar-skalar fuggvények differencialasi szabalyaival analdég Osszefliggések
allnak fenn vektor-skalar fliggvényekre is. Ha A(t) differencialhaté skalar-skalar
fuggvény, a(t) és b(t) differenciadlhatd vektor-skalar flggvények, akkor az alabbi
differencialasi szabalyok alkalmazhatok:

(")sszeg differencidlasa:

da db

Szorzat dlfferenC|aIasa

dA da
[/\(t)a(t)] = —ta +A pre

—[a(t) Db(t)] S [Eb+a é’f

db
[a(t) b(t)] =88 p+a o

Kézvetett fuggvény dlfferenC|aIasa.

Lao) =it

dA dt

Ha az a(t) vektorokat k6zos kezd6pontbdl mérjuk fel, akkor a vektorok végpontjai
egy térgdrbét irnak le, mikdzben a t valtozo értéke végigfut egy intervallumon; az a(t)

derivalt vektor pedig a térgorbe érintéjének iranyaba mutat. Ha az a(t) vektor
egységvektor, akkor a térgérbe egy gombfellleten lesz rajta, és az &t) derivalt vektor

meréleges lesz az a(t)-re. Ezt a kdvetkez6képpen lathatjuk be.
d d 2 _d
—la(t) [&(t)| = 2a(t) La(t) = —la(t)] =—& =0
RO @] =220 @) = fa) = -{

Tehat mivel a(t) és a(t) skalarszorzata zérus, a két vektor meréleges egymasra.



2.1. Vektor-skalar fliggvény Descartes-féle koordinatakban
Rogzitett Descartes-féle koordinatarendszerben a vektort megadhatjuk
koordinataival, ezért az a=a(t) fuggvény harom skalar-skalar fuggvénnyel
egyenértéku:
a =a(), a=a), a =a()
Ezek az egyenletek az a=a(t) fuggvény altal meghatarozott térgdrbe paraméteres
egyenletei. Ha a t paramétert valamelyik egyenletbdl kifejezzik és behelyettesitjuk a
masik kettébe, kapjuk a térgorbe egyenletét
f(ax,ay,az):o,g ax,ay,az):o alakban.

A vektor-skalar fliggvények tulajdonsagai megfogalmazhaték a koordinataik
segitségével is. igy pl. bebizonyithatd, hogy az a = a(t) fliggvény akkor és csak akkor
differencialhatd, ha az a,(t),a,(t), & (t) koordinatak mindegyike differencialhato, és

ekkor fennall az
a(t)=a,(ti+a,(Hj+a,(k Osszefuggés.

Hasonlé dsszefliggés all fenn magasabb rendi derivaltakra.

3. SKALAR- ES VEKTORTEREK

A fizikaban gyakran el6fordul, hogy egyes mennyiségek értéke fiugg a helytdl.
Mivel a helyet a helyvektorral adhatjuk meg, igy ezeknek a mennyiségeknek a
helyfuggését olyan figgvények irjak le, melyeknek fliggetlen valtozéja vektor.

Azokat a flggvényeket, melyeknek fuggetlen valtozéja vektor, figgd valtozdja
pedig skalar, skalar-vektor fliggvényeknek vagy skalartereknek nevezzik. Azokat a
fuggvényeket pedig, melyeknek mindkét valtozéja vektor, vektor-vektor
fuggvényeknek vagy vektortereknek nevezzik.

Az ilyen tipusu fuggvényekre hasonlé mddon értelmezhetjik a hatarérték és a
folytonossag fogalmat, mint a vektor-skalar fliggvényekre. A képletek alakilag
valtozatlanok maradnak, csak a fluggetlen vektor valtozoét kell az ott szerepl6 t helyébe
irni, a fuggé valtozé helyébe pedig a megfelel6 skalar vagy vektor figgé valtozot, attdl
fuggbéen, hogy skalar- vagy vektortérrél van sz6. A differencialhanyados fogalmat
azonban nem lehet kozvetlenll a vektor-skalar fuggvény differencialhanyadosanak
mintajara értelmezni, hiszen a flggetlen valtozé jelen esetben vektor, mellyel osztani
nem lehet.



3.1. Skalartér szintfeliiletei
Legyen
¢=¢(n
egy skalartér. Mivel az r vektort kifejezhetjlk x, y, z Descartes-féle koordinataival:
r=xi+yj+zk,
ezért a skalarteret egy haromvaltozés fuggvénnyel is leirhatjuk:
¢=9(x,y,2).

A skalartér szemléltetésére bevezethetjik a szintfeliiletek (nivéfellletek)
fogalmat. A szintfellletek azon r pontok mértani helyei, amelyekre a fliggvény értéke
allandé. A szintfellletek egyenlete Descartes-féle koordinatakban:

#(x,y,z) = ¢, =konst.
Kilénbozd ¢, értékekhez kilénbdzd szintfellletek tartoznak, igy a ¢ =¢(r)
skalartérhez egyparaméteres szintfelllet-sereg tartozik - paraméternek tekinthetjuk a
¢, értéket.

A hdémérséklet, a nyomas, ill. a potencial térbeli eloszlasat leird skalarterek
szintfellleteit izoterma, izobar, ill. ekvipotencialis fellleteknek nevezzik.

3.2. Iranymenti derivalt és gradiens
A kozdnséges derivalt a figgb valtozo valtozasi sebességét jelenti. Skalarterek
esetén bevezetjik az iranymenti derivalt fogalmat. Legyen e egy egységvektor. A
d=¢(r) =¢(x,y,z) skalartér e iranyu iranymenti derivaltjanak az r, pontban az ehhez
az irdanyhoz tartozo fuggvényérték-valtozasi sebességet nevezzik:
d| _ o #(+Ase)
ds,| ~ 4s-0 As

0

Lathatd, hogy ez a derivalt egyenl6 a §:s+> d(r, +se) fliggvénynek s szerinti

k6zdnséges derivaltjaval az s=0 pontban:

dg| _ dg(x, +se)]
dse | dS |s:0

)

Az iranymenti derivalt segitségével szemléletesen definialhatjuk a gradiens fogalmat.
Képezzik az r, pontban az dsszes iranymenti derivaltat, majd keressuk meg azt az e,
egységvektort, amelyhez tartoz6 iranymenti derivalt a legnagyobb. Az r, pontban a
gradiens vektor abszolut értéke egyenlé a legnagyobb iranymenti derivalttal, iranya
pedig az e, iranyaval megegyez6. A gradiens abszolut értéke tehat az adott pontbeli
legnagyobb flggvényérték-valtozasi sebességet jelenti, iranya pedig a leggyorsabb
ndvekedés iranyaba mutat.

A gradiens vektor definidlasa torténhet mas modon, a kézdnséges derivalt
mintajara is. Ehhez azonban nem hasznalhaté a differenciahanyados alak, mivel
vektor nem kerllhet a nevezébe. Viszont a nevezével atszorozva a kovetkez6képpen



definialhato egy skalar-skalar fuggvény derivaltja: az y=y(x) fuggveény derivaltja az x,
pontban y', ha y megvaltozasa

Ay =y'(X,) Ax +&(X,, AX) Ax
alakban felirhat6, ahol

AIxirﬂn0 £(X,,Ax) =0.
Ennek mintajara egy ¢ =¢(r) skalar-vektor figgvény derivaltia az r, pontban a
® =grad¢ vektor, ha

A¢ = grad¢ [Ar +£(r,, Ar) [Ar

alakban felirhato, ahol
lim0 £(r,Arn =0.

3.3. Iranymenti derivalt és gradiens Descartes-féle koordinatakban

Legyenek az e egysegvektor koordinatai e,,e e, az r, ponté pedig X, Yy Z;-

Akkor az iranymenti derivalt a kdzvetett fuggvényre vonatkozo differencialasi szabaly

felhasznalasaval:

d¢| :d¢(ro +Se)| :i¢(xo+sex’y0+Sey’zo+sez) :@ @X +@ y+@ Z’
ds,|, ds |, ds - K|, |, a|,
. . ¢ op 09
ami az e vektor skalarszorzata a i vektorral. Az utébbi éppen a gradiens
X 0y 0z
vektor Descartes-féle koordinatakban kifejezve:
grad¢ = a¢ _ = 99 ; +—¢j +—¢ k, amivel tehat
dr dx dy = dx
a9 _ grade| [@=

0

ahol a a grad¢ és az e vektorok altal bezart sz6g. Az utébbi alakbdl az is lathatd,
hogy az irdnymenti derivalt maximuma éppen grad¢ (cosa=1). Masrészt -grad¢
éppen a leggyorsabb csdkkenés iranyaba mutat (cosa=-1). Ha viszont grad¢ és e
merélegesek egymasra (cosa=0), az irdnymenti derivalt zérus, azaz a grad¢
meréleges a ¢ = ¢(r) skalartér szintfellleteire.

3.4. A vektortér vektorvonalai
Legyen a=a(r) egy vektortér. Az a vektor koordinataival kifejezhet6, ezért az
a=a(r) vektortér egyenértéklien megadhaté az
a, =a (n=a.(x,y2)
a, =a,(r) =a,(x,y,2)
a, =a,(rn =a,(x,y,2)
harom skalartérrel, ill. harom darab haromvaltozos fuggvénnyel.



A vektortér szemléltetésére bevezetjlk a vektorvonalak fogalmat. A
vektorvonalak érintdéje barmely pontban egyez6 irdnyu az ahhoz a ponthoz tartozé
fuggvényérték iranyaval.

A fizikaban el6fordulé két legfontosabb vektortér: az erétér -ekkor az a vektor
térer6sséget jelent-, és az aramlasi tér - ekkor az a vektor az aramlé folyadék
sebességét jelenti. Az erbtér vektorvonalait erdévonalaknak, az aramlasi tér
vektorvonalait aramvonalaknak nevezzuik.

Szokas a vektortér filggé valtozojanak [ abszolut értékét a vektorvonalak
slr(iségével jellemezni oly mdédon, hogy a vektorvonalakra merdleges egységnyi
felileten éppen annyi vektorvonal haladjon at, amennyi a figgé valtozé abszolut
értéke (Id. késbébb a fluxust).

3.5. Vektorterek integraljai

3.5.1. Vonalintegral

Legyen g egy iranyitott térgorbe, a=a(r) pedig egy vektortér. Osszuk fel a g
gorbét n részre, az osztépontok legyenek P,,P,,...,P,. Jeldljuk a Pi_alPi vektort &si -vel, a
P._,P. gorbeiv valamely kdzbensé pontjanak helyvektorat r,-vel. Képezzik a

n

z a(r) D,

i=1
integralkdzelité dsszeget.
Ennek az 6sszegnek a "végtelenul finomodé
beosztasra vonatkozo6 hatarértéke" a
vonalintegral:

lim n a(r;) ths, :Ia(r)mr:IaS ds,

As; -0 &

ahol ds jeldli az ivhosszelemet, a, pedig az a

vektornak a gorbe érintdje iranyaba esé vetuletét.

Descartes-féle koordinatarendszerben a vonalintegral egy kdzdnséges
egyvaltozos hatarozott integralla alakithatd at. Legyen adott a g gorbe paraméteres
alakban (a paraméter lehet pl. az ivhossz vagy az idd):

X=x(1), y=y(1), z=2(1), 1,<T <T,

Ekkor a vonalintegral a kovetkezdképpen alakithaté at:

J’a(r) [dr :J'(axdx +a,dy +a,dz) =

g g

- f %‘ [x(©), y(v),2(V) "ff? +a,[x(©),y(1),2(7)] d’(’j(:) +a,[x(,y(0), Z(T)]%@”



3.5.2. Feluleti integral

Legyen A egy fellllet, a=a(r) pedig egy vektortér. Osszuk be az A fellletet n
részre, a részek teruletei: AA,AA,,...,AA, . Mindegyik részfellleten valasszunk ki egy
pontot, melyek helyvektorai: r,r,,...,r,. A felilet normalisa az r pontban legyen n(r).

Képezzik a

n

> a(r) h(r) AA

1=1
integralkozelitd 0sszeget. Ennek az Osszegnek a "végtelenul finomodo beosztasra
vonatkozo hatarértéke" a feliileti integral:

Al;\imoia(r‘) [h(r,)AA, :Ia(r) EiA:IandAEqba, ahol a, =a(r) (r)

az a vektor normalis irdnyu komponense. Az a(r) vektortérnek az A fellletre vett
fellleti integraljat az a fluxusanak nevezzik. A vektorvonalak slrliségének szokasos
megvalasztasa esetén a fluxus éppen egyenld az A fellleten athaladé vektorvonalak
szamaval.

Ha a felllet normalvektoranak n helyett -n-et valasztjuk, akkor a feluleti integral
el6jelet valt. Bizonyos specialis esetekben az egyik irany kitlntetett irany:
1./ zart felulet esetében mindig a "kuls6" (kifelé mutatd) normalist valasztjuk;
2./ ha a feluletet egy iranyitott zart gorbe hatarolja, akkor a felllet normalisat ugy
valasztjuk meg, hogy az a gorbe koruljarasi iranyaval jobbcsavart alkosson.

Lerogzitve a felllet normalisanak iranyat, a feluleten a zart gorbéket mindig
olyan koruljarassal vesszuk fel, hogy a normalis iranya azzal jobbcsavart alkosson.

Ezek a konvenciok kulondsen olyan azonossagok alkalmazasanal fontosak, ahol
egyidejlileg tobbféle integral fordul el6 (Id. késébb Gauss-Osztrogradszkij-tétel,
Stokes-tétel).

A fellleti integral altalaban kétszeres integrallal szamithato ki. Az integral
kiszamitasahoz szikséges, hogy a dA felluletelemet a koordinatakkal és a koordinata-
differencialokkal fejezzuk ki.

Henger-, ill. gémbfelilet esetében a dA fellletelemet célszerli ugy
megvalasztani, hogy €élei az e, k, ill. az e, e, bazisvektorok iranyaba mutassanak.

dA = pd¢dz dA =r’sinuvdud¢

10



3.5.3. Vektorértékii vonal- és feluleti integral
Ha a vonalintegral integralkozelité Osszegében a skalaris szorzast vektorialis
szorzasra cseréljuk ki, akkor a

5 at s

integralkozelité 6sszeget kapjuk, melynek hatarértéke az
IaXdr
9

vektorértékii vonalintegral.
Hasonléan a

ia(ri)xn(n)AAi

i=1

integralkdzelité dsszeg hatarértéke az
Ia xdA
A

vektorértékii feluleti integral.

3.5.4. Vektortér térfogati integralja

Legyen a(r) egy vektortér, V pedig a tér egy tartomanya. Osszuk be a V
tartomanyt n részre, melyek térfogatai: AV,,AV,,...,AV,. Minden résztartomanybol
valasszunk ki egy pontot, melyek helyvektorai: r,r,,..., r,. Képezzik a

ia(ri)AVi

1=1
integralkozelitd 0sszeget. Ennek az Osszegnek a "végtelenul finomodo beosztasra
vonatkozo hatarértéke" a

J:a(r)dv

térfogati integral.

Henger, ill. gdmb esetén célszerli a dV térfogatelemet téglatestnek valasztani,
melynek élei a henger-, ill. polarkoordinata-rendszer bazisvektorai iranyaba mutatnak;
ekkor:

hengernél: dv =dA dp=pdpdg¢dz,

gémbnél: dvV =dA dr =r?sinddr dd d¢ .

3.5.5. Az integralok tulajdonsagai
A fentebb targyalt integralokra is érvényesek a kozonséges integralszamitas
fontosabb szabalyai:
a) 0sszeg tagonként integralhato;
b) konstans az integraljel elé kiemelhet6;
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c) egymasba nem nyulé tartomanyok (intervallumok, fellletek) egyesitésére vett
integral egyenld a résztartomanyokra vett integralok 6sszegével.

3.6. Rotacio

Legyen a(r) egy vektortér, S pedig egy, az r ponton atmené sik, melynek
normalvektora n. Az S sikon vegyunk fel egy iranyitott zart g gorbét ugy, hogy az r
pont a gorbe belsejébe essen. Az

1 f aldr

AA 9
mennyiség hatarértékét, mikozben a (rogzitett) S sikban 1év6 g gorbe a (rogzitett) r
pontra zsugorodik, jeloljuk b, -nel:

b = lim—fardr,
AAQOAAg
ahol AA jeldli a g gorbe altal korulzart teruletet. Az r pontot tovabbra is rogzitve, de az
S sikot (igy az n normalvektort is) valtoztatva, minden n-hez kapunk egy b, értéket.
Kimutathatd, hogy az igy kapott b, értékek egy vektornak az n iranyad komponensei;

ezt a vektort az a vektor rotaciéjanak nevezzik az r pontban:

(rota) Ch = (rota), =rot,a = lim i:fa (dr
2A~0AAJ

Kimutathatd, hogy Descartes-koordinatakban

0
rotxa = d_az _;a‘/
Jdy 0z
A masik két koordinatat ciklikus permutaciéval kapjuk:
rot a= 0& _d_az
y 0z X
Jda
rot a=—> _93%
ox oy

A fa [dr mennyiséget a vektortérnek a g gorbén vett cirkulacidjanak nevezik.
9

Ez a mennyiség a vektortér vektorvonalainak csavarodasaval flgg Ossze. A
cirkulaciébnak és a bezart fellletnek a hanyadosat, ami a rotacié definicidéjaban
szerepel, atlagos fellleti orvényslrliségnek nevezik. Ha az a vektortér aramiasi tér,
akkor a rotaci6 az aramlas forgd, orvénylf jellegével fligg dssze.

3.7. Divergencia

Az a(r) vektortér fluxusa egy zart A fellileten megadja az A felllet belsejébdl
kijové vektorvonalak szamat (ez természetesen ugy értendd, hogy a fellletbe bemend
vektorvonalak negativ eléjellel jonnek szamitasba). Ezt a mennyiséget az a vektortér
forrasanak nevezzik az A felllet altal korilzart AV térfogatu tartomanyban. Ha a az
egységnyi slrlségl inkompresszibilis folyadék sebessége, akkor az a forrasa
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szamértékben egyenl6 a AV térfogatbdl idéegység alatt kiaramlé folyadék
térfogataval - ez indokolja a "forras" elnevezést.

A forrasnak és a térfogatnak a hanyadosat atlagos forrassiiriiségnek
nevezzik. Az atlagos forrassiriség hatarértékét, amint a AV térfogat egy (rogzitett) r
pontra zsugorodik, az a vektortér r pontbeli forrassilirliségének vagy
divergenciajanak nevezzik:

diva = Jim —~ [aldA
V-0 AV S
Kimutathatd, hogy Descartes-koordinatakban

da, , 03,  OJa,
ox dy 0z

I diva =

3.8. Stokes-tétel
A zart goérbe menti és a fellleti integralok k6zott allapit meg dsszefluiggést Stokes
tétele (rotacio-tétel):
fa [dr :Irota [dA
9 A

ahol A a g iranyitott zart gorbe altal hatarolt felllet.

A Stokes-tétel bizonyitasa a kovetkezd gondolatmeneten alapul: osszuk be az A
fellletet olyan kis fellletrészekre, amelyeken
az atlagos fellleti orvényslriiség mar jol
megkozeliti a rotacio értékét, azaz

AA, rotniazfa Celr
i

ahol g; az i-edik részfeluletet, a AA, terdletd,
n, normalisu feluletet hatarolé zart gorbe.

Osszegezve:

ZAAirotniazgfamr (%)

Figyeljuk meg, hogy a gbrbe menti integraloknal a "bels6é" szakaszok jarulékai két
szomszédos gorbénél szerepelnek ellentétes elbjellel (abra), ezért az dsszegezésnél
kiesnek. Marad tehat

n aldlr =§aldr
2oy

mig (%) bal oldalan a IrotaE}IA integral kozelitd Osszege szerepel, igy a (%)
A

Osszefuggésbél hatarértékben kovetkezik a Stokes-tétel.
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3.9. Vektortér orvénymentességének feltételei
Orvénymentesnek nevezzilk az a vektorteret, ha rotacidja nulla. Az

orvénymentes vektorterek fébb sajatossagai:
a./ rota=0

b./ A vektortér egy ¢ skalarpotencialbdl szarmaztathato: a=grad¢

c./ A vektortér vonalintegralja minden olyan goérbére egyenldé, melyek kezd6- és
végpontja megegyezik; azaz a vonalintegral fliggetlen az uttdl, csak a kezd6- és
végponttdl fugg.

d./ A vektortérnek barmely zart gérbére vett vonalintegralja nulla.

Ha a vektortér a fenti tulajdonsagok barmelyikével rendelkezik, akkor rendelkezik
a tobbivel is. Az a./ és d./ tulajdonsagok egyenértékliiségét a Stokes-tételbdl
kozvetlenul lathatjuk. A c./ tulajdonsagot a kovetkez6képpen lathatjuk be: Legyen g,
és g, két olyan gorbe, amelynek kezd6pontja P,, végpontja P,. A g, gorbe iranyitasat
megforditva egy g zart gorbét kapunk, amelyre:
aldr =¢aldr— faldr
R

Ezért d./-b6l kovetkezik c./ és viszont.
Végul tegyuk fel, hogy

0
a_az = ;ay, stb.
Jdy 0z
Jeloljuk ¢(r)-rel az alabbi médon definialt skalarteret:

X y z
d(x,y,2) = Iax (x,0,0)dx +_[ay (x,y,0)dy +IaZ (x,y,2)dz, azaz
0 0 0

¢(r)=_[amr Az

rota=0, azaz

ahol g egy koordinatatengelyekkel x.y.2)
parhuzamos élekbdl all6 tordttvonal,
melynek kezd6pontja az origd, végpontja

az (x,y,z) pont. (K\
(<,y,0) y

b4

F

Bebizonyithatd, hogy ha rota =0, akkor grad¢ = a, azaz az a./ sajatsagbdl kdvetkezik

a b./ sajatsag; ugyanakkor b./-bél is kdvetkezik a./, mert
rot grad ¢ =0 barmely ¢(r)-re.

A c./ tulajdonsag miatt
¢ = [aldr,
I
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ahol g, az origbban kezd6d6 és az r pontban végz8dé tetszdleges gorbe. Ha ¢,
kielégiti az a = grad ¢, egyenletet, akkor minden olyan ¢ skalartér is kielégiti, amelyik a
®,(r)-t6l csak konstansban tér el (¢ = ¢, +c), mert

grad ¢ = grad(¢, +c) =grad¢, +gradc =gradg, =a
Adott drvénymentes térhez tehat a potencialt csak egy dnkényesen valaszthato
additiv allando erejéig hatarozhatjuk meg, emiatt a g gorbérdl szikségtelen kikotni,
hogy az origbban kezdédjon.

3.10. Gauss-Osztrogradszkij-tétel
A zart fellleti és térfogati integralok kozott allapit meg dsszefluiggést a Gauss-
Osztrogradszkij-tétel (Gauss-tétel, divergencia-tétel):
Ia [dA = ldivadv
A

ahol A a V térfogatot hatarolo zart felulet.
A Gauss-tétel bizonyitasa teljesen analdg a Stokes-tételével. A V térfogatot kis

részekre osztva, a divergencia definicidjabdl kapjuk, hogy kdzelitéleg
Ia [dA; =AV,divai =1,...,n
A

ahol A, a AV, térfogatot hatarold zart feliilet. Osszegezésnél a "belsé" felliletek
jarulékai eltlinnek, és hatarértékben adddik a Gauss-tétel.

3.11. Vektortér forrasmentességének feltétele
A forrasmentes vektorterek fébb sajatsagai:
a./ diva=0
b./ A vektortér vektorpotencialbdl szarmaztathatd, azaz van olyan b vektortér,
amelyre rotb=a
c./ A vektortér fellleti integralja egyenld az
olyan fellletekre, amelyeket ugyanaz a g
iranyitott zart gérbe hatarol.
d./ A vektortér fluxusa barmely zart
fellleten zérus.

A fenti tulajdonsagok barmelyikébdl kovetkezik a tobbi. Az a./ és d./
tulajdonsagok egyenértékiisége kozvetlenll jon a Gauss-tételbél. A c./ és d./
tulajdonsagok egyenértékiségét konnyen belathatjuk, ha a g zart gorbére két fellletet
fektetunk ra. Az A, felllet iranyitasat megforditva egy zart A fellletet kapunk, amelyre

aldA = [aldA, — [aldA,
freasfeenr]
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A vektorpotencialbdl szarmaztatott vektortér forrasmentes, mert div rot b barmely
b(r) vektortér esetén zérus. A tétel forditottjanak igazolasa és adott forrasmentes
vektortérhez tartozd vektorpotencial megkonstrualasa bonyolultabb, ezért ezzel itt
nem foglalkozunk.

3.12. Nabla-operator. Magasabbrendii derivaltak.
Vektoranalitikai azonossagok
A skalar- és vektorterek differencialasaval kapcsolatban szokas bevezetni a

nabla-operatort:
rood .o 7]

A nabla egy vektoroperator, amelyet szorozhatunk jobbrdl skalar- vagy vektortérrel.
Ezzel a jeldléssel kdnnyen megjegyezhetévé valnak a vektoranalitikai azonossagok,
mert a vektoroknal tanult szorzas szabalyai altalaban érvényesek maradnak olyan
szorzatban, amelynek elsé tényezéje a 0.
Skalartérre alkalmazva a nabla-operatort:

0 .0 ki :i@+j@+k@:gr3d¢
ox “dy 0z[] ox “dy oz

Vektortérrel skalarisan szorozva:

- oa
O = i+ji+ki 203, y+aaz:diva
ox ~ady 0z ox 0y 0z
és vektoridlisan szorozva:
i j kK ‘
[xa= 9 9 9 = rota
0x 0y 0z
a, a, a,

A nabla-operator 6nmagaval vett skalarszorzatat Laplace-operatornak nevezzuk:

2 2 2
A:|j|:|]_j2662+aaz+;2’ tehét
X Yy Z
= A= : d%u  0%°u 0°u
Au =0 0u ) =div(gradu ) = + +
) = div(gradu) o oyt o

Megjegyezzuk, hogy a nabla-operatort lehetséges definialni nemcsak Descartes-
koordinatakkal, hanem 4&ltalanosan is. Mas koordinatakban az elsé- és masodrendi
derivaltak kifejezése mas, ugyanakkor az alabbi vektoranalitikai azonossagok minden
koordinatarendszerben érvényesek.

A skalar- és vektorterek differencialasi szabalyai szarmaztathatok a k6zénséges
differencialas szabalyaibdl, amelyek felhasznalasaval kénnyl igazolni Descartes-féle
koordinatakban az alabbi vektoranalitikai azonossagokat:
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Osszeg differencialasa:
grad(q) + L|J) = gradd + grady
rot(a + b) =rota + rotb
div(a +b) = diva + divb
Szorzat differencialasa:
grad(¢ W) =¢ grady + Ygradd
rot(¢a) = drota + gradd xa
div(da) = pdiva +gradd (&
div(a xb) = —a [fotb +b ota
Kdzvetett fliggvény differencialasa:

d _ r
9(r) = grad¢ %

grad f (¢(r)) = % (grad ¢

Magasabbrendi derivaltak:

divgradg = A¢

grad diva =rot rota + Aa

rot grad ¢ =0

divrota=0
Ezekben az 0sszefliggésekben ¢ és | skalartereket, a és b vektortereket jeldlnek, t
skalarvaltozo, f pedig skalar-skalar fuggvény.

Homogén vektortér divergenciaja ill. rotacioja nulla ill. nullvektor; homogén (azaz
konstans) skalartér gradiense zérus. Az utobbi allitds megfordithatd: ha egy skalartér
gradiense a tér egy Osszefiggd tartomanyaban zérus, akkor a skalartér ebben a
tartomanyban konstans.

A fentiekben lattuk az elsé derivaltak (O¢,0 4% a) "invarians" (azaz
koordinatarendszertél flggetlen) jelentését. A A Laplace-operatornak is van ilyen
jelentése. Emlékeztetbul: ha az f egyvaltozos fuggvény grafikonja alulrol konvex (ill.
konkav), akkor az f" masodik derivalt negativ (ill. pozitiv). Ezt a sajatsagot
tobbvaltozos fuggvényekre a kdvetkez6képpen altalanosithatjuk.

160 00

X4y X x
X4 Xg Xo 1 0 2

konvex fuggvény konkav fuggvény
f" >0 f" <0
fBXl"'Xz H<f(xl)+f(x2) fHXl"'Xz H>f(xl)+f(x2)
O 2 0O 2 O 2 0O 2
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A9 >0 [0 akérdéses pontban a ¢ értéke kisebb, mint a "kérnyezeti atlag". Itt a
kornyezeti atlagot a kOvetkezOképpen ertjuk: vegyuk korul az r, pontot egy kis €
sugaru g, gémbbel; ekkor a kdrnyezeti atlag ¢-nek a g, fellletre vett atlaga:

1
)0 —Ra[‘b(r) dA

A gdémbfelulet pontjaiban
¢(r) = d(r,) +grad¢| [he =¢(r,) +gradp| Me, ezért

1
10(_ = o(r,) +R£grad¢ ZdA

H 4T[ 3
[grad¢dA = [divgradpdv =09|, 93_5
9

Ezen Osszefliggésekbdl

Tehat ha A¢ >0, akkor a kérnyezeti atlag -elég kis kérnyezetben- nagyobb, mint a ¢
pontbeli értéke ((¢)_>¢).
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