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8. Példák, speciális problémák

8.1. Tömegpont mozgása homogén erőtérben

Homogén erőtérben az erő és így a pont gyorsulása is állandó: 


a = F/m (= konst.)
 LISTNUM "Equations" 
A sebességet és a helyvektort integrálással kapjuk: 


v = at + v0
 LISTNUM "Equations" 

r = ½ at2 + v0t + r0
 LISTNUM "Equations" 
A v0 és r0 vektorok integrációs állandók. Fizikai jelentésük: kezdősebesség és kezdeti helyvektor:    v0 = v(0),    r0 = r(0). 

A pont pályája parabola, ami speciális esetben egyenes is lehet. A parabola tengelye az erő irányával párhuzamos, az erő a parabola belseje felé mutat.


Legszemléletesebb példája a homogén erőtérben való mozgásnak a hajítás. A tömegpont mozogjon a Föld közelében, a gravitációs erőtérben. Válasszuk meg a koordinátarendszer origóját úgy, hogy a kezdetben a pont az origóban legyen, azaz r0 = 0. A z tengely mutasson függőlegesen felfelé, a vízszintes tengelyeket meg válasszuk meg úgy, hogy a kezdeti sebesség y komponense zérus legyen. Ekkor a sebességnek az y komponense mindig zérus marad, a pálya az x,z síkban lesz. Az erő ekkor: 


F = -mg k 
 LISTNUM "Equations" 
ahol g a gravitációs gyorsulás.



v0 = v0 cos  i + v0 sin  k 

( a hajítás szöge, ekkora szöget zár be v0 az x tengellyel.

Alkalmazzuk a fenti általános formulákat erre az esetre. A sebesség és a helyvektor két komponense ezekkel a jelölésekkel: 


vx = v0 cos 
 LISTNUM "Equations" 

vz = v0 sin  – gt
 LISTNUM "Equations" 

x = v0 cos  ( t 
 LISTNUM "Equations" 

z = v0 sin  ( t – ½ g t2 
 LISTNUM "Equations" 
Ez utóbbi két egyenlet a pálya egyenlete paraméteres alakban. A pálya egyenletét explicit formában is megkaphatjuk, ha az időt kiküszöböljük (t-t az x-szel kifejezzük, és azt helyettesítjük a z-t megadó formulába): z az x-nek másodfokú függvényeként adódik (z tengelyű parabola). 

A hajítás magassága a maximális z érték. A tetőpontban a sebesség vízszintes irányú, ebből adódik az emelkedési idő és az emelkedési magasság: 


vz(t1) = 0     (      t1 = v0 sin  /g 


h = z(t1) = (v0 sin 2 / 2g
 LISTNUM "Equations" 
A hajítás ideje és a hajítás távolsága:


z(t2) = 0      (     t2 = 2 v0 sin  / g ( = 2 t1)


d = x(t2) = v02 sin 2/ g 
 LISTNUM "Equations" 
Adott nagyságú kezdősebesség mellett tehát a maximális távolság akkor érhető el, ha a kezdősebesség vízszintessel bezárt szöge 450-os.

8.2. A bolygómozgás. Kepler törvényei.

M tömeg (Nap) áll az origóban, gravitációs terében m tömegű tömegpont (bolygó) mozog.  A mozgásegyenlet: 
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 LISTNUM "Equations" 
A mozgásegyenlet megoldása bonyolult matematikai feladat. A mozgás lényeges sajátságait Kepler régóta ismert törvényei fogalmazzák meg: 

I. törvény: A bolygó ellipszispályán kering a Nap körül, az ellipszis egyik fókuszában a Nap van. 

II. törvény: A Naptól a bolygóhoz húzott vezérsugár egyenlő idők alatt egyenlő területeket súrol (a felületi sebesség állandó).

III. törvény: A Naprendszer bolygóira a bolygók keringési idejének négyzetei úgy aránylanak egymáshoz, mint pályáik nagytengelyeinek köbei. 

Az, hogy a pálya ellipszis, a differenciálegyenlet részletes megoldásából adódik. Itt ezt nem végezzük el, csak arra mutatunk rá, hogy az erőtér centrális, ezért a bolygó impulzusmomentuma állandó. Ebből közvetlenül következik Kepler II. törvénye, valamint az, hogy a pálya síkgörbe. 

Kepler III. törvényét körpályák esetére szemléltetjük. Ha a bolygó körpályán mozog egyenletesen, akkor a következő összefüggés áll fenn a T keringési idő és az R pályasugár között:


m acp = F,    azaz    m r 2 = mM/r2
 LISTNUM "Equations" 
Átrendezve:


r3 / T2 = M/ 42
 LISTNUM "Equations" 
Ebből látható, hogy r3/T2 az egész Naprendszerre jellemző állandó mennyiség. 

Kéttest-probléma               

Tegyük fel, hogy az M és m tömegpont között csak a gravitációs erő hat, de most engedjük meg az M mozgását is. Ez az ún. kéttest-probléma. A mozgásegyenletek: 
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 LISTNUM "Equations" 
Látható, hogy [image: image4.wmf](
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, tehát a rendszer tömegközéppontjának gyorsulása zérus, sebessége állandó. (Hogy a tömegközéppont sebessége inerciarendszerben állandó, az közvetlenül jön az impulzusmegmaradás tételéből is.) Ezért bevezethetünk egy olyan inerciarendszert, amiben a tömegközéppont áll. Koordinátarendszerünk origója legyen az álló tömegközéppontban. Ekkor M helyvektora kifejezhető:


R = - m/M r
 LISTNUM "Equations" 
és m mozgásegyenlete:
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 LISTNUM "Equations" 
A kapott egyenlet pontosan ugyanolyan, mint a bolygómozgás egyenlete, csak a konstansok értéke más. Tehát Kepler I. és II. törvényei most is érvényesek: a bolygó és a Nap is ellipszispályán mozog, az ellipszis fókusza a tömegközéppontban van. 

Az úgynevezett háromtest-probléma, amikor három tömegpont mozog, és közöttük csak gravitációs erő hat, egyáltalán nem hasonlít az előző egy- és kéttest-problémához. Ilyenkor a megoldás nem fejezhető ki elemi függvényekkel, továbbá előfordul, hogy a megoldás kaotikus. 

8.3. Ponttöltés mozgása homogén mágneses térben

Mágneses térben mozgó ponttöltésre erő hat. Ez az erő: 


F = Q v ( B
 LISTNUM "Equations" 
ahol Q a pont töltése, v a sebessége, B pedig a mágneses indukció. 

Mivel az erő merőleges v-re, ezért munkája zérus, a pont kinetikus energiája, és így sebességének nagysága is állandó! Bontsuk fel a kezdeti sebességet B-vel párhuzamos és B-re merőleges komponensekre: 


v = v( + v(
Mivel az erő B-re is merőleges, ezért a sebesség párhuzamos komponense is állandó. Tételezzük fel, hogy a kezdeti sebesség B-re merőleges, akkor az is marad. Ekkor az erő nagysága: F = QvB. Mivel az erő a sebességre merőleges, ezért a gyorsulás centripetális gyorsulás, azaz   mv2/R = QvB.

Ebből az következik, hogy R is állandó marad, azaz a tömegpont egyenletes körmozgást végez B-re merőleges síkban. Az utóbbi összefüggés alkalmas arra, hogy töltött elemi részek fajlagos töltését megmérjük, és így a részecskét beazonosítsuk. Ehhez láthatóvá kell tenni a pályáját, ami pl. ködkamrában vagy fotoemulzióban könnyen lehetséges. 

8.4. Rezgések

Ha egy mennyiség időben periodikusan változik, akkor beszélünk rezgésről. A periódusidő (T) reciprokát frekvenciának () nevezzük, a frekvencia egysége a hertz: 1 Hz = 1/s. Szinuszos, más szóval harmonikus rezgésnél az x mennyiség időfüggése:


x = A cos(t + 0)
 LISTNUM "Equations" 
ahol A: amplitúdó,  : körfrekvencia, = 2 = 2/T,   0: kezdőfázis.

Bármely periodikus függvény felbontható szinuszos függvények összegére (Fourier-sorok). Az összegben a periódusidőnek megfelelő alapfrekvenciájú szinuszos tagon kívül megjelennek az alapfrekvenciának egész számú többszöröseit tartalmazó szinuszos függvények. Ez a felbontás ugyanaz, mint a hangtanban a hang felbontása alaphangra és felharmonikusaira. A jel alakját (a hangszínt) az egyes tagokhoz tartozó amplitúdók és kezdőfázisok határozzák meg.

8.4.1. Harmonikus rezgés

Egyik végén rögzített rugóra akasztott, egyensúlyi helyzetéből kitérített és elengedett test közelítőleg harmonikus rezgőmozgást végez. A jelenség modellezéséhez tekintsünk egy m tömegű tömegpontot, ami az x tengely mentén mozoghat, miközben rá lineáris rugalmas erő hat. Ekkor a mozgásegyenlet:


m
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 LISTNUM "Equations" 
ahol k: erőállandó, illetve rugóállandó (k > 0).

A rugóerő arányos a rugó megnyúlásával:   F = - k (l – l0) = - k x

Ennek a mozgásegyenletnek az általános megoldása, amint majd látni fogjuk a 8.4.2. pontban, harmonikus rezgőmozgás  körfrekvenciával.

A lineáris rugalmas erőtér, mint minden egydimenziós erőtér, konzervatív. A potenciális energia: 


Epot = ½ kx2 
 LISTNUM "Equations" 
A mechanikai energia megmaradási tétele:


Emech = ½ mv2 + ½ kx2 = ½ kA2
 LISTNUM "Equations" 
A sebesség zérus, ha x-nek szélsőértéke van (x = (A), és a sebesség nagysága maximális, ha 
x = 0.

8.4.2. Rezgő rendszer csillapítással

Tételezzük fel, hogy a lineáris rugalmas erőn kívül egy a sebességgel arányos, azzal ellentétes irányú fékező erő is hat. Ekkor a mozgásegyenlet: 


m
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= – kx – cv ,             c > 0
 LISTNUM "Equations" 
m-mel beosztva és a   k/m = 02,  c/m = 2   jelöléseket bevezetve a (22) egyenlet az alábbi alakú lesz:
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+ 02 x = 0
 LISTNUM "Equations" 
Ez a differenciálegyenlet lineáris, állandó együtthatós. Az ilyen egyenletek legegyszerűbb megoldási módszere: 
[image: image10.wmf]t
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 alakú megoldásokat keresünk. Visszahelyettesítve a (23) egyenletbe, a differenciálás ilyenkor -val való szorzást jelent, és így a differenciálegyenletből egy algebrai egyenletet kapunk a  sajátértékekre. Ezt az algebrai egyenletet szokás karakterisztikus egyenletnek, megoldásait karakterisztikus értékeknek is nevezni. 

Esetünkben a karakterisztikus egyenlet:


2 + 2 + 02 = 0
 LISTNUM "Equations" 
Ennek 1, 2 gyökeivel a (23) egyenlet általános megoldása 
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 LISTNUM "Equations" 
A valós megoldások száma 2, 1 vagy 0. Az alábbiakban részletezzük a fizikailag különböző eseteket.

Harmonikus rezgőmozgás (csillapítatlan eset)       = 0,   = 0

A (22) egyenlet ekkor a (19) egyenletet adja, általános megoldása  x = 
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A c1 és c2 komplex együtthatókat úgy kell megválasztani, hogy az x valós legyen. Ebből a követelményből és az Euler-formula 
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 alkalmazásából egyszerűen levezethető, hogy az általános megoldás


x = a cos t + b sin t
 LISTNUM "Equations" 
Más megfogalmazásban kimondhatjuk, hogy ha egy komplex értékű függvény megoldása a valós együtthatós differenciálegyenletnek, akkor a valós része és a képzetes része is megoldás, azaz cos t és sin t két független megoldás, ezek lineáris kombinációja az általános megoldás. 

Ez az általános megoldás ugyanaz, amit a harmonikus rezgőmozgásnál felírtunk, a (18) egyenletben szereplő A, 0 valamint a (26) egyenletben szereplő a, b tetszőleges állandók kölcsönösen megfeleltethetők egymásnak, az egyik páros a másikból kiszámítható:
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 LISTNUM "Equations" 
A, 0 ill. a, b értéke egy adott rezgésre a kezdeti feltételekből határozható meg.

Legyenek a kezdeti feltételek a szokásosak: 


x0 = x(0),    v0 = 
[image: image16.wmf]x
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(0). 

Ezekből a = x0, b = v0/. Tehát az ezeknek a kezdeti feltételeknek megfelelő megoldás: 


x = x0 cos t + v0/ sint = A cos (t + 0),
 LISTNUM "Equations" 
ahol A2 = x02 + v02/2 ,    tg 0 = - v0/(x0().

Csillapodó rezgések

Ha  < 0, akkor bevezethető az 
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 pozitív mennyiség, amivel a karakterisztikus értékek:  = -  ( i , és az általános megoldás: 


e-t ((a cos t + b sin t),   vagy más alakban   e-t (A0(cos(t + 0)
 LISTNUM "Equations" 
Ez utóbbi alakot úgy is interpretálhatjuk, mintha  körfrekvenciájú harmonikus rezgés lenne időben exponenciálisan csökkenő amplitúdóval: A = A0( e-t . Bár a maximumok most nem szigorúan periodikusan követik egymást, a zérushelyek igen (T = 2/ periódusidő alatt két zéruspont van). A csillapodó rezgés nem periodikus, de annál közelebb van ahhoz, minél kisebb a csillapítási tényező. A nem szigorúan periodikus, de arra emlékeztető folyamatot is rezgésnek nevezhetjük. 

Nagy csillapítás: aperiodikus folyamat

Ha  > 0, akkor a karakterisztikus egyenletnek két valós, negatív gyöke van. Az általános megoldás: 
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 LISTNUM "Equations" 
A megoldások kvalitatív viselkedése a kezdőfeltételtől függően háromféle lehet, amint azt a #ábra# mutatja. Mindhárom esetre igaz, hogy a megoldás tart zérushoz, amint t tart végtelenhez, továbbá, hogy a t > 0 félegyenes mentén legfeljebb egy szélsőérték és legfeljebb két zéruspont lehet. 

Aperiodikus határeset:   = 0
Ekkor a karakterisztikus egyenletnek egyetlen kétszeres gyöke van (-), és az általános megoldás:
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 LISTNUM "Equations" 
A kvalitatív viselkedés ugyanolyan 3 típusú lehet, mint az aperiodikus folyamatnál.

A (22) egyenlet minden megoldása  > 0 esetben zérushoz tart, ám az x = 
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= 0 egyensúlyi állapotot csak határesetben éri el. Az egyensúlyi állapothoz való lecsengés a leggyorsabb éppen az aperiodikus határesetben.

8.4.3. Gerjesztett rezgések

Hasson a rezgő rendszerre a csillapító erőn kívül egy szinuszos gerjesztő erő is:


m
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= – kx – cv + F0 cos gt ,
 LISTNUM "Equations"         

ahol F0 a gerjesztő erő amplitúdója, g pedig a körfrekvenciája.

Osszunk be m-mel, és vezessük be az előző pont jelöléseit: k/m = 02,  c/m = 2, valamint F0/m = f0, amivel:
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 LISTNUM "Equations" 
Ez az egyenlet egy inhomogén differenciálegyenlet, az általános megoldása (x(t)) úgy áll elő, hogy a homogén rész (22) általános megoldásához (xh(t)) hozzáadjuk az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását (x1(t)):


x(t) = xh(t) + x1(t)
 LISTNUM "Equations" 
Mint a 8.4.2. pontban láttuk, a homogén rész megoldása mindenképpen nullához tart (lecseng, más szóval tranziens), ezzel a kezdeti feltételek hatása is elhal. Hosszú idő múlva az inhomogén egyenlet minden megoldása egymáshoz, illetve x1-hez tart (állandósult állapot).

A megoldást komplex számok felhasználásával kaphatjuk meg kényelmesen. Először is a (33) egyenlet helyett tekintsük a
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 LISTNUM "Equations" 
komplex kiterjesztést. Ha z(t) ennek megoldása, akkor az
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valós függvény megoldása az eredeti (33) egyenletnek. A komplex egyenlet megoldását 
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 alakban keressük. Behelyettesítve (35)-ba kapjuk, hogy
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 LISTNUM "Equations" 
A Z mennyiséget komplex amplitúdónak nevezzük, jelöljük abszolút értékét A-val, fázisát -vel:  Z = A ei. A (36) egyenletből A (és  is) megkapható:
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 LISTNUM "Equations" 
A keresett megoldás tehát: x = Re(z) = A cos(gt-). Látható, hogy A függ a rendszer adataitól, a gerjesztő rezgés amplitúdójától és körfrekvenciájától. Különösen érdekes az g körfrekvenciától való függés. Az ábra a rezonanciagörbét mutatja különböző csillapítások esetére. Kis csillapításnál az amplitúdónak éles maximuma van egy r ( g rezonancia-körfrekvenciánál. Ha a  csillapítás tart zérushoz, akkor Amax tart végtelenhez: rezonanciakatasztrófa. Nagy  esetén a függvénynek nincs maximuma, monoton csökken. A rezgésre képes két- vagy háromdimenziós rendszereknek sok rezonanciafrekvenciája van. A rezonanciát gyakran tapasztalhatjuk, sokszor káros lehet, ezért tilos például nagyobb csoportoknak lépést tartani hidakon.

8.5. Kényszerek

8.5.1. Kényszererők

Felület

Tegyük fel, hogy a tömegpont egy merev test felületén van. Ez egy geometriai kényszert jelent: a tömegpont csak úgy mozoghat, hogy mozgása közben sem hatolhat be a felületbe. Ezt a felület egy, a felületre merőleges N nyomóerővel éri el. A felület egy kényszer, az N nyomóerő pedig kényszererő. N-nek csak az iránya ismert, nagysága határozatlan: pontosan annyi, amennyi elegendő ahhoz, hogy a pont ne hatoljon be a felületbe.

Nyugvó felület esetén a pont sebessége merőleges a felület normálisára, tehát N-re is, ezért ilyenkor a kényszererő nem végez munkát. Tulajdonképpen ez a gondolatmenet igazolja, hogy a felület által kifejtett kényszererő merőleges a felületre: ha nem így lenne, örökmozgót lehetne csinálni.

A felület által kifejtett N kényszererő ellenereje a felületre ható nyomóerő.

A felület N ereje nem akadályozza meg, hogy a tömegpont a felületről leváljon, hiszen N mindig csak a felülettől kifelé hat ((tart és soha nem visszatart)). Amennyiben a felület N kényszerereje zérus, a pont mozgását a felület nem befolyásolja, ekkor válhat el a felülettől a pont.

Nyújthatatlan kötél

Másik példa a kényszerekre a nyújthatatlan kötél. Ez azt garantálja, hogy a végére akasztott tömegpont ne távolodhasson el a kötél másik végétől a kötél hosszánál nagyobb távolságra. A kötélerő mindig a kötél irányába mutató húzóerő. A kötélről még azt is feltételezzük, ha mást nem mondunk, hogy nincs tömege.


A kötélerő egy kötél mentén végig azonos nagyságú, ha a kötél nincs megfogva (csak a szélén), nem súrlódik. A kötélerőre is érvényes a III. axióma, tehát a kötél a két végére kötött testek közötti kölcsönhatást jelent egyenlő nagyságú és ellentétes irányú erő-ellenerő párossal.

8.5.2. Súrlódás. Görbült lejtő. Síklejtő

Az egyszerűség kedvéért csak olyan esetet vizsgálunk, amikor a mozgás pályája egy függőleges síkban van, a test azon a görbén csúszik lefelé, amit egy függőleges sík a lejtőből kimetsz. Ha a lejtő görbült, akkor a pálya egy g görbeív lesz. Tekintsük ennek egy P pontját, ott érvényes, hogy


ma = G + N + Fs    
 LISTNUM "Equations" 
ahol G a Földnek a testre gyakorolt függőleges irányú vonzóereje, N a lejtő által kifejtett, a felületre merőleges kényszererő, Fs pedig a sebességgel ellentétes irányú, a lejtő által kifejtett súrlódási erő. A korábban már tanult erőtörvények esetünkben: 


G = mg

Fs = N

Az N kényszererőre nem tudunk eleve formulát felírni, N értéke a mozgásegyenletből határozható majd meg.  A (38) vektoriális egyenletet két komponensre bontjuk, a tangenciális és a centripetális komponensekben az egyenlet: 


m dv/dt = mg sin + 0 - N


m v d/dt = mg cos- N + 0
 LISTNUM "Equations" 
A lejtő mentén megtett utat s-sel jelölve, a lejtő egyenlete kapcsolatot ad meg az s és a lejtő hajlásszöge között, tehát adottnak vehető az s() összefüggés. Továbbá v = ds/dt, és így a (39) egyenletrendszerben két ismeretlen marad:  és N, a differenciálegyenlet-rendszer megoldása kiadja az ő időfüggésüket, azaz a mozgást és a kényszererő változását. 

Amennyiben a lejtő síklejtő, akkor a centripetális gyorsulás zérus, s így kapjuk a középiskolából ismert: 


N = mg cos ,        a = dv/dt = g(sin-cos)
 LISTNUM "Equations" 
formulákat. 

8.5.3. Matematikai inga

A matematikai inga egyik végén felfüggesztett, ℓ hosszúságú, nyújthatatlan és tömegtelen kötélre erősített m tömegű tömegpont. Nemzérus kötélerő esetén a tömegpont a felfüggesztési pont körüli ℓ sugarú gömbfelületen mozoghat, ezért gömbi ingának is nevezzük. Két speciális esetet veszünk. 

Síkinga 

Tegyük fel, hogy a tömegpont a földi nehézségi erőtérben mozog, és a kezdősebesség olyan, hogy a pálya egy állandó függőleges síkban van, ez az inga lengési síkja. A pálya ilyenkor körív. Ábra! A mozgásegyenlet: 


m
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 = G + K
 LISTNUM "Equations" 
Bontsuk fel a vektorokat tangenciális és centripetális (más szóval normális, esetünkben kötélirányú) összetevőkre. Vegyük figyelembe, hogy az s út és az  szög között  az összefüggés: s = ℓ, a gyorsulás tangenciális komponense pedig at = ℓ
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. A mozgásegyenlet tangenciális komponense: 

mℓ
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= (mg sin
 LISTNUM "Equations" 
m-mel egyszerűsíthetünk:
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 + (g/l) sin=  0
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Azaz a mozgás független az m tömegtől: ez minden esetben így van, ha a test pusztán a nehézségi és kényszererők hatása alatt mozog. 

Kis szögű kitérésekre <<1, alkalmazzuk a  sin (   közelítést, ekkor a mozgásegyenlet: 
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 + 2= 0 ,    2 = g/l
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Ez pedig a harmonikus rezgőmozgás differenciálegyenlete. Az általános megoldás: 

 = 0 cos(t+0) ,
 LISTNUM "Equations" 
ahol  a körfrekvencia, ahonnan a lengésidő: T = 2
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Az 0 és 0 integrációs állandókat a kezdeti feltételek határozzák meg. 

0 a maximális szögkitérés, amplitúdó, 

0 pedig a kezdőfázis.


A síkinga síkját inerciarendszerben megtartja. A Föld tengely körüli forgását bizonyító első kísérletetek egyike volt a Foucault inga. Igen hosszú fonálon felfüggesztett inga esetén elérhető, hogy az inga sokáig lengjen, a súrlódás kicsi. Ilyen ingánál tapasztalható, hogy az inga lengéssíkja hosszú idő alatt változik, minthogy a Földhöz rögzített rendszer nem inerciarendszer. 

Kúpinga

Ha a matematikai ingát megfelelő kezdősebességgel indítjuk el, elérhetjük, hogy az inga fonala  kúpszögű kúpfelületet írjon le, az m tömeg egy vízszintes síkban egyenletes körmozgást végezzen v sebességgel. ÁBRA! A mozgásegyenlet: 

m
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ahol K a kötélerő.  

Mivel a mozgás egyenletes körmozgás, a gyorsulás a kör középpontja felé mutat és nagysága v2/ℓsin
Az ábrából ezért a

tg= v2 / gℓsin
 LISTNUM "Equations" 
összefüggés adódik. 
9. Merev testek

9.1. Alapfogalmak


Merev testnek olyan testet nevezünk, amelynek bármely két pontja közötti távolság időben állandó. A merev test bármely része alak- és mérettartó.


A merev test szabadsági foka 6, ennyi valós adat szükséges és elegendő a merev test helyzetének megadásához. A helyzet egyik lehetséges megadása: 

- megadjuk a test egy  A pontjának térbeli helyzetét (ehhez három helykoordináta kell),

- a test egy másik B pontjának helyzetét két szögkoordinátával adhatjuk meg, hiszen az A pont rögzítése után a B -a két pont távolságának fix volta miatt- egy gömbfelületen helyezkedhet el, 

- végül, ha a test két pontja már rögzített, akkor a merev test már csak az AB tengely körül végezhet egy forgómozgást, így a harmadik pont helyzetének megadásához egy újabb szögkoordináta elegendő. 


Megjegyezzük, hogy a merev testek lehetnek pontrendszerek vagy kontinuumok. Az iménti okoskodás pontrendszerekre azonban csak akkor jó, ha a merev test pontjai nem mind esnek egy egyenesre. Az olyan merev testnek, amelynek minden pontja egy egyenesre esik, a szabadsági foka csak 5, hiszen ilyenkor a test saját egyenese körüli forgásról nem beszélhetünk. Ez az eset fordul elő például két tömegpontból álló pontrendszernél. 


A merev test modelljét legtöbbször szilárd testek leírására alkalmazzuk, ámde akkor is alkalmazható, ha a kérdéses test ugyan nem szilárd, viszont a szóban forgó mozgás közben teljesíti a fenti “távolságtartás” követelményt. 

9.2. A merev test mozgása. Transzláció és rotáció


A merev test általános mozgása mindig összetehető egy transzlációból és egy rotációból. Válasszuk ki ugyanis a merev test egy A pontját és tekintsük azt a transzlációt, amely az A pont mozgását teljesen megadja. Ha az A pont mozgása rA(t), akkor egy tetszőleges P pontjának mozgása:


rP(t) = rA(t) + [rP(0) - rA(0)]
 LISTNUM "Equations" 
Azaz a test minden pontjának elmozdulása (és így sebessége és gyorsulása is) megegyezik az A pontéval. E transzláció után a merev testet az A ponton átmenő valamely  forgástengely körüli rotációval a kívánt véghelyzetbe hozhatjuk. A rotáció forgástengelye, és az elfordulás szöge függ attól, hogy melyik volt a kiválasztott A pont. Gyakran - bár nem mindig – célszerű, ha a kiválasztott pont éppen a test tömegközéppontja. 


A véges időbeli elmozdulást végtelen kicsiny időtartamra vonatkozó, elemi (infinitézimális) elmozdulásokból rakhatjuk össze, s az infinitézimális mozgások infinitézimális transzlációkból és rotációkból tevődnek össze. Az infinitézimális rotációk forgástengelye az időben pillanatonként változhat. Minden időpillanatban találhatunk egy olyan egyenest, amely az adott pillanatban nem mozog (pontjainak pillanatnyi sebessége zérus), ezt az egyenest nevezzük pillanatnyi forgástengelynek. 

9.3. A merev test mozgásegyenletei


Az impulzustétel és az impulzusmomentum-tétel minden testre érvényesek, így a merev testre is. Eltérően a deformálható testektől, a merev testeknél ez a két vektori egyenlet elegendő a mozgás leírásához, hiszen a szabadsági foka 6. Ezért szokás az


dI/dt = F          dN/dt = M
 LISTNUM "Equations" 
egyenleteket a merev test mozgásegyenleteinek nevezni. Nagy előny, hogy a belső erők, belső nyomatékok e formulákban nem szerepelnek, hiszen a merev test “távolságtartási” követelménye miatt a merev test pontjai között jelentős belső kényszererők léphetnek fel. A belső erők, nyomatékok a merev test mozgására tehát nincsenek hatással, ám számításuk a műszaki életben igen fontos lehet abból a szempontból, hogy a testet meddig tekinthetjük merevnek (igénybevételek, terhelhetőség, töréshatár, alakváltozás megjelenési határa). 

9.4. Egyenértékű erőhalmazok


Legyen {F} és {F*} erőknek két halmaza. A két erőhalmazt akkor mondjuk egymással egyenértékűnek, ha vektori eredőjük és eredő forgatónyomatékuk megegyezik:


(F = F*               r(F = r(F*
 LISTNUM "Equations" 
Annak, hogy melyik pontra vonatkoztatjuk a nyomatékot, most nincs jelentősége, mert ha a vektori eredő erő már megegyezik, és valamely pontra vonatkoztatott forgatónyomatékok eredője is megegyezik, akkor már minden más pontra vonatkozó forgatónyomaték is megegyezik. 


Egyenértékű erőhalmazok ugyanazon merev testen ugyanazon kezdőfeltételek mellett ugyanazt a mozgást hozzák létre. 


A merev testre ható erő a támadásvonala mentén eltolható. Látható, hogy F és a belőle a támadásvonal mentén történő eltolással kapott F* erő egyenértékű. A forgatónyomaték számításánál ugyanis az erő támadáspontjának nincs jelentősége, csak az erő támadásvonalának, ez határozza meg az erő karját. 


Érdekes kérdés, milyen erőhalmazok helyettesíthetők egyetlen erővel, azaz milyen erőhalmaz egyenértékű egyetlen erővel. Néhány fontos speciális eset:

a) Erőpárnak nevezünk két egyenlő nagyságú, ellentétes irányú, különböző támadásvonalú erőből álló erőhalmazt. Az erőpár eredő forgatónyomatéka mindig merőleges az erőpár síkjára, a forgatás irányával jobbrendszert alkot, nagysága pedig 


M = k F ,

ahol k a két párhuzamos támadásvonal távolsága, amit az erőpár karjának is nevezünk. Ennek bizonyítása:


M = [r1(F] + [r2((-F)] = [(r1-r2) ( F]
 LISTNUM "Equations" 

Az erőpár forgatónyomatéka tehát független a vonatkoztatási ponttól! Az erőpár a legegyszerűbb olyan erőhalmaz, ami nem helyettesíthető egyetlen erővel. 

b) Egy pontban ható erők mindig helyettesíthetők vektori eredőjükkel, hiszen ilyenkor


M = Mi = [ri(Fi] = [ri(Fi]
 LISTNUM "Equations" 
c) Egy síkban fekvő két erőből álló erőhalmaz, amely nem erőpár, mindig helyettesíthető egy erővel.

- Ha az egy síkban fekvő F1 és F2 erő támadásvonalai nem párhuzamosak, akkor a két erőt eltolhatjuk támadásvonaluk metszéspontjába, és ott összegezhetjük. 

- Párhuzamos erők esetén az eredő iránya a nagyobb erő irányával megegyező, támadásvonala a nagyobb erő támadásvonalához van közelebb. ábra
d) Minden olyan erőhalmaz, amelynél a támadásvonalaknak van egy közös pontjuk, helyettesíthető egyetlen erővel. 

e) Egyirányú erőkből álló erőhalmaz mindig helyettesíthető egyetlen erővel. 


A földi nehézségi erő esetén az eredő erő támadáspontja a test tömegközéppontja, ezért nevezzük azt súlypontnak is. A merev testet felfüggesztve egy pontjában a súlypont úgy áll be, hogy a felfüggesztési pont alatt legyen, tehát rajta van a felfüggesztési ponton át húzott függőleges egyenesen, amit ezért súlyvonalnak is nevezhetünk. Az összes súlyvonal egy pontban, a súlypontban metszi egymást. 


Általánosságban is érvényes, hogy tetszőleges erőkből és forgatónyomatékokból álló halmaz mindig egyenértékű egy erőből és egy erőpárból álló halmazzal, hiszen ezek alkalmas megválasztásával a kívánt vektori eredő és eredő forgatónyomaték előállítható. 

9.5. Sztatika és a magára hagyott merev test mozgása


Ahhoz, hogy a merev test nyugalomban legyen, szükséges, hogy 


F = 0     és     M = 0
 LISTNUM "Equations" 
Ez azonban a nyugalomhoz nem elegendő feltétel, mert ha ezek teljesülnek, a test még végezhet egyenesvonalú egyenletes transzlációt és valamely tengely (szabad tengely) körül egyenletes rotációt. Természetesen ilyen mozgások a gyakorlatban csak közelítőleg fordulhatnak elő, mert magára hagyott test szigorú értelemben nincs. 

A magára hagyott merev test impulzusa, impulzusmomentuma, kinetikus energiája állandó (ld. megmaradási tételek). Mivel az impulzus állandó, ezért a tömegközéppont rajta van a forgástengelyen. Kimutatható, hogy ha a magára hagyott merev test forgástengelye időben állandó, akkor az csak fő tehetetlenségi tengely lehet (ld. később).

9.6. Tehetetlenségi nyomaték

Haladó mozgásnál a tömeg a tehetetlenség mértéke. Forgómozgásnál ezt a szerepet a tehetetlenségi nyomaték veszi át. 

Legyen adott egy tengely és tőle ℓ távolságra egy m tömegű tömegpont. A tömegpontnak e tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka 


= mℓ2.
 LISTNUM "Equations" 
A tehetetlenségi nyomaték additív, ezért egy pontrendszer tehetetlenségi nyomatéka:


= i = miℓi2.
 LISTNUM "Equations" 
A tehetetlenségi nyomaték értéke függ a test tömegeloszlásától, a tömegen kívül a geometriai adatoktól, és függ a vonatkoztatási tengelytől. 

Az egymással párhuzamos tengelyekre vonatkozó tehetetlenségi nyomatékok között egyszerű összefüggés van: Steiner-tétele szerint


( = (s + ms2
 LISTNUM "Equations" 
ahol (s a test tehetetlenségi nyomatéka a tömegközépponton átmenő tengelyre, pedig ugyanezen test tehetetlenségi nyomatéka a tömegközépponttól s távolságban lévő párhuzamos tengelyre, m pedig az egész test tömege. 

A Steiner-tétel bizonyításához vegyük fel úgy a koordinátarendszert, hogy origója a tömegközéppontban legyen, a vonatkoztatási tengely a z tengely, illetve az x tengely s koordinátájú pontján átmenő, a z tengellyel párhuzamos tengely. ábra
Ekkor = mi((xi–s)2+yi2) = mi(xi2–2xis+s2+yi2) = mixi2+yi2) + mis2 - 2smixi = s+ms2,

mert mixi/m éppen a tömegközéppont x koordinátája, ami esetünkben zérus. 

Tehát ha ismerjük a tehetetlenségi nyomatékot a súlyponton átmenő tengelyekre, akkor könnyen kiszámíthatjuk tetszőleges más tengelyre. 

Nézzük most a súlyponton átmenő tengelyekre vonatkozó tehetetlenségi nyomatékokat. Ezek között van legnagyobb és legkisebb. Kimutatható, hogy a megfelelő két tengely merőleges egymásra. Ezt a két merőleges tengelyt, valamint a rájuk merőleges harmadik tengelyt főtengelyeknek nevezzük, a megfelelő tehetetlenségi nyomatékokat pedig főtehetetlenségi nyomatékoknak. (I = min, II, III = max) Ha a három főtehetetlenségi nyomatékot ismerjük, akkor a főtengelyekkel adott szöget bezáró bármely más tengelyre kiszámíthatjuk egy ismert, bár kissé bonyolult képletből. A fentiek az általános esetre vonatkoznak. Speciális esetekben, pl. ha a test szimmetrikus, előfordulhat, hogy két főtehetetlenségi nyomaték egyenlő, ekkor a megfelelő két főtengely síkjában bármely más tengelyre is ugyanaz a tehetetlenségi nyomaték. Ha pedig mindhárom főtehetetlenségi nyomaték megegyezik, pl. gömbnél, akkor bármely tengelyre ugyanaz a tehetetlenségi nyomaték értéke. A korábban említett szabad tengelyek csak főtehetetlenségi tengelyek lehetnek. 

Kísérlet. Hosszúkás hengert fonálra felfüggesztünk és a fonál pörgetésével forgásba hozzuk. Kis szögsebességnél a henger a szimmetriatengely körül forog, ez most a minimális főtehetetlenségi tengely; nagy szögsebességnél viszont a henger vízszintesbe fordul, a szimmetriatengelyre merőleges főtengely körül fog forogni, vagyis úgy áll be, hogy a forgástengelyhez tartozzon a maximális a tehetetlenségi nyomaték. ábra
9.7. Forgás rögzített tengely körül

Ha a merev test egy időben állandó forgástengely körül foroghat, akkor a szabadsági foka 1. Ez fordul előfordul akkor, ha a forgástengely rögzített, pl. csapágyazott tengelyhez van rögzítve a test, de előfordul szabad tengely körüli külső erőtől mentes forgás esetén is. 

Erre az egyszerű forgásra létezik egy könnyen megjegyezhető szótár. A szótár az egyenesvonalú haladó mozgás és a rögzített tengely körüli forgómozgás jellemző fizikai mennyiségeit megfelelteti egymásnak. 

Haladó mozgás
Forgómozgás

helykoordináta   x
szögkoordináta   

sebesség     v
szögsebesség   

gyorsulás
a
szöggyorsulás   

impulzus     p
impulzusnyomaték   N

tömeg   m
tehetetlenségi nyomaték  

erő       F
forgatónyomaték   M

A szótár segítségével lefordíthatjuk a mondatokat. Ha van egy összefüggés a haladó mozgásra, akkor a megfelelő összefüggést forgómozgásra a fenti mennyiségek mechanikus behelyettesítésével kaphatjuk. 

Ilyenek például: 


a = dv/dt = d2x/dt2        = d/dt = d2/dt2

p = mv                          N =   


ma = F                         
Az utóbbi összefüggést szokás a forgómozgás alapegyenletének nevezni. 

A forgó test kinetikus energiája ugyancsak a fenti szótár alapján: 


Ekin= ½ 2
 LISTNUM "Equations" 
A haladó mozgásnál megismert feladatok forgási megfelelői ugyancsak a szótár alapján adhatók meg. Például az egyenletesen gyorsuló haladó mozgásra érvényes 


x = a/2 t2 + v0t + x0

képlet megfelelője egyenletesen gyorsuló forgómozgásra


= /2 t2 + 0t + 
 LISTNUM "Equations" 
9.8. Fizikai inga

Fizikai inga egy vízszintes rögzített tengely körül forgó merev test. A test tömegközéppontjának a forgástengelytől mért távolságát jelöljük s-sel, a test tömegét m-mel, a forgástengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékát -val.

A forgómozgás alapegyenletéből erre az esetre 


 d2/dt2 = (mg s sin
 LISTNUM "Equations" 
ÁBRA!!!

Ez ugyanaz az egyenlet, mint az ℓ = /ms hosszúságú síkinga egyenlete. Tehát minden fizikai inga úgy mozog, mint az ilyen hosszúságú matematikai síkinga. Kis szögkitérésnél, amikor sin helyettesíthető -val, kapjuk a harmonikus rezgés differenciálegyenletét, itt a forgás szögkitérése időben szinuszosan változik, a lengésidő


T = 2
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9.9. Torziós inga

ÁBRA!!!

A torziós inga esetén a forgatónyomatékot egy torziós szál szolgáltatja. Tekintsük az ábrán lévő elrendezést:  tehetetlenségi nyomatékú merev korong függőleges szálon középen van felfüggesztve. A szál rugalmas anyagból, pl. acélból készült, ezért ha a korongot elcsavarjuk, akkor visszatérítő nyomatékot gyakorol, ami arányos a kitérítés szögével. A korong tehát függőleges tengely körül forog, a helyzetét az  szög adja meg. A forgómozgás alapegyenletét alkalmazza erre az esetre: 


 d2/dt2 = (D ,
 LISTNUM "Equations" 
ahol D a torziós szálra jellemző állandó. Ez a differenciálegyenlet éppen a harmonikus rezgőmozgás differenciálegyenlete, tehát  szinuszosan változik az időben T = 2
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Megjegyzendő, hogy ez az összefüggés a torziós inga lengésidejét nagy szögekre is jól adja meg, mindaddig, amíg a csavarásnál fellépő nyomaték arányos a csavarási szöggel. 

10. A kontinuummechanika alapjai. Rugalmas testek, szilárd testek

10.1. A kontinuum mozgása

A kontinuum mozgása során a részecskék helye változik. Mindenekelőtt persze tisztáznunk kell, hogy melyik részecskéről van szó. A részecskék elnevezésének az egyik legegyszerűbb módja, hogy megadjuk a részecske r0 helyvektorát a t = 0 kezdeti időpontban. A részecske nevét, identitását a mozgás során megőrzi, tehát r0 a mozgás közben állandó marad. 

Változik viszont a mozgás során a részecske r helyvektora, ez függvénye a t időnek: 


r = r(r0,t)   
 LISTNUM "Equations" 
Erről a függvényről feltételezzük, hogy invertálható, tehát, ha megadjuk a helyvektort a t időben, e függvény inverze megadja a kezdeti helyvektor értékét, azaz a részecske nevét. 

10.2. Térmennyiségek. Lokális és szubsztanciális leírás

A kontinuumban a fizikai mennyiségek közül vannak térmennyiségek, amelyek a kontinuum pontjaiban vannak értelmezve, ilyen például a hőmérséklet és a sűrűség. E térmennyiségek a hely és az idő függvényei. Két jelentősebb leírással ismerkedjünk meg: 

Lokális leírás: az r helyvektort és a t időt tekintjük független változónak. 

Szubsztanciális leírás: a részecskét jellemző r0 kezdeti helyvektort és az időt tekintjük független változónak. 
Mivel a (62) összefüggés segítségével r és r0 kifejezhetők egymással, a két leírás ekvivalens. 

A kétféle leírásnak megfelelően egy térmennyiségnek kétféle időderiváltja van: a lokális időderivált, azaz olyan parciális időderivált, amikor r konstans, ezt fogjuk (/(t parciális derivált jellel jelölni, valamint a szubsztanciális időderivált, amikor r0 konstans, ezt fogjuk a d/dt teljes derivált jellel jelölni. A kétféle leírás szemléltetésére tekintsük példaként a T hőmérsékletet, és annak időderiváltjait. A lokális leírás annak felel meg, hogy a közeg hőmérsékletét fix helyű hőmérőkkel mérjük, a lokális időderivált e hőmérsékleti érték (T/(t változási sebessége egy adott r helyen. A szubsztanciális leírásnál a közeggel együttmozgó hőmérőket képzelünk el, az általuk mutatott hőmérséklet dT/dt változási sebessége a szubsztanciális időderivált. A kétféle derivált között érvényes a következő összefüggés: 


dT/dt = (T/(t + v ( grad T              
 LISTNUM "Equations"  

összefüggés, ahol v a kontinuum adott pontjának sebessége. Az összefüggés jobb oldala abból a gondolatmenetből adódik, hogy a T(r,t) függvény értékében az időfüggés kétszer jelentkezik: egyszer a közvetlen függés, ebből ered a parciális derivált, másrészt az r helyvektor időfüggésén keresztül a közvetett függés. Ez utóbbinak a járuléka az időderiváltban a közvetett függvényre vonatkozó láncszabályból adódik. Természetesen (63)-hoz hasonló összefüggés írható fel nemcsak a hőmérsékletre, hanem bármely más térmennyiség időderiváltjaira is. 

A kontinuum részecskéjének sebessége és gyorsulása természetesen szubsztanciális időderivált, hiszen egy adott részecskére vonatkoznak: 


v = dr/dt,       a = dv/dt. 
 LISTNUM "Equations" 
10.3. Deformálható testek. Feszültségtenzor. Rugalmas testek.

A kontinuumok speciális esetét, a merev testeket már tárgyaltuk. A merev test általános mozgása transzlációból és rotációból tevődik össze. A nem merev testet deformálhatónak nevezzük. A deformálható testek általános mozgásában a transzláción és rotáción kívül fellépő további mozgást deformációs mozgásnak nevezzük. A deformációs mozgások leírása bonyolult, most elegendő annyit előlegezni, hogy e mozgástípus is leírható fizikai mennyiségekkel, nevezzük ezeket az egyszerűség kedvéért deformációknak. 

A kontinuumokban fellépő belső erők a kontinuumban felvett, a kontinuum részeit elválasztó belső felületeken oszlanak el. Bevezethető egy T feszültségtenzor, amivel a dA felületre ható belső erő így írható: dF = T(dA, tehát a feszültség felületi erősűrűség. A T mennyiség két vektor, a dF és a dA vektorok közti arányossági tényező, és mivel e két vektor általában nem egyirányú, azért lesz tenzor. A tenzornak, éppen úgy, mint a vektoroknak egy adott Descartes-koordinátarendszerben vannak koordinátái, a tenzor koordinátái egy 3x3-as mátrixot alkotnak. A mátrix-szorzás formalizmusával: 


dFi =Tik dAk  
 LISTNUM "Equations" 
Innen látható a feszültségmátrix koordinátáinak jelentése: Tik a k normálisú felületre ható erő i-koordinátája. A koordináták szokásosabb jelölésével Txx az x tengelyre merőleges felületre ható erő x koordinátája. A felületre merőleges belső erőket húzó- illetve nyomóerőknek, a felülettel párhuzamos belső erőket nyíróerőknek nevezzük. A feszültségmátrix főátlójában tehát húzófeszültségek vannak, míg a mátrix többi, vegyes indexű elemei a nyírófeszültségek. 

Rugalmas testeknél a feszültségek csak a pillanatnyi deformációktól függenek, míg a rugalmatlan alakváltozásoknál számít a múlt is, hiába szűnik meg a feszültség, a testben maradandó alakváltozások deformációk maradnak. Lineáris viselkedésű rugalmas testek esetén a feszültségek arányosak a deformációkkal, ez a jól ismert Hooke törvény általánosítása. Izotróp, lineáris, rugalmas testeket két független anyagi állandóval jellemezhetünk. 

Deformálható testek mozgásegyenlete

Tekintsük a deformálható test egy elemi dV térfogatú darabját, erre írjuk fel a II. axiómát. A tömeg értéke dV, az erők pedig külső és belső erők. A külső erőkről feltételezzük, hogy a tömeggel arányosak, tehát a dV térfogatelemre ható külső erő:  f dV, ahol f a fajlagos erő. A belső erők a deformálható test elemi térfogatára a szomszédos részektől hatnak, mint láttuk, a felülettel arányosak. Az elemi dV térfogat határfelületén a divergenciatétel segítségével átalakítjuk a felületi integrált térfogativá, és figyelembe vesszük, hogy elemi térfogatnál a térfogati integrál egyszerű szorzat. Egyszerűsítve dV-vel kapunk egy lokális egyenletet, ami minden pontban érvényes, ez a deformálható test mozgásegyenlete: 

(a = f + divT,      ahol divT a T tenzor divergenciája, ami egy vektor. 

10.4. Egyszerű nyújtás

Tekintsünk egyik végén (x = 0 -nál) befogott A keresztmetszetű, ℓ hosszúságú rudat. Tegyük fel, hogy a másik végén (x = ℓ -nél) F egyenletesen eloszló húzóerő hat. Ekkor a rúdban a feszültségmátrix Txx = F/A, a többi mátrixelem pedig zérus. Ez a feszültség arányos a rúd relatív megnyúlásával: 


Txx = E,                
 LISTNUM "Equations"  

ahol = (ℓ-ℓ0)/ℓ0 a rúd relatív megnyúlása, ebben az esetben ez a deformáció mértéke. Az E mennyiség anyagjellemző, neve: Young-modulus. A (66) Hooke-törvényből levezethető a rugóra felírt lineáris erőtörvény: F = kx, ahol k = EA/ℓ0, x pedig az ℓ-ℓ0 megnyúlás. Az előjelkülönbség oka: az erőtörvénynél a rugalmas test által kifejtett erőt vettük alapul, itt pedig annak ellenerejét, a magára a rugalmas testre ható külső erőt. 

Egyszerű nyújtás esetében a hossz megnyúlásával egyidejűleg a keresztmetszet lecsökken, ez a harántkontrakció. A keresztirányú átmérők relatív csökkenése izotróp testnél az x-re merőleges minden irányban, így az y és a z irányban is megegyezik, jelöljük ezt a harántdeformációt h-val. A harántdeformáció és a nyúlási deformáció aránya, az ún. Poisson-arány is egy anyagjellemző: 


(h = (
 LISTNUM "Equations" 
Egyszerű nyújtásnál a térfogat nő, ez korlátot jelent a harántkontrakcióra. Elméletileg kimutatható, hogy <0,5, gyakran 0,3-0,4 körüli érték. 

A Young-modulus és a Poisson-arány két független anyagjellemző, ezek ismeretében a lineáris rugalmas test bármely alakváltozása kifejezhető, ha a feszültségeket ismerjük.

10.5. Egyszerű nyírás

Egy téglatest alaplapját rögzítjük, A keresztmetszetű fedőlapjára F nyíróerőt gyakorolva a téglalap keresztmetszete parallelogrammává módosul, lásd a Jegyzetkiegészítés ábráját. Az  deformáció most a nyírás szögének tangense, kis deformációknál ez közelítőleg egyenlő magával a szöggel. Lineáris rugalmas testnél a  nyírófeszültség arányos a deformációval: 


( = ,     
 LISTNUM "Equations" 
ahol  a nyírási modulus. 

Egy izotróp lineáris viselkedésű rugalmas testnek két független anyagjellemzője van, tehát a nyírási modulus az egyszerű nyújtásnál megismert Young-modulusból és a Poisson-arányból kifejezhető. 

Egyszerű nyírásnál térfogatváltozás nincs. 

10.6. Szilárd testek deformáció-feszültség diagramja

ÁBRA!

A szilárd testek alakváltozásának jellegzetességei többfélék. Az ábra két tipikusnak mondható esetet vázol: rideg test és képlékeny test deformáció – feszültség diagramját nyújtás esetére. A függőleges tengelyen a  húzófeszültség, a vízszintesen az  relatív megnyúlás van feltüntetve. Kis  értékeknél az alakváltozás rugalmas és érvényes a lineáris Hooke-törvény. Növelve a feszültséget, először a lineáris viselkedés sérül (A), majd elérjük a rugalmassági határt (B). Ezután az alakváltozás rugalmatlan. Érdekes még a C pont, itt van a folyási határ: a feszültséget nem kell tovább növelni, hogy a megnyúlás nőjön: az anyag megfolyik. A rideg anyag ezután igen hamar eltörik, míg a képlékeny anyagnál az  még sokáig növelhető csökkenő feszültség mellett, mielőtt az anyag elszakadna. 

Megjegyzendő, hogy a rugalmatlan alakváltozásnál hiszterézis jelensége is fellép, ami azt jelenti, hogy a deformáció, illetve feszültség csökkentésével nem ugyanazon a görbén megy vissza a folyamat, mint előre, és nem érjük el többé az origót: feszültségmentes állapotban is lesz megnyúlás az eredeti hosszhoz képest! 

11. Fluidumok sztatikája

A deformálható test mozgásegyenletéből a = 0 esetre kapjuk a deformálható testek sztatikájának alapegyenletét: 


f + div T = 0
 LISTNUM "Equations" 
Nyugvó fluidumban nyírófeszültségek nem lépnek fel. Sőt, a gyakorlatban fontos esetekben a fluidumban a nyomás izotróp, azaz a nyomóerő nem függ az iránytól. Ekkor: T = -p(1, ahol p a nyomás, 1 pedig az egységtenzor. Az olyan testet, amiben a feszültségtenzor mindig ilyen, Pascal-testnek nevezzük. 

Erre az esetre div T = -grad p. Feltesszük továbbá, hogy a külső erők konzervatívak: 

f = - grad U,  ahol U a fajlagos potenciális energia. 

A fluidum sztatikájának alapegyenlete tehát: 


 grad U + grad p = 0
 LISTNUM "Equations" 
Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a külső és belső erők összege a fluidum minden kis részénél zérus. 

Most feltételezzük még, hogy a sűrűség csak a nyomástól függ, más módon nem függ a helytől, csak a nyomáson keresztül: (p). Vezessük be a nyomástól függő P(p) nyomásfüggvényt a következő módon: 


P(p) = ( 1/ dp
 LISTNUM "Equations" 
Ekkor  grad p /  = grad P, ezért 


grad (U+P) = 0
 LISTNUM "Equations" 
Tehát U+P = konstans az egész összefüggő fluidumban. Ez az egyenlet azt jelenti, hogy a nyugvó fluidumban az izobár felületek éppen azonosak az ekvipotenciális felületekkel. 

11.1. Nyugvó fluidum nehézségi erőtérben

Mivel ekkor U = gz, az izobár felületek vízszintes síkok. 

A nyomás magasságfüggését egyszerű, szemléletes meggondolással is meghatározhatjuk. Tekintsünk egy függőleges hasábot, s abban egy réteget z és z+dz között. A rétegre ható erők összege zérus: 


A (p - (p+dp) - gdz) = 0,    amiből 


gz = - ( (dp/r)
 LISTNUM "Equations" 
11.2. Állandó sűrűségű folyadék 

Ekkor P = p/, ami miatt 


p = p0 - gz, 
 LISTNUM "Equations" 
azaz a nyomás a magassággal lineárisan csökken. Más megfogalmazásban a szabad felszíntől h mélységben a nyomás gh értékkel nagyobb, mint a felszínen. A gh mennyiséget hidrosztatikai nyomásnak is nevezik. A levegő nyomása a tengerszinten, átlagosan kb. 76 cm-es higanyoszlop nyomásával egyenlő (Torricelli-kísérlet), ez kb. 10 m magas vízoszlop hidrosztatikai nyomása. 

11.3. Izoterm ideális gáz

A gáz állapotegyenletéből: 


( = bp,    ahol   b = M/RT. 
 LISTNUM "Equations"     

A nyomásfüggvény: 


P = (ln p) / b + konstans. 
 LISTNUM "Equations" 
Tehát a nyomás magasságfüggése: 


p = p0 (e-bgz
 LISTNUM "Equations" 
Ezt hívják barometrikus magasságformulának. Ugyanígy változik a gáz sűrűsége is: 


( = 0 (e-bgz
 LISTNUM "Equations" 
A statisztikus fizikában nagy szerepet játszik a Boltzmann-faktor, ami megadja, hogy a klasszikus T hőmérsékletű ideális gáz részecskéi hogyan oszlanak el az energiaszinteken, az E energiaszinten a betöltési szám (részecskeszám/állapotszám) éppen konstans e-E/kT, ahol k a Boltzmann-állandó. Amint látjuk, a barometrikus magasságformula is ugyanerre az eredményre vezet, hiszen 


( = 0 (e-bgz = 0 (e-Mgz/RT = 0 (e-E/kT
 LISTNUM "Equations" 
11.4. Forgó folyadék

Tekintsünk egy hengert, amiben folyadék van, és tengelye körül forgassuk meg  állandó szögsebességgel. A folyadékszint parabolikus profilt vesz fel. 

E problémát együttforgó vonatkoztatási rendszerben kezelhetjük sztatikai problémának, az együttforgó rendszerben ugyanis a folyadék áll. Ám ilyen együttforgó, neminercia-rendszerben a folyadékra még a centrifugális erő is hat, egységnyi térfogatra ez r2, ahol r a forgástengelytől mért távolság. Ez az erőtér konzervatív, a hozzátartozó potenciál: 


Ucf = - r22/2.
 LISTNUM "Equations" 
Ebben az esetben (74) helyett most:


gz – Ucf + p/r = konstans
 LISTNUM "Equations" 
A szabad felszín egyenlete: 


z = r22/2g + konstans, azaz   


p = p0 – gz + r22/2 .
 LISTNUM "Equations" 
12. Fluidumok áramlása


Fluidumban nyugalmi állapotban nyírófeszültségek nem lépnek fel. Ideális a fluidum, ha ezt a sajátságát mozgás közben is megőrzi, míg reális –vagy más szóval viszkózus– fluidumok áramlásakor nyírófeszültségek is fellépnek. 


A fluidum a gázok és a folyadékok összefoglaló neve. A gázok és folyadékok egyensúlyának és áramlásának törvényszerűségei ugyanis a legtöbb esetben együtt tárgyalhatók. A gázokra jellemző az összenyomhatóság, míg a folyadékok kevésbé összenyomhatók. Inkompresszibilis az a kontinuum, amely egyáltalán nem nyomható össze, azaz sűrűsége nem függ a feszültségektől. 

Izotróp, ideális fluidumra érvényes a Pascal-törvény. A nyomás ilyenkor a fluidum egy pontjában minden irányban ugyanaz, és a nyomóerő mindig merőleges a felületre. A feszültségtenzor ilyenkor: T = - p(1, ahol p a nyomás. Ugyanilyen alakú a feszültségtenzor, ha a fluidum viszkózus, de nyugalomban van. 


A p nyomás persze függhet a helytől, és amint alább láthatjuk, a sebességtől is.  

12.1. Áramlási alapfogalmak 


Az áramlás legfontosabb fizikai jellemzője a sebesség. A v sebesség persze a hely függvénye, tehát egy vektortér. A sebességtér vektorvonalait áramvonalaknak nevezzük. Stacionárius áramlás esetén v csak a helytől függ, időtől nem. Ekkor az áramvonalak azonosak a fluidum részecskéinek pályáival. Itt csak stacionárius áramlásokkal foglalkozunk!


Áramlási csőnek nevezünk egy olyan hengerszerű tartományt, amelynek palástját áramvonalak alkotják. Ezért az áramlási csőből –éppen úgy, mint egy valódi csőből– a fluidum se ki, se be nem megy a paláston.  Az áramlási csőben értelmezhető a tömegáram-erősség: a cső keresztmetszetén időegység alatt átment tömeg: I = dm/dt, ami viszont a tömegáram-sűrűség felületi integrálja, azaz  fluxusa (Függelék): I = ( JdA.    

ahol az integrálást a cső keresztmetszetére értjük. A tömegmegmaradás miatt stacionárius áramlásnál egy áramlási cső mentén


I = állandó. 
 LISTNUM "Equations" 
12.2. Kontinuitási egyenlet

A tömegáram-sűrűség és a sebesség közti kapcsolat: 


J = v
 LISTNUM "Equations" 
Tekintsünk most olyan áramlási csövet, ahol v egy keresztmetszet mentén állandó. Ekkor a tömegmegmaradás (kontinuitási egyenlet):


vA = konstans. 
 LISTNUM "Equations" 

Inkompresszibilis és homogén folyadék sűrűsége állandó, nem függ sem a helytől, sem az időtől. Ezért ilyen folyadékra a kontinuitási egyenletből


vA= konstans, 
 LISTNUM "Equations" 
tehát a csőben nagyobb a sebesség a szűkületeknél. 

12.3. A Bernoulli-egyenlet       

ÁBRA!


Alkalmazzuk a kinetikus energia tételét egy állandó sűrűségű folyadék áramlására egy áramlási csőben. Tegyük fel, hogy a fluidum stacionárius áramlásakor az ábrán szereplő P1 és P2 közötti térfogat átmegy a P’1 és P’2 közötti térfogatba. A fizikai mennyiségek értékének megváltozásakor vegyük figyelembe, hogy a P2P‘1 közös részt elhagyhatjuk, és a változást úgy számíthatjuk, mintha a P1P’1 közti térfogat ment volna át a P2P’2 térfogatba.  A tömegmegmaradás miatt a két sraffozott részben ugyanannyi a fluidum tömege, és mivel a sűrűség állandó, ezért a két sraffozott csőrész térfogatának nagysága is azonos, V. A kiválasztott fluidum-rész kinetikus energiájának megváltozása:


Ekin = ½ (2 V2 v22 - 1 V1 v12)
 LISTNUM "Equations" 
Eközben a kiválasztott fluidum-részen végzett munka a nehézségi erők Wg és a nyomóerők Wp munkájából tevődik össze. Mivel a nehézségi erőtér konzervatív, ezért 


Wg = -p = g (V z1 - V z2). 
 LISTNUM "Equations" 
A nyomóerők a cső falán merőlegesek a sebességre, ezért ott a munka nulla. A nyomóerők a két keresztmetszetnél végeznek munkát: Wp = p1 V- p2 V.
Ezért 


W = g (V1 z1 - V2 z2) + p1 V - p2 V
 LISTNUM "Equations" 
A kinetikus energia tétele szerint W = Ek.       1 = 2 = ,        A1 v1 = A2 v2
Másrészt –ezeket felhasználva a kinetikus energia tételében– adódik a


p + gz + ½v2 = konstans
 LISTNUM "Equations" 
Bernoulli-egyenlet, amely tehát egy áramlási csőre érvényes, ha a közeg állandó sűrűségű, inkompresszibilis, az áramlás pedig stacionárius. 


A Bernoulli-egyenlet következtében egy áramlási cső mentén a nyomás kisebb a nagyobb magasságokban és ott, ahol nagyobb az áramlási sebesség. Egyik alkalmazásaként levezethető, hogy egy edényből, amelyben H magasságban áll folyadék, az edény alján lévő kis nyíláson pontosan ugyanolyan sebességgel folyik ki a folyadék, mintha H magasságból szabadon esett volna: 


v = 
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12.4. Viszkozitás


Fluidumok áramlásakor hasonló összefüggés áll fenn a feszültségtenzorra, mint amilyen az izotróp rugalmas szilárd test feszültségtenzorára, csak itt a dilatációs tenzor helyett a sebességgradiens tenzor szerepel. A viszkozitás mibenléte legegyszerűbben az ábrán látható elrendezésben szemléltethető. A viszkózus nyírófeszültség arányos a sebességgradiens nyírókomponensével:         ÁBRA


Txy = - vx /y 
 LISTNUM "Equations" 
Az  arányossági tényező a viszkozitás.


A viszkózus folyadékok áramlásánál már nem érvényes a Bernoulli-egyenlet: a nyomás még vízszintes, állandó keresztmetszetű csőben sem állandó, hanem a fluidum a nagyobb nyomású hely felől a kisebb nyomású hely felé áramlik. Kör keresztmetszetű csőre az jön ki, hogy az áramlási sebesség a középen a legnagyobb, a falnál zérus, közben a sebességprofil parabolikus. A térfogatáram-sűrűség arányos a nyomásgradienssel, továbbá arányos a cső sugarának 4. hatványával, fordítva arányos a viszkozitással: 


dV/dt = (/8 ( r4(p/ℓ, 
 LISTNUM "Equations" 
ahol ℓ a cső hossza, -p = p1-p2 pedig a cső mentén a nyomásesés. 

12.5. Turbulencia


Ha egy vízcsapot kinyitunk, akkor először a víz simán folyik ki, a vízsugár átlátszó. Ha a csapot jobban kinyitjuk, a vízsugár zuborgó, kavargó, átlátszatlan lesz. Az előbbi esetben az áramlás lamináris: a szomszédos részek szomszédosak maradnak, egymás mellett folynak tovább, az áramlás lamináris, rétegekben történik. Az utóbbi esetben az egyes részecskék pályája kaotikus, kusza görbe, a szomszédság nagyon hamar felbomlik, az áramlás turbulens, nem rétegekből tevődik össze.  Létezik egy dimenziómentes szám, a Reynolds-szám, ami függ a cső sugarától, az áramlás sebességétől, a folyadék viszkozitásától és sűrűségétől, ami arra jellemző, hogy mikor vált át az áramlás laminárisból turbulensbe. Ha a Reynolds-szám egy kritikus érték alatt van (a többi paramétert konstanson tartva ez azt jelenti, hogy a sebesség egy kritikus érték alatt van), akkor az áramlás lamináris, fölötte pedig turbulens. 

12.6. Közegellenállás, dinamikai felhajtóerő


Ha egy szilárd gömböt áramló ideális fluidumba helyezünk, akkor a gömbre az áramló fluidum nem gyakorol erőt. Igaz, hogy a gömb elülső pontjánál zérus a sebesség, ezért ott nagyobb a nyomás, de a gömb hátsó pontjánál teljesen szimmetrikus a helyzet, ezért az eredő erő zérus. ÁBRA!.


Ha a szilárd gömb viszkózus áramló fluidumban van, akkor a fluidum egy erőt gyakorol a testre, mintegy magával akarja vinni a belső súrlódás miatt. Kis sebességeknél ez a közegellenállási erő a sebességgel, nagyobb sebességeknél (amikor már turbulens az áramlás, és a gömbről örvények válnak le), a sebesség négyzetével arányos. Ez nemcsak gömbre, hanem más alakú testekre is érvényes, továbbá az arányossági tényező függ a keresztmetszettől és az alaktól is. Legkisebb a közegellenállási erő úgynevezett áramvonalas alak esetén. 


Ha az áramló fluidumba helyezett szilárd test nem szimmetrikus az áramlásra nézve, akkor a közeg által gyakorolt erőnek a sebességre merőleges komponense is lesz. Ha pl. egy lapot helyezünk a vízszintes áramlás irányához képest ferdén (ábra), akkor a lapra hat egy felfelé mutató erő, ez a dinamikai felhajtóerő. A dinamikai felhajtóerő szintén a sebesség négyzetével arányos nagyobb sebességeknél és ez is függ az alaktól. Ez a jelenség fordul elő állatok úszásánál és repülésénél, repülőgépeknél. 

MÉRLEGEGYENLETEK 

A fizikai mennyiségek lehetnek pontfüggvények (térmennyiségek) és halmazfüggvények. Az utóbbiak esetében a tér egy halmazához tartozik egy érték. A szokásos szóhasználatban az extenzív mennyiségek olyan halmazfüggvények, amelyekre az additivitás követelménye teljesül:


E(A(B) = E(A) + E(B)           ha A(B = (.
 LISTNUM "Equations" 
Extenzív mennyiség (térfogati) sűrűsége: E= dE/dV. Értelmezés: a kiszemelt P pontot körülvesszük egy V térfogatú tértartománnyal, ebben van E mennyiség az E extenzív mennyiségből; az átlagsűrűség: E/V. Ennek határértéke, amint a V tértartomány a P pontra zsugorodik, a sűrűség a P pontban. 


Legyen E egy test extenzív mennyisége. Ennek megváltozása fizikailag lehetséges külső okok miatt (beáramlás a környezetből a test határfelületén át) vagy belső okok miatt (az E termelődése, produkciója a test belsejében): E = (E)k +(E)b . Beosztva a t időtartammal, és a t(0 határértékben kapjuk az E extenzív mennyiségre vonatkozó globális (integrális) mérlegegyenletet: 


dE/dt = -IE + PE . 
 LISTNUM "Equations" 
Itt PE az E mennyiség forráserőssége, IE pedig az E mennyiségnek a test határfelületére vonatkozó áramerőssége. 


Az E mennyiségnek valamely felületre vonatkozó áramerőssége: a felületen átment E mennyiség és az időtartam hányadosának határértéke. Ennek előjele függ attól, melyik átmeneti irányt tüntetjük ki. 


A forráserősség extenzív mennyiség, sűrűsége a forrássűrűség. Megmaradó az a mennyiség, amelynek forráserőssége mindig zérus. 


Az áramerősség is halmazfüggvény, de itt a halmazok kétdimenziósak: a szóban forgó felület részfelületei. Erre is értelmezhetünk tehát sűrűséget (felületegységre vonatkoztatott áramerősség-érték), ezt nevezzük áramsűrűségnek. Az áramerősség az áramsűrűség fluxusa (felületi integrálja): 


I =   J ( dA. 
 LISTNUM "Equations" 
A mérlegegyenletben szereplő tagokat pontfüggvények integráljaként állíthatjuk elő: 


dE/dt = d/dt  E dV =  E /t dV     (ha a határfelület nem mozog)
 LISTNUM "Equations" 

IE = JE ( dA =  divJ dV     (a Gauss-féle divergenciatétel alapján)
 LISTNUM "Equations" 

PE =  E dV       (PE extenzív, E jelöli a sűrűségét, a forrássűrűséget)
 LISTNUM "Equations" 
Az előforduló térfogati integrálok integrálási tartománya közös (t.i. a test által elfoglalt V tartomány), ezért a globális mérlegegyenletből:


 (dE /dt + divJE - E ) dV = 0.
 LISTNUM "Equations" 
Ez az azonosság a test minden részére is fennáll, s ezért, ha az előforduló függvények folytonosak, akkor magának az integrandusnak kell eltűnnie:


dE /dt + divJE - E = 0
 LISTNUM "Equations" 

(ez a mérlegegyenlet lokális alakja)


A térfogatáram-sűrűség: Jv = v. 
 LISTNUM "Equations" 
Ezért a konvektív áramsűrűség: 

= E v, idő- és felületegységre vonatkoztatva ennyi E mennyiséget visz magával a mozgó közeg. A lokális mérlegben szereplő áramsűrűség a teljes áramsűrűség, ami a konvektív tagon kívül tartalmazhat konduktív (vezetési) tagot is:


J = 

 + 
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A tömeg csak konvektív úton áramolhat, ezért a tömegáram-sűrűség:


JM = v. 
 LISTNUM "Equations" 
A tömegmérleg lokális alakja:


t + div(v) = 0. 
 LISTNUM "Equations" 
Ezzel egyenértékű a szubsztanciális tömegmérleg: 


d/dt +  div v = 0.
 LISTNUM "Equations" 
Inkompresszibilis közeg áramlása esetén d/dt = 0, s ezért div v = 0. 


A lokális mérlegegyenletből matematikai azonosságok, valamint a kétféle időderivált közötti összefüggés felhasználásával kapjuk az E mennyiségre vonatkozó szubsztanciális mérlegegyenletet:


 de/t + div 

 - E = 0.
 LISTNUM "Equations" 
FÜGGELÉK

A szekundum, a méter és a kilogramm

A szekundum (másodperc) csillagászati adaton alapult, úgy, hogy egy nap pontosan 24x3600 s. A csillagászati adatokban lévő bizonytalanságokat, változékonyságot küszöbölte ki az 1967-ben elfogadott és ma (2003-ban) is érvényes új definíció, ami már atomi adaton alapul, nevezetesen a Cs133 által emittált fény egy meghatározott spektrumvonalának frekvenciájára alapozták a szekundum definíciójában. 

A 18. században két javaslat merült fel a méter definíciójára. Az egyik: olyan matematikai inga hossza, amelynek fél-lengésideje 1s. A Francia Akadémia 1791-ben a másik javaslatot fogadta el: a méter a Föld kerületének negyvenmilliomod-részeként definiálták, azaz a Föld kerülete 40.000 km. 1889-ben új definíciót fogadtak el: a méter egy – az első definícióhoz kapcsolódó mérések alapján gondosan elkészített etalon hossza. 1960-ban a korábbi definíciókban rejlő bizonytalanságokat úgy próbálták elkerülni, hogy a métert a Kr86 egy spektrumvonalának hullámhosszára alapozták. 

1983-ban fogadták el a ma (2003-ban) is érvényes legújabb definíciót, ami a métert a fény sebességén keresztül definiálja, a fény vákuumbeli sebessége egészen pontosan (mindaddig, amíg ez a definíció érvényben lesz) 299.792.458 m/s, azaz majdnem 300.000 km/s. 

A tömeg egységét, a kilogrammot  először úgy definiálták, hogy 1 dm3 víz tömege. Ezen az alapon készítették el 1889-ben a tömeg etalonját, ma is ez az etalon jelenti a kg nemzetközileg elfogadott definícióját. 

A g értéke
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