Bevezetd fizika villamosmérnokoknek — Oktatasi segédlet
(Vanké Péter, 2015.)

I. Altalanos megjegyzések

1. A Bevezet6 fizika gyakorlat célja nem a kozépiskolds tananyag egészének vagy meg-
hatarozott részének (ujra) megtanitasa, nem is a parhuzamosan folyo Fizika 1 el6adas és
gyakorlat atismétlése, hanem alapvetd problémamegoldo készségek kialakitasa és fejlesz-
tése. Emiatt a gyakorlat anyaga nem koveti szorosan a Fizika 1 targy tananyagat (bar
témaja, elsGsorban a mechanika és kis részben a hétan, igazodik ahhoz), nem torekszik
steljesség’-re, vallaltan csak a tananyag egy-egy kis részével foglalkozik.

Az egyes feladatsorok egy-egy alapvetd fizikai fejezet (pl. tomegpont statikaja, dinami-
kaja, kinematikaja) koré szervezddnek, de a feladatok ekozben egy-egy matematikai eljaras
(pl. vektorok felbontasa, egyenletrendszerek megoldasa, fliggvényvizsgéalat) gyakorlasara
is alkalmat adnak. Alapvets célunk a problémamegoldést segité gondolkozas kialakitasa,
ezért a feladatmegoldas fontos része a szoveges feladat értelmezése (leforditasa a matema-
tika nyelvére), valamint az eredmények diszkutéalasa. Emiatt egy-egy feladat megoldasara
tobb id6t kell szannunk, és igy a feladatsorok révidebbek, kevesebb feladatbol allnak. (De
ha még ez is til sok egy o6rara, akkor inkabb kevesebb feladatot beszéljiink meg, de azokat
rendesen, alaposan. A maradék pedig lehet  hazi feladat”.)

2. A gyakorlatok elején fontos néhany alapvetd fogalom, modszer, matematikai eljaras
ismertetése (ezek az egyes gyakorlatoknal szerepelnek). Ugyanakkor ez csak az ora kis
része legyen, a lényeg a modszerek konkrét feladatokon valé alkalmazasa legyen.

Nagyon fontos a szemléleletesség: a gyakorlatokon sokat rajzoljunk (vektorabrakat,
idofiiggvényeket és mas grafikonokat). Ha van a teremben, hasznéljunk szines krétat:
példaul a kiillonb6z6 er6ket mas-més szinnel jelolhetjiik. Ennek hianyaban is meg lehet
kiilonboztetni pl. erét, gyorsulast stb. kiillonb6z6 nyilakkal (nyitott, zart haromszog stb.).
Ha ilyeneket hasznalunk, legyiink kovetkezetesek, hasznaljuk minden érdn ugyanazt a
jelolést.

A feladatok megoldasat a nagy létszam miatt célszerd a gyakorlatvezetének megmu-
tatnia, felirnia. A lehetGségekhez képest azonban probaljuk aktivizalni a hallgatokat is
(kérdésekkel, egy-egy rovid megallassal: ,Ki latja, hogy hogyan menjiink tovabb?” stb.).
Hivjuk fel a figyelmiiket, hogy nyugodtan kérdezzenek az 6ra kozben és az 6ra utan is,
illetve nyugodtan szo6ljanak, ha valamit nem értenek, vagy ha valamit rosszul frunk fel a
tablara. (Tablanal dolgozva nehéz észrevenni az elirasokat, kisebb hibakat.)

3. A tanulés sokkal hatékonyabb, ha a hallgatok mar elézetesen is foglalkoznak a fel-
adatokkal, legalabb megprobaljak azokat megoldani. Egy sikertelen otthoni probalkozas
és az azt kdvet§ orai megbeszélés sokkal tébbet ér, mintha valaki elGszor az oran latja a
feladatot. Ezért hivjuk fel a hallgatok figyelmét a kivetkezdre (ez a tanacs a feladatsorok
elején is szerepel):

A gyakorlat akkor igazdn hasznos, ha eldtte otthon megprébdalja megoldani a feladato-
kat. Az se baj, ha nem (mindegyik) sikeril, az a lényeg, hogy foglalkozzon velik!

Hivjuk fel a figyelmiiket arra is, hogy a zarthelyikre is csak sok feladat megoldéaséaval
lehet eredményesen felkésziilni, a gyakorlatokon vald passziv részvétel kevés.



IT1. A hallgatéknak kiadott feladatsorok

A gyakorlatokra tiz feladatsor késziilt a kovetkezd témakrol:

1. gyakorlat — tomegpontok statikaja
2. gyakorlat — tomegpontok dinamikaja
3. gyakorlat — tomegpontok kinematikija
4. gyakorlat — kormozgés
5. gyakorlat — munka, energia
6. gyakorlat — rezgémozgas
7. gyakorlat — {itkézések
8. gyakorlat — merev testek, perdiilet
9. gyakorlat — hullamok
10. gyakorlat — idedlis gazok, halmazallapotok

A kovetkez6 tizenegy oldalon (a 10. gyakorlat feladatlapja kétoldalas) a hallgatoknak
kiadott — a gyakorlat el6tt a Fizipédiara feltoltott — feladatlapok talalhatok a kiadottal
pontosan megegyezs (oldalszamozas nélkiili, kiilon-kiilon is kinyomtathato, kioszthato)
formaban.

Ezt kovetik a részletes utmutatok az egyes gyakorlatok feladatainak tanitasahoz, ame-
lyek minden esetben egy rovid, altalanos bevezetével kezd6dnek, majd a feladatok részletes
megoldaséval, diszkutalasaval folytatodnak.

A segédlet az 2015/2016-0s tanévben feladott zarthelyi feladatsorokkal és azok részletes
javitasi és pontozasi utmutatojaval zarul.
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A gyakorlat akkor igazdn hasznos, ha eldtte otthon megprobdalja megoldani a feladato-
kat. Az se baj, ha nem (mindegyik) sikeril, az a lényeg, hogy foglalkozzon velik!

1. Egy vizszintes asztalon harom test nyugszik egymason |T3|
(lasd az abrat). Tomegiik my = 10kg, my = 6kg és mz = 2kg.
Rajzolja le kiilon-kiilon a testeket és rajzolja be az egyes m;
testekre hato erdket! m,
Adja meg paraméteresen és numerikusan az egyes erdk
nagysagat!

2. Egy konnyd kotél két, egymastol d = 20m
tavolsagra 1év6 oszlop kozé van kikotve. A kotél
kozepére m = 50 kg tomegt testet akasztunk, en-
nek hatésara a kotél kozepe h = 1 m mélyre belog
(lasd az abréat).
Rajzolja be a csomépontban hatéd erdket!
Mekkora er¢ fesziti a kotelet?

3. Egy fiiggsleges fali dobozban éppen elfér (anélkiil, hogy az oldalfa-
lakat nyomnak) két egyforma, m = 2kg tomegii henger. A hengerekre
egy harmadik, ugyanolyan hengert fektetiink (lasd az abrat).

Rajzolja le kiilon-kiilon a hengereket, és rajzolja be az egyes henge-
rekre hato erdket!

Mekkora erével nyomjak a hengerek egymést, valamint a doboz als6
és oldalso falait?

4. Egy « hajlasszogi lejtére m tomegi testet helyeziink (lasd az
abrat). A test a surlodas miatt nyugalomban van.
Rajzolja be az m tomegi testre hato ercket! o
F
a
F
a

Legalabb mekkora a lejté és a test kozti p (tapadasi) sarlodasi
egyiitthato?

5. Az el6z6 feladatban szerepld testet mekkora lejtdvel parhuzamos
I erével lehet felfelé megmozditani?

Rajzolja be most is az m tomeg( testre hato ercket!

(Tegye fel, hogy a strlodasi egyiitthato éppen az el6z6 feladatban
meghatarozott minimalis érték!)

6. Mekkora F' erére van sziikség a test megmozditasahoz, ha az
er6 vizszintesen hat?
Rajzolja be most is az m témegii testre hato eréket!
Diszkutdlja a feladatot! Vizsgéalja meg azt az esetet is, ha meredek
a lejts és a sirlodasi egyiitthaté nagy!
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1. Egy vizszintes asztalon harom test fekszik F
vékony, nyujthatatlan kotéllel osszekotve. To- W m; ] 1
megiik m; = 10kg, mo = 6kg és m3 = 2kg. Az
my tomegi testet F' = 80N erdvel hiuzzuk.
Mekkora a testek gyorsulasa és az egyes koteleket feszit6 erdk, ha
a) a testek és a talaj kozt nincs surlodas,
b) a testek és a talaj kozt p = 0,3 a cstszasi surlodési egyiitthato?

2. Egy m = 10kg tomegi kocka egy doboz belsejében, a doboz aljan
nyugszik (lasd az abrat).
Mekkora erével nyomja a kocka a doboz aljat, ha
a) a dobozt a = 6 m/s? gyorsulassal fiiggélegesen felfelé gyorsitjuk,
b) a doboz szabadon esik (g gyorsulassal gyorsul lefelé)?

3. Egy kénnyi, surloddsmentes csigan konnyt, nyidjthatatlan kotelet
vetiink at (lasd az abrat). A kotél végeire m; = 10kg és my = 6kg
tomegi testeket akasztunk, majd a rendszert nyugalmi allapotban ma-
gara hagyjuk.

Ertelmezziik a ddlt bettikkel irt szavakat!

Mekkora er6 fesziti a kotelet?

Mekkora és milyen iranyu lesz az egyes testek gyorsulasa?

Mekkora erével hat a felsé kotél a plafonra?

4. Egy a = 25° hajlasszogi lejtére m = 1,5kg tomegi testet he-
lyeziink (lasd az abrat). A test és a lejté kozott p = 0,3 a csuszési
siurlodasi egyiitthato.

Elindul-e a kezdetben nyugalomban 1év6 test, ha elengedjiik? Ha
igen, mekkora a gyorsulasa?

5. Az abran lathato kettGs lejtén a testeket egy kdnnyd, sur- ‘o‘
loddsmentes csigdn atvetett idedlis kotél koti Ossze. A testek @ @
kezdetben nyugalomban vannak. 7 B

Mekkora és milyen iranyu lenne a testek gyorsulésa, ha a
testek és a lejt6k kozt nem lenne sirlodas? Oldjuk meg a fel-
adatot paraméteresen, majd hatarozzuk meg a gyorsulds numerikus értékét is!

Adatok: o = 25°, 8 = 45°, my; = 3kg, my = 2,5 kg.

Mekkora a testek gyorsuldsa, ha a testek és a lejté kézott mindkét oldalon p = 0,1
a strlodasi egyiitthato? (Tegyiik fel, hogy a tapadési és a csuszasi sturlodasi egyiitthatod
megegyezik.) Oldjuk meg a feladatot paraméteresen, majd a fenti adatokkal hatarozzuk
meg a gyorsulas numerikus értékét is!

Diszkutdljuk a feladatot! Mi torténhet a rendszerrel a testek elengedése utan? Rogzitett
a és [ értékek mellett hatarozzuk meg, hogy az m;/ms tomegarany és a u sarlodasi
egylitthato fiiggvényében mikor melyik ,forgatokonyv” valosul meg!
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1. Egy autdé a 90km-es ut els§ felét 50 km/h sebességgel, a masodik felét 130km/h
sebességgel teszi meg.
Mekkora az atlagsebessége?

2. A grafikon egy test sebességét abrazolja az id6 fliggvényében.

v (m/s)

o 2 4 6 8 (s

A grafikonrol latszik, hogy a mozgas soran a gyorsulas szakaszonként allandé. Haté-
rozza meg az egyes szakaszokon a gyorsulast! Abrazolja a gyorsulast az id6 fiiggvényében!

Hatarozza meg a test dltal a mozgas folyaman megtett utat!

Abrazolja a test elmozduldsat az id6 fiiggvényében! (A ¢t = 0 pillanatban a test az
x = 0 helyen van.)

3. Egy testet a talajtol szamitott A magassaghol, vy kezdé- Vo
sebességgel, a vizszintessel a szégben elhajitunk. /{
Tanulméanyozza a mozgast! (Tegye fel, hogy a légellenallas B

elhanyagolhato! Ez nem til nagy sebességek és aranylag nehéz
testek — példaul egy sulyloks golyo esetében — jogos kozelités. )

Adja meg és abrazolja (két kiilon grafikonon) a test vizszintes és fiiggéleges elmoz-
dulasat az id6 fiiggvényében! (A vizszintes elmozdulast az eldobas helyétsl, a fiiggleges
elmozdulast a talajtol mérje.)

Adja meg és abrazolja (két kiilon grafikonon) a test sebességének vizszintes és fliggs-
leges komponensét az idé fiiggvényében!

Adja meg és abrazolja a test palydjat (azaz a fiiggleges elmozdulast a vizszintes
elmozdulas fiiggvényében)!

Milyen magasra jut a test a mozgéasa soran?
Segitség: ElGszor azt hatarozza meg, hogy mikor érkezik a pélya tetGpontjara! Hogyan
fogalmazhatja meg matematikailag a ,tetére jutas™t?

Hol és mekkora sebességgel érkezik a test a talajra?
Segitség: Elszor azt hatarozza meg, hogy mikor érkezik a talajra! Hogyan fogalmazhatja
meg matematikailag a  foldet érés’-t7

Legfeljebb milyen messze érhet talajt a test, ha h = 2m és vy = 8m/s (az « szoget
pedig tetszélegesen megvalaszthatjuk)?
Segitség: Ez sokkal nehezebb kérdés, mint az eddigiek. Megoldhatja numerikusan (szami-
togépes ,probalgatéassal”) is.
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1. Egy 400 m-es futopalyan két futé edz. Mindketten allando sebességgel futnak. Ha
szembe futnak egymassal, akkor percenként taldlkoznak, ha ugyanabba az iranyba, akkor
6 percenként.

Mekkora a futok sebessége?

2. Egy régi lemezjatszo korongja 33% fordulatot tesz meg percenként, a ,nagylemez”
atmérdje 30 cm. A forgd lemez legszélére egy kis targyat tesziink.

Legalabb mekkora a kis targy és a lemez kozott a tapadasi surlodési egyiitthato, ha a
test nem cstszik meg?

3. Egy autéo R = 120 m sugart kanyarban halad vy = 90 km /h sebességgel. A kerekek és
a szaraz aszfalt kozott p = 0,6 a tapadasi surlodasi egyiitthato.
Legfeljebb mekkora a; palya irdnya gyorsulassal fékezhet a kanyar kdzben a vezets?
Mekkora tton tud igy megéllni, ha a palya irdnyd gyorsulasa a fékezés kozben alland6?
Ezekkel a gumikkal legfeljebb mekkora alland6 v,,., sebességgel lehetne ,bevenni” ezt
a kanyart? Miért veszélyes, ha az aut6 ezzel a maximalis sebességgel érkezik a kanyarba?

4. Egy korhintan a hintdk [ = 8 m hosszi kotelei egy 7 = bm (@
sugari forgd keretre vannak rogzitve. Amikor a korhinta egyenle- / "\
tes sebességgel forog, a hintdk kotele a fiiggSlegessel o = 30°-0s i@ m
szoget zar be.

Mekkora a kérhinta w szogsebessége?
Mekkora a kérhintdban iil6 m = 60kg tomegii ember silya (azaz mekkora erd fesziti
a kotelet, ha a szék tomegét elhanyagoljuk)?

5. Az abran lathato elrendezésben a fiiggsleges rudat w szdgsebesség-
gel forgatjuk. A ruadhoz egy csukléval csatlakozik egy masik, [ hosszu-
sadgu, konnyt rad, amelynek a végén m tomegi, pontszeriinek tekinthet6
test van rogzitve. (A csuklo abra sikjara merdleges tengelye szabadon
engedi ,kilendiilni” a testet, azaz az o szog szabadon valtozhat, de koz-
ben a ferde rid a fiiggéleges ruddal egyiitt forog.)

Abrazolja a rud fiiggslegessel bezart o szogét az w szogsebesség fiiggvényében! (A
szOgsebességet nagyon lassan noveljiik, a riad nem ,leng”; a forgé rendszerbdl nézve mindig
egyenstlyban van.)

Figyelem! Bizonyos szogsebességeknél tobb lehetséges egyenstlyi helyzet is van. Vizs-
galja meg ezeknek a helyzeteknek a stabilitdsdt! (Stabil az egyensuly akkor, ha az egyen-
stlyi helyzetbdl kicsit kitéritett és ott elengedett test visszatér az egyensilyi helyzetbe.)
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1. Azl hossziasagi, a hajlasszogii lejts tetejérsl nyugalmi helyzet-
bél lecsiszik egy m tomegi test. A surlodasi egyiitthato p.

Milyen erék hatnak a testre? Mekkora munkat végeznek az egyes
erdk, mialatt a test leér a lejts aljara?

Hatarozza meg a munkatétel alapjan a test sebességét a lejt6 aljan! Hasonlitsa Ossze
az eredményt a dinamikai és kinematikai megfontolasok alapjan kapott eredménnyel.

2. Egy rugd erétérvénye F' = Dy, ahol F' az 0Osszenyomésdhoz vagy megnyijtashoz
sziikséges erd, y a rugd hosszanak megvaltozasa, D pedig a rugora jellemzd allando.

Hatarozza meg, mekkora munkéval lehet a rugdt y tavolsaggal 6sszenyomni vagy meg-
nydjtani! Ne kész képletet keressen, hanem vezesse le az Osszefiiggést a 3. gyakorlaton
megismert ,,gorbe alatti teriilet” modszerrel.

3. Egy m = 0,1kg tomegi testet h = 2m magasbol a vizszinteshez képest o = 60°-0s
szoggel felfelé egy rugos kilovovel inditunk el. A rugd kezdeti Gsszenyomésa y = 4cm, a
rugdallandd D = 4000 N/m. A légellenallastol eltekintiink.

Hatarozza meg a mechanikai energia megmaradésa alapjan, hogy a test mekkora se-
bességgel csapodik a foldbe! Milyen magasan lesz a palyaja tetGpontjan?

4. Egy kerékparosra, ha nagy sebességgel sima, vizszintes tton halad, elsGsorban a lég-
ellenallas hat. A tekeréssel ezt az erGt kell lekiizdenie. A légellenéllas altal kifejtett F' erd
(ilyen sebességeknél) a leveg6hoz viszonyitott v sebesség négyzetével aranyos: F = kv?,
ahol k a test nagysagatol, forméjatol és a levegd strtségétol fliiggd allando.

Hogyan fiigg a kerékpéaros teljesitménye a sebességtsl?

Hényszorosara né a kerékparos altal kifejtett eré és a kerékparos teljesitménye, ha a v
sebességii kerékparos v sebességl szembeszélben teker?

5. Az abran lathato r = 0,1 m sugari félhenger alakid valytiban
egy kicsiny, m = 0,1 kg tomegi test surlodas nélkiil mozoghat.
A testet a valyu peremérsl kezdGsebesség nélkiil elengedjiik.
Hatarozza meg és abrazolja a test sebességét és a test altal a
valyud falara kifejtett nyomoerst a test helyzetét jellemz6 o szog
fiiggvényében! (0° < o < 180° és most legyen g = 10m/s%.)

Szorgalmi feladat: Ha a test és a valyu kozott surlodas is van, akkor a feladat nem
oldhat6 meg analitikusan, csak numerikusan (hiszen a gyorsulas fiigg a surlodastol, az
a nyomoer6tdl, az pedig a sebességtél). Irjon programot (Excel tablazatkezelovel vagy
barmely programnyelven), amely megadja a test helyzetét jellemzs o szoget az id6 flige-
vényében! Legyen = 0,1.

Segitség: Valasszon nagyon kicsi (példaul At = 0,001s) id6lépéseket. Ez alatt a test
gyorsulésa allandonak tekinthets. Ebbdl szamolja ki az id6lépés végén a test 1j helyzetét,
1) sebességét, majd ezekbdl az G gyorsulast. Ezt ismételje egészen addig, amig a test
meg nem &ll. (Megallaskor vizsgalni kell, megcsuszik-e tjra.) Végiil az adatokat abrazolja
grafikonon.
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1. Egy pontszerd test A sugara korpalyan mozog w DE—
allando szogsebességgel. D
Mekkora a test v keriileti sebessége és a., centripe- , D
talis gyorsulasa? ;" =
Adja meg a test helyzetét megado ¢(t) fiiggvényt, :
ha a forgasszog a t = 0 idépillanatban ¢(0) = 0! . -
Ha a mozgo testet jobbrol parhuzamos fénysugarak- T i -

kal megvilagitjuk, akkor a test arnyéka a baloldalon 1év§
ernyén rezgémozgast fog végezni. Irja fel és dbrazolja a
rezgémozgas x(t) kitérés-ido fliiggvényét!

A rezg6 arnyék sebessége és gyorsulasa a kormozgast végzé test sebesség- és gyorsulés-
vektoranak fiiggsleges komponense lesz. Irja fel és abrazolja ennek alapjan a rezgd arnyék
v(t) sebesség-id6 és a(t) gyorsulas-ids fiiggvényét! Milyen kapcsolat van az arnyék x(t)
kitérése és a(t) gyorsulasa kozott?

2. Az abréan lathato m tomegi kiskocsit egy D rugo6alland6jia rugoval D
kotjiik a falhoz. A kiskocsit az egyenstlyi helyzetébdl xy tavolsaggal (W,
kitéritjiik, és a ¢ = 0 pillanatban elengedjiik.

A rug6 (linearis) erStorvénye és az el6z6 feladat eredménye alapjan mutassa meg, hogy
a mozgas harmonikus rezgémozgas! Hatarozza meg a rezgés korfrekvenciajat!

Irja le a mozgast! (Adja meg a kiskocsi kitérését, sebességét, gyorsulasat az id6 fiigg-
vényében!)

3. Az el6z6 feladatban szerepld kiskocsit most gy inditjuk el, hogy az egyensulyi hely-
zetében vy sebességgel meglokjiik.

Mekkora lesz a rezgés amplitiadoja?

Irja fel és abrazolja egy-egy kozos grafikonban a kiskocsi mozgasi energiajat, a rugo-
energiat és a rendszer teljes mechanikai energidjat az idg, illetve a kitérés fliggvényében!

4. FEgy konnyd, nytGjthatatlan fonalra logatott pontszerd testet matematikai ingédnak
vagy fonalinganak neveziink. Ha az inga kitérése kicsi, akkor a mozgasa jol kozelithetd
harmonikus rezgémozgassal. A visszatéritd eré most a kotélers vizszintes komponense.
Vezesse le az | hosszusagu fonalinga lengésidejét! (Felhasznalhatja, hogy kis szogekre
sina & tga = a.)
Milyen hosszt a mdsodpercinga fonala? (A méasodpercinga fél lengése tart egy méasod-
percig! g = 9,81 m/s?.)

5. Az abran lathato rug6 nyujtatlan, amikor a raakasztott, nyugalomban

1évé testet elengedjiik. D
Irja le a mozgast! (Adja meg a test kitérését az id6 fiiggvényében!) m

Hol lesz a test sebessége maximéalis?

A rendszernek most a mozgasi energian és a rugéenergian kiviil a helyzeti energidja is
valtozik. Irja fel az egyes energiatagokat, és mutassa meg, hogy a teljes mechanikai energia
most is allando!



Bevezetd fizika villamosmérn6koknek
7. gyakorlat

1. Egy testet F; = 10N erdvel t; = 3s alatt lehet felgyorsitani nyugalmi helyzetbdl
v = 15m/s sebességre.

Mennyi ideig tart ugyanennek a testnek nyugalmi helyzetbdl ugyanerre a sebességre
valo felgyorsitasa, ha az er6 Fp, = 2N7?

2. Vizszintes légparnas sinen két kis test mozoghat surlédasmentesen. A testek tomege
my = 0,2kg és mqy = 0,3kg, sebessége v; = 2m/s illetve v, = —1,5m/s.

Mekkora lesz a testek sebessége, ha

a) tokéletesen rugalmatlanul,

b) tokéletesen rugalmasan titkoznek?

3. Egy csiszé hokikorong nekiiitkozik egy masik, ugyanakkora to- v
megi, all6 hokikorongnak. Az iitkozés tokéletesen rugalmas, de nem O_' O
centralis (lasd az abrat).

Mekkora szoget zar be a testek sebességvektora az iitkézés utan?

A surlodast a korong és a jég, valamint két korong kozott is hanyagolja el (azaz a
testek forgasaval ne foglalkozzon)!

4. Két my és my tomegi kiskocsi vizszintes talajon vi
gurul elhanyagolhat6 gordiilési ellenallast kerekeken. — D ~
Az egyik kiskocsira D rugééllando6ja, konnyd rugd van
erGsitve. A kiskocsik sebessége vy illetve vy (értékiik
negativ is lehet). vy > vy, igy a kiskocsik iitkoznek.

Mekkora a rugo6 legnagyobb Osszenyomodésa az iitkozés soran?

Mekkora ekkor a kocsik sebessége? Mennyivel valtozott eddig a pillanatig a kezdeti
allapothoz képest az egyes kiskocsik sebessége?

Vs

Ha a rugé teljesen rugalmatlan, akkor a kiskocsik Osszetapadva, evvel a sebességgel
haladnak tovabb. Ha a rugd rugalmas, akkor szétloki éket.

Mennyivel valtozik az egyes kiskocsik sebessége a szétlokddés soran, ha a rugd tokéle-
tesen rugalmas (azaz nincs energiaveszteség)?

Ha a rugd csak részben rugalmas, akkor a szétlokédés soran bekdvetkezd sebességval-
tozas a tokéletesen rugalmas esetben bekovetkezs valtozés k-szorosa, ahol 0 < k£ < 1 az
lithozési szam.

Hatarozza meg a testek litkozés utani végsebességét k litkozési szam esetén!

5. Egy gumilabdéat hy = 1 m magassagbol leejtiink a vizszintes talajra. A labda részben
rugalmas iitkozéssel visszapattan a talajrol, az litkozési szam k.

Milyen magasra emelkedik fel a labda az n-edik iitkdzés utan?

Mennyi ideig repiil a labda az n-edik és n + 1-edik {itkozés kozott?

Mennyi ideig pattog Gsszesen?



Bevezetd fizika villamosmérnokoknek
8. gyakorlat

1. Egy [ hosszlsagi, m tomegt palld a két végén van aldtamasztva. A pallon végigmegy
egy my tomegi ember.

Hatarozza meg az egyes aldtamasztasokban fellépd erGket az embernek a pall6 egyik
végétsl mért x tavolsdganak fiiggvényében!

2. Egy m tomegi téglatest alakd, homogén targyat a fels6 élénél egy

kamposszeggel akasztanak a fiiggsleges falra (lasd az abrat). m |h
Rajzolja be a testre hato erdket, és hatarozza meg az erék nagysagat!

Segitség: A targy a szogon kiviil csak az als6 élénél érintkezik a fallal.

3. Egy biciklin az éppen hasznalt attételben az els6 lanckerék n, = 42 fogu, a hatso
lanckerék ny = 28 fogti. A pedélkar hossza [ = 17 cm, a kerék &tmérGje d = 28" ~ 71 cm.
A biciklis és a bicikli egyiittes tomege m = 80 kg.

Mekkora erével kell nyomnia a pedalt a biciklisnek, ha egy 14%-os emelkedén egyen-
letes sebességgel akar felfelé haladni?
Segitség: Egy a hajlasszogi lejtd 100 - tg o %-o0s. A légellenallastol és a gordiilési ellenal-
lastol tekintsen el!

4. Egy tomor, homogén m tomegi és r sugari henger a rogzitett, viz-

szintes helyzetd tengelye koriil szabadon foroghat. A henger palastjara m

vékony, nytijthatatlan fonalat tekeriink, amelynek egyik vége a henger pa-

lastjara van rogzitve, a mésik végére pedig m; tomegi testet rogzitiink. m,
Mekkora gyorsulassal mozog a test, ha elengedjiik?

Segitség: A homogén henger tehetetlenségi nyomatéka © = %mrQ.

5. Egy forgoszék fliggtleges tengelye koriil szabadon foroghat. A széken egy ember iil,
vizszintesen kinytujtott karjaival két, egyenként m = 15 kg tomegt sulyzot tart. Az ember
és a szék egyiittes tehetetlenségi nyomatéka (a stlyzok nélkiil) ©p = 18kgm?. A pont-
szerinek tekinthetd silyzok tévolsaga a forgastengelytsl 7 = 0,9m. A széket w; = 5571
szOgsebességgel megforgatjuk.

Mekkora lesz a szék szogsebessége, ha a székben il6 ember a sulyzokat a forgésten-
gelyt6l ro = 0,3 m tavolsagra behuzza?

Mekkora munkat végez ekézben az ember?
Segitség: A karjat behiz6 embernek megvaltozik a tehetetlenségi nyomatéka, de azt a
valtozast hanyagoljuk el a silyzok tehetetlenségi nyomatékanak valtozasa mellett.

6. FEgy pontszeri test N perdiilete (vektoridlis mennyiség!) egy tetszdleges O pontra
vonatkoztatva N = r x p, ahol p a test impulzusvektora, r az O pontbdl a testre mu-
tato helyvektor, x pedig a vektorialis szorzat jele. A forgatonyomaték szintén vektorilis
mennyiség: egy F er6 O pontra vonatkoztatott forgatonyomatéka M = r x F, ahol r az
O pontbél az er§ tamadéaspontjaba mutato helyvektor. Ha egy testre nem hat (kiils)
forgatonyomaték, akkor a test perdiilete allandé.

Mutassa meg, hogy Kepler II. torvénye a perdiiletmegmaradas kdvetkezménye!



Bevezetd fizika villamosmérnokoknek
9. gyakorlat

1. Az abran egy transzverzélis hullam lathaté a ¢t = 0 pillanatban (folytonos vonal) és
a t = & s pillanatban (szaggatott vonal).

1y (m)

N A 047 N A 087 x(m)

Mekkora a hullam amplitidoja, hullamhossza, terjedési sebessége, frekvenciaja, kez-
dofazisa? Irja fel az y(x,t) hullamfiiggvényt!

2. Egy sikon két pontszerd hullamforras talalhato, egymastol d tavolsagra. A forrasok
azonos v frekvenciaval, azonos amplitudoval és azonos fazisban bocsatanak ki hullamokat.
A hullamok a forrasokat koriilvevs (kétdimenzios) kozeghen ¢ sebességgel terjednek.

Adja meg azokat a helyeket, ahol a két hullam maximalisan ergsiti, illetve maximalisan
gyengiti egymast!

//////

ban) terjednek?

3. Egy egyik végén falhoz rogzitett kdtélen szinuszos hullam érkezik a rogzitési ponthoz,
és onnan visszaverddik. Az érkezé és visszaver6dd hullam interferal egymassal.

Irja fel és jellemezze a kialakulé hullamfiiggvényt!
Segitség: A koordinata-rendszer kezdGpontja legyen a rogzitési pontnél, és a pozitiv irany
mutasson a kotél felé. Igy a beérkezs hullam sebessége negativ, a hullamfiiggvényt ennek
alapjan irja fel! A visszaver6déskor a hullamnak fazisugrasa van. Ennek nagysagat abbol
kaphatja meg, hogy a rogzitési pontban a hullam kitérésének mindig nullanak kell lennie.

4. Egy mindkét végén nyitott sip hossza £ = 19 cm. A hang terjedési sebessége szaraz,
hideg (5°C-o0s) levegbben ¢ = 334,5m/s.

Milyen frekvenciaju hangok alakulhatnak ki a sipban? Mekkora az alaphang frekven-
cidja. Milyen zenei hang ez?

A sipban 1&v6 levegs hdmeérséklete a fujas kozben 35 °C -ra, relativ paratartalma 80%-ra
valtozik, igy a hang sebessége ¢ = 355,5m/s-ra nd. Mekkora lesz az alaphang frekvenci-
aja? Mennyivel hangolodott el a sip?

5. Egy mentSautd sziréndjanak hangjat az autod kozeledésekor vy = 583 Hz frekvencia-
junak, tavolodasakor vy = 475 Hz frekvenciajinak halljuk.

Mekkora az auté sebessége? Milyen hangot hallanédnk, ha az auté allna?
Segitség: A hémérsékletadat hidnyaban a hang terjedési sebességét vegyiik 340 m/s-nak!



Bevezets fizika villamosmérnokoknek
10. gyakorlat

1. Egy V =20dm? térfogati tartalyban n = 10 mol nitrogéngéz van T' = 20 °C hémér-
sékleten.

Mekkora a gaz nyomaésa és stirtisége?
Segitség: A nitrogén molaris tomege M = 28 £+ az egyetemes gazdllando R = 8,314 ﬁ

2. Az abréan egy egyszert hGerGgép lathatd a mikddése néhany fazisdban. A hengerben
levegs van (f = 5), a henger bels§ keresztmetszete A = 1dm?. A dugattyt és a teher
tomege egyarant m = 100 kg, a kiilsé légnyoméas py = 100kPa, g = 10m/s?.

m|| m ||
[ |1
a) b) c) d)

a) Kezdetben a teher az als6 polcon van, nincs rajta a dugattytn. A dugattya nincs
rogzitve, hy = 1 dm magasan egyensilyban van. A bezart gaz hémérséklete 77 = 300 K.
Mekkora a bezart gaz p; nyomasa? Hany mol gz van a hengerben?

b) Ezutan a dugattyt rogzitjiik, a terhet ratoljuk, majd a gazt melegiteni kezdjiik.
Mekkora T, hémérsékleten lesz a dugattyi ismét egyenstilyban, hogy a régzitést meg-
sziintethessiik? Mekkora ekkor a gaz p, nyomasa?

c) Ezutan a gazt tovabb melegitjiik, aminek hataséra a dugattyi hy = 2dm magasra
emelkedik.
Mekkora ekkor a gaz T h6mérséklete és p3 nyomasa?

d) A dugattyut ebben a helyzetben rogzitjiik, és a terhet attoljuk a felsg polcra. Ezutan a
gazt hiiteni kezdjiik, egész addig, amig a nyomas annyira lecsokken, hogy a rogzitést Gjra
kivehetjiik.

Mekkora ekkor a gaz T, hémérséklete és ps nyomasa?

e) A rogzités eltavolitasa utan a gazt tovabb hiitjiik, egészen addig, amig a dugattyi
visszakeriil az a) dbrdn lathato eredeti allapotba.
Foglalja tablazatba a gaz nyomésat, térfogatat, hémeérsékletét és belsé energidjat az
egyes allapotokban és abrazolja a korfolyamatot p-V, p-T és V-T allapotsikokon!
Hatarozza meg és foglalja tablazatba az egyes részfolyamatok soran a belsG energia
megvaltozasat, a gaz altal végzett munkat és a gazzal kozolt (illetve a gaztol elvont) hét!
Hatarozza meg a héer6gép hatasfokat! Mire forditodik a hasznos munka? Mi lesz a
veszteséggel?

Folytatds a tiuloldalon!



3. A Carnot-ciklus egy olyan korfolyamat, amely két adiabatikus (hékozlés nélkiili) és
két izotermikus (dlland6é hémérsékletd) folyamatbol all. Adott also és felsg hémérséklet
esetén ennek a korfolyamatnak van a legnagyobb hatasfoka, ezért a hGtanban kitiintetett
szerepe van.

A ciklus az alacsonyabb, T} hémérsékletrdl indul egy adiabatikus 6sszenyomassal. En-
nek hatasara a gz T, hémérsékletre melegszik. Ezutan folyamatos héfelvétel kozben al-
land6 hémérsékleten tagul. A harmadik szakasz egy adiabatikus tagulas, aminek hatasara
a gaz lehtl az eredeti T hémérsékletre. Innen egy izotermikus 6sszenyoméssal jut vissza
a kezdeti allapotba, mikézben hét ad le.

Foglalja tablazatba az egyes allapotokban a gaz hémérsékletét, belsé energidajat és
entropiajat! Véazolja a folyamatot p-V és T-S allapotsikon!

Foglalja tablazatba az egyes részfolyamatok soran a belss energia és az entropia meg-
valtozasat, a gaz altal végzett munkat, valamint a gazzal kozolt (illetve a gaztol elvont)
hét!

Vizsgélja meg a korfolyamat képét a p-V és T-S éallapotsikon! Mekkora a korfolyamat
altal korbefogott teriilet?

4. Az abran az egykomponenst anyagok tipikus fazisdiagramja
lathat6. FEz alapjan dénthetd el, hogy az anyag egy adott 7" hGmér-
sékleten és p nyomason milyen halmazallapoti. Az egyes fazisokat
elvalaszto vonalak altal kijelolt T, p értékeken a két fazis (példaul
folyadék és g6ze) egyszerre lehet jelen. A H harmasponthoz tar-
toz6 Ty, hémérsékleten és p, nyomason mindharom halmazallapot
egyszerre lehet jelen. A K kritikus pontban (7} hémérséklet és py nyomas) eltiinik a kii-
16nbség a folyadék és a légnemt halmazallapot k6zott. Ennél nagyobb hémérsékleten mér
nem lehet nagy nyomassal cseppfolyositani egy gazt.

A harmaspont és a kritikus pont a kiilonb6z6 anyagoknal nagyon eltérs, és ez hata-
rozza meg a viselkedésiiket szobahémérsékleten és normél légkori nyomason. Az alabbi
tablazatban néhany anyag harmaspontjahoz és kritikus pontjahoz tartozé hémérsékletek
és nyomasok lathatok.

folyadék

szilard S

légnemi

anyag T, (°C)  pun (kPa) Tk (°C) px (MPa)
viz 0,00 06 3738 22,06
nitrogén —210,0 12,6 —146,9  339,6
butan —138,6 0,00067 152,0  379,6
széndioxid ~ —56,56 518,7 30,98 7,377

Milyen halmazéllapottiak az egyes anyagok szobahdmérsékleten (Ty = 25 °C) és normal
légkori nyomason (py = 101,3kPa)?

Mi torténik, ha az anyagot hiitjiik vagy melegitjiik, illetve ha Osszenyomjuk vagy csok-
kentjiik a nyomasat?



ITI. Utmutaté a feladatsorok tanitasahoz
1. gyakorlat — tomegpontok statikija

Bevezetd:

Ismertessiik a feladatok altalanos megoldéasi modjat: 1. er6k berajzolésa, 2. er6k kom-
ponensekre bontasa, 3. egyenletek (erSegyensily) és egyenlGtlenségek (tapado surlodas)
felirasa, 4. egyenletrendszer megoldésa, 5. feladat diszkusszioja (tapad? megcstszik? stb.)

Beszéljiik meg a jeloléseket! A vektorokat nyomtatott szovegben vastag (bold) betiikkel
jeldljiik (F), kézzel (fiizetbe, tdblara) frott szovegben hasznaljunk feliil nyilat (F). A
skalar mennyiségek a nyomtatott szévegben délt (italic) bettivel vannak jelolve (kézirasban
sima szoveg). Nagyon nem mindegy, hogy egy vektorrol vagy a nagysagarol beszéliink!
(Méasképp kell vele miiveleteket végezniink!) Egy vektor nagysaga vagy abszolut értéke
skalar mennyiség: |F| = F.

Vegyiik sorra, hogy a mechanika feladatoknal milyen er6k hathatnak!

Mindig hat a nehézségi erd (szabad erd). Nagysiga mg, iranya (definicio szerint)
fiiggtleges, kiterjedt testnél a test tomegkozéppontjaban hat (térfogati erd).

A kotélers egy kotél két végén hat. Iranya mindig a kotéllel parhuzamos, nagysaga
a tobbi er6tol fiigg (kényszererd): akkora, hogy a testek ne tavolodhassanak egymastol (a
kotél nem nyilhat meg), csak nemnegativ lehet (csak htizoerd 1éphet fel, nem tolhatunk
egy kotéllel egy testet). A feladatokban ezt a jelolést hasznaljuk: K.

A nyomoéerd egymaéssal érintkezé testek feliiletén hat (feliileti erd). Iranya mindig az
érintkezo feliiletekre merdleges, nagységa a tobbi er6tdl fiigg (kényszererd): akkora, hogy
a testek ne mozdulhassanak el egymas felé (nem hatolhatnak egymasba), csak nemnegativ
lehet (csak nyomoers 1éphet fel, nem hizhatja a mésik testet). A feladatokban ezt a jelolést
hasznaljuk: N.

A strlodasi erd (S) szintén egymassal érintkezd feliiletek mentén hat, de a feliilet-
tel parhuzamos irdnyban. Attol fiiggGen, hogy a testek egymashoz képest nyugalomban
vannak, vagy elmozdulnak egymashoz képest, két esetet kiilonboztetiink meg: A tapa-
dasi strlodasi erd iranya és nagysaga is olyan, hogy a testek (egyméshoz viszonyitott)
nyugalma fennmaradjon, azonban az er§ nagysédga nem lehet barmekkora, teljesiilnie kell
a0 < S < uN egyenl6tlenségnek, ahol N a feliiletek kozt felléep6 nyomoer§ nagysaga,
w pedig a feliiletekre jellemz6 (tapadasi) surlodasi egyiitthato. A esiszdsi surlodasi erd
nagysaga S = puN (ahol p most a cstszasi surlodasi egyiitthato, N ismét a feliiletek
kozt hatdé nyomoers nagysaga), iranya pedig a két test relativ elmozdulasaval ellentétes
(a relativ elmozdulast akadalyozza).

Hangstilyozzuk, hogy méas fantaziaersk (példaul ,centripetalis erd”, stb.) nem hatnak.
Inerciarendszerben (mi csak ilyen leirast csinalunk) tehetetlenségi erék sincsenek. A ,ya-
lodi” erék konnyen felismerhetSk arrol, hogy egy kdlecsinhatds kovetkezmeényei, igy mindig
megtalalhato a kolesonhato masik test (a nehézségi erénél a Fold).

1. Egy vizszintes asztalon harom test nyugszik egymason ,T3|
(lasd az abrat). Tomegiik my = 10kg, my = 6kg és m3 = 2kg.
Rajzolja le kiilon-kiilon a testeket és rajzolja be az egyes m;
testekre hato erdket! m,
Adja meg paraméteresen és numerikusan az egyes erdk
nagysagat!
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Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:

Rajzoljuk be az erdket! (Ha van szines kréta, hasznaljunk kiilonb6z6 szineket a nehéz-
ségi er6kre és a nyomoerdkre. A szinvalasztas, ha lehet, legyen kivetkezetes az egész 6réan,
vagy akar a kovetkez§ orakon is.) Ahhoz, hogy latszodjék, melyik eré melyik testre hat, a
testeket kiilon-kiilon rajzoljuk le. Hangstlyosan hivjuk fel a figyelmet a hatds-ellenhatds
torvényére (Newton III. térvénye).

Ezutan mar konnyen felirhatjuk minden testre kilon-kilon az erGegyensulyt (Newton
[. torvénye). Minden vektor fiiggsleges, igy egyszertien az erdk (elGjeles) nagysagat kell
Osszeadni. (Izlés kérdése, hogy valaki O-ra rendezi az egyenletet, tehat az eljeles erdket
adja Ossze, vagy pedig az egyik oldalra a felfelé, a masik oldalra a lefelé hato erék eredGjét
irja.)

N3 = mag
Ny = N3 + mag
Ny = Ny +mqg

Ebbdl mar kézvetleniil adodik a megoldas:

N1 = (m1 + mo + mg) = 176,6N
Ny = (mg +m3)g=T785N
N3 = Tmsg = 19,6N

(Az eredményeket mindenhol g = 9,81 m/s? értékkel szamoltam ki. A gyakorlatokon
is ezt javaslom: szamologéppel semmivel se bonyolultabb, mint g = 10 m/s*-tel szamolni,
ami viszont alapbol 2% hibat visz az eredménybe. Ha mégis 10-zel szamolunk, akkor ennek
megfelelGen kerekitsiink: maximum 3 értékes jegyre!)

2. Egy konnyi kotél két, egyméstol d = 20m
tavolsagra 1év6 oszlop kozé van kikotve. A kotél
kozepére m = 50 kg tomegt testet akasztunk, en-
nek hatésara a kotél kozepe h = 1 m mélyre belog
(lasd az abrat).
Rajzolja be a csomopontban hato erdket!
Mekkora er¢ fesziti a kotelet?
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Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:

Beszéljiink par szot a ,konnyi” kotél jelentésérdl: silya elhanyagolhaté a feladatban
felléps mas erék mellett, igy a kotél egyenes lesz. Beszéljiink a feladat szimmetridjarol is:
mivel az elrendezés szimmetrikus, mindkét ferde kétélben ugyanakkora erd hat.

Rajzoljuk be a csomoépontra hato eréket: fiiggéleges irdnyban a kis testre hatéo mg er6
hat (egyel6re ne irjunk be szamértékeket, dolgozzunk paraméteresen), a két kitélszarban
pedig az egyeldre ismeretlen, de a két oldalon ugyanakkora K er6.

Bontsuk fel a kotélerst vizszintes és fiiggbleges komponensekre! (Ezt mutassuk meg
részletesen!) A szimmetria miatt a vizszintes komponensek automatikusan kiejtik egy-
mast, igy csak a fiiggSleges erdk egyensilyat irjuk fel:

mg = 2K sina,

ahol a a kotél vizszintessel bezart szoge, amely a geometria alapjan:

2h
tgoz:? = a=>57°.

K-t kifejezve
K=-""9 _9465N.
2sin o

Vegyiik észre, hogy az eré (a Japos” kotelek miatt) sokkal nagyobb a test stlyanal!

3. Egy fiiggsleges fali dobozban éppen elfér (anélkiil, hogy az oldalfa-
lakat nyomnak) két egyforma, m = 2kg témegi henger. A hengerekre
egy harmadik, ugyanolyan hengert fektetiink (lasd az abrat).

Rajzolja le kiilon-kiilon a hengereket, és rajzolja be az egyes henge-
rekre hato ercket!

Mekkora erével nyomjak a hengerek egymaést, valamint a doboz alsé
és oldalso falait?

Megolddsvaizlat, kiemelendd szempontok:

Hasznaljuk ki itt is a szimmetriat! A két alsé hengerre ugyanakkora erék hatnak, és a
kozépss hengerre hato erdk is szimmetrikusak. Ennek alapjan az abrak (az attekinthetGség
kedvéért a hengerek most is széthtizva):

CNeY NG N,

Bontsuk fel az eréket vizszintes és fliggleges komponensekre! Hasznéljuk fel, hogy a
geometria miatt (a korok kozéppontjai egy szabéalyos haromszog csticsai) a ,ferde” ersk
a fliggGlegessel 30°-0s szoget zarnak be. A kozépsé hengerre a vizszintes erék ereddje a
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szimmetria miatt eleve nulla, csak a fiigg6leges erdk egyensilyat kell felirnunk. Az als6
hengerekre viszont kiilon-kiilon fel kell irnunk a vizszintes erck és a fiiggéleges erék egyen-
sulyat is. Az egyenletrendszer:
mg = 2Ny cos 30°
N1 sin 300 = NQ
mg + Ny cos 30° = N3
Az egyenletrendszer megoldasa:

myg

Ni=——=11,33N
' 2cos300 ’
tg 30°
NQZ%:&%N
_ 3mg

A hengerek egyméast N; = 11,3 N erdvel, a doboz mindkét oldalat Ny = 5,66 N erével,
a doboz aljat pedig Osszesen 2N3 = 58 86 N erdvel (ami persze éppen a harom henger
teljes silya) nyomjak.

4. Egy « hajlasszogi lejtére m tomegi testet helyeziink (lasd az
abrat). A test a surlodas miatt nyugalomban van.
Rajzolja be az m tomegii testre hato erdket! o

Legalabb mekkora a lejté és a test kozti p (tapadasi) sarlodasi
egylitthato?

Megoldasvizlat, kiemelendd szempontok:

Rajzoljuk be a lejtén lévE testre hatod erSket: az mg nehézségi erGt, a lejtd sikjara
meréSleges N nyomoéerst és az S tapadési surlodasi erét! Ha nem lenne sirlodas, a test
lecsiiszna, a surlodasi erd ezt akadéalyozza meg, igy a lejt6 sikjaban felfelé mutat.

A harom erg eredGje épp nulla kell legyen (nyugalomban van a test), ezt grafikusan
leellendrizhetjiik, ha megszerkesztjiik az erék ereddjét: eltologatjuk a vektorokat, és egy
zart vektorharomszoget kell kapnunk. (Ha sziikséges, magyarazzuk el, hogy tébb vektor
eredgjét hogy lehet megszerkeszteni.)

Az eréket most ne vizszintes és fiiggéleges, hanem lejtére meréleges és lejtével parhuza-
mos komponensekre bontsuk! (Ez azért elényés, mert igy csak az mg er6t kell felbontani.)
[rjuk fel a lejtére merdleges és lejtével parhuzamos erék egyensilyéat:

N = mgcosa

S =mgsina.
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Tapadés esetén azonban teljesiilnie kell az
S < uN
egyenlGtlenségnek. Behelyettesitve, majd megoldva:

mgsina < pumg cos o

p2>tga.

5. Az el6z6 feladatban szerepld testet mekkora lejtdvel parhuzamos
F erével lehet felfelé megmozditani? E
Rajzolja be most is az m tomeg( testre hato ercket! o

(Tegye fel, hogy a sturlodasi egyiitthato éppen az el6z6 feladatban
meghatarozott minimalis érték!)

Megoldasvazlat, kiemelendd szempontok:

Rajzoljuk be ismét az eréket! A legfontosabb, amit észre kell venniink, hogy most
a sirlodasi er6 ugyanakkora, mint az el6z6 feladatban, de a lejté sikjadban lefelé mutat
(hiszen ha nem lenne strlodas, akkor felfele mozdulna el a test). Most is leellendrizhetjiik
az erék eredGjét (most négy erdt kell 6sszeadni, és egy zart vektornégyszoget kell kapnunk).

Ismét a lejtére merdleges és a lejtével parhuzamos komponensekkel dolgozunk. Az
egyenletrendszer:

N =mgcosa

F=mgsina+ S

S =uN (mert a megestiszas hataran van)
p=tga (az el6z6 feladatbol) .

Megoldva az egyenletrendszert:

S =uN =tga-mgcosa =mgsina

F =2mgsina.

Vegyiik észre, hogy ez éppen az el6z6 feladatban 1év§ sirlodési erd kétszerese, ami a
két feladat vektorabraibol is kiolvashato!
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6. Mekkora F' erére van sziikség a test megmozditasahoz, ha az F
er$ vizszintesen hat?
Rajzolja be most is az m tomegii testre hato ercket! o

Diszkutdlja a feladatot! Vizsgélja meg azt az esetet is, ha meredek
a lejts és a surlodasi egyiitthaté nagy!

Megolddsvaizlat, kiemelendd szempontok:

Rajzoljuk be ismét az erGket! Az elsd, amit észre kell venniink, hogy a nyomoerd most
nagyobb lesz, mint az el6z6 feladatban, mert az F erének lejtére mersleges komponense is
van (,belenyomja” a testet a lejtébe). A sturlodasi ers most is a lejtd sikjaban lefelé mutat
(hiszen ha nem lenne strlodas, akkor felfele mozdulna el a test), de a nagysidga most a
nagyobb nyomoéerd miatt szintén nagyobb lesz! Most is leellenérizhetjiik az erék eredgjét
(ismét zart vektornégyszoget kell kapnunk).

Most két logikus valasztasunk is lehet: felbonthatjuk az eréket lejtére meréleges és lej-
tével parhuzamos komponensekre, vagy fiiggéleges és vizszintes komponensekre is. (Mind-
két esetben két-két erdt kell felbontani.) Valasszuk most az utobbit (akkor a keresett F
er6t nem kell felbontani)! Az egyenleteink:

mg + Ssina = N cos « (fiiggtleges erdk egyenstilya)
F = Nsina+ Scosa (vizszintes erck egyenstlya)
S = uN (mert a megcstiszas hataran van) .

Az egyenletrendszer megoldasa:

mg = Ncosa — Ssina = N (cosa — psina) (az els6 és a harmadik egyenletbdl)
N = g (az el6z6bdl atrendezve)

cos @ — psin a
) sin o + 4 cos
F =N (sina+ pcosa) = —mg .
COS (v — f1Sin o

Diszkusszio:

Vegyiik észre, hogy az eredmény hanyadosaban egy kivonés van! (Mar az egyenletren-
dezés kozben ki kellett volna kotniink, hogy (cosa — psin«)-val csak akkor oszthatunk
at, ha az nem nulla.) Csak akkor kapunk fizikailag értelmes (pozitiv) eredményt F-re, ha
teljesiil, hogy

cosa — psina > 0

u<ctgo.
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Ha p = ctg a, akkor F-re formélisan végtelen nagy értéket kapunk. Ennek az a fizikai
jelentése, hogy ha p > ctga, akkor barmilyen nagy erével se tudjuk megmozditani a
testet. Ez a befesziilés jelensége: minél nagyobb erével nyomjuk, annél nagyobb lesz N, és
igy S is, ami miatt még nagyobb F kell, és igy tovabb. (Persze a valosagban az erd soha
nem lehet végtelen nagy: egy bizonyos eré f6lott széttorik a test, a lejtd, .. .)

A tovdbbiakat csak akkor mondjuk el, ha van idd és érdeklodés!

Mikor kovetkezik ez be? Ha a p tapadasi surlodasi egyiitthato nagy, vagy ha a lejté
meredek (o nagy, és igy ctga kicsi). Ha ebben a feladatban is azt feltételezziik, hogy a
siurlodasi egyiitthato a 4. feladatban meghatarozott minimaélis érték, azaz p = tg a, akkor
ez o > 45° esetében valosul meg.

Az abran egy olyan eset latszik, ahol mar kozel jarunk ehhez a hatarértékhez, N, S és
F mar nagyon nagy (pedig mg-t felére csokkentettiik).
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2. gyakorlat — tomegpontok dinamikéaja

Bevezetd:

A dinamika alapegyenlete: > F = ma (Newton II. térvénye), ezt fogjuk végig hasz-
nalni. Y F az m tomeg( testre hato eredd erd, azaz a ra hato erék vektori Gsszege, a a
test gyorsulasvektora.

Vektorok helyett most is koordinatakkal dolgozunk.

T6bb test esetén minden testre kiilon-kiilon fel kell irni az egyenleteket.

A testek mozgasat kiilonboz6 kényszerfeltételek korlatozhatjék: példaul a lejtére he-
lyezett test csak a lejtével parhuzamos irdnyban mozoghat, a ,nyujthatatlan” kotéllel
Osszekotott testek gyorsulasa megegyezik.

A feladatok altalanos megoldasi modja: 1. Mi torténik? Merre mozognak a testek?, 2. a
pozitivnak tekintett irany kijelolése (ha el tudjuk dénteni, hogy merre gyorsul, célszeri azt
valasztani), 3. er6k berajzolasa és komponensekre bontasa (mint a statikdnél), 4. egyen-
letek (F' = ma a mozgés iranyaban, erGegyensily az erre meréleges iranyban, surlodas
és nyomoers kapcesolata) felirdsa, 4. egyenletrendszer megoldasa, 5. feladat diszkusszidja
(merre mozog? mozog-e egyaltalan?)

Most csuszasi surlodasi erd is lesz, ismételjiik at a tapadési és csiszasi sarlodas kozti
kiilonbséget.

Mualtkor nem beszéltiink a mértékegységekrsl. Célszerii az ST alapegységeket hasznalni
(ha az adatok méasban vannak megadva, akkor rogton az elején atszamolni SI alapegy-
ségbe), és akkor a mértékegységgel nem kell szamolni (ellenkezé esetben viszont igen).
Nagyon gyorsan vegyiik at az els6 néhany héten elGforduldé mennyiségeket:

e idG: s
e tavolsag: m
e sebesség: =

S

e gyorsulas: 3

e tomeg: kg

e erg: N = ki';n
1. Egy vizszintes asztalon harom test fekszik F
vékony, nyujthatatlan kotéllel 6sszekotve. To- W my; I 1

megiik m; = 10kg, my = 6kg és m3 = 2kg. Az

my tomegi testet F' = 80N erdvel huzzuk.
Mekkora a testek gyorsuldsa és az egyes koteleket feszit6 ersk, ha
a) a testek és a talaj kozt nincs sturlodas,
b) a testek és a talaj kozt u = 0,3 a cstszasi surlodési egyiitthato?

Megolddsvaizlat, kiemelendd szempontok:

Beszéljiik meg, hogy a ,, vékony” kotél azt jelenti, hogy a kotelek tomege elhanyagol-
hato, és a kotelek nem lognak be, egyenesek. A ,nyujthatatlansag” kovetkezménye pedig
az, hogy a testek gyorsulasa megegyezik.
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a) rész

a a = '
m m2 Nl ml

3 KZ KZ N" Kl K] F
s < 2 = ]
N, |

Jeloljiik be a testek gyorsulasanak irdnyat! (A gyorsulasokhoz hasznaljunk masféle
nyilakat, mint az erékhoz.)

Rajzoljuk be az eréket! (Ha van szines kréta, hasznaljunk a multkor bevezetett kii-
16nb6z6 szineket a nehézségi erkre, a nyomoerckre és a surlodasi erékre.) Ahhoz, hogy
latszodjék, melyik er§ melyik testre hat, a testeket kiilon-kiilon rajzoljuk le. Hangstilyosan
hivjuk fel a figyelmet a hatds-ellenhatas torvényére (Newton III. térvénye).

Ezutan mar kénnyen felirhatjuk minden testre kilon-kiiloén a mozgasegyenleteket: viz-
szintes irAnyban a dinamika alapegyenletét (Newton I1.), fligg6leges iranyban az erGegyen-
stlyt (Newton I.).

msa = Ko N3 = mag
mga:Kl—Kg N2:m2.g
mla:F—Kl lemgg

A jobb oldalon all6 egyenletekre ebben a részben még nincs sziikség, de azért irjuk fel.
A baloldali egyenleteket Osszeadva:

(my +mo+mg)a=F,

amibdl 7
a= =444m/s*.
ma + mo + ms

A kotéler6k megkaphatjuk, ha a értékét visszahelyettesitjiik az egyenletekbe:

K1 = F—mla: 35,6N
Ky = K1 —msa =mga =89N.

Emlitsiik meg, hogy a fizikdban nincs értelme végtelen tizedes torteket irni! A mennyi-
ségeket mindig csak valamekkora hibaval ismerjiik, soha nem ,yvégtelen pontosan”. A nu-
merikus eredményeket mindig megfelelGen kerekitett tizedes tortekben adjuk meg! Az
értékes jegyek szamat a feladatban megadott adatok pontossdga szabja meg. (Példéaul,
ha g = 10m/s*-tel szamolunk, akkor semmiképp se adjunk meg haromnal tébb értékes

jegyet.)
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b) rész

a
a 2, A
me m, N m,
3 KZ KZ N" Kl K] F
s N = ]
S3N; S, S;

Az el6z6 abraba rajzoljuk be a sturlodasi eréket is. A vizszintes er6kh6z most a surlodasi
erGk is hozzaadddnak, és az el6z6 rész egyenletein kiviil most a cstuszési sirlodasi erck
S; = uN; egyenleteit is fel kell frnunk.

msa = KQ - Sg N3 = msg 83 = [,LNg
mea = K — Ky — Sy Ny = mag Sy = 1Ny
mla:F—Kl—Sl lemlg Slz,uNl

Az S-eket megadod Gsszefiiggésekbe irjuk be az N-eket megaddé kifejezéseket, majd
ezeket irjuk be a baloldali egyenletekbe, és adjuk Ossze Gket:

(m14+ma+mg)a=F —p(my+me+m3)g,
amibdl (g = 9,81 m/s-tel szamolva)

F_
a= plma + ma + ms) g = 1,50m/s2.
mi + mo + Mg

A kotélersk az egyenletekbe visszahelyettesitve:

Kle—Sl—mla:?)S,GN
K2:K1—5'2—m2a:8,9N.

Vegyiik észre, hogy a gyorsulés a strlédas miatt most kisebb, mint az el6z6 részben,
de a kotéler6k megegyeznek (mert minden testnél ugyanannyi a surlodési egyiitthato).

Mindenképp beszéljiik meg azt is, hogy a gyorsulds paraméteres kifejezésében van egy
kivonds is, és igy nagy u (vagy kis F) esetén a gyorsulasra negativ értéket kapnank.
Ez azonban nem azt jelenti, hogy a testek balra gyorsulnak, hanem azt, hogy meg se
mozdulnak (tapadnak)! (Olyankor a multorai statikai egyenleteket és a tapadasi siurlodés
egyenlGtlenségét kellene felirni.)

2. Egy m = 10kg tomegi kocka egy doboz belsejében, a doboz aljan
nyugszik (lasd az abrat).
Mekkora erével nyomja a kocka a doboz aljat, ha
a) a dobozt a = 6 m/s? gyorsulassal fiiggélegesen felfelé gyorsitjuk,
b) a doboz szabadon esik (g gyorsulassal gyorsul lefelé)?
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Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:
A kockara az mg nehézségi erd és a doboz altal kifejtett (fiiggslegesen felfelé mutato)
N nyomoerd hat, ezek ereddje hozza létre a kocka (dobozzal megegyezs) a gyorsulasat.
Ha a gyorsulast felfelé vessziik pozitivnak (ezt a rajzba is rajzoljuk be!), akkor a
mozgasegyenlet:
ma =N —mg,

amibdl a nyomoers (amivel a lada a kockat, és igy a kocka a ladat is nyomja):
N=m(g+a).

Az elsé esetben ebbsl N = 160 N adodik (most g = 10 m/s*-tel szamolva).
A masodik esetben a = —g, és igy a nyomoers nulla!

Emlitsiik meg, hogy (legalabbis a magyar szohasznalatban) azt az erdt, amivel egy
test az alatamasztasat nyomja (vagy a felfliggesztését hiizza), a test sulydnak nevezziik.
Jol lathato, hogy a test stlya fligg a gyorsulasatol: ha felfelé gyorsul, akkor nagyobb, mint
nyugalmi helyzetben, ha lefelé gyorsul, akkor pedig kisebb. A szabadon esé test sulytalan.
(Ez persze nem azt jelenti, hogy nem hat ra a Fold vonzoereje, csak azt, hogy ,nem nyomja
az alatamasztéasat”.)

A jelenséget mindenki kiprobalhatja, ha egy fiirdGszobai mérleggel liftbe szal.
Figyelem! Nem a lift sebessége szamit, hanem a gyorsulasa! (Erre talan majd késGbb
visszatériink.)

3. Egy kénnyi, surloddsmentes csigan konnyt, nyidjthatatlan kotelet
vetiink at (lasd az abrat). A kotél végeire m; = 10kg és my = 6kg
tomegi testeket akasztunk, majd a rendszert nyugalmi allapotban ma-
gara hagyjuk.

Ertelmezziik a ddlt bettikkel irt szavakat!

Mekkora er¢ fesziti a kotelet?

Mekkora és milyen iranyu lesz az egyes testek gyorsulasa?

Mekkora erével hat a fels6 kotél a plafonra?

Megolddasvaizlat, kiemelendd szempontok:

A konnyid” és ,surlodasmentes” csiga kovetkezmeénye, hogy a két
oldalon ugyanakkora a kotélers. A ,nyujthatatlan” kotélbsl pedig
az kovetkezik, hogy a két test gyorsuldsanak nagysaga megegyezik.

Vialasszuk meg a pozitiv iranyt! Itt nyilvan a nagyobb tomegi

test indul lefelé, de bonyolultabb feladatoknal ezt nem mindig K K
konnyii elére eldonteni. A feladat megoldasa szempontjabol mind- o
egy, hogy mit valasztunk (az eredmény elGjele majd megmutatja, al o Ta

merre mozognak val6jaban a testek).
Ezek utan mér felirhatjuk — a két testre kiilon-kiilon — a moz-
gésegyenleteket. Mindkét testre csak fligg6leges erdk hatnak.

mia =myg — K

mea = K — mag.
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Az egyenleteket Osszeadva és rendezve

m; —m
a = ¥g: 2,45m/s*
mi + Mo

amit valamelyik egyenletbe behelyettesitve

2
K=" 736N

my + Mo
A plafonra hato erd a kotélers kétszerese (hiszen a csiga ,konnyii”).

ok =AMy 0N
mi + Mo
Vegyiik észre, hogy ez kisebb, mint a két test (nyugalomban mérhets) silyanak az
osszege (157,0N). Ezt paraméteresen is belathatjuk (a szamtani és mértani kozepek kozti
egyenlGtlenség alapjan):
Amymg < (my + my)
ML+ m29 = (M 2)9-
(Az okarol most nem feltétlen kell beszélni, csak ha megkérdezik: a tomegkozéppont
gyorsul lefelé, ezért lesz kisebb a rendszer silya — lasd az el6z6 feladatot.)

4. Egy a = 25° hajlasszogi lejtére m = 1,5kg tomegi testet he-
lyeziink (lasd az abrat). A test és a lejté kozott p = 0,3 a csuszasi
siurlodasi egyiitthato. o

Elindul-e a kezdetben nyugalomban 1év6 test, ha elengedjiik? Ha
igen, mekkora a gyorsulasa?

Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:

A mult ora alapjan a tapadas feltétele > tg «r, ez nem teljesiil (0,3 < tg25° = 0,466),
tehat a test megcsiuszik. A test nyilvan lefelé fog gyorsulni, igy célszerd a gyorsulés iranyat
lefelé pozitivnak valasztani.

A vektorok felbontasa a mult 6raihoz hasonléan torténik. A lejtére merdleges irany-
ban a test nem mozoghat, igy az ebben az iranyban haté er6komponensek eredgje nulla
(Newton I.). A lejtével parhuzamos er6komponensek eredéje gyorsitja a testet (Newton
I1.). Ezen kiviil fel kell irni a cstszasi surlodas osszefiiggését. Az egyenletrendszer:

N =mgcosa
ma = mgsina — S
S =uN.
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Az egyenletrendszer megoldasa:
a= (sina — pcosa)g=148m/s*.

Eszrevehetjiik, hogy az eredmény fiiggetlen a test tomegétél (attol, hogy egy adat
meg van adva, még nem biztos, hogy sziikség van ra). A paraméteres eredményt lehetne
diszkutalni (Mi van akkor, ha negativ eredményt kapunk? Akkor nem felfelé indul el,
hanem akkor meg se csuszik, a mult orai eset valosul meg!), de ezt majd a kovetkezd
feladatnal tessziik meg.

5. Az abran lathato kettGs lejtén a testeket egy kdnnyd, sur- ‘o‘
loddsmentes csigan atvetett idedlis kotél koti Ossze. A testek @ @
kezdetben nyugalomban vannak. 7 i

Mekkora és milyen iranyt lenne a testek gyorsulasa, ha a
testek és a lejt6k kozt nem lenne sirlodas? Oldjuk meg a fel-
adatot paraméteresen, majd hatarozzuk meg a gyorsulas numerikus értékét is!

Adatok: a = 25°, B = 45°, my; = 3kg, my = 2,5 kg.

Mekkora a testek gyorsuldsa, ha a testek és a lejt6 kozott mindkét oldalon p = 0,1
a strlodasi egyiitthato? (Tegyiik fel, hogy a tapadasi és a csuszasi strlodasi egyiitthatod
megegyezik.) Oldjuk meg a feladatot paraméteresen, majd a fenti adatokkal hatarozzuk
meg a gyorsulas numerikus értékét is!

Diszkutdljuk a feladatot! Mi torténhet a rendszerrel a testek elengedése utan? Rogzitett
a és [ értékek mellett hatarozzuk meg, hogy az mj/my tomegarany és a p surlodasi
egylitthato fiiggvényében mikor melyik ,forgatokonyv” valosul meg!

Megoldasvazlat, kiemelendd szempontok:

A konnyid”, ,surlodasmentes” csiga jelentését mar megbeszéltilk, az ,jidealis” kotél
pedig ugyanazt jelenti, mint a ,kénnyd”, nyajthatatlan”. Tehat a kotélers és a gyorsulas
nagysaga most is megegyezik a két oldalon.

Kezdjik a surloddismentes esettel!

A gyorsulas irdnyat nem konnyi szamolas nélkiil eldonteni: a bal oldalon 1év§ test
nehezebb, de a jobb oldali lejt6 meredekebb. Ebben a surlodasmentes esetben mindegy,
hogy melyik iranyt feltételezziik, az eredmény elGjele majd megmutatja, hogy valojaban
merre mozognak a testek. (De csak ebben a surlodasmentes esetben, a sturlodasos esetben
nem, ott bonyolultabb lesz!) Most javasoljuk azt a vilasztast, hogy a testek balra gyor-
sulnak, tehat a bal oldali test cstszik lefelé. (Nem ez lesz, de legalabb igy gyakorolhatjuk
az eredmeény értelmezését.)

Hasznaljunk megint lejtével parhuzamos és lejtére meréleges felbontast! Irjuk fel mind-
két testre az egyenleteket (lejtével parhuzamosan Newton II., lejtére merdleges iranyban
Newton I. — bar az utébbiakra ebben a részben még nem lesz sziikség):
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mia = mygsina — K Ni = mygcosa

moa = K — maygsin 8 Ny = mggcos 3.
A bal oldalon all6 egyenleteket Osszeadva és rendezve:

My SIn o — My Sin
a=— 2 592—0,891&1/52.

m1+m2

Lathatjuk, hogy az eredmény negativ, tehat a testek az el6zetes elképzeléssel ellentétes
iranyban fognak gyorsulni. Az adatok olyanok, hogy a kisebb (de meredekebb lejtén allo)
test indul el lefelé a = 0,89 m/s? gyorsulassal.

A paraméteres megoldast tanulmanyozva azt lathatjuk, hogy a gyorsulds iranyat az
my sin a—myg sin 3 kifejezés elGjele donti el. Nyugalomban csak akkor maradhat a rendszer,
ha ez a kifejezés éppen nulla.

Folytassuk a strloddsos esettel!

Ha a testek és a lejté kozott sirlodés van, de a tobbi adat valtozatlan, akkor a tes-
tek biztosan nem indulhatnak el balra, hiszen a sarlodas legfeljebb megakadalyozhatja
a mozgast, az iranyat nem valtoztathatja meg. Tehat az el6z6 rész alapjan két lehetsé-
ges eset van: a testek jobbra kezdenek gyorsulni, vagy nyugalomban maradnak. (Ha nem
vizsgaltuk volna meg a surlodasmentes esetet, akkor harom lehetGség lenne.)

Sajnos, ha sturlodas van, akkor attol fiiggéen, hogy melyik esetet feltételeziink, més-
més egyenleteket kell felirni. Tgy csak azt tehetjiik, hogy valamelyik esetet feltételezziik,
megoldjuk a feladatot, és ha ellentmonddsra jutunk, akkor Gjra kezdjiik mas feltételezéssel.
Ezzel majd a harmadik részben, a diszkusszioban foglalkozunk. Most feltessziik, hogy a
testek elkezdenek mozogni (az el6z6 rész alapjan jobbra).

Ennek megfelelGen készitsiik el a vektorabrat (a siurlodasi ersk a feltételezett gyorsu-
lassal ellentétes iranyban hatnak).

Irjuk fel mindkét testre az egyenleteket (Newton II., Newton L. és cstiszasi sturlodas):
mia = K —mygsina — S Ny = mygcosa St = ulNy
moa = Mogsin f — K — Sy Ny = mag cos 8 Sy = uNs .

A surlodési erdk kifejezésébe beirjuk a nyomoersk kifejezéseit, ezeket beirjuk a moz-
gasegyenletekbe, majd a két egyenletet Gsszeadjuk, és rendezziik:

Mo sin B — myq Sin o — 1 (My Ccos & + My COS
mi + Mo

A numerikus eredmény azt mutatja, hogy a rendszer elindul (,épphogy”, a gyorsulés
nagyon kicsi).
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A feladat diszkusszidja (ezt csak akkor csinaljuk, ha van ra id6 és érdeklsdés):

Vizsgaljuk a paraméteres megoldasunkat! Ha surlodas kicsit nagyobb lenne (u > 0,12),
de a tobbi adatot nem valtoztatnank, akkor a numerikus eredmény negativ lenne. Mit je-
lent ez? Semmiképpen se azt, hogy a rendszer az ellentétes iranyba, balra mozog! (Azt
lattuk méar a surlodasmentes részben.) A negativ eredmény azt jelentené, hogy a feltevé-
stink hibéas volt, és tjra kell kezdeniink a megoldast: itt csak az a mésik lehet&ség van,
hogy a rendszer nyugalomban marad. (Ezt leellendrizhetjiik, ha a milt éraihoz hasonld
modon felirjuk az erSegyensilyokat, és ellendrizziik a tapaddsi sturlodas egyenlGtlenségeit. )

Nézziik meg, hogy ha nem csak a surlodasi egyiitthatd értékét, hanem a tomegek
aranyat is valtoztathatjuk (a lejt6k hajlasszogét valtozatlanul hagyva), akkor mit tapasz-
talunk. (Az nyilvanvalo, hogy csak a tomegek ardnya szémit.) Haromféle  forgatokonyv”
lehetséges: a testek balra indulnak el, jobbra indulnak el, vagy nyugalomban maradnak.
Mi most azt az esetet szamoltuk végig, amikor a feltételezésiink szerint a testek jobbra
mozognak. Ha itt negativ eredményt kapunk, akkor ez a feltételezés hibasnak bizonyul,
és — mas tomegaranyok, surlodasi egyiitthatok esetén — vagy balra indul el a rendszer,
vagy nyugalomban marad. A ,jobbra indulés” feltételezéshez hasonléan végigszamolhato
a ,balra indul6s” eset is: csak az a kiilonbség, hogy akkor a surlodasi erék az ellenkezd
irdnyba mutatnak. Ha itt pozitiv gyorsulast kapunk, akkor ez a helyes feltételezés. Ha
viszont itt is negativ eredmény jon ki, akkor a testek nyugalomban maradnak. (Negyedik
lehetGség nincs.)

A gyorsulasra kapott képlet rendezésével kifejezhetjiik adott tomegardany fiiggvényében
a kritikus sirlodasi egyiitthatot, vagy adott surlodasi egyiitthato fliggvényében a kritikus
tomegaranyokat (kétfélét: a balra és a jobbra induldsat). Ttt most til sok lenne a képletek
megadésa, de példaul Excel tablazatkezelGvel barki eljatszhat ezzel. Ez a grafikon is ugy
késziilt (utana némileg csinositva):

0,8
nyugalomban marad
0,6

0,4

jobbra
02 | gyorsul

~ ‘ balra'gyorsul

0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5

m,/m,

Lathato, hogy egy bizonyos tomegaranynal mindenképp nyugalomban marad a rend-
szer. Ezt a tomegaranyt kénnyen kiszamolhatjuk:
m;  sinf

— == =1,67.
mo  Sin

Ha p > tgfB = 1, akkor egyaltalan nem mozoghat, ha p© > tga = 0,466, akkor
csak jobbra indulhat el (vagy nyugalomban maradhat). Ha u < tga = 0,466, akkor a
tomegaranytol fiiggéen indul el balra vagy jobbra, illetve maradhat nyugalomban.

A kék potty a feladat adataihoz (u = 0,1 és my/my = 1,2) tartozo allapot: a testek
jobbra gyorsulnak.
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3. gyakorlat — tomegpontok kinematik4ja

Bevezetd:

Tisztazzunk alapfogalmakat! A test helyét adjuk meg az idd fiiggvényében. A helyet
altalanos (térbeli) esetben a helyvektor adja meg, amit 1-, 2- és 3-dimenzios esetekben 1,
2, illetve 3 koordinataval adhatunk meg.

Koénnyen 6sszekeverhetd fogalmak, amelyek kozott kiilonbséget kell tenni: A pdlya egy
térgérbe, azon pontok halmaza, melyeken athalad a test mozgésa soran. Az elmozdulds
altalaban vektorialis mennyiség (egy dimenzioban elGjeles skalar), amely a test helyének
egy adott id6 alatti megvaltozasat adja meg. Az 1t viszont skalar mennyiség: a test al-
tal befutott péalyaszakasz hossza. (Egyenesvonald és egyiranyt mozgasnal megegyezik az
elmozdulas nagységéaval.)

Az dtlagsebesség egy hosszabb mozgésnal a teljes megtett Ut és az Gsszes id6 hanyadosa
(és nem a sebességek atlaga, lasd az 1. feladatot).

A pillanatnyi sebességhez gy jutunk el, hogy egy megfelelden révid idGtartamra ki-
szamoljuk a test elmozdulasanak és a hozza tartozo6 idének a hanyadoséat:

B Ar
At

(Azt, hogy mi a megfelelden rovid id6, a mozgas jellegétdl fiigg. Minél gyorsabban
valtozik a test sebessége, annal rovidebb idével kell szamolni.)

A sebesség vektorialis mennyiség: nagysaga és irdnya is van. Tobbdimenzios esetben
kiilon-kiilon kiszamithatjuk a sebességkomponenseket:

\%

_Ax
Ve =AY
_ Ay
YT AL
_Az
UZ—At.

A sebesség az elmozdulas vdltozdsi sebessége. Ehhez hasonloan beszélhetiink a sebesség
valtozasi sebességérdl, azaz a gyorsulasrol:

_AV
At

A gyorsulas is vektorialis mennyiség, amit szintén koordinatanként meghatarozhatunk.

Hasznaljunk fiiggvényeket, erdsitsiik a fiiggvényszemléletet (az s = vt és hasonlo kész
képletek helyett)! Rajzoljunk és rajzoltassunk grafikonokat!

A 2. feladatban targyaljuk a gorbe meredekségét és a gorbe alatti teriiletet — a derivalas
és az integralas fogalménak bevezetése nélkiil. (Legfeljebb a legvégén lehet megemliteni
azoknak, akik tanultak, hogy itt err6l van sz6.)

A 3. feladatban lesz nagyon szemléletesen szd arrol, hogy milyen kapcsolat van egy
fiiggvény szélsGértéke és a derivalt zérushelye kozott — anélkiil, hogy derivaltrol, és alta-
laban szélsGértékrol szo lenne.

a

1. Egy autdé a 90km-es ut elsg felet 50km/h sebességgel, a masodik felét 130 km/h
sebességgel teszi meg.
Mekkora az atlagsebessége?
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Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:

0ssz 2
Vgt = Soesz . i — =1 = 72,2km/h,
T T
vagy
Sissy 90 km 90 km 72.2km /h
Ué = = = = s m .
Y e Bh+Sh 1,246h

Jegyezziik meg, hogy az eredmény kisebb, mint a sebességek szamtani kozépértéke.
(Az atlagsebesség sulyozott harmonikus kézép.) Azt is megemlithetjiik, hogy az atlagot
ergsebben befolyasolja a kisebb sebesség: ha az els6 felén csak lassan megyiink, hiaba
szaguldunk a mésodik felén, azzal mar csak kicsit javithatjuk az atlagot.

2. A grafikon egy test sebességét abrazolja az idé fliggvényében.

v (m/s)

o 2 4 6 8 1(s

A grafikonrol latszik, hogy a mozgés soran a gyorsulas szakaszonként allando. Hata-
rozza meg az egyes szakaszokon a gyorsulast! Abrazolja a gyorsulast az id6 fiiggvényében!

Hatarozza meg a test dltal a mozgas folyaman megtett utat!

Abrazolja a test elmozdulasat az id6 fiiggvényében! (A t = 0 pillanatban a test az
x = 0 helyen van.)

Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:
A gyorsulast az egyes szakaszokon az

Av

“= N

Osszefiiggéssel szamolhatjuk.

Hivjuk fel a figyelmet a A jel jelolésére: ez valaminek a megvaltozasa, amit ugy sza-
molunk ki, hogy az 1j értékbdl kivonjuk a régit. Ez lehet pozitiv, nulla vagy negativ is
(ahol a sebesség csokken, a gyorsulds negativ):

(2—0)m/s

a; = a=0)s = 0,5m/s?
_(2=2)m/s 2

as e =0m/s
_ (0=2)m/s 2

3 (9—7)8 —].Il'l/S

Vazoljuk fel a grafikont, ha lehet, akkor a sebesség—idé grafikon ala! (Megemlithetjiik,
hogy a gyorsulas szakaszonként allando, és kozte ugrik, de a valésagban sosincs ugras,
legfeljebb nagyon gyors valtozas.)
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A megtett Gt kiszamitdsdhoz elGszor beszéljiink arrdl, hogy ha a test allandd sebes-
séggel mozog, akkor az elmozdulasat a Ax = vAt Osszefiiggéssel szamolhatjuk ki. Ha ezt
abrazoljuk, akkor a sebesség—idé fiiggvény egy vizszintes szakasz, az elmozdulas nagysaga
pedig éppen a szakasz alatti téglalap teriilete.

Mondjuk ki (minden levezetés nélkiil), hogy ez a ,szabaly” méas esetekben is igaz: a test
elmozdulasat egy adott id6 alatt dgy hatarozhatjuk meg, hogy kiszamitjuk a sebesség—id6
fiiggvény alatti teriiletet. (Megemlithetjiik, hogy ha a sebesség negativ, a fiiggvény a ¢-
tengely alatt megy, akkor az ehhez tartozé elmozdulas negativ, a test ,visszafelé” megy, igy
ezt a teriiletet a teljes elmozdulasbol le kell vonni.) A teriilet kiszamitasa persze altalaban
bonyolult: erre ,talaltak ki’ az integralast, de most itt konnyt, csak haromszogek teriiletét
kell kiszamitani.

Eszerint a teljes elmozdulas 12 m (két haromszog és egy téglalap teriiletének Gsszege).

Ahhoz hogy meghatérozzuk a test elmozdulésat az idé fliggvé-
nyében, meg kell hatarozni, hogy mekkora a gorbe alatti teriilet, votat
ha vy a kezdGsebesség és a a gyorsulas. Ekkor ¢ id6 mulva a se-
besség v(t) = vo + at lesz, az ezalatt megtett ut pedig a trapéz
alatti teriilet:

Vo

t
Yotvtat, Vot + 42|

#(t) = 2 2

Ha a testnek mér a ¢ = 0 pillanatban is volt elmozdulasa (x;), akkor a test helyét
megadd Osszefiiggés:

z(t) = 2o + vot + gtz .

Ezutan mar szakaszonként meghatarozhatjuk az z(t) fiiggvényt. Az els§ (0-t6l 4s-ig

tartd) szakaszon:
0,5m/s?
z(t) =0+0+ T/t2 =0,25m/s* - %,
ami egy parabolaiv egyenlete. A szakasz végén az elmozdulas 4 m lesz.
A kovetkezd szakaszon a test egyenletes sebességgel mozog, a test helyét az id6 fiigg-
vényében egy linearis Osszefiiggés irja le:

z(t)=4m+2m/s-(t —4s)+0=2m/s-t —4m,

a szakasz végén a teljes elmozdulas 10 m lesz.
Az utolso szakasz ismét gyorsulé mozgés:

—1m/s?

z(t) =10m+2m/s- (t —7s) + 5

(t—7s)>=—-0,5m/s* - t*+9m/s -t —285m,
amely ismét egy (most lefelé gorbiils) parabolaiv. A t = 9s idépillanatban (a mozgas
végén) az elmozdulasra valoban z = 12m jon ki.

Az abréazolas nem olyan nehéz, mint amilyennek latszik! Nem kell értéktablazat, elég
az a négy pont amit meghataroztunk, és utana csak a meredekségekre kell figyelni!

Rajzoljuk meg a koordinata-rendszert! Vizszintesen 9s-ig, fiiggélegesen 12m-ig. (Ha
van annyi hely, hogy még a tablan van a sebesség-idé és a gyorsulas—idé grafikon, akkor
nagyon jo, ha pont alajuk keriil!)
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Vegyiik fel a (0;0), a (4;4), a (7;10) és a (9;12) pontokat! A masodik és a harmadik
pont kozott a mozgas egyenletes, itt rajzoljunk be egy egyenes szakaszt. A mozgés els6
részén a test nulla kezd@sebességgel indul, az elsG pillanatokban ,szinte all”, és ezért a
parabolaiv érintdje vizszintes lesz. Amikor befejezddik a gyorsulas, akkor a sebessége
2m/s lesz, tehat az utolso pillanatokban mar szinte ugyanolyan gyorsan megy, mint az
utana kovetkezd szakaszon, és ezért a parabolaiv érintGje ez a szakasz lesz! Fz alapjan a
wparabolaiv” (egy ligyes gorbe) mar elég pontosan berajzolhato! Ugyanigy jarjunk el az
utolsé szakaszon! Itt az elején az egyenes szakasz az érints, a végén pedig megint vizszintes,
mert a test a végére megall.

a (m/s?)
1_
0 5 4§ 8 1o
-1]
/
2_v(ms)
I T S P S ST

o 2 4 6 8 (s

Hivjuk ra fel a figyelmet, hogy ahol a sebesség nagyobb, ott az elmozdulas—idé fiigg-
vény meredekebb. (Esetleg megemlithetjiik mar itt is, hogy ha v negativ, akkor a test az
ellenkezé iranyba mozog, és x-t lejt.)
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3. Egy testet a talajtol szamitott A magassaghol, vy kezdé- Vo
sebességgel, a vizszintessel a szégben elhajitunk. /{

Tanulményozza a mozgast! (Tegye fel, hogy a légellenéllas h
elhanyagolhato! Ez nem til nagy sebességek és aranylag nehéz
testek — példaul egy sulyloks golyo esetében — jogos kozelités. )

Adja meg és abrazolja (két kiilon grafikonon) a test vizszintes és fiiggéleges elmoz-
dulasat az id6 fiiggvényében! (A vizszintes elmozdulast az eldobas helyétdl, a fiiggsleges
elmozdulast a talajtol mérje.)

Adja meg és abrazolja (két kiilon grafikonon) a test sebességének vizszintes és fliggs-
leges komponensét az id6 fiiggvényében!

Adja meg és abrazolja a test palydjat (azaz a fiiggGleges elmozdulast a vizszintes
elmozdulas fiiggvényében)!

Milyen magasra jut a test a mozgésa soran?
Segitség: ElGszor azt hatarozza meg, hogy mikor érkezik a palya tetGpontjara! Hogyan
fogalmazhatja meg matematikailag a ,tetére jutas’-t?

Hol és mekkora sebességgel érkezik a test a talajra?
Segitség: ElGszor azt hatarozza meg, hogy mikor érkezik a talajra! Hogyan fogalmazhatja
meg matematikailag a foldet érés™t?

Legfeljebb milyen messze érhet talajt a test, ha h = 2m és vy = 8m/s (az « szoget
pedig tetszdlegesen megvalaszthatjuk)?
Segitség: Ez sokkal nehezebb kérdés, mint az eddigiek. Megoldhatja numerikusan (szami-
togépes ,probalgatassal”) is.

Megoldasvizlat, kiemelendd szempontok:

A testre — légellenallas hidnyaban — csak a nehézségi erg hat, igy gyorsulasa g nagysagu
lesz fiiggtlegesen lefelé. A mozgas egy fiiggleges sikban torténik, két dimenzidéban, ezért
a lefrast vizszintes és fligg6leges komponensekre bontjuk, koordindtanként irjuk le. A
koordinata-rendszert ugy vessziik fel, hogy origdja az eldobés helye alatt a talajon legyen,
az xr-tengely jobbra, az y-tengely felfelé mutasson.

A mozgas vizszintes irdnyban egyenletes mozgas lesz, mert a gyorsuldsnak nincs viz-
szintes komponense. FiiggGleges iranyban a test gyorsuldsa végig a = —¢g (negativ).

Ezutan a test helyzetét megado x(t) és y(t) fiiggvényeket az eléz6 feladat alapjan mar
konnyen felirhatjuk. A test kezdGsebessége vizszintes irdnyban v, = vg cos «, fiiggéleges
irdnyban v,9 = vp sin .. Kezdéhelyzete: x = 0 és y = h.

z(t) =04 vyt +0=wvpcosa -t

Hasonl6an a sebességfiiggvények:

V() = vy0 + 0 = vg cos a = dllandé
vy(t) = vy + at = vosina — gt .
x(t) linearis, y(t) egy lefelé nyitott parabola, v,(t) konstansfiiggvény, v,(t) linearis

fiiggvény negativ meredekséggel. Most még ne mondjuk, de figyeljiink ra, hogy v, () ott
legyen 0, ahol y(¢)-nek maximuma van!
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A palyat leird egyenletet megkapjuk, ha x(t)-bdl kifejezziik ¢-t, és ezt behelyettesitjiik
y(t)-be:

B T
Yy cosa
2
T T
y(r) = h+ vpsina 9 :h+tga-x—%x2.
VpCosSx 2 \ VgCos 205 cos? av

A pélya egy lefelé nyitott parabola. (Figyeljiink, hogy az y-tengelyen ugyanakkora
legyen h és ymax i, mint az y(t) grafikonon, r maximalis értékét pedig az x(t) grafikon
hatarozza meg.)

y

Mikor ér a test a palya tetejére? Amig felfelé mozog, az y-irdnyu sebessége pozitiv,
amikor mar lefelé mozog, akkor pedig negativ. A v, sebesség folytonosan valtozik, igy
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kozben — éppen akkor amikor a test a tetGpontra ér — egy ,pillanatra” nulla lesz. Tehat a
Jetére jutas” matematikai feltétele: v,(t) = 0. Ha mar meghataroztuk ezt az idépontot,
akkor behelyettesitve az y(t) figgvénybe megkapjuk, milyen magasra jut a test. (x(t)-be
helyettesitve pedig azt, hogy ekkor hol lesz vizszintes irAnyban.)

Ez alapjan a tetére jutas ¢y id6pontja és a palya legmagasabb pontjanak helye:

vy (ty) = vosina — gty =0

Vg Sin o
t:
g
. 9, v sin? o
Ymax = Yt = Y(te) = h+vosina -ty — Zt; =h+ ——
2 2g
V3 sin « cos a

xy = z(ty) = vgcosa -ty =
g

Mikor érkezik a test a talajra? Akkor, amikor y(t) = 0. Tehat ez a ,foldet érés” mate-
matikai feltétele. Ha mar meghataroztuk ezt az idépontot, akkor behelyettesitve az x(t)
fiiggvénybe megkapjuk, milyen messze ér talajt. v,(t)-be és v,(t)-be behelyettesitve pe-
dig megkapjuk a sebességkomponenseket a foldet éréskor, amibdl a sebesség nagysagat és
irdnyat mar meghatarozhatjuk.

A foldet érés t; idSpontjara egy masodfoki egyenletet kapunk:

y(ty) = h+vysina -ty — gt? =0

ennek pozitiv gyoke lesz a keresett idé:

vosina + /v sin® a + 2gh
p :

A féldet érés helye, a sebességkomponensek, a sebesség nagysaga és vizszintessel bezart
szoge ebbdl behelyettesitéssel megkaphato:

ty =

vosina + /v sin® a + 2gh
9

xr = x(tf) = vgcosa -ty = vy cos

Vg = V() = Vg CcOS €
%3

(t)
y = Uy(ts) = vosina — gty = —\/vgsin2a+2gh <0

v = \/Vf, +vf, = \/v5 + 2gh

B = arctg@ = —arctg \/tg2a -

2gh

———— < 0.
vg cos? o

fx

(A foldet érés sebessége persze egybdl kijonne energidkbol, de arrol még nem beszél-
tiink.) Ha a testet a talajrol inditjuk (h = 0), a képletek lényegesen egyszertisodnek:

vE sin 2«
Ty — ————
g
Vs = Vo
f=-a



Nehéz kérdés (csak ha marad id6 és kedv):
A révidség kedvéeért jeloljitk a foldet érés tavolsagat xy = d-vel! Keressiik dya-0t!

Numerikus megoldds: Készitsiink egy Excel tablazatot, ahol az egyik oszlopban o van
tizedfokonként, a méasik oszlopban pedig d = x¢ a fent levezetett

vosina + /v sin? a + 2gh

g
képlet szerint, az elsé oszlopban all6 « és a megadott h = 2m, vy = 8 m/s, valamint g =
9,81 m/s? értékekkel kiszamolva. Abrézoljuk grafikonvarazsloval az adatokat, és nézziik
meg, mekkora a maximuma (és mekkora szognél)!

d = vg cos «

d (m)

0 30 60 90 o

A maximum helye és értéke a tablazatbol is kikereshets: apax = 38,2°, dpax = 8,3 m.

Egzakt megoldds (nehéz!): Azt, hogy hol ér foldet a test az y(x) = 0 egyenlet meg-
oldasaval is megkaphatjuk. Irjuk fel a kordbban levezetett y(z) fiiggvény alapjan ezt az

egyenletet:
)

st ——d*+tga-d+h=0,

208 cos? s
amit az 1/ cos? a = 1 + tg? o azonossig felhasznalasaval a kovetkezé alakra hozhatunk:

~ I+t a)d +tga-d+h=0.

2vug
Ez az egyenlet nem csak d-re masodfokt, hanem — &trendezve — tg a-ra is:

202d 2hv?

d*tg? a — U—Otga—l— (d2 - ﬂ) =0.
g Y

Az egyenletnek akkor van megoldasa, ha a diszkriminansa nemnegativ:

4vdd? oy <d2 B 2hv§) -0

g* g

d< 20/ v2+2gh.
g

Ezek szerint a lehetséges legnagyobb tavolsag, ahova eljuthat a test
Aax = @\/vg +2gh =8,3m.
g

2
£8 Qe = —0— = (0,787

9 max

Opax = 38,2°.

amibal

Az ehhez tartozé szog:
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4. gyakorlat — kdrmozgéas

Bevezetd:

Kormozgés: a pdlya kor, sugara r.

A test helyzetét a megtett s aton kiviil a forgdssziggel is jellemezhetjiik: ¢ elGjeles,
radianban mérjiik, 27-nél nagyobb is lehet. Kapcsolatuk s = r¢.

Test sebessége: v keriileti sebesség. De jellemezhets a forgasszog valtozasi sebessé-
gével is, a szdgsebességgel:
Ap
At

w =

a kettd kozotti kapcesolat: vy, = rw.

Egyenletes kormozgasnal w = éllando, ilyenkor a mozgas periodikus. T = %’T a pe-
riodusidé (egy korbejards, egy fordulat ideje), n = + = > a fordulatszam (4ltaldban
fordulat /perc — angolul rpm, revolution per minute — egységekben megadva).

Gyorsulasok:

A testnek akkor is van gyorsuldsa, ha |v| = vy, = dllandd, mert valtozik a sebesség-
vektor irdnya. Levezetés nélkiil: a centripetalis gyorsulas a kor kozéppontja felé mutat,
nagysaga:

2
_ Uker
acp =

= W = Wlker .
Ha a sebesség nagysaga is valtozik, akkor van palya iranyu (tangencialis) gyorsulas is:

o AUker
At

:7/.67

Qg

ahol A
w
p="0
At
a szoggyorsulés (a szogsebesség valtozasi sebessége).
A teljes gyorsulasvektor a két gyorsulaskomponens vektori Gsszege.

1. Egy 400 m-es futépalyan két futé edz. Mindketten allandé sebességgel futnak. Ha
szembe futnak egymassal, akkor percenként talalkoznak, ha ugyanabba az iranyba, akkor
6 percenként.

Mekkora a futok sebessége?

Megolddasvaizlat, kiemelendd szempontok:
Az egyenletrendszer (vy, ve a két sebesség, t1, to a talalkozasok kozt eltelt id6k, k a
pélya keriilete):
(’01 + 'Uz)tl =k
(Ul — Ug)tg = k’,

ebbdl rendezéssel és a numerikus adatok behelyettesitésével (a perceket at kell valtani
masodpercbe!):
E(1 1

k(1 1
V=g (E - g) =2,78m/s = 10km/h.
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2. Egy régi lemezjatszo korongja 33% fordulatot tesz meg percenként, a ,nagylemez”
atmérdje 30 cm. A forgd lemez legszélére egy kis targyat tesziink.

Legalabb mekkora a kis targy és a lemez kozott a tapadasi surlodési egyiitthato, ha a
test nem cstszik meg?

Megoldasvizlat, kiemelendd szempontok:
A kis test egyenletes kormozgast végez. A korpalya sugara r = 0,15m, a kérmozgas
1

szogsebessége w = 27132)’—03 = 3,495 1.

A kis testre fiigg6leges iranyban a nehézségi erG és a lemez altal kifejtett nyomoers
hat, ezek ered@je nulla.

Vizszintes iranyban egyetlen er6 hat, a tapadési strlodasi er§. Ez a forgastengely ira-
nyaba (befelé) hat, és ez okozza a test (centripetalis) gyorsulasat. (Hangstlyozzuk, hogy
nincsen kiilon ,centripetélis erd”, a centripetalis gyorsulast a testre hato erdk eredgje — itt
most egyediil a tapadasi surlédasi er6 — okozza! Nincs centrifugdlis erd se, mert inercia-
rendszerben irjuk le a mozgast. Csak azok az erék vannak, amelyekrél az 1. gyakorlaton
beszéltiink: nehézségi erd, kotélers, nyomoers, surlodasi erd.)

Ezen kiviil teljesiilnie kell a tapadasi surlodés egyenlStlenségének. Az egyenletrendszer:

N =mg
S = mae, = mwr
S < pN,

ebbdl pedig a sturlodasi egyiitthato:

2
p>2r 019,
g

3. Egy auté R = 120 m sugara kanyarban halad vy = 90 km/h sebességgel. A kerekek és
a szaraz aszfalt kozott p = 0,6 a tapadasi surlodasi egyiitthato.
Legfeljebb mekkora a; pélya irdnyd gyorsulassal fékezhet a kanyar kézben a vezets?
Mekkora tton tud igy megéllni, ha a palya irAnyd gyorsuldsa a fékezés kozben alland6?
Ezekkel a gumikkal legfeljebb mekkora allandé vy, sebességgel lehetne ,bevenni” ezt
a kanyart? Miért veszélyes, ha az auté ezzel a maximélis sebességgel érkezik a kanyarba?

Megoldasvizlat, kiemelendd szempontok:

Az autora fiiggbleges irdnyban a nehézségi erd és a talaj nyo-
moereje hat, ezek eredGje nulla.

Vizszintes irdnyban csak a tapadési surlodasi eré hat, ez
okozza az autd gyorsulasat. A gyorsulasnak két komponense van:
a centripetalis gyorsulas, amely a korpalya kozéppontja felé mu-
tat, és a tangencialis (palya irdnyi) gyorsulds, amely most a se-
bességgel ellentétes iranyt (fékez az auto).

A tapadasi sturlodasi er6 és a nyomoers kozott teljesiilni kell az egyenlétlenségnek.
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Mindezek alapjan:

N =mg

S =ma=my/a?, + ai
2

]
R

S < uN.

Ebbdl rendezéssel (ne felejtsiik el atvaltani a sebességet km/h-boél m/s-bal):

1
/ v,
las| < \/p2g? — a2, = \[ u?g* — E% =2,74m/s*.

Az aut6 maximalis lassuldsa tehat 2,74 m/s? (palya irdnyt gyorsulasa —2,74m/s?).
Ha a palya iranyu gyorsulas allando, akkor az auto

t=2 9195
||
id6 alatt all meg, és ezalatt
el Wy,
2 2|at|

utat tesz meg.
Ha az aut6 nem fékez, akkor a sirlodasi er6 a kérpélya kozéppontja felé mutat, ilyenkor
az egyenletrendszer:

N =mg
2

max

R

S=ma=m

S < uN,

amibdl
Umax = VHgR =26,6m/s = 95,7km/h .
Ez azért veszélyes, mert igy a kanyar kézben nem tud fékezni. Ha mégis fékezésre

kényszeriil, akkor vagy nagyobb sugari pélyan kell haladnia, azaz kisodrédik az atrol,
vagy megcsuszik (és szintén kisodrodik az ttrol, valamint korméanyozhatatlanna is valik).

4. Egy korhintan a hintdk [ = 8 m hossza kotelei egy 7 = bm (@
sugaru forgd keretre vannak rogzitve. Amikor a korhinta egyenle- "\
tes sebességgel forog, a hintdk kotele a fiiggSlegessel o = 30°-0s i@ m
szoget zar be.

Mekkora a kérhinta w szogsebessége?
Mekkora a koérhintdban iil6 m = 60kg tomegii ember silya (azaz mekkora erd fesziti
a kotelet, ha a szék tomegét elhanyagoljuk)?
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Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:
A korhintaban il emberre a nehézségi er6 és a kotélers hat. () /

Ennek a két erének az eredgje tartja korpalyan, azaz ez az eredd K\
er$ okozza a centripetalis gyorsulasat. 2 Em

A korpalya sugara az abra alapjan r 4 [ sin «.
Az egyenletrendszer:

K cosa =mg

Ksina = mag, = m(r + lsina)w?,

amibdl a keresett szogsebesség:

t
w=/—8% 07957
r 4+ [sin «

Ez n = 60 - %2 = 7,6 fordulat/perc-et és vyer = w(r + [sina) = 7,14m/s = 25,7km/h
keriileti sebességet jelent.

A kotélers
mg

COS «v

K = = 680N > mg = 590N,

tehat a forgo korhintaban nagyobb a test stlya (nagyobb erdvel nyomja az iilést), mint
nyugalmi helyzetben.

5. Az abran lathato elrendezésben a fiiggéleges rudat w szdgsebesség-
gel forgatjuk. A riadhoz egy csukloval csatlakozik egy mésik, [ hosszu-
sagi, konnyt rad, amelynek a végén m tomegt, pontszeriinek tekinthet6
test van rogzitve. (A csuklo abra sikjara mergleges tengelye szabadon
engedi ,kilendiilni” a testet, azaz az « szdg szabadon valtozhat, de koz-
ben a ferde rad a fiiggleges ruddal egyiitt forog.)

Abrazolja a rud fiiggslegessel bezart o szdgét az w szogsebesség fiiggvényében! (A
szOgsebességet nagyon lassan néveljiik, a rad nem ,leng”; a forgd rendszerbdl nézve mindig
egyenstlyban van.)

Figyelem! Bizonyos szogsebességeknél tobb lehetséges egyenstlyi helyzet is van. Vizs-
galja meg ezeknek a helyzeteknek a stabilitdsdt! (Stabil az egyensuly akkor, ha az egyen-
sulyi helyzetbdl kicsit kitéritett és ott elengedett test visszatér az egyensilyi helyzetbe.)

Megoldasvazlat, kiemelendd szempontok:

ElGszor beszéljiik meg, hogy az o = 0 helyzet barmekkora szogsebességnél egy lehet-
séges megoldas. (Ilyenkor K = mg, mindkét erg fiiggsleges, a tomegpont nyugalomban
van, a sajat maga koriili forgéssal tomegpontnal nem foglalkozunk.) Késébb tériink majd
vissza ennek a megoldasnak a stabilitasara.

Ezutan térjlink at egy tetszéleges helyzet vizsgalatara. A megoldést
(el6szor) mindenképpen inerciarendszerben keressiik (ezt hangsilyoz-
zuk is)! A test korpalyan mozog, egyenletes kormozgast végez (mivel w
nagyon lassan valtozik csak). A korpélya sugara r = [ sin o

A mozgésegyenletek:

K cosa=mg

K sina = mac, = milw? sin o .
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Ha o # 0, akkor a méasodik egyenletben sin a-val egyszertsithetiink (az o = 0 ese-
tet mar kiilon megvizsgéiltuk), és K = milw?-et behelyettesithetjiik az els6 egyenletbe.
Attrendezés utan: p

cosa =75

Vegyiik észre, hogy ha w (nagyon) kicsi, akkor a jobb oldalon all6 tort (nagyon) nagy
lesz, ha pedig 1-nél nagyobb, akkor a-ra nem kapunk megoldast (cosa < 1). Mi van
ilyenkor? A testnek kell valahol lennie, a fizikiban nem mondhatjuk azt, hogy ilyenkor
,hincs megoldas” Ebben az esetben csak a mar korabban megbeszélt o« = 0 lehet a
megoldas.

Ha a tort értéke nem nagyobb egynél, akkor létezik az o = 0 megoldas mellett masik
megoldas is. A teljes megoldas tehat:

ha wg\/% a=0

ha w > J Oz:arccosi vagy «a =0.
[ lw?

A kitérés szoge a szogsebesség fiiggvényében a grafikonon lathato. w-t 1/ g/l egységek-
ben mérjiik. Azt, hogy w > /g/l esetén melyik megoldas az ,igazi”, a stabilitas vizsgalata
mutatja majd meg.

O (fok)

90+
60+

30+

A stabilitds vizsgalata szemléletesebb, ha a feladat megoldasat megcsinaljuk a rend-
szerrel egyiitt forgd koordindta rendszerben is. (Azt remélem, hogy ez igy a gyakorlat
végén nem okoz zavart.) Nagyon fontos, hogy miel6tt megemlitjiik a centrifugdlis erdt,
pontosan tisztazzuk, hogy mit csinalunk.

Inerciarendszerben a tomegpontra csak a nehézségi eré és a kényszereré hat, ennek
hatasara a test gyorsul a kor kozéppontja felé (centripetalis gyorsulas), lasd az eddig
bemutatott megoldast.

A rendszerrel egyiitt w szogsebességgel forgd vonatkoztatdsi rend-
szerben a test ,ugy érzi”, hogy a fentieken kiviil egy harmadik erd is hat
ra, amely a forgastengelytsl kifelé mutat, és nagysaga Foe = mrw?, ahol
r az m tomegi tomegpont tavolsiga a forgastengelytsl. Ez a centrifugdlis
erd, amely nem egy valodi eré, mert nem egy masik testtel valé koleson-
hatasbol szarmazik, de a forg6 rendszerben gy kapunk helyes eredményt,
ha ezt is figyelembe vessziik.
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Ebben a vonatkoztatasi rendszerben a test all, igy a ra hatd erdk eredGje nulla:

K cosa=mg

Ksina = Fyy = mrw? = mlw?sin o

Természetesen ugyanazt az egyenletrendszert kaptuk, és igy a megoldasa is ugyanaz
(a megoldas nem fiigg attol, hogy milyen vonatkoztatési rendszerben dolgoztunk).

A stabilitas vizsgalatahoz irjuk fel (természetesen most is a forgd vonatkoztatasi rend-
szerbdl nézve) és abrazoljuk a tomegpontra hato két vizszintes erét egy adott w szogsebes-
ség esetében az « szog fiiggvényében! Befelé a kényszerer$ vizszintes komponense, kifelé
pedig a centrifugalis erd ,hizza” a testet.

Fe = Ksina = sina = mgtga (mert K = mg )
COS (v COS (v
F = Foy = mrw? = mlw’sina.
F'p(relativ egység) ic Fp(relativ egység) ic
(u*l:l\/.‘s’—/
ki
Fi w=0.8\/gT
0 15 30 45 60 75 @k 0 15 30 45 60 75 @K

Az els6 grafikonon w = 1,4\/g_/Z esetén lathato a két erd. Egyensily ott van, ahol a
két er6 egyenld. Ahogy a megoldasunkbol korabban lattuk, két ilyen helyzet van: az egyik
a = 0-nél, a masik a ~ 60°-nal, ezeket jeldlik a fekete pottyok.

Vizsgéljuk elGszor az o = 0-nél 1év6 egyensilyt. Ha a tomegpontot egy kicsit kimoz-
ditjuk ebbdl az egyensilybol (« ng), akkor a kifelé hato er§ gyorsabban ng, mint a befelé
hat6 erd, igy a tomegpontra kifelé hato eredd erd fog hatni, és ennek hatasara még jobban
eltavolodik az egyensilyi helyzett6l. Ez egy instabil egyensilyi helyzet, ebben legfeljebb
rovid ideig maradhat a test, a legkisebb zavar hatésara is kimozdul beldle.

Nézziik meg ugyanezt az o ~ 60°-nal 1év6 egyensilynal. Ha a tomegpontot ismét
kifelé mozditjuk ki az egyenstlyi helyzetbdl (« né), akkor a kifelé hato erd lassabban
nd, mint a befelé hato erd, igy a tomegpontra befelé haté eredé eré fog hatni, és ennek
hatasara visszatér az egyenstlyi helyzetébe. Ha viszont a tomegpontot befelé mozditjuk
ki az egyensulyi helyzethdl (« csokken), akkor a kifelé hatd erd lassabban csokken, mint
a befelé haté erd, igy a tomegpontra kifelé haté ereds erd fog hatni, és ennek hatasara
ismét visszatér az egyensiilyi helyzetébe. Ez az egyensilyi helyzet stabil.

A masodik grafikonon w = 0,8\/9_/1 esetén lathato a két ers. Lathato, hogy most csak
a = 0-nal van egyensily (ahogy a megoldasunkbol korabban is lattuk). A stabilitast az
el6z6 gondolatmenet alapjan megvizsgalva lathatjuk, hogy most ez egy stabil egyensulyi
helyzet: Ha a tomegpontot egy kicsit kimozditjuk ebbdl az egyensilybol, akkor a kifelé
hat6 er6 lassabban ng, mint a befelé hato erd, igy a tomegpontra befelé hato eredd erd
fog hatni, és ennek hatésara visszatér az egyenstlyi helyzetébe. (Persze, ha ez az egyetlen
egyensilyi helyzet, akkor nem is lehet masképp.)
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5. gyakorlat — munka, energia

Bevezeld:
Az elemi munka az erd és az elmozdulasvektor skaldrszorzata:

AW =FAs,

a teljes munka pedig az elemi munkak Gsszege a teljes elmozdulason.
Ha az elmozdulas egyenesvonali és az er6 allando, akkor

W =Fs = Fscosc.

Teljesitmény (idGegység alatt végzett munka):

AW As
P=——=F—=Fv.
Al ALY
Mozgasi energia:
1
E., = —mv>.
2

Munkatétel (a mozgasi energia megvaltozasa egyenls a testen végzett munkaval):
AE, =W

Konzervativ erdk (példaul nehézségi erd) munkaja nem fiigg az utvonaltol. Ekkor be-
vezethet§ a helyzeti energia. (Nem konzervativ eréknél, mint példaul a surlodési erd, nem

lehet.)
(Gravitacios) helyzeti energia (homogén gravitacios térben):

Eh = mgh

Rugalmas energia (£;) majd a 2. feladat kapcsan.
Mechanikai energia:
E=F,+E,+E;.

Mechanikai energia megmaradas tétele: Ha nincsenek nem konzervativ erdk, vagy a
nem konzervativ er6k munkéja nulla, akkor a mechanikai energia allando:

W =0 & E = allando.

Hangstulyozzuk, hogy ha nem konzervativ erék is vannak, akkor a mechanikai energia
nem allando, példaul a cstuszasi surlodas, a kozegellenéallas csokkenti a mechanikai energiat
(a mechanikai energia egy része mas ,energiaformakka”, példaul belsG energiava alakul,
azaz a testek felmelegszenek).

Mértékegységek: munka, energia Nm = J, teljesitmény J/s = W.
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1. Az hossztsagl, o hajlasszogi lejtd tetejérsl nyugalmi helyzet- /
b6l lecsiiszik egy m tomegi test. A surlodasi egyiitthato p.

Milyen erék hatnak a testre? Mekkora munkat végeznek az egyes
erGk, mialatt a test leér a lejts aljara?

Hatarozza meg a munkatétel alapjan a test sebességét a lejté aljan! Hasonlitsa Gssze
az eredményt a dinamikai és kinematikai megfontolasok alapjan kapott eredménnyel.

Megolddsvaizlat, kiemelendd szempontok:

Wing = mgl = mgl cos(90° — o) = mglsina = mgh
Wn=N1=0 (mert merélegesek)
Ws=Sl=—-S5l=—uNl=—pumglcosa <0.
A test sebessége a munkatételbdl:

A-Eam = ng + WN + WS

1
§mvz =mglsina + 0 — pmgl cos o

v = +/2gl(sina — pcosa).
A dinamika és kinematika (a korabbi gyakorlatok vagy a zh eredmények) alapjan:

a = g(sina — 1 cos @)

a 21
=t = t=4/—
2 ~ a
v =at = V2la = \/2gl(sina — pcosa),

ami megegyezik a most kapott eredményiinkkel.

2. Egy rugd erétérvénye F' = Dy, ahol F' az Osszenyomésdhoz vagy megnyijtashoz
sziikséges erd, y a rugd hosszadnak megvaltozasa, D pedig a rugoéra jellemzd allando.

Hatarozza meg, mekkora munkéval lehet a rugdt y tavolsaggal 6sszenyomni vagy meg-
nydjtani! Ne kész képletet keressen, hanem vezesse le az Osszefiiggést a 3. gyakorlaton
megismert ,,gorbe alatti teriilet” modszerrel.

Megoldasvaizlat, kiemelendd szempontok:
A kinematikdban lattuk, hogy
Ax = vAt,
és ha v nem 4allando, akkor az elmozdulast agy tudjuk kiszamolni, hogy meghatarozzuk a
v(t) gorbe alatti teriiletet.
Most azt latjuk, hogy
AW = FAy,

tehat ha F' nem allando, akkor a munka meghatarozhato az F'(y) gorbe alatti teriiletbol.
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F=Dy

Az &brarol leolvashato, hogy a rugd Osszenyomésahoz vagy megnytjtasdhoz sziikséges

munka: 1 ]
W = -Fy=-Dy*.
2 Y=Y
Ha a rug6 visszanyeri eredeti alakjat, akkor a rugd végez ennyi munkat. Ezt a ,mun-
kavégz6 képesség’™-ét rugdenergidnak nevezziik.
1
E, = -Dy*.
B Y
A rugobenergia az Ey, = mgh gravitacios energidhoz hasonléan helyzeti (idegen szoval
potencidlis) energia.

3. Egy m = 0,1kg tomeg( testet h = 2m magasbdl a vizszinteshez képest o = 60°-0s
szoggel felfelé egy rugos kilovovel inditunk el. A rugd kezdeti Gsszenyomésa y = 4cm, a
rugoallandd D = 4000 N/m. A légellenallastol eltekintiink.

Hatarozza meg a mechanikai energia megmaradésa alapjan, hogy a test mekkora se-
bességgel csapodik a foldbe! Milyen magasan lesz a palyaja tetGpontjan?

Megoldasvaizlat, kiemelendd szempontok:

A rendszer konzervativ (nincs surlodas, légellenallas), alkalmazhatjuk a mechanikai
energia megmaradasat, azaz a mozgéasi, helyzeti és rugalmas energidk Osszege a mozgas
soran végig allando.

Kezdetben a rugd 6sszenyomott, a test all és h magassdgban van. Becsapodaskor a
rugd mar nem tarol energiat, a test magassaga nulla, igy csak mozgasi energia van. Ebbél
az egyenlet (a kezdeti allapotra és a végallapotra felirva az energiakat):

1 1
§Dy2 + mgh = §mvz ,

amibdgl rendezéssel

2
\/Dy +2 h—\/4000 008 9. 081-2=102m/s.

A tet6pont magassaga kicsit bonyolultabb! Ekkor a testnek lesz mozgési energiaja is,
de csak vizszintes iranyban fog mozogni. A vizszintes sebesség végig allando, igy elGszor
azt kell meghatarozni.

A kilovés utan kdzvetlentil a sebességet szintén a mechanikai energia megmaradasbol
szamolhatjuk ki. A test gravitacios helyzeti energidja a kilovés kozben elhanyagolhato
mértékben valtozik, ezért

1 1
§Dy2 = Emvg,
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amibdl

D
vo=1/—y=8m/s.
m

A sebesség vizszintes komponense

D
Uy = Vgcosa = |/ —ycosa =4m/s.
m

Ezutan a mechanikai energia megmaradas a kezdeti allapotra és a tetGpontra:

1 1
—Dy2 + mgh = §mv§ + mghmax

2
amibdl
Dy? 2 Dy? Dy?
hmax:_y_%‘{‘h: y(1—6052a)+h: Y sinfa +h=445m.
2mg  2g 2mg 2mg

4. Egy kerékparosra, ha nagy sebességgel sima, vizszintes tton halad, elsGsorban a 1ég-
ellenallas hat. A tekeréssel ezt az erét kell lekiizdenie. A légellenallas altal kifejtett F' erd
(ilyen sebességeknél) a leveg6hoz viszonyitott v sebesség négyzetével aranyos: F = kv?,
ahol k£ a test nagysagatol, formajatol és a levegd stirtiségétdl fiiggs allando.

Hogyan fiigg a kerékpéaros teljesitménye a sebességtsl?

Hényszorosara né a kerékparos altal kifejtett erg és a kerékparos teljesitménye, ha a v
sebességl kerékparos v sebességii szembeszélben teker?

Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:
Mutassuk meg, hogy a teljesitmény:

AW As
P=—=F—=F
Al A
amibal
P = kv?,

tehat a teljesitmény a sebesség kobével aranyos.

A biciklinél az erdkifejtés optimalis, igy a versenyzot a teljesitménye korlatozza (és nem
az ereje). A teljesitmény pedig az izmok oxigénellatasatol, azaz a szivtdl és a tiid6tdl fiigg
(és a vér oxigénszallito képességétsl — ezért szednek EPO-t). A v3-6s sebességfiigges kis
sebességndveléshez is nagy teljesitményndvelést kdvetel, emiatt a sebességrekordok csak
nagyon lassan nének.

Ha fj a szembeszél, akkor v,e] = Upicikii + Usza1, €setiinkben v, = 2v.
Emiatt az erd, amit a kerékparosnak ki kell fejtenie

2 2
Fszembeszél - kwre] = 4kv* = 4Pﬁszélcsend )

tehat a szélcsendben sziikséges eré négyszerese! (Ezért nehéz szembeszélben biciklizni.)
A teljesitményigény azonban nem lesz nyolcszoros! A test elmozdulasa At idG alatt
csak As = vAt, igy a teljesitmény

_ _ 3 _
Pszembeszél — Fszembeszélv = 4kv” = 4Pszélcsend .

(Persze ez is épp elég!)
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5. Az abran lathato r = 0,1 m sugari félhenger alakid valytiban
egy kicsiny, m = 0,1 kg tomegi test surlodas nélkiil mozoghat.
A testet a valyu peremérsl kezdGsebesség nélkiil elengedjiik.
Hatarozza meg és abrazolja a test sebességét és a test altal a
valyud falara kifejtett nyomoerst a test helyzetét jellemz6 o szog
fiiggvényében! (0° < o < 180° és most legyen g = 10m/s%.)

Szorgalmi feladat: Ha a test és a valyu kozott surlodas is van, akkor a feladat nem
oldhat6 meg analitikusan, csak numerikusan (hiszen a gyorsulas fiigg a surlodastol, az
a nyomoerétdl, az pedig a sebességtdl). Irjon programot (Excel tablazatkezelével vagy
barmely programnyelven), amely megadja a test helyzetét jellemz6 o szoget az id6 flige-
vényében! Legyen p = 0,1.

Segitség: Valasszon nagyon kicsi (példaul At = 0,001s) id6lépéseket. Ez alatt a test
gyorsuldsa allandonak tekinthets. Ebb6l szamolja ki az id6lépés végén a test j helyzetét,
1) sebességét, majd ezekbdl az G gyorsulast. Ezt ismételje egészen addig, amig a test
meg nem all. (Megallaskor vizsgalni kell, megcsuszik-e ujra.) Végiil az adatokat abrazolja
grafikonon.

Megoldasvaizlat, kiemelendd szempontok:

Surlodasmentes esetben a test sebességét a hely fiiggvényében kénnyen megadhatjuk a
mechanikai energia megmaradasa alapjan. Amennyivel csokken a test helyzeti energiaja,
annyival né a mozgési energiaja:

1
mgrsin o = §mv2 ,

amibdl a sebesség az « szog fiiggvényében:
v =4+/2¢grsina = +Vv2sinam/s.

A sebesség értelemszertien a valyi legaljan a legnagyobb, itt

v==2++/2gr =+141m/s.

Szintén varhat6 eredmény, hogy a sebesség a = 180°-nél lesz 0, a test a valyu tulso
peremén fordul vissza. (Ha nincs energiaveszteség, akkor periodikusan mozog ide-oda.)

Vegyiik észre, hogy itt — szemben a lejtével — csak energidkkal tudunk dolgozni! Nem
tudnank gyorsulasbdl sebességet szamolni, mint a lejténél, mert a gyorsulas nem allando.
Az af(t) és v(t) fiiggvényeket nem is tudjuk zdrt alakban felirni, csak a v(«) fiiggvényt.
(Az idsfiiggvények csak numerikus modszerekkel kaphatok meg, lasd a szorgalmit),

[v[ (m/s)

a (fok)
0 90 180
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A nyomoerdt a sebesség ismeretében méar konnyen kiszadmithatjuk. A rajz alapjan a
mozgasegyenlet:

may = Mg cos o
mae, = N —mgsina,
amibdl

U2

N = mgsina + mac, = mgsina +m— = mgsina + 2mgsina = 3mgsina = 3sina N.
r
Vegyiik észre, hogy a nyomoéerd a valya aljan a test stlydnak a haromszorosal

N(N)

a (fok)
0 90 180

Szorgalmi feladat

Csak akkor mutassuk meg, ha van ra id6 és kedv! En egy Excel tablazatkezelss megol-
déast mutatok, mert azt mindenki ismeri. (Természetesen mas programokkal elegdnsabban
megoldhato.) A feladat nem kapcsolodik szorosan a gyakorlat témajahoz, hiszen nem
tudjuk hasznélni se az energiamegmaradast, se a munkatételt. Viszont azt gondolom, egy
ilyen numerikus feladatmegoldas tanulsagos lehet, és més esetekben is hasznalni tudjak
majd a hallgatok.

A feladat jo példa arra is, hogy egy kis vdltozds (van strlodas) mennyire megnehezit
egy feladatot.

Az er6k abraja kétféle: attol fiiggden, hogy merre mozog a test, a surlodési erd iranya

is valtozik.
Z{z
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A mozgésegyenletek az abra alapjan:

ma, = mgcosa + S
mae, = N —mgsin o

S = uN,

amibal

2
ay = gcosa £ p(gsina + acp) = geosa + p (gsinaJrv—) :
r

Ezutan nekikezdhetiink az Excel tablazat elkészitésének. A tédblazatban valtoztathato
adatok: At lépéskoz, p surlodasi egyiitthato (esetleg g, m és r).

A tablazat oszlopai: A -t id6, B — « sz0g (radianban), C — v sebesség, D — a; tangencialis
(érintGiranyt) gyorsulas és E — egy logikai érték, amely azt vizsgéalja, hogy megallaskor
megtapad-e a test (1, ha megtapadt, és 0, ha nem).

A fejlécek alatti els6 sorban (ndlam a 4. sor) megadjuk a kezdGértékeket: ¢ = 0, « = 0,
v = 0. A gyorsulds ezekbdl méar meghatarozhaté a fenti képlet alapjan. A + elGjelbdl
annak alapjan kell valasztani, hogy milyen a sebesség iranya. Ez a képlet azonban csak
akkor igaz, ha a test nem tapad, igy ezt is vizsgalni kell minden olyan esetben, amikor a
test megéll. Mindezek alapjan a D4 cellaban a kovetkezG képlet all:

=HA (E4=1;0;C$2+C0S (B4) -ELOJEL (C4) *B$2* (C$2*SIN (B4) +C4*C4/D$2) )

A C$2 cellaban g értéke, a B$2 cellaban u értéke, a D$2 celladban r értéke van, B4 és
C4 « és v pillanatnyi értéke, az E4 cellaban pedig a tapadas logikai értéke talalhato. Ha
ez utobbi értéke 1, akkor a gyorsulas 0.

A kovetkezd sorban meghatarozzuk ¢, o, v 0j értékét.

by = tregi + Al

Urégi + Vg At
2r

Vyj = VUrégi + ag régiAt .

Qg = Qlrggi +

A sor (nalam az 5. sor) cellaiban 4ll6 képletek:

A5 cellaban: =A4+A$2 (Az A$2 cellaban At értéke van.)

B5 cellaban: =B4+(C4+C5) /2/D$2*A$2

C5 cellaban: =HA (E4=1,;0;C4+D4*A$2) (Ha a logikai valtozo 1, akkor a sebesség 0.)

D5 cella ugyanaz, mint a D4 cella (,lehtizva”, igy B4, C4 és E4 helyett B5, C5 és E5 all)

E4 celldban: =HA (ES (C5*C4<0; ABS (1/TAN(B5))<B$2) ;1;HA(E4=1;1;0))

Az utolso képlet értelme: ha a sebesség elGjelet valt, akkor a test megallt egy pillanatra.
Ha ekkor ctga < p, akkor a test megtapad. Ha egyszer mar megtapadt, és igy az el6z6
sorban 1 az érték, akkor mar mindenképp az is marad.

Természetesen nem sziikséges minden Excel képlet felirisa a gyakorlaton. Ha lesz érdek-
lodés, akkor el lehet kiildeni a fdylt.

Ezutan ezt a sort e kell hizni” sok-sok soron at (nalam 1000 sor), és utana a grafikon-
varazsloval tetszGleges grafikonokat készithetiink. Valtoztathatjuk g értékét is. Erdemes
megnézni, hogy mi lesz ;1 = 0-nal: a kozelité szamolas kis pontatlansagai miatt az energia
lassan nd, a test tullendiil a valyt peremén — ez mutatja a modszer korlatait. (Persze a
lépéskoz csokkentésével ez a hiba is csokken.)
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B

Az abran a(t), v(t) és ay(t) grafikon lathato (u = 0,1). Jol lathato, hogy a test nem
pont legalul all meg: az utolso ,yisszafordulasnal” mér olyan lapos a valyt, hogy nem indul
el ujra. Azt is vegyiik észre, hogy a gyorsulasfiiggvénynek szakadasai (ugrasai) vannak,
mert az iranyvaltaskor a sturlodasi erd irdnya is hirtelen megvaltozik.

A surlodas nélkiili esethez hasonloan az o szog fiiggvényében is megadhatjuk a sebes-
séget és a tangencialis gyorsulast. Az abran v(«a) és ay(«) lathato.

v (m/s)

1_
-11

1a, (m/s’)
X\ 180

A v(«) grafikon spirdlisan kozelit a végss allapotig (ahol v = 0, de a # 90° az el6bb
targyalt okbol). A gyorsulas grafikonon itt is szakadasok (ugrasok) vannak.

-101
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6. gyakorlat — rezgémozgas

Bevezetd:

Rezgés: egy szakaszon valo ,jide-oda” mozgas.

Ha a mozgas periodikus, akkor jellemezhet6 a T periodusidével vagy az f = 1/T
frekvenciaval. Az utobbi mértékegysége a herz (Hz), 1Hz = 1s71.

KiemelkedGen fontos mozgasforma a természetben a harmonikus rezgémozgds, amely-
nek leir6 fiiggvénye szinuszos:

z(t) = Asinwt,
vagy x(t) = Acoswt,
vagy altalanos esetben x(t) = Asin(wt 4 ¢p) ,

ahol A a rezgés amplitiudoja (szokas hasznalni az A,, = 2A peak-to-peak amplitudot
is), w = 2w f a rezgés korfrekvencidja (mértékegysége 1/s, hogy megkiilonboztessiik a
frekvenciatol) és ¢g a kezdd6fazis (a rezgés fazisa a t = 0 pillanatban).

A rezgés sebességét és gyorsulasat az 1. feladatban fogjuk levezetni derivalas nélkiil.
Szintén ott mutatjuk meg, hogy a(t) = —w?z(t).

A rezgés dinamikai feltételét a 2. feladatban targyaljuk. Megmutatjuk, hogy a harmo-
nikus rezgéshez linearis visszatérit erd sziikséges.

A rezgé rendszer energiaviszonyait a 3. feladatban tekintjiik at.

A fonalingérol a 4. feladatban lesz sz0, az 5. feladat pedig egy fligg6leges rezgés vizs-
galata, ahol a helyzeti energia is valtozik (de jo 0-pont valasztassal a leiras ott is egyszeri
lesz).

1. Egy pontszerd test A sugara korpalyan mozog w DE—
allando szogsebességgel. D
Mekkora a test v keriileti sebessége és ag, centripe- E =
talis gyorsulasa? 1 =
Adja meg a test helyzetét megado ¢(t) figgvényt, :
ha a forgasszog a t = 0 idépillanatban ¢(0) = 0! -
Ha a mozg6 testet jobbrol parhuzamos fénysugarak- Tt -

kal megvilagitjuk, akkor a test arnyéka a baloldalon 1év§
ernyén rezgémozgast fog végezni. Irja fel és abrazolja a
rezgémorgas x(t) kitérés-ido fliiggvényét!

A rezg6 arnyék sebessége és gyorsulasa a kormozgast végzs test sebesség- és gyorsulés-
vektoranak fiiggsleges komponense lesz. Irja fel és abrazolja ennek alapjan a rezgé arnyék
v(t) sebesség-idG és a(t) gyorsulas-ids fiiggvényét! Milyen kapcsolat van az arnyék x(t)
kitérése és a(t) gyorsulasa kozott?

Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:
A test sebessége a 4. gyakorlat alapjan:

v=Aw,

a sebesség iranya érintGiranya.
A centripetalis gyorsulas a kor kézéppontja felé mutat, nagysaga

Qep = Aw?.
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Az érintGiranya gyorsulds nulla (mert egyenletes kormozgés), igy a test teljes gyorsulasa
megegyezik a centripetalis gyorsulassal.

Az egyenletes forgas (és a kezdépillanat valasztasa miatt)

o(t) = wt.

Az arnyék kitérése megegyezik a test fliggéleges koordinatajaval, ami a szinuszfiiggvény

definicioja alapjan:
x(t) = Asinfp(t)] = Asin(wt) = Asinwt .
(A kitérést a kor kozéppontjanak arnyékatol meérjiik, a rajzon felfelé pozitiv.)

Lathato, hogy a rezgés egy harmonikus rezgés, amplitudoja a kérmozgas sugara, kor-
frekvencidja a kdrmozgas szdgsebességével egyezik meg, ezért is hasznaljuk ugyanazt a
jelolést. (De természetesen a rezgésnél mar nem beszélhetiink szogsebességrol!)

Megemlithetjiik, hogy altalanos esetben, ha a a test a ¢ = 0 pillanatban nem a ¢ = 0
helyzetben van, akkor a test fazisa:

QD(t) =wl + ®o0 ,
ilyenkor a kitérés-id¢g fiiggvény:

x(t) = Asin(wt + @) .

Az arnyék sebessége és gyorsuldsa a sebességvektor illetve a gyorsulasvektor fiiggéleges
komponense. A meréleges allasi szogek miatt v fiiggSlegessel bezéart szoge lesz ¢.
Ez alapjan
v(t) = veoslp(t)] = Aw cos(wt) = Aw coswt ,

a rezgés maximalis sebessége
Vmax = Aw .

A gyorsulas ehhez hasonléan (a negativ elGjel a vektor irdnya miatt van):
a(t) = —aep sinfp(t)] = —Aw? sin(wt) = — Aw? sin wt

a rezgés maximalis gyorsulasa
Umax = Aw? .

A gyorsulas és a kitérés kozott minden pillanatban fennall az
a(t) = —w?x(t)

kapcsolat. (A két fliggvény egymassal ardnyos, az aranyossagi tényezé negativ.)
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~Vmax

amax

“Amax| -

2. Az abréan lathaté m tomegi kiskocsit egy D rug6alland6jia rugdval D
kotjiik a falhoz. A kiskocsit az egyensulyi helyzetébdl xy tavolsaggal (AWM,
kitéritjiik, és a t = 0 pillanatban elengedjiik.

A rugé (linearis) erGtorvénye és az elz6 feladat eredménye alapjan mutassa meg, hogy
a mozgas harmonikus rezgémozgas! Hatarozza meg a rezgés korfrekvenciajat!

Irja le a mozgast! (Adja meg a kiskocsi kitérését, sebességét, gyorsulasat az id6 fiigg-
vényében!)

Megolddasvaizlat, kiemelendd szempontok:
Az er6torvény:
F=—-Dx,

ahol a minusz elGjel arra utal, hogy a rugé altal kifejtett er6 a kitéréssel ellentétes iranyt
(,visszatérits erd”).
A kiskocsira felirva a mozgéasegyenletet:

ma=F =—Dx,

majd ezt rendezve:

D
a=——1.
m

Az el6z6 feladat szerint viszont egy harmonikus rezgémozgasnal:

a = —(,LJQI'.

A két eredményt Osszevetve lathatd, hogy a kiskocsi mozgasa valoban harmonikus
rezgémozgés, korfrekvencidja:
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A rezgés kitérése a t = 0 pillanatban maximalis (z(0) = xq, v(0) = 0), igy a kitérést,
sebességet és gyorsulast leir6 fliggvények:
x(t) = xosin(wt + 7/2) = x¢ cos wt
v(t) = zow cos(wt + 7/2) = —zow sin wt

a(t) = —wow’ sin(wt + 7/2) = —wew” cos wt .

3. Az el6z6 feladatban szerepld kiskocsit most gy inditjuk el, hogy az egyensiilyi hely-
zetében vy sebességgel meglokjiik.

Mekkora lesz a rezgés amplitidoja?

Irja fel és abrazolja egy-egy kozos grafikonban a kiskocsi mozgasi energiajat, a rugo-
energiat és a rendszer teljes mechanikai energidjat az idg, illetve a kitérés fliggvényében!

Megoldasvazlat, kiemelendd szempontok:
A rezgés kitérése a t = 0 pillanatban x(0) = 0, sebessége v(0) = vg. A test sebessége
akkor maximalis, amikor kitérése nulla, igy

Umax = Vo
Umax Vo
A = = —,
w w

a kitérés-id§ és sebesség-idé fiiggvények:
z(t) = Asinwt
v(t) = vg coswt .
A kiskocsi mozgéasi, rugalmas és teljes mechanikai energiaja az id6 fliggvényében:
1 1

En(t) = §m[v(t)]2 = Emvg cos? wt
1 1
E.(t) = §D[a:(t)]2 = §DA2 sin® wt

1 1
E.(t) + E(t) = émvg cos® wt + §DA2 sin? wt =

&
—~
~
—

I

1 1 1
= —muj(cos® wt + sin’® wt) = §mv§ = §DA2 = allandé.

Itt felhasznaltuk, hogy

2
vy D o5 2
w

2 _
DA* =D}

Lathatjuk, hogy a rendszer teljes mechanikai energiaja allando.
Az energidk hely fiiggvényében val6 felirasaban ezt mar felhasznéljuk:

1
Er(flj') = §D$2

1 1 1
En(x) = §DA2 - §Dx2 = 5D(A2 — %),

A fliggvények képe grafikonon lathato. Figyeljiik meg a részleteket! A bal oldali abran
lathato, hogy a rendszer mechanikai energidja a mozgasi energia és a rugdenergia kozott
ide-oda atadodik (mikdzben Gsszegiik allando). Egy periodus (T 1d6) alatt kétszer torténik
ez meg (tehéat 2f frekvenciaval).
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4. Egy konnyd, nyujthatatlan fonalra logatott pontszerd testet matematikai inganak
vagy fonalingdnak neveziink. Ha az inga kitérése kicsi, akkor a mozgésa jol kozelithetd
harmonikus rezgémozgassal. A visszatérité eré most a kotélers vizszintes komponense.
Vezesse le az | hosszusagu fonalinga lengésidejét! (Felhasznalhatja, hogy kis szogekre
sina & tga ~ a.)
Milyen hossztu a mdsodpercinga fonala? (A masodpercinga fél lengése tart egy méasod-
percig! g = 9,81 m/s?.)

Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:
A fonal végére rogzitett pontszerd test kdrpalyan mozog, de kis kitérés
esetén a koriv (vizszintes) szakasszal kozelithets. A test kitérése igy:

rxlp.

A test vizszintes gyorsulasa kozelithetd az érintSiranya (tangencialis)
gyorsulassal, amely az er6abra alapjan:
Ay = Ay = _gSin(P ~—gp,

vagy (a centripetalis gyorsulast elhanyagolva és a test gyorsulasat vizszintesnek kozelitve):

Az N —gtgp = —gp.
A két Gsszefiiggést egybevetve a test gyorsulasa és kitérése kozotti kapcesolat:

- g
a~ —=T,

l

amely megegyezik a harmonikus rezgémozgast leird osszefiiggéssel. Ez alapjan a korfrek-
vencia és a periodusidé:

A masodpercinga esetében a fonalinga hosszat kifejezve és az adatokat behelyettesitve:

T 981

azaz nagyon j6 kozelitéssel egy méter.
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5. Az 4bran lathato rugo nytjtatlan, amikor a rdakasztott, nyugalomban

1évé testet elengedjiik. D
Irja le a mozgast! (Adja meg a test kitérését az id6 fiiggvényében!) m

Hol lesz a test sebessége maximéalis?

A rendszernek most a mozgasi energidn és a rugéenergian kiviil a helyzeti energidja is
valtozik. Irja fel az egyes energiatagokat, és mutassa meg, hogy a teljes mechanikai energia
most is allando!

Megoldasvaizlat, kiemelendd szempontok:
A testre most a rugberd és a nehézségi erG is mozgassal parhuzamos iranyban hat.
Véalasszuk a lefelé iranyt pozitivnak! Ekkor a mozgasegyenlet:

ma = mg — Dy,
ahol y a rugé megnyulésa.

Ez az egyenlet els§ ranézésre nem egyezik meg a harmonikus rezgémozgas mozgas-
egyenletével. Ha azonban a fiigg6leges kitérés kezd6pontjat az

_mg
Yo = D
helyen valasztjuk, azaz
=Y —Yo,
akkor a mozgasegyenlet
D D D D D

a=g-—y=_yp——y=_(p-y)=-_x,

m
amely mar valoban megegyezik a harmonikus rezgés egyenletével.
Ez alapjan a korfrekvencia (a vizszintes esethez hasonléan):

D
w=1/—.
m
A t = 0 pillanatban a test sebessége v(0) = 0, kitérése 2(0) = —yo. Ez alapjan a test

kitérése, sebessége és gyorsulésa az id6 fiiggvényében:

m
x(t) = —yo coswt = _69 coswt = —Acoswt
m /m
v(t) = Awsinwt = 9 sinwt = g4t | = sinwt = Upay Sin wt
D D
mg o

a(t) = Aw? coswt = o w’cos wt = g cos Wl = Apax COS WL,

ahol
m
A=p="5
m
Umax = ¢ 5
amax g



A test az elengedés pillanatdban maximélis (g) gyorsulassal indul lefelé, azaz az els6
pillanatban szabadon esik (hiszen a rugé nyujtatlan, a rugoerd nulla).

A sebessége akkor lesz maximalis, amikor a gyorsulésa nulla (hiszen addig gyorsul,
onnantol lassul). Ez akkor teljesiil, ha

mg = Dy,
azZazZ
_mg
Yy = D = Yo
r=y—y =0

Természetesen ezt is vartuk: a sebesség ott maximalis, ahol a kitérés (és a gyorsulas
is) nulla. A vélasztott x = 0 hely az a pont, ahol a nehézségi er és a rugoerd kiegyenliti
egymaést, azaz ahol a rugora akasztott test nyugalmi egyensilyban lenne, ha nem rezegne.

A rendszer teljes mechanikai energiaja (egyel6re v-vel és y-nal kifejezve, és a helyzeti
energia nullpontjat a nyujtatlan rugéd végén valasztva):

1 1
E:Em+Er+Eh:§mv2+§Dy2—mgy.

Ha y helyére behelyettesitjiik az y = x + y értéket, akkor a kifejezés:

1 1 1 1 1
E = §mv2 + §D(x +10)? —mg(x +yo) = §mv2 + §Dx2 + (Dyy —mg)x + EDyS —mgyo -
A kifejezés elsé két tagja most mar ugyanigy néz ki, mint a vizszintes rezgésnél, ahol
belattuk, hogy ennek a két tagnak az Gsszege allando.
A harmadik tag nulla, mert Dyy = mg.
A negyedik és 6todik tag allandok, ezek némi atalakitassal egyszertibb alakra is hoz-

hatok:
1 1

1
§Dy§ = mgyo = SMgYo — MgYo = —5MgYo -

(Ez a tag a helyzeti energia nullpontjanak {igyes megvalasztasaval el is tiintethetd.
A helyzeti energia nullpontjanak megvalasztasa 6nkényes, igy a teljes mechanikai energia
értéke is a valasztasunktol fiigg. Mi nem is az energia értékét szeretnénk felirni, hanem
az allandosagét bizonyitani. Ha a nullpontot y/2-vel lejjebb valasztanank, akkor ez a tag
éppen kiesne.)

A teljes mechanika energia:

1 1 1
E = Emv2 + §Da:2 — 3™MgYo = allando

ahogy azt a rendszer konzervativitasa alapjan vartuk is.
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7. gyakorlat — iitkozések

Bevezetd:
A test tomegének és sebességvektoranak szorzata az impulzus (vagy lendiilet), szintén
vektorialis mennyiség:
p=mv.

(A kozeépiskolaban a lendiilet a szokasos név, és I a jele, de itt térjiink at a p-re!)
A fogalom hasznossagat az elsé feladat mutatja. Ebben mutatjuk meg, hogy az impul-
zusvaltozas egyenl§ az er6lokéssel:

Ap = mAv = FAt.

Ezutén lényegében pontrendszerekkel foglalkozunk, de nincs idg, és talan nem is fon-
tos definialni a pontrendszer fogalmét. Arrél viszont kell beszélni, hogy ha a két test csak
egymasra hat (,kiils¢” er6k nincsenek, mas erék nem hatnak), akkor a hatas-ellenhatas
torvénye (Newton IIL. torvénye) miatt a rendszer teljes impulzusvaltozasa nulla lesz (hi-
szen az erd és az ellenerd er6lokése azonos nagysagu, de ellentétes irdnyi), azaz a rendszer
teljes impulzusa allandoé.

Fi =0 & > p =allands.

Ez az impulzusmegmaradds torvénye.

Hangstulyozzuk, hogy a megmaradési torvényekben a megmaradasnak feltételei van-
nak: itt az, hogy nincsenek kiils6 ersk (vagy a kiilsg erk eredéje nulla). A korabban
targyalt mechanikai energia megmaradés torvényében pedig az, hogy csak konzervativ
er6k hatnak (vagy ha vannak is nem konzervativ, disszipativ ergk, azok Gsszes munkaja
nulla).

A megmaradéasi torvényeket hasznaljuk fel dtkozések leirdsakor. Az litk6zés egy gyors
folyamat, ahol nagy erék hatnak rovid ideig. Az iitkdzés részletes leirasaval nem foglalko-
zunk, csak a kezdeti és a végéllapotot vizsgaljuk (kivéve a 4. feladatot, ahol egy harmadik,
kozbiilsé allapotot is megnéziink).

Minden esetben vizsgalni kell, hogy melyik megmaradasi torvény teljesiil. Ezutan lehet
felirni az adott megmaraddé mennyiség kezdeti és végallapotanak egyenlGségét, majd az
egyenlet(ek)et megoldva kiszamitani a végsé allapot jellemzéit.

A 4. feladatban azt vizsgaljuk, mi torténik egy iitkozés kozben (amikor a deforméacio
maximalis), bevezetjiik az iitkozési szam fogalmat. Ezt hasznaljuk aztan az 5. feladatban,
ahol egy érdekes, konnyen kiprobalhato jelenséget vizsgéalunk.

1. Egy testet F; = 10N erdvel t; = 3s alatt lehet felgyorsitani nyugalmi helyzetbdl
v = 15m/s sebességre.

Mennyi ideig tart ugyanennek a testnek nyugalmi helyzetbdl ugyanerre a sebességre
valo felgyorsitasa, ha az er6 Fp, = 2N7?

Megolddasvaizlat, kiemelendd szempontok:
Ha a test tomege m, akkor a gyorsulasa



a végsebessége
Ft
=
(Kiszamithato ebbél a tomege is: m = 2kg, de erre nincs sziikségiink.)
Lathato, hogy adott test esetén a végsebesség csak az F't szorzattol fiigg. Ebb6l ko-
vetkezGen

v =at

Fi 10
Fity = Fst = ty = —t; = —3=15s.
11 202 2 2 1 5 8
Ha egy F erG (vektor!) At ideig hat, akkor az FAt szorzatot erGlokésnek nevezziik.
Lathatjuk, hogy az er6lokés megegyezik a test tomegének és sebességvaltozasinak szorza-
taval:

FAt = mAv.

A tomeg és a sebesség szorzatat impulzusnak nevezziik:
p=mv,
az er6lokés egyenld az impulzus megvaltozasaval:

FAt = Ap.

2. Vizszintes légparnas sinen két kis test mozoghat sirlodasmentesen. A testek tomege
my = 0,2kg és my = 0,3kg, sebessége v; = 2m/s illetve vy = —1,5m/s.

Mekkora lesz a testek sebessége, ha

a) tokéletesen rugalmatlanul,

b) tokéletesen rugalmasan iitkoznek?

Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:

A vizszintes légpéarnas sinen a testekre haté erd nulla (hiszen a fiiggéleges nyomoerd és a
nehézségi ers kiegyenliti egymast, a stirlodas elhanyagolhato). Igy a testek — az iitkdzéstol
eltekintve — egyenesvonalt egyenletes mozgast végeznek.

Az iitkozéskor a testek kozt (rovid ideig, de nagy) eréhatés l1ép fel, azonban ez a belss”
er§ nem tudja megvaltoztatni a két test ered6 impulzusat. Tehat a két test impulzusanak
(elGjeles) Gsszege végig allando.

a) A rugalmatlan iitkozés utan a két test ,Osszetapad”, egyiitt mozog. Legyen kozos
sebességiik u. Az impulzusmegmaradéas felirva:

myvy + mavg = (My + mo)u,

amibdl 0,2-240,3 1,5
myvy + Mmov . (=
U — 11+ 22: ) + 9 ( a):_071m/s.
my + Mo 0,2 + 0,3
b) Rugalmas iitkozésnél az litkozés utan a két test szétlokadik, a sebességiik legyen uy
és ug. Az impulzusmegmaradason kiviil most teljesiil a mechanikai energia megmaradasa
is, hiszen nincs energiaveszteség. A vizszintes palyan a helyzeti energia allando, igy a moz-

gési energia megmaradasara is kapunk egy egyenletet. A kétismeretlenes egyenletrendszer:

mivU1 + Moy = MU + Mols
1 1 1,

2 o _ 1 2
§m1711 + §m21)2 = §m1u1 + §m2u2 .
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Az egyenletrendszer paraméteres megoldasdhoz egyszeriisitsiink a masodik egyenlet-
ben 1/2-del, rendezziik 4t mindkét egyenletet ugy, hogy az mq-es illetve mq-es tagok kiilon
oldalon legyenek, majd a masodiknal hasznéljuk a nevezetes szorzatot a felbontasra:

ml(vl — Ul) = mg(u2 — UQ)

ma(u3 — v3)

m (v} — uy)

ml(vl — Ul)(Ul + Ul) = mg(u2 — UQ)(UQ + UQ) .

A harmadik egyenletben az elsG két tényez6 az els§ egyenlet alapjan megegyezik a
két oldalon, igy ezzel egyszerisithetiink. (Emlitsiik meg, hogy csak akkor egyszertisithe-
tiink, ha ezek a tényezdk nem nulldk. A tényezék akkor lennének nulldk, ha u; = vy és
uy = v9, ami a kezdeti allapot. A megmaradasi egyenletek mindig visszaadjak a kezdeti
allapotot is. De most nem erre a trividlis megoldasra vagyunk kivancsiak, igy val6ban
egyszertsithetiink.) Ebbdl:

V1 + Uy = us + vy = U = V1 + U — V2,
amit behelyettesitiink az els6 egyenletbe:
ml(vl — ul) = mg('l)l + uy — 21}2) .

Ezt rendezve: 5
mi — Ms)v Mo
ulz( ! 2)u1 + 22:—2,21rn/s,
mi1 + mao

majd ezt behelyettesitve uy kifejezésébe (vagy a szimmetria miatt egyszert indexcserével):

(mg — ml)Ug + 2m11}1

— + — e — 1,3 S.
Uy = V] + UL — Vo — m/
3. Egy csitszé hokikorong nekitiitkozik egy masik, ugyanakkora to- v
megi, all6 hokikorongnak. Az iitkozés tokéletesen rugalmas, de nem O O

centralis (lasd az abrat).

Mekkora szoget zar be a testek sebességvektora az {itk6zés utdn?

A surlodast a korong és a jég, valamint a két korong kozott is hanyagolja el (azaz a
testek forgasaval ne foglalkozzon)!

Megoldasvizlat, kiemelendd szempontok:

A fiiggsleges erék eredGje nulla, a vizszintes kiilsé erdk (surlodés) elhanyagolhatok,
igy a rendszer teljes impulzusa (vektoridlis mennyiség!) allando. Ezen kiviil az iitkozés
tokéletesen rugalmas, és a korongok sturlédasmentes érintkezése miatt a korongok forgasa
se visz el energiat, igy a testek mozgési energidjanak Osszege is alland6. Az egyenletek ez
alapjan:

mv = muy + musg
1 5, 1 5 1
—Mmv” = —mu; + -mu; .
2 2 12 ?
Hangstulyozzuk, hogy az els6 egyenlet az impulzusvektorokra, és nem az impulzusok nagy-
sadgara vonatkozik!
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Az egyenleteket a tomeggel és 1/2-del egyszeriisitve a sebességvektorokra kapunk két
egyenletet:

vV =1u; + ug

v :uf+u§.

@{
u
> /\uz

N

A rajz bal oldalan lathatok a korongok az iitkozés el6tt és utan, valamint a sebesség-
vektorok. A jobb oldalon az els§ egyenletnek megfeleléen megrajzoltunk egy vektorhé-
romszoget: a v vektor az uy és uy vektorok Osszege. A masodik egyenlet alapjan viszont
a haromszog oldalaira teljesiil, hogy a leghosszabb oldal négyzete a masik két oldal négy-
zetének Gsszege, amibdl kovetkezik, hogy u; és uy derékszoget zar be (Piithagorasz-tétel
megforditasa).

A korongok tehat egymésra merdleges sebességvektorral fognak mozogni az {itkozés
utan.

Megjegyzés: Ha az iitkozés éppen centralis, akkor a mozgé korong megéll, az all6 pedig
v sebességgel kezd mozogni (sebességet cserélnek). Ekkor tehat uy = 0. A nullvektor
viszont definicié szerint barmely vektorra meréleges, igy az eredményiink ilyenkor is igaz.

4. Két my és my tomegi kiskocsi vizszintes talajon vi v,
gurul elhanyagolhato gordiilési ellenallasti kerekeken. 7 D m_>
Az egyik kiskocsira D rugééllandoja, konnyd rugd van

erGsitve. A kiskocsik sebessége vy illetve vy (értékiik
negativ is lehet). vy > vy, igy a kiskocsik iitkoznek.

Mekkora a rugé6 legnagyobb Osszenyomodésa az iitkozés soran?

Mekkora ekkor a kocsik sebessége? Mennyivel valtozott eddig a pillanatig a kezdeti
allapothoz képest az egyes kiskocsik sebessége?

Ha a rugé teljesen rugalmatlan, akkor a kiskocsik Osszetapadva, evvel a sebességgel
haladnak tovabb. Ha a rug6 rugalmas, akkor szétloki Gket.

Mennyivel valtozik az egyes kiskocsik sebessége a szétlokédés soran, ha a rugd tokéle-
tesen rugalmas (azaz nincs energiaveszteség)?

Ha a rug6 csak részben rugalmas, akkor a szétlokédés soran bekovetkezs sebességval-
tozas a tokéletesen rugalmas esetben bekovetkezs valtozas k-szorosa, ahol 0 < k£ < 1 az
litk6zési szam.

Hatarozza meg a testek litkdzés utani végsebességét k iitkozési szam esetén!

Megoldasvazlat, kiemelendd szempontok:
A két kiskocsi allando sebességgel (egyenletesen) halad, és kozeledik egymashoz. Ami-
kor a rugo vége eléri a masik kiskocsit, elkezd 6sszenyomodni. Az dsszenyomodas hatasara
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a rugoban fellépd erd a gyorsabb kocsit fékezi, a lassabbat gyorsitja, igy a sebességkiilonb-
ségiik folyamatosan csokkenni fog. A kocsik addig kozelednek egyméshoz, amig a sebes-
ségkiilonbség nem lesz nulla, azaz a két kocsi sebessége meg nem egyezik — ettdl kezdve
tavolodni kezdenek egymastol. A rugo tehat akkor lesz legjobban 6sszenyomva, amikor a
két kiskocsi sebessége éppen megegyezik.

Ezt a sebességet a 2. feladat a) részében méar meghataroztuk (a feltételek most is
ugyanazok: a két kiskocsi impulzusanak Gsszege mindvégig allando):

. miv1 + Malg

O omy +my
A rugb keresett y Osszenyomoddasat a mechanikai energia megmaradasa alapjan sza-
mithatjuk ki. A kiskocsik kezdeti mozgasi energidja részben a rugdéban tarolt rugalmas

energiava alakul:

1 1 1 1
Emlvf + §m2v§ = §(m1 + mg)u2 + §Dy2,

az egyenletet rendezve, és felhasznalva az u-ra kapott eredményt:

2
miv; + m2U2> -

Dy? = mv? + mov? — (m1 +m (
Yy 107 20U, ( 1 2) M1 + Mo

(myvf + ma3)(my +ma) — (Mmyvy +mava)®  myma(vy — v2)?

?

mq + mo mq -+ meo
amibal
TR () — vy)
= J———" (v —vy).
Yy D(m1 +m2) 1 2
Az egyes kiskocsik sebességvaltozasa eddig a pillanatig:
miv1 + mev Moy — v
Avlzu—vlz—ll 22—1)1:—2(2 1)<0
mq -+ mo ma + mo
miv1 + Mov my(vy — v
my + mo my + Mo

Ezutan, ha a rugd nem teljesen rugalmatlan, szétloki a kiskocsikat. Ha a rugé tokélete-
sen rugalmas, akkor a teljes rugoenergia visszaalakul mozgasi energiava. A kiskocsik végsé
sebessége meg fog egyezni a 2. feladat b) részében kiszamolt iitkozés utani sebességekkel.

A szétlokodés kozbeni sebességvaltozasokat ebbdl is kiszamithatnank, de most gondol-
kozzunk mésképp! Képzeljiink el egy harmadik kiskocsit, amely egy parhuzamos palyan
mindvégig u sebességgel halad, és figyeljiik a kiskocsik itk6zését ebbdl a kiskocsibol (ebbdl
a vonatkoztatési rendszerbdl).

Innen nézve a rugd legnagyobb 6sszenyomodasakor a két test megall, majd utana tjbol
szétlokédik, mintha egy falrol pattanna vissza. Ebbdl kovetkezden — tokéletesen rugalmas
rugbd esetén — a szétlokddés sordn ugyanakkora lesz az egyes kiskocsik sebességvaltozésa,
mint a rugo6 osszenyomodasa kozben.

m2(U2 - Ul)

Aulevlz
my + Mo
milvg — v
AUQIAUQ = —1( ! 2) .
m1+m2
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Megjegyzés: Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a 2. feladat b) részének
uy és uy eredményét felhasznaljuk:

(my — mao)vy + 2movy  Mmyvy + Movy  Mmo(ve — V1)
Aup =u; —u= — =
my + Mo my + Mo my + Mo

(m2 — ml)vg + 2m1U1 miv; + MoUs ml(vl - Ug)
Aug = ug —u = - = .
my + Mo my + Mo my + mo

Ha az iitkozés nem tokéletesen rugalmas, akkor az iitkdzés utani végsebességek a fel-
adat szovege szerint:

mivU1 + MoUg I km2<1}2 — Ul) _ (1 1 k‘) mivU1 + MaUg _ /{,‘Ul

my -+ mo my + Mo my + mo
miv1 + Mo mi(vy —v miv1 + Mov
101 22+k 1(1 2):(1—|—k) 11 22_]%2.

m1+m2 m1+m2 m1+m2

ur (k) = u+ kAu, =

ug(k) = u+ kAug =

Leellenérizhetjiik, hogy k£ = 0 behelyettesitéssel visszakapjuk a teljesen rugalmatlan
litkozés eredményét, £ = 1 behelyettesitésével pedig a tokéletesen rugalmas litkézés vég-
sebességeit.

5. Egy gumilabdéit Ay = 1 m magassagbol leejtiink a vizszintes talajra. A labda részben
rugalmas iitkozéssel visszapattan a talajrol, az litkozési szam k.

Milyen magasra emelkedik fel a labda az n-edik iitkdzés utan?

Mennyi ideig repiil a labda az n-edik és n + 1-edik {itkozés kozott?

Mennyi ideig pattog Gsszesen?

Megoldasvazlat, kiemelendd szempontok:
A labda tg leesési idejét és vy leérkezési sebességét konnyen meghatarozhatjuk (a feladat
szovegében nem szerepel, de a légellenallast elhanyagoljuk):

1
hg = §gt(2) = ty) =

2hg
9

)

illetve
vo = gto = /2ghy .

Utobbi eredmény természetesen megkaphato kozvetleniil az energiamegmaradasbdl is:

1
§mv(2) = mghyg = v = \/2ghg .

Az iitkozés utén a test visszapattan, sebességének nagysaga:
V1 = k’UO .

Ezt megkaphatjuk az el6z6 feladatban megkapott eredménybdl is, ha felhasznaljuk,
hogy a labda tomege elhanyagolhato a talaj tomege mellett (és annak 0 a sebessége), de
belathatjuk egyszertibben is: Tokéletesen rugalmas iitkozés esetén a labda elGszor megall
(sebességvaltozasa —uvp), majd ugyanakkora sebességgel visszapattan (sebességvaltozasa
tjra —vp). Részben rugalmas iitkozésnél a masodik sebességvaltozas csak —kug lesz, a
labda végsebessége —kuy.

63



Ezutan a labda teljes repiilési ideje (fel a tetGpontig, majd vissza le a talajra)

2
=20 = 9% 9p Y0 ok
g g g

emelkedési magassaga (kinematika vagy energiamegmaradas alapjan):

2 2 2
hl o U_l _ (k’UO) — kQ;}_O

s R = k%hy .
29 29 g

A labda vy sebességgel ér ujra a talajhoz, majd az litk6zés utan a sebességének nagy-
sadga az el6z6 megfontolds alapjén:

vy = kv = k2up.
Az {itkozés utén a repiilési ideje a kovetkezd litkozésig az el6z6hoz hasonlban:
ty = 2k%t,

emelkedési magassaga pedig
ho = k*hy .

Hasonléan, az n-edik {itkdzés utan a sebességének nagysaga:

Up = k’n’Uo s
teljes (oda-vissza) repiilési ideje:

t, = 2k,
emelkedési magassaga:

hn, = k*"hg .

A pattogés teljes ideje

t=4m+u+m+~-:m+§:@:m(1+2§:é):m(1+TjE).
=1 i=1

Matematikailag végtelen sokszor pattan vissza, de a teljes idG véges (végtelen mértani
sor). Fizikailag természetesen nincs értelme végtelen sok visszapattanasrol beszélni, hiszen
ha az emelkedés nagysaga az atomi méretskalan van, akkor mar nincs értelme pattogasrol
beszélni (nem kiilonbozik a hdmozgastol).

A jelenség kénnyen bemutathato egy pingponglabdéaval, ha kemény asztalra esik. (Per-
sze ott a légellenallas nem elhanyagolhat6, de az a jelenség lényegét ez nem befolyasolja.)
Jol hallhato, hogy az iitkdzések egyre szaporabban kovetik egymast. Csak véges sok kop-
panast hallunk, mert amikor a koppanasok frekvencidja 16 f6lé emelkedik, akkor a fiiliink
azt mar nem kiilonallo koppanasnak, hanem (egyre magasabbéa valo) hangnak hallja.
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8. gyakorlat — merev testek, perdiilet

Bevezetd:

Kiterjedt testek koziil a merev testekkel foglalkozunk: ezek alakja nem valtozik, de —
szemben a pontszerd testekkel — a halad6 mozgason kiviil foroghatnak is. A merev testek
statikajaval foglalkozik az els§ harom feladat. Ehhez sziikség van a forgatonyomatékra,
amit egyelére kozépiskolas modon, elGjeles skalar mennyiségként vezetiink be:

M = Fk,

ahol k az erdkar, a kivalasztott O pontnak (amire vonatkoztatva felirjuk a forgatonyo-
matékot) és az erd hatasvonalanak a tavolsaga (O-bol a hatasvonalra allitott merdleges
szakasz hossza). A forgatonyomaték lehet pozitiv vagy negativ (a pozitivnak vélasztott
forgatasi irAnnyal megegyezs vagy ellentétes).

A merev test egyensulyanak feltétele:

Hivjuk fel a figyelmet arra, hogy ha az erck (természetesen vektorialis) ereddje nulla,
akkor (de csak akkor) teljesen mindegy, hogy melyik pontra irjuk fel a forgatonyomatékok
egyensulyat. Célszerd azt a pontot valasztani, amire a legkdnnyebb felirni.

A 4. feladatban gyorsul6 forgas szerepel. Ehhez ismertessiik a forgomozgés alapegyen-
letét:
O =M.

Hivjuk fel a figyelmet a Newton II. térvénnyel val6 analogiara. A tehetetlenségi nyo-
matékrol csak annyit mondjunk, hogy mindig egy adott tengelyre vonatkozik, pontszert
test esetében © = mr?, mas esetekben tablazatokbol kikereshetd.

Az 5. és a 6. feladat a perdiiletmegmaradas torvényével foglalkozik. Az 5. feladatban
merev testek perdiilete szerepel. Itt a kozépiskolaban megszokott (elGjeles) skalar perdii-

letet hasznaljuk:
N =0uw.

(Csak szimmetrikus testek fétehetetlenségi tengelyeivel foglalkozunk, de errdl nem is be-
széliink kiilon.)

Ha a testre nem hat (kiilsg) forgatonyomaték, akkor a perdiilete allando. Ez a perdii-
letmegmaradas torvénye.

Az impulzusmegmaradas torvényéhez hasonléan itt is feltétele van a megmaradasnak:
a kiils6 forgatonyomatékok eredgje nulla.

A munka kiszdmolasahoz sziikség van a forgd test mozgasi energidjara, amit levezetés
nélkiil adjunk meg:

1
Em = 5@&)2 .

Az utols6 feladat lehet6séget ad a vektoridlis szorzat bemutatasara. Mutassuk meg,
hogy kell kiszamitani!

A tomegpont perdiiletét legtobb iskoldban nem tanitjak, a perdiilet és a forgatényo-
maték vektor jellege hasonloképp legtobb hallgatonak 14j lesz.

Ez a feladat id6 hianyaban természetesen elhagyhato.
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1. Egy [ hosszlsagi, m tomegt palld a két végén van aldtamasztva. A pallon végigmegy
egy my tomegi ember.

Hatarozza meg az egyes alatamasztasokban felléps eréket az embernek a palld egyik
végétsl mért x tavolsaganak fiiggvényében!

Megoldasvizlat, kiemelendd szempontok:

N

X /

O

A pall6 egyensilyat irjuk fel. Csak fiigg6leges erck hatnak, ezek eredGje nulla. A for-
gatonyomatékot irjuk fel az egyik alatamasztési pontra (O). Az egyenletrendszer:

Ny + Ny =mg +mg

l
Nyl = mg§ + mygx .
Az egyenletrendszer megoldasa:

1
Ny = img—i-mlg <1 — %)

1 x
Ny = —mg + mig—.
2 l
A pall6 stlya egyforman oszlik el a két alatamasztas kozott, az ember silya viszont
attol fiiggden, hogy mekkora z: értelemszeriien x = 0 esetében teljesen a bal oldali alata-
masztasra, r = [ esetén pedig a jobb oldali alaitamasztasra nehezedik.

2. Egy m tomegi téglatest alakii, homogén targyat a felsG élénél egy d
kamposszeggel akasztanak a fiiggsleges falra (lasd az abrat).

Rajzolja be a testre hato er6ket, és hatarozza meg az erék nagysagat!
Segitség: A targy a szogon kiviil csak az als6 élénél érintkezik a fallal.

Megolddsvaizlat, kiemelendd szempontok:

A testre haté6 mg nehézségi erével a kamposszeg dltal kifejtett
N; er6 Ny, fiiggbleges komponense tart egyensulyt. A két erének
azonban nem esik egybe a hatasvonala, igy forgatényomatékaik ere-
déje nem nulla: az ered6 forgatonyomaték a testet az 6ramutatoval N, {©O h
egyez( iranyba forgatna.

Ezt csak egy méasik erGpar akadalyozhatja meg: a szog altal ki-
fejtett N; erének a fiiggéleges Ny, er6komponensen kiviil egy Ny,
vizszintes (,hiz6”) komponense is lesz, amivel a test also élénél fel-
1ép6 Ny nyomoers tart egyensilyt.

Harom egyenletet kell felirnunk: a fiiggGleges és a vizszintes er6komponensek, valamint
a forgatonyomatékok egyensulyat. A forgatonyomatékok egyensilyat érdemes a szogre (O
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pontra) felirni, mert azon két er6komponens is atmegy (és igy azok forgatonyomatéka
nulla). Az egyenletrendszer:

le =mg
Nl:t = NQ
d
Noh = mg§ .
Az egyenletrendszer megoldasa:
d
le = N2 = mg% .

Szereléskor legkritikusabb az Ny, htzéerd, ami nem elég erds tiplizés esetén kihtuzza a
szOget a falbol. Lathato, hogy ez az erd akkor nagy, ha a test széles, de nem magas.

3. Egy biciklin az éppen hasznalt attételben az els6 lanckerék n,; = 42 fogu, a hatso
lanckerék ny = 28 fogti. A pedalkar hossza [ = 17 cm, a kerék &tmérGje d = 28”7 ~ 71 cm.
A biciklis és a bicikli egyiittes tomege m = 80 kg.

Mekkora erével kell nyomnia a pedalt a biciklisnek, ha egy 14%-os emelkedén egyen-
letes sebességgel akar felfelé haladni?
Segitség: Egy a hajlasszogi lejtd 100 - tg o %-o0s. A légellenallastol és a gordiilési ellenal-
lastol tekintsen el!

Megolddsvaizlat, kiemelendd szempontok:

A 14%-o0s lejt6 hajlasszoge o = arctg 0,14 ~ 8°.

A biciklit a hatso kerékre hat6 tapadasi surlodasi eré mozgatja elére,
ez egyenliti ki a nehézségi erd lejtSiranya komponensét:

S =mgsina = 109N. -

A forgatonyomatékok egyensilyat a fétengelyre (pedalra) és a hatso kerékre is fel
kell irni. Az abra bal oldali részén az elsG lanckerékre hato, forgatonyomatékot ado erék
lathatok. (Ezen kiviil a tengelyben hat egy reakciderd, de annak nincs forgatonyomatéka.)
Az 4bra jobb oldali részén ugyanez a hatso kerékre. A forgatonyomaték-egyenletek:

FZIKT1

K?"Q_SR_S%Z,

ahol r; és ry a két lanckerék sugara.
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Mivel a fogak tavolsdga mindkét keréken ugyanakkora (megegyezik a lancszemek ta-
volsagaval), a sugarak aranya megegyezik a fogak szaimanak ardnyaval:

o
T2 B ny
Az egyenletekbdl rendezéssel:
d d
F="g="lg_ ﬂmgsina =341N.
) 2[7’2 2ln2

4. Egy tomor, homogén m tomeg( és r sugart henger a rogzitett, viz-
szintes helyzetd tengelye koriil szabadon foroghat. A henger palastjara m
vékony, nytijthatatlan fonalat tekeriink, amelynek egyik vége a henger pa-
lastjara van rogzitve, a mésik végére pedig m; tomegi testet rogzitiink. m,

Mekkora gyorsulassal mozog a test, ha elengedjiik?
Segitség: A homogén henger tehetetlenségi nyomatéka © = %mrQ.

Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:
Az &bran lathatok a hengerre és a testre hatd erdk, valamint a

gyorsulas és a szoggyorsulés iranya. A test fiiggsleges iranyban (lefelé) N

gyorsuld mozgast végez, erre Newton II. torvényét irjuk fel. \7,3
A henger tomegkozéppontja nyugalomban van, a ra haté erck ere- Osr

dgje nulla. (Ezt az egyenletet nem irjuk most fel, ebbél megkaphato K

lenne a tengelyben hato N ers.) A henger a tomegkozéppontjan &t-

mend tengely koriil gyorsuld forgomozgast végez, erre a forgdomozgés K

alapegyenletét irjuk fel. Az O pontra vonatkoztatva csak a K erének J7a

van forgatonyomatéka.
Ezen kiviil tovabbi fontos egyenlet a gyorsulas és a szoggyorsulas
kapcsolatat megadd kényszerfeltétel: a kotél vége rogzitve van a hen-
geren, igy a test gyorsuldsa megegyezik a henger palastjanak érintGiranyt (tangencialis)
gyorsulésaval.
Mindezek alapjan az egyenletrendszer:

mia =myg — K
08 =Kr
a=pr.
Az egyenletrendszert megoldva a test keresett gyorsulasa (felhasznalva a tehetetlenségi
nyomaték megadott kifejezését is):
mig my1g

a = e — 1 .
m1+r—2 m1+§m

Ebbél mar kifejezhetd a szoggyorsulas és a kotélerd is:

g a mig
o (m1 + %m)r
mmyg
K= —q) = ———.
ml(g a) m + 2my

Jegyezziik meg, hogy a kotéler6 nem mqg, hanem annal kisebb (hiszen a két ers kii-
l16nbsége gyorsitja a testet lefelé).
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5. Egy forgoszék fliggtleges tengelye koriil szabadon foroghat. A széken egy ember {il,
vizszintesen kinyujtott karjaival két, egyenként m = 15 kg tomegii stlyzot tart. Az ember
és a szék egyiittes tehetetlenségi nyomatéka (a sulyzok nélkiil) ©9p = 18 kgm?. A pont-
szeriinek tekinthetd stilyzok tévolsaga a forgastengelytsl 7 = 0,9m. A széket w; = 5571
szOgsebességgel megforgatjuk.

Mekkora lesz a szék szdgsebessége, ha a székben iil6 ember a silyzokat a forgasten-
gelytdl ro = 0,3 m tavolsagra behtuzza?

Mekkora munkat végez ekdzben az ember?
Segitség: A karjat behiz6é embernek megvaltozik a tehetetlenségi nyomatéka, de azt a
valtozast hanyagoljuk el a silyzok tehetetlenségi nyomatékanak valtozasa mellett.

Megolddasvizlat, kiemelendd szempontok:
A szék szabadon foroghat, igy az emberbdl, székbdl és stlyzokbol allo rendszerre nem
hat kiils6 forgatonyomaték. Ebbdl kovetkezGen a rendszer teljes perdiilete idében allando:

O1wy = @20027

ahol O, és O, a rendszer teljes tehetetlenségi nyomatéka, w; és wo pedig a szogsebessége
a vizsgalt jelenség el6tt és utan.
A tehetetlenségi nyomatékok:

O, =06+ erf =423 kgm2
Oy = Oy + 2mrs = 20,7kgm?,

amibd6l a végss szogsebesség:

01
Wy = —wy = 10,257,
2= 5,
Ehhez a jelenséghez hasonlé a miikorcsolyazok piruettje is, és ezzel magyarazhatjuk
meg azt is, hogy a Naprendszer sziiletésekor a gravitacios 0sszehiizodés hatasara a kez-
detben lassan forgo porfelhs egyre gyorsabban forgott (és ennek hatasara ellapult).

A rendszer perdiilete allandd, de mozgasi energidja valtozik: a mechanikai energia
megmaradéisanak feltételei nem teljesiilnek, mert az ember munkat végez.

Jegyezziik meg, hogy a rendszer perdiiletét ,belss” erdk (és forgatonyomatékok) nem
tudjak megvaltoztatni (csak ,kiils6k”), de mechanikai energiajat ,,bels§” (nem konzervativ)
er6k munkaja is megvaltoztathatja.

A munkét épp a mechanikai energia megvaltozasabol szamitjuk ki a munkatétel alapjan
(felhasznaljuk a forgd merev test mozgasi energidjara megismert Gsszefiiggést):

1 1 1/0
W = AE, = E@ng - 591”% =3 (@_; - 1) O1w? =552 .

Mit érez a széken iils ember? O tartja korpalyan a stlyzokat, igy azokra befelé hato

er6t kell kifejtenie. Ennek a (behtizas kozben valtozé nagysagu) erének a munkija az,
amit most kiszamitottunk.

69



6. FEgy pontszeri test N perdiilete (vektoridlis mennyiség!) egy tetszdleges O pontra
vonatkoztatva N = r x p, ahol p a test impulzusvektora, r az O pontbdl a testre mu-
tato helyvektor, x pedig a vektorialis szorzat jele. A forgatonyomaték szintén vektorilis
mennyiség: egy F er6 O pontra vonatkoztatott forgatonyomatéka M = r x F, ahol r az
O pontbél az erd tamadaspontjaba mutato helyvektor. Ha egy testre nem hat (kiils)
forgatonyomaték, akkor a test perdiilete allando.

Mutassa meg, hogy Kepler II. torvénye a perdiiletmegmaradas kdvetkezménye!

Megolddasvazlat, kiemelendd szempontok:

Mutassuk meg a vektorialis szorzat meghatarozasat: a x b nagysaga absin~y, ahol y
az a és b vektorok altal bezart szog, irdnya a két vektor altal kifeszitett sikra merc6leges,
iranyitottsagat pedig a ,jobbkézszabaly” hatarozza meg. Két parhuzamos (vagy ellentétes)
vektor vektorialis szorzata (sin0° = sin 180° = 0 miatt) nulla. (Megemlithetjiik azt is,
hogy a vektoridlis szorzat nem kommutativ: a tényezSket felcserélve a szorzat elGjelet
valt, ellentétes iranyu lesz.)

Vizsgaljuk meg a csillag (O pont) koriil ellipszis palyan keringd bolygot!

A perdiiletét a megadott definici6 alapjan hatarozhatjuk meg. Az &dbra bal oldalan
berajzoltuk a bolygéhoz mutaté r helyvektort és a bolygd p = mv impulzusvektorét, ez
utobbi a palya érint6jének irdnyaba mutat. Az N = r x p perdiiletvektor nagysaga a
vektorialis szorzat definicioja alapjan

N =rpsiny = mrusin-y,

iranya pedig a papir sikjara merdleges, felénk mutat. (Megemlithetjiik, hogy ha a jobb
keziink nagy ujja a perdiiletvektor irdnyaba mutat, akkor a tébbi behajlitott ujj mutatja
a keringés vagy a forgas iranyat, ami most a rajzunkon 6ramutatoval ellentétes.)

Az abra jobb oldalan berajzoltuk a bolygora hato egyetlen er6t: a csillag altal kifejtett
gravitacios vonzéerSt. Ez az eré mindig a csillag (O pont) felé mutat (centrdlis erd).
A bolygora hato forgatonyomaték (az O pontra vonatkoztatva) M = r x F,, ami a
vektorialis szorzat definicioja alapjan (az eré nagysagatol fiiggetlentil) nulla. Ebbdl viszont
az kovetkezik, hogy a bolygd perdiiletvektora allando:

M=0 = N = 4llandé.

Mi koze ennek Kepler II. térvényéhez?
Kepler II. torvénye szerint a csillagtol a bolygohoz huzott szakasz (a ,yvezérsugar”)
azonos id§ alatt azonos teriiletet ,strol”.
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A bolygo egy rovid At id6 alatt As = vAt utat tesz meg. (Ha a At id6 kicsi, akkor a
mozgas egyenesvonali egyenletes mozgassal kozelithetd.) A vezérsugar altal sirolt teriilet
egy ellipsziscikk, amit — kis At esetén — egy héromszoggel kozelithetiink. A haromszog
teriilete meghatarozhato két szomszédos oldalanak (r és As), valamint az oldalak altal
kozbezart v’ szognek a segitségével:

1 1
AT = érAs siny’ = 57’1}At sin~y .

Felhasznaljuk, hogy ~’ az r és v vektorok &altal bezart v szog kiegészits szoge, igy a
két sz0g szinusza megegyezik, valamint azt, hogy ha a At id§ kicsi, akkor a kis har kozel
ugyanakkora szoget zar be a vezérsugarral, mint az érintdé.

Az idében dllands perdiilet nagysagara korabban felirt képlet alapjan (dtrendezéssel):

N

rosiny = —,
m

amit behelyettesitve a sirolt teriilet kifejezésébe:

At
AT = 2—]\7 = allandé (ha At = éllandd) .
m

Kepler II. térvénye tehat a perdiiletmegmaradas kovetkezménye, annak egy specidlis
esetre vonatkozo (tapasztalati) megfogalmazasa.
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9. gyakorlat — hullAmok

Bevezetd:

A hullamok a mechanikéan kiviil a fizika (és a villamosmérnoki tudomanyok) sok terti-
letén fontosak, ezért par alapvets dologgal foglalkozunk itt.

A hullamjelenség egy kozeg valamilyen jellemzGjének (kitérés, nyomas, stirtiség, tér-
erGsség, stb.) térben és idében periodikus valtozasa. A vizsgalt mennyiséget (a mi esetiink-
ben a kitérést) a hely és az id§ fiiggvényében a hullamfiiggvény adja meg. Egydimenzits
hullamok (egydimenzios kozegben terjed$ hullam vagy térben terjeds sikhullam) esetén a
hullamfiiggvény egy kétvaltozds fiiggvény.

A hullamfiiggvény transzverzélis hullamnal az x terjedési iranyra merdleges y kitérést
adja meg:

y(z,t) = Asin(wt — kz + o) ,

ahol A a hullam amplitudéja, w = 27 = 2% a hullam korfrekvenciaja (v a frekvencia,
T a periodusids), k = 2° a hullamszam (A a hullimhossz), ¢y a kezd6fazis. (Ezek koziil

a hullimszamot nem tanitjak a kozépiskolaban. Megemlithetjiik, hogy a hullaimszam le-
hetne az egységnyi tavolsagra esG hullamok szdma, azaz 1/) is, mint ahogy a frekvencia
az egységnyi iddre es6 rezgések szama, 1/T. Praktikus okokbol — igy egyszertibb a hul-
lamfiliggvény — ennek 27-szeresét hasznaljuk, ugyanigy, mint ahogy a korfrekvencia is a
frekvencia 2m-szerese.)

A hullamfiiggvénnyel leirt haladd hulldm azt fejezi ki, hogy a hullam az z helyre
At = % id6vel késébb érkezik, ahol ¢ a hullam terjedési sebessége. (Jegyezziik meg, hogy
a c sebesség a hullam ,alakjénak”, fazisdnak dllando sebessége, és azért nem v-vel jeloljiik,
hogy megkiilonboztessiik a rezgs kozeg egyes részeinek iddben vdllozo — rezgémozgashol
adodo — sebességétdl!)

A hullamfiiggvénybdsl meghatarozhato a fazissebesség: a fazis akkor nem valtozik, ha
wAt — kAx = 0, amibél

_Ar_w _A_
“TAar Tk T

Az interferencia a hullamok szuperpoziciojakor (6sszegzédésekor) fellépd, nagyon fon-
tos jelenség: a hullamok 6sszegzédése a faziskiilonbségtol fliggGen erdsits és gyengits (eset-
leg kiolto) is lehet. A 2. feladatban két pontforras interferenciajaval foglalkozunk.

A 3. feladatban egy egydimenzios hullam visszaver6désével és interferencidjaval kiala-
kul6 allohullamot frunk le.

A 4. feladatban egy sipban kialakulé allohullamot, és az ehhez kapcsolédd zenei hangot
vizsgaljuk. Itt érdekességképp megmutatjuk a fizikai leirds és a zenei hangok kapcsolatat:
440 Hz a ,normal zenei a hang”, a 12-foka temperalt skalan pedig két szomszédos félhang
frekvencidjanak aranya V/2.

Az utolso feladatban a Doppler-effektusra latunk (hallunk) egy példat. Itt levezetés
nélkiil megadjuk a (klasszikus, egydimenzios) Doppler-eltolodas képletét (mozgo forrasra
és mozgod megfigyeldre):

,  C— Uy
Vo= v,
c+ v

ahol v a forras frekvencidja, v/ a megfigyel6 altal észlelt frekvencia, ¢ a hullam terjedési
sebessége a kozegben, vy a forrds, v, pedig a megfigyels sebessége a kozeghez képest.
Mindkét sebesség akkor pozitiv, ha a forras és a megfigyel6 tavolodik egymastol.
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1. Az abran egy transzverzélis hullam lathaté a ¢t = 0 pillanatban (folytonos vonal) és
a t = & s pillanatban (szaggatott vonal).

0.1/ y (m)
N A0ET N A 08 v (m)
0,1+ ' "

Mekkora a hullaim amplitidéja, hullamhossza, terjedési sebessége, frekvenciaja, kez-
dofazisa? Irja fel az y(x,t) hullamfiiggvényt!

Megoldasvaizlat, kiemelendd szempontok:
A grafikonrél kénnyen leolvashat6o az amplitidé: A = 0,08 m és a hullamhossz (pél-
déul két maximum, vagy két azonos fazisi zérushely tavolsaga): A = 0,4m. Ezen kiviil

leolvashaté a At = &-s alatti (minimalis) elmozdulas: As = 3 = 5t m, vagy az ennek

megfelel§ faziskiilonbség Ap = 27r% = 27” (Természetesen ez csakgoaz egyik lehetséges
megoldas! Emlitsiik meg, hogy a faziskiilonbség lehet minden Ap(n) = 3¢ + 2n7w érték,
ahol n € Z, akar negativ egész szam!) Szintén leolvashat6 a kezd6fazis: ¢g ~ ?jf ~ 2,36,
vagy az ehhez tartozo sy = A\22 ~ 0,15 m elmozdulas. (A fazisban x egyiitthatoja negativ,
a minusz szinusz fiiggvény kezdGpontja x =~ 0,15 m-nél van.)

A terjedési sebességet a hullam elmozdulasa alapjan hatarozhatjuk meg:

_As
At

c =8m/s.

(Ez ismét csak egy lehetséges — a minimalis — érték, n = 0-hoz tartozo faziskiilonbséggel.)
A periédusidé ebbdl:

A1
T = — = — § = 3
- =50 s =0,05s,
a frekvencia pedig:
1 c
=—=—-=20Hz.
v 77X 0 Hz

(Kozépiskolaban a frekvenciat f-fel szokas jelolni, emlitsiik meg, hogy a fizikusok inkabb
v-t hasznalnak, ezért hasznaljuk mi is ezt.)
A hullamfiiggvény felirasahoz sziikség van még a korfrekvenciara és a hullaimszamra:
2m

W= 2y &~ 125,771

2
k = Tﬂ ~15,7m™".

Végiil a hullamfiiggvény paraméteresen és a numerikus adatokkal:

y(x,t) = Asin(wt — kx + ¢y) = 0,08m - sin(125,7s -t — 157m™ ' - 2 + 2,36) .
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2. Egy sikon két pontszeri hullamforras talalhato, egymastol d tévolsagra. A forrasok
azonos v frekvenciaval, azonos amplitiaddval és azonos fazisban bocsatanak ki hullamokat.
A hullamok a forrasokat koriilvevs (kétdimenzios) kozegben ¢ sebességgel terjednek.

Adja meg azokat a helyeket, ahol a két hullam maximalisan erdsiti, illetve maximalisan
gyengiti egymast!

//////

ban) terjednek?

Megolddasvazlat, kiemelendd szempontok:

Két hullam akkor erésiti egymast legjobban, ha a fazisaik kiilénbsége 27 egész szamiu
tobbszorose. Ez (azonos fazisi hullamforrasoknél) akkor kovetkezik be, ha a hullamok
altal megtett utak kiilonbsége a hullamhossz egész szamu tobbszordse, azaz

As=58—Sy=n\, newl,

ahol .
A= —.

v

Azoknak a pontoknak a halmaza a sikban, melyeknek két rogzitett ponttél valo tavol-
sdga egy adott allando hiperbolaivek. (Kivéve a nulla utkiilonbségnek megfelels szakaszfe-
lez6 merGleges egyenest.) A hiperbolaivek szama (n lehetséges értékeinek szama) fiigg a
pontok d tavolsagatol, az utkiilonbség abszolut értéke nem lehet nagyobb ennél:

d
Asl<d = =S

és igy (a szakaszfelezG egyenessel egyiitt) 2nma, + 1 gorbén lesznek az erdsitési helyek.
Ehhez hasonléan maximalis gyengités (kioltas) ott lesz, ahol a faziskiilonbség 7 parat-
lan tobbszorose, azaz ha

A
As =5 —s9=(2n+1) nez.

5 ’
Ezek a pontok szintén hiperbolaiveken helyezkednek el.

kioltas  erGsités

Az abran az erdsitési és kioltasi helyek latszodnak (d ~ 2,2\ esetén).

Térbeli esetben a hiperbolaivek helyett kétkopenyt forgasi hiperboloid feliiletek lesz-
nek az erdsitési és kioltasi helyek. (Ezeket a feliileteket tgy kapjuk meg, hogy az abran
lathato gorbéket megforgatjuk a két forrast dsszekots egyenes koriil.)
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3. Egy egyik végén falhoz rogzitett kotélen szinuszos hullam érkezik a rogzitési ponthoz,
és onnan visszaverddik. Az érkez§ és visszaverdds hullam interferal egyméssal.

Irja fel és jellemezze a kialakulé hullamfiiggvényt!
Segitség: A koordinata-rendszer kezdGpontja legyen a rogzitési pontnal, és a pozitiv irany
mutasson a kotél felé. Igy a beérkezs hullam sebessége negativ, a hullamfiiggvényt ennek
alapjan irja fell A visszaver6déskor a hullamnak fazisugrasa van. Ennek nagysagat abbol
kaphatja meg, hogy a rogzitési pontban a hullam kitérésének mindig nullanak kell lennie.

Megolddasvaizlat, kiemelendd szempontok:
A negativ irdnyba terjed6é hullaim hullamfiiggvénye:

y_(z,t) = Asin(wt + kx),

hiszen a hullam anndl késdbb érkezik egy helyre, minél kézelebb van az origbhoz.
A visszaver6dd hullam a pozitiv irdnyba terjed, hullamfiiggvénye:

Yy (z,t) = A’ sin(wt — kx + @) ,

ahol A’ és ¢q egyelGre ismeretlen.
Ezek értékét abbol kapjuk meg, hogy az = 0 helyen a kitérésnek (azaz a két hullam
osszegének) mindig nullanak kell lennie (hiszen itt a kotél rogzitve van):

y*<07 t) + y+(07 t) =0
Asin(wt) + A’ sin(wt + ) = 0.

Ez csak akkor igaz minden ¢ id6pontra, ha A" = A és pg = 7 (illetve, ami ezzel egyenértékii,
ha A" = —A és ¢y =0).

A rogzitett falrol valo visszaver§déskor tehat a hullamnak 7 fazisugrasa lesz, ampliti-
doja pedig valtozatlan. (A 7 fazisugras azonban helyettesithets egy —1-gyel vald szorzassal
is, hiszen sin(a +7) = —sina.)

Ezutan méar felirhatjuk a két hullam szuperpoziciojaként (interferenciajabol) keletkezd
hullam hullamfiiggvényét:

y(zr,t) =y_(z,t) + ys (z,t) = Asin(wt + kx) — Asin(wt — kx) = 2Asin kx cos wt ,

ahol felhasznaltuk a
. . . a—pf a+p
sina — sin f = 2sin cos

2 2

trigonometrikus azonossagot.

A kapott fiiggvény egész méas, mint az eddig megismert haladéhullam hullamfiiggvénye!

duzzadohely

\ ~
SGWLT <\ . X
BANNH AN

\ , csomopont

7’
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Bizonyos helyeken (ahol sin kz = 0) a fiiggvény kitérése minden idépillanatban nulla,
ezeket a helyeket csomdpontoknak nevezziik. A tobbi helyen a kozeg pontjai harmoni-
kus rezgémozgast végeznek, mas-mas amplitadéval. A maximaélis amplitudoja helyek a
duzzadohelyek.

Ugyanakkor bizonyos iddpillanatokban (amikor coswt = 0) a fliggvény mindenhol
nulla! Az &dbran 6t kiilonb6z6 pillanatban latszik a kotél (ebbdl az egyik egybeesik az
x-tengellyel).

A kiilonbség hangsulyozasara érdemes (tjra) felrajzolni egy haladohullamot is (két
kiilonb6z6 pillanatban). A kiilonbség szembeotls!

y c
B ——
s
’
’
L
’
’
7

-~ -~
S s
\ 7
\ /
\ /7 x
/
\ , \
\ /
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|— ~ -

4. Egy mindkét végén nyitott sip hossza ¢ = 19cm. A hang terjedési sebessége szaraz,
hideg (5°C-o0s) levegében ¢ = 334,5m/s.

Milyen frekvenciaju hangok alakulhatnak ki a sipban? Mekkora az alaphang frekven-
cidja. Milyen zenei hang ez?

A sipban 1év6 levegs hémeérséklete a fujas kozben 35 °C -ra, relativ paratartalma 80%-ra
valtozik, igy a hang sebessége ¢ = 355,5m/s-ra n6. Mekkora lesz az alaphang frekvenci-
aja? Mennyivel hangolédott el a sip?

Megolddasvazlat, kiemelendd szempontok:

=1 =2 =3

A nyitott sip végein duzzadohelyek lesznek. Igy a lehetséges kialakulé alléhullamok
hullAmhossza:

20
Ap=— neNT,
n
az ehhez tartozo frekvenciak:
c c
Up=~=n—=nv; ncN,
TN !

ahol v; a sip alaphangjanak frekvencija.
Ez alapjan a sipunk alapfrekvenciaja:

~ 880 Hz,

c
Y
amely egy ugynevezett kétvonalas a (a”) zenei hang.

Emellett (kiilonb6z6 amplitudoval) megszolalnak az alaphang felharmonikusai is, me-
lyek frekvencidja az alaphang frekvencidjanak egész szamiu tobbszorosei. Ezek egyiitt ad-
jak a hangszer hangszinét.
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A melegebb, parasabb levegében a hang terjedési sebessége nagyobb, igy megvaltozik

a hang frekvenciaja is:
/

Y = % ~ 9355 Hz ~ 1,063v .

Ha ebbdl a frekvenciaardnybol hangmagassag kiilonbséget akarunk szamolni, akkor
ehhez fel kell hasznalnunk, hogy a hangmagassig a frekvencia logaritmusaval aranyos. A
log, ;2 kifejezés megadja a vy €s v» hangok magassagkiilonbséget oktdvban (azaz a két-
szeres frekvencia éppen 1 oktavval magasabb). A temperdlt skdla az oktavot 12 egyforma
felhangra osztja, igy két szomszédos félhang frekvenciajanak aranya V2 ~ 1,0595.

Eszerint a sip a melegt6l és a paratol kb. egy fél hanggal elhangolodik, a” helyett b”
hangot ad. (Emiatt kell a favos hangszereket a hangverseny el6tt ,befiijni”.)

5. Egy mentSautéd sziréndjanak hangjat az autoé kozeledésekor vy = 583 Hz frekvencia-
junak, tavolodasakor vy = 475 Hz frekvenciajinak halljuk.

Mekkora az auto sebessége? Milyen hangot hallanank, ha az aut6 allna?
Segitség: A homérsékletadat hidnyaban a hang terjedési sebességét vegyiik 340 m/s-nak!

Megoldasvaizlat, kiemelendd szempontok:

A hallott hang frekvenciavaltozasat a Doppler-effektus okozza. Ha az ut szélén allunk,
akkor az auté majdnem pontosan felénk kozeledik, igy hasznélhatjuk az egydimenzits
megoldast. A megfigyeld all, igy a bevezetGben megadott

,  C— Uy
Vv = v,
c + vr
képlet
, c
Vv = v
CF Ut

alakra egyszertisodik. (A — elgjel a kozeledésre, a + eljel a tavolodasra vonatkozik.)
Ez alapjan két egyenletet irhatunk fel:

C
V=1
C — Ur
c
V =19
¢+ v ’

majd az egyenletrendszert megoldva:

v= 22 2347 m/s = 125km/h
v+ Vs
2
y= "2 593 5Hy.
Vi + Vs
Az all6 mentSautd hangja
523,5

121og, — = 121log, o = 12108, 119=12.025 =3
V.

a

félhanggal magasabb a normaél zenei a hangnal, tehat egy kétvonalas ¢ (¢”) hang.

(A szamologéppel valo szamolashoz: log, x = E—;.)
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Ha marad id6, megemlithetjiik, hogy Doppler-eltolodés elektromagneses hullamoknal
(és igy fénynél is) van, de ott a nagy sebességek miatt mas, relativisztikus Osszefiiggéssel
kell szamolni. A fény vakuumban barmely vonatkoztatasi rendszerhez képest ugyanakkora
¢ sebességgel (fénysebességgel”) terjed, igy ott — szemben a klasszikus esettel — nem
szamit kiilon-kiilon a forras és a megfigyel6 sebessége, csak az egymashoz viszonyitott v

sebességiik:
, c—v
Vo= v.
c+v

Ez az effektus nyilvanul meg a tavoli csillagok vords-eltolodasaban, amibél a vilag-
egyetem tagulasara lehet kovetkeztetni.

Egy mozg6 testrél visszaver6dé hullam Doppler-eltolédasa olyan, mintha egy kétszer
akkora sebességii testrél indulna a hullam. Ezen az alapon lehet mozgo6 testek sebességét
mérni. Az orvosi ultrahangos vizsgalatban példaul ilyen elven mérik a vér aramlasi sebes-
ségét az erekben vagy a szivben. Szintén ezt hasznaltik régebben a rendérok a radaros
sebességmeérésnél. (Ma mar a lézeres mérésnél — a méréstechnika fejlédésének koszonhe-
t6en — kozvetleniil visszaverGdési idéket és abbdl tavolsagot, a tavolsag valtozasabol pedig
kozvetleniil sebességet mérnek.)
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10. gyakorlat — idealis gazok, halmazallapotok

Bevezetd:
Egyensilyi allapot jellemzése: V', m, n, U, S extenziv allapotjelz&k, p, T, p intenziv
allapotjelzok.
Egyensilyi folyamatok (egyenstlyi allapotokon keresztiil) folyamatra jellemzd mennyi-
ségei : W, (géz altal végzett munka), @ (k6zolt ho).
I. f6tétel:
AU =@ — Wg )

az energiamegmaradas kifejezédése. A belsé energia csak akkor valtozhat, ha a kornyeze-
tétsl energiat kap, vagy annak energiat ad le. Az energiadtadasnak azonban két kiilonbo6zé
modja van, a munkavégzés (,rendezett” energiadtadas) és a hofelvétel /hsleadas (rende-
zetlen” energiaatadas).

Idealis gaz: egy modell, amely jol leirja a nem tal nagy nyomésiu gazok viselkedését.
Allapotegyenlet:
pV =nRT,

ahol R = 8,314 ——.
Az ideélis gaz belsG energidja egyenesen aranyos az abszolit hémérséklettel:

U= gnRT,

ahol f a gazmolekuldk ,szabadséagi fokainak” szdma (egyatomos gaznal f = 3, kétatomos
molekulakbol allo gaznal f = 5).

Specialis allapotvaltozasok:

Izochor folyamat (V' = dllandd):

b1 P2 f f
Tor We=0. Q=AU=gnR o
Izobar folyamat (p = éllandd):
2 2
Vil% Ay, g=avsw, =L 2av = L2 Rar,
VAT b 2
Izotermikus folyamat (7" = dllandd):
Va Q Va
mVi=pVa, AU =0, Q:Wg:nRTlnvl, AS:T:annvl.
Adiabatikus folyamat (nincs hécsere):
2
Q=0, S=4dllands, pVF=pVy, aholr = f%

(Az els6 kettdt lehet a 2., a masik kettdt a 3. feladatnal ismertetni.)

Halmazéllapotokrdl majd a 4. feladatnal (ha marad ra idg).
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1. Egy V =20dm? térfogata tartadlyban n = 10 mol nitrogéngaz van 7' = 20°C hémér-
sékleten.
Mekkora a gaz nyomaésa és stirtisége?

Segitség: A nitrogén moldris tomege M = 28 -&; az egyetemes gazallando R = 8,314 i

mol-K~*
Megoldasvaizlat, kiemelendd szempontok:

Egyszerti, ,bemelegits” feladat.

T =20°C = 293K, V = 20dm® = 0,02m?, M = 28 £ = 0,028-22

RT
p= " 192.10°Pa = 1,22 MPa
m nM
=— =— =14kg/m?>.
7T 8/m

2. Az abran egy egyszert hGer6gép lathatd a mikddése néhany fazisiban. A hengerben
levegs van (f = 5), a henger bels6 keresztmetszete A = 1dm?. A dugattyi és a teher
tomege egyarant m = 100 kg, a kiils6 légnyomas py = 100kPa, g = 10m/s%.

_
m
| I— L —] . —
m m
|1y I
a) b) ) d)

a) Kezdetben a teher az als6 polcon van, nincs rajta a dugattyin. A dugattya nincs
rogzitve, hy = 1dm magasan egyensilyban van. A bezéart gaz hémérséklete T7 = 300 K.
Mekkora a bezart gaz p; nyoméasa? Hany mol gaz van a hengerben?

b) Ezutan a dugattyut rogzitjiik, a terhet ratoljuk, majd a gézt melegiteni kezdjiik.
Mekkora T, hémérsékleten lesz a dugatty ismét egyenstlyban, hogy a régzitést meg-
sziintethessiik? Mekkora ekkor a giz ps nyomaéasa?

c) Ezutan a gazt tovabb melegitjiik, aminek hatasara a dugattya hy = 2dm magasra
emelkedik.
Mekkora ekkor a gaz T3 hémérséklete és p3 nyomasa?

d) A dugattyut ebben a helyzetben rogzitjiik, és a terhet attoljuk a felsg polcra. Ezutan a
gazt hiiteni kezdjiik, egész addig, amig a nyomas annyira lecsokken, hogy a rogzitést Gjra
kivehetjiik.

Mekkora ekkor a gaz T, h6mérséklete és py nyoméasa?

e) A rogzités eltavolitdsa utan a gazt tovabb hitjiik, egészen addig, amig a dugattyn
visszakeriil az a) dbrdn lathato eredeti allapotba.
Foglalja tablazatba a gaz nyomasat, térfogatat, hémérsékletét és belsG energidjat az
egyes allapotokban és abrazolja a korfolyamatot p-V, p-T és V-T' allapotsikokon!
Hatarozza meg és foglalja tablazatba az egyes részfolyamatok soran a belsé energia
megvaltozasat, a gaz altal végzett munkat és a gazzal kozolt (illetve a gaztol elvont) hét!
Hatarozza meg a héerdgép hatasfokat! Mire forditodik a hasznos munka? Mi lesz a
veszteséggel?
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Megolddsvazlat, kiemelendd szempontok:
Reményeim szerint a valos modell érthetGbbé teszi a kdrfolyamatot.
a) A dugattya nincs rogzitve, az egyensily feltétele:

A =poA+myg
m :po—i—% — 200kPa.

Az anyagmennyiség az allapotegyenlet alapjan:

" — Vi _ pihiA
RT, RT,

= 0,08 mol .

b) A rogritést akkor lehet kihtzni, ha djra egyensily van. Ebbol

2
pzzpo—l-% — 300kPa,

amibdl (izochor allapotvaltozas):

T, = 227 — 450K
y41

c) Izobar allapotvaltozas, a nyomas nem valtozik (ps = pa). Az 6j hdmérséklet:

Vs ha
Ty =—=T,=—T,=900K.
3 ‘/.2 2 hl 2

d) A nyomas lecsokken a korabbi értékre (py = p1). Izochor folyamat:

T, = P47, — 600K .
D3

e) A tablazat (U = LpV) és a korfolyamat az allapotsikokon::

p (kPa) V (dm?®) T (K) U (J)

1 200 1 300 200
2 300 1 450 750
3 300 2 900 1500
4 200 2 600 1000
1 200 1 300 200

A bels6 energia megvaltozasa adodik az el6zG tablazatbol. A gaz altal végzett munka
az izobar folyamatoknal W, = pAV, az izochorndl 0. a felvett hét pedig az 1. f6tételbol
szamithatjuk (Q = AU + Wy):

AU (J) Wg (J) Q(J)

1—2 250 0 250
2—3 750 300 1050
3—4  -500 0 -500

4—1 -500 -200 -700
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V(dm?®) 4 3

p (kga) X p (kPa) , 3 27 i
300 300
200 ] 200 yﬁfg::j:;;7 1 L&

1 4 4 T2
100 100

T T 3 0 |LL,‘/:/’ T T T O ‘LLCC" T T T
0 1 2V@m) “0 300 600 900 7T(K) 0 300 600 900 T (K)

A hatésfok: W 300 — 200 100
n= -5 = = ~T7,7%.
Q1 250 +1050 1300

A végzett munka a teher emelését fedezi:

Wg = mg(h2 — h1> = 1OOJ,

a veszteséget a hiitéskor adja le a rendszer.
Vegyiik észre, hogy a belss energia teljes megvaltozasa a korfolyamat soran nulla (hi-
szen a bels6 energia allapotjelzd).

Megjegyzés: A veszteség részben ujra felhasznalhatd hécserélSk segitségével, és ezzel a
hatasfok javithato(persze nem akirmeddig), de ebbe nem érdemes belemenni, csak ha
kérdésként felmeriil.

3. A Carnot-ciklus egy olyan korfolyamat, amely két adiabatikus (hokozlés nélkiili) és
két izotermikus (alland6 hémérsékletd) folyamatbol all. Adott also és felsé hémérséklet
esetén ennek a korfolyamatnak van a legnagyobb hatésfoka, ezért a hétanban kitiintetett
szerepe van.

A ciklus az alacsonyabb, T} hémérsékletrdl indul egy adiabatikus 6sszenyomassal. En-
nek hatasara a gaz T, homérsékletre melegszik. Ezutan folyamatos héfelvétel kozben al-
land6 hémérsékleten tagul. A harmadik szakasz egy adiabatikus tagulas, aminek hatasara
a gaz lehtl az eredeti 77 hémérsékletre. Innen egy izotermikus 0sszenyoméssal jut vissza
a kezdeti allapotba, mikézben hét ad le.

Foglalja tablazatba az egyes allapotokban a gaz hémérsékletét, belsé energiajat és
entropiajat! Vazolja a folyamatot p-V és T-S allapotsikon!

Foglalja tabldzatba az egyes részfolyamatok soran a belsé energia és az entropia meg-
valtozasat, a gaz altal végzett munkat, valamint a gazzal kozolt (illetve a gaztol elvont)
hét!

Vizsgélja meg a korfolyamat képét a p-V és T-S éallapotsikon! Mekkora a korfolyamat
altal korbefogott teriilet?

Megoldasvizlat, kiemelendd szempontok:

A tablazat kitoltésekor kihasznéljuk, hogy az izotermikus folyamatnél a hémérséklet
és a bels6 energia is allando, és igy a héfelvétel megegyezik a gaz munkavégzésével, az
adiabatikus folyamatnal pedig az entropia allando, héfelvétel nincs, a géz altal végzett
munka megegyezik a bels6 energia valtozasanak —1-szeresével.

Az abrakon a fekete szaggatott vonalak a T} és T5 izotermdk.
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1 Tv U =4inRny Sy
2 Tg U2 = §nRT2 SQ = Sl
3 T3:T2 U3:U2 53:S2+QT_f;1
4 T4:T1 U4:U1 54253
1 T Uy Sy =Sy — %
P Ty 2 3
————————————————— T,
,,,,,,,,, i 4,,,,,, T]
S
AU AS W, Q
1—2 InR(M-T70) 0 ~InR(T, — T) 0
2—3 0 99 pRLInE = Q. Qum
34 —InR(T-T)) O InR(Ty, — Ty) 0
4—1 0 —% —pRTIIn{ = —Qi —Qi

A bels6 energia teljes megvaltozasa most is (értelemszertien) nulla.
Az entropia teljes valtozasa:

Qfel Qle ‘/3 ‘/4 VE&‘/I
AS = _ =nRIn— —nRln — = nR1 =0
PR Rt VA VA TA VAR
mert
V3V1_1
A7

(Ez ut6bbi konnyen belathato az izotermikus pV = élland6 és adiabatikus pV* = édllandé
osszefiiggésekbdl, de itt ne részletezziik.) Ez nem véletlen: az entropia is allapotjelzd.
A p-V allapotsikon a gorbe alatti teriilet a gaz altal végzett (elGjeles) munka, hiszen

Wy =Y pAV

ami ugyanolyan alak, mint kordbban a munka kiszamoldsa az er6bd6l és az elmozdulasbol,
vagy az ut kiszdmolasa a sebességhdl és az idGbdl:

W:ZFAS, s:ZvAt.

Ugyanigy a T-S allapotsikon a gorbe alatti teriilet a géz (elGjeles) héfelvétele, hiszen
Q=) TAS.

Eszerint a p-V allapotsikon a gérbe altal korbezart teriilet a gaz teljes munkaja (W),
a T-S allapotsikon pedig a felvett és leadott hé kiilonbsége (Qre — Q1e), €z a kettd viszont
az I. f6tétel miatt megegyezik!

A Carnot-korfolyamat hatésfoka:

o Ty —T: T
n = Wy 1 @) _ T 1 L
Qrel Qrel 15 15
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4. Az abran az egykomponenst anyagok tipikus fazisdiagramja
lathato. Ez alapjan dénthetd el, hogy az anyag egy adott T hGmér-
sékleten és p nyomason milyen halmazallapoti. Az egyes fazisokat
elvalaszto vonalak altal kijelolt T, p értékeken a két fazis (példaul
folyadék és gbze) egyszerre lehet jelen. A H harmasponthoz tar-
toz6 Ty, hémérsékleten és p, nyomason mindharom halmazallapot
egyszerre lehet jelen. A K kritikus pontban (7} hémérséklet és py nyomaés) eltiinik a kii-
16nbség a folyadék és a légnemii halmazallapot kozott. Ennél nagyobb hémérsékleten mar
nem lehet nagy nyomassal cseppfolyositani egy gazt.

A harmaspont és a kritikus pont a kiilonb6z6 anyagokndl nagyon eltérs, és ez hata-
rozza meg a viselkedésiiket szobahdmérsékleten és normél légkori nyomason. Az alabbi
tablazatban néhany anyag harmaspontjahoz és kritikus pontjahoz tartozé hémérsékletek
és nyomasok lathatok.

folyadék

légnem

T

anyag T, (°C)  pun (kPa) Tk (°C)  px (MPa)
viz 0,01 0,6 373,8 22,06
nitrogén —210,0 12,6 —146,9 339,6
butan —138,6 0,00067  152,0  379,6
széndioxid ~ —56,56 518,7 30,98 7,377

Milyen halmazallapottiak az egyes anyagok szobahdmérsékleten (T = 25 °C) és normal
légkori nyoméson (po = 101,3 kPa)?

Mi torténik, ha az anyagot hiitjiik vagy melegitjiik, illetve ha 6sszenyomjuk vagy csok-
kentjiik a nyomasat?

Megoldasvaizlat, kiemelendd szempontok:
(Ez a feladat id6 hianyaban elhagyhato.)

A viz szobah&mérsékleten és normal 1égkori nyoméson folyékony. Ha lehiitjiik, megfagy.
Ha melegitjiik, vagy ha lecsokkentjiik a nyomasat légnemt lesz.

Megjegyzés: A viz parolgésa levegdben bonyolultabb folyamat, hiszen ekkor nem egy-
komponenst a rendszer. Ilyenkor a vizgdz parcidlis nyomdsa joval kisebb a légkori nyo-
méasnal, ezért lehet szobahémérsékleten is g6z. Ez az érdekes kérdéskor azonban végképp
nem fér mar bele az 6raba.)

I, T
A nitrogén szobah&mérsékleten és normal 1égkori nyoméason gaz halmazallapoti. Ha le-

hiitjiik, cseppfolyosithaté (folyékony nitrogén, 77 K), azonban 6sszenyoméssal nem! (Emi-
att régebben azt hitték, nem is cseppfolyosithato: ,permanens gaz’-nak nevezték.)
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A folyékony nitrogénes edényt nem szabad lezarni, mert akkor felrobban. A nyitott
edényben a folyadék folyamatosan parolog, és ezzel hiiti magat, ami ellensilyozza a nem
tokéletes hészigetelésbdl adodd melegedést.

A butan szobahémérsékleten és normaél légkori nyoméson szintén gaz halmazallapota.
Azonban a nitrogénnel szemben Gsszenyomassal is cseppfolydsithato. Tlyen nagy nyomaést,
de szoba hémérsékletii folyadék 16ty6g a (propan-)butan palackokban.

Iy T

A széndioxid szobah&mérsékleten és normdl légkori nyoméason szintén gaz halmazél-
lapott, azonban a harmaspontjahoz tartoz6 nyomas nagyobb a légkdri nyomasnal, igy
ha hiitjiik, akkor nem cseppfolyosodik, hanem szilard lesz (szarazjég), ami melegedéskor
ismét gazza valtozik (szublimal).

Osszenyomassal azonban szobahémérsékleten is cseppfolyésithato. Viszont kritikus
hémérséklete alig magasabb a szobahdmérsékletnél, konnyen elérhets és megfigyelhetd,
ahogy eltiinik a folyadék és géze kozott a hatarfeliilet. Mar testhGmérsékleten a kritikus
hémeérséklet f61é keriil, amitél nyomésa nagyon nagy lesz, igy nagy 6vatossagot igényel.

89



I'V. Zarthelyi feladatsorok és pontozasi atmutatok

Bevezetd fizika villamosmérnSk6knek — 1. zarthelyi (2015. oktéber 21.)

Név: Neptun-kod: Kurzus:

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésére. Csak irdszer és szimoldgép haszndl-
hato. A feladatok megolddsdt a lap tuloldaldn, és ha sziikséges, a teremfeliigyeldtdl kérhetd
g lapokon folytassa. Az utdobbi esetben a nevét és Neptun-kodjdat minden lapra irja fel!

Feladatok:

1. Egy aut6 a 120 km-es 1t els6 negyedét 50 km /h-s sebességgel tette meg.

Mekkora (alland6) sebességgel kell haladnia a vezetének a hatralévd szakaszon, ha azt
szeretné, hogy az atlagsebessége az egész ttra vonatkoztatva 90 km/h legyen?

(8 pont)
2. Amikor az dbran lathato testek egyensilyban vannak, a két ,ferde”
kotél kozépen derékszoget zar be. A csigak surlodasmentesek, a kotelek
konnytek. my,  my m,
Mekkora az mg tomeg, ha m; = 1,5kg és my = 2kg?

(8 pont)

3. Egy elegendden hosszi lejté aljarol vy = 4 m/s sebességgel inditunk
el egy m = 1,75 kg tomegi testet a lejtén felfelé. o = 40°, a test és a
lejt6 kozott a csiszasi és a tapadasi sirlodési egylitthato is g = 0,25. Vo,

Mekkora s utat tesz meg a test a lejtén felfelé a megéllasig?
Megallas utan elindul-e lefelé? Ha igen, mekkora v sebességgel érkezik vissza a lejt6 aljara?

(21 pont)
4. Egy korhintan a hintdk [ = 10 m hosszi kotelei egy 7 = 4m D) ‘
sugari forgo keretre vannak rogzitve. Amikor a kérhinta egyenletes / 7o a /
sebességgel forog, a hintdk kotele a fiigglegessel o = 40°-0s szoget | >
zar be.
Mekkora a kérhintaban iil6 ember sebessége?
Mekkora er¢ fesziti a hinta kotelét, ha a korhintaban 16 ember témege m = 75kg?

(18 pont)

Megoldasok:
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Bevezetd fizika villamosmérnSkéknek — 1. zarthelyi (2015. oktéber 21.)
Megoldas és pontozas

Pontozdsi szempontok:

Az egyes részpontszamokat jelolom. Természetesen, ha valaki masképp (de helyesen)
oldja meg a feladatot, akkor is jar a teljes pontszam. Ha masképp, de csak részben jol
dolgozik, akkor ardnyosan kevesebb pont jar.

Olyan (amugy helyes) Osszefiiggésekért, aminek nincs konkrét koze a megoldéashoz,
nem jar pont. Ha valaki csak a kezd6 képletig jut, de azt nem rendezni, nem csinal vele
semmit, azért csak egész minimalis pont jar.

Ha minden képlet j6, de a numerikus szamolést rontja el valahol, azért vonjunk le
10-20%-ot! (Ha teljesen irrealis eredmény jon ki, nagysagrendileg rossz, akkor tobbet is.)
Hasonloan, ha rossz a mértékegység.

1. Egy aut6 a 120 km-es 1t els6 negyedét 50 km /h-s sebességgel tette meg.

Mekkora (allandd) sebességgel kell haladnia a vezetének a hatralévs szakaszon, ha azt
szeretné, hogy az atlagsebessége az egész utra vonatkoztatva 90 km/h legyen?

(8 pont)
Megoldds:

th=~L—_" _06h

(%1 41)1
ts = —— =133h

Vatl

3s 3s 3

Vo = 4 = 3 4 3 = 1 4 1 - 122,7km/h

to o tl Vstl o E V4t1 - E

(2+2+4 pont)

2. Amikor az dbran lathato testek egyenstlyban vannak, a két ,ferde”
kotél kozépen derékszoget zar be. A csigak sturlodasmentesek, a kotelek
konnytek. my  m; m,

Mekkora az mg tomeg, ha m; = 1,5kg és my = 2kg?
(8 pont)
Megoldads I.:

Ha felrajzoljuk az erdabrat (bal szélsé abra), és a zart vektorharomszoget (kozépso
abra), akkor abbol azonnal latszik, hogy a harom erd egy derékszogi haromszog harom
oldala, és ebb6l ms = 2,5 kg (pitagoraszi szamharmas fele).

(8 pont)

AR
RS
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Megoldds II.:
Ha ezt nem veszi észre, akkor felbonthatja az erdket (jobb széls§ dbra). Mivel « és
potszogek, sin B = cos av és cos f = sin . Vizszintes eregyensily:

myigsina = magsinf = mag cos o,

amibdl m
tga = — =  a=531°.
my

A fligg6leges erGegyensulybol

M3g = M1g COS & + Maog COS f = Mg COS & + Mog Sin o

mg = mycosa + mosina = 2,5kg.

(4+4 pont)

el egy m = 1,75 kg tomegi testet a lejtén felfelé. o = 40°, a test és a

3. Egy elegendden hosszi lejté aljarol vy = 4 m/s sebességgel inditunk
lejt6 kozott a csiszasi és a tapadasi sirlodési egylitthato is g = 0,25. VO@A

Mekkora s utat tesz meg a test a lejtén felfelé a megéllasig?
Megallas utan elindul-e lefelé? Ha igen, mekkora v sebességgel érkezik vissza a lejt6 aljara?
(21 pont)
Megoldds:
1. lépés: felfelé mozgds dinamikdja
Az abra alapjan az egyenletrendszer:

N =mgcosa

ma; = —mgsina — S
S = uN,

amibdl a (negativ) gyorsulas:

ay = —g(sina + pcosa) = —8,18m/s* (—8,3m/s*, ha ¢g=10m/s?).
(5 pont)

2. lépés: felfelé mozgds kinematikdja
A megallasig eltel6 id6 és a megtett 1t

Vo

t = Tl 0,489s (0,48s, ha ¢=10m/s?)
ai
2
s = vty + %t% = %t% = 2|UO | =0,977m (0,96m, ha g¢=10m/s?).
aq
(5 pont)
3. lépés: megtapad-e?
1< tga = 0,84, ezért nem tapad meg, visszacsuszik.
(1 pont)

88



4. lépés: lefelé mozgds dinamikdja
Az abra alapjan az egyenletrendszer:

N = mgcosa

mas = mgsina — S
S =puN,

amibdl a gyorsulas:

as = g(sina — pcosa) = 4,43m/s* (4,5m/s*, ha g=10m/s?).
(5 pont)

5. lépés: lefelé mozgds kinematikdja
A leérkezésig eltel6 id6 és a sebesség a leérkezéskor

2
S:%tg = ty=1/2 206655 (0,655, ha g¢=10m/s?)
a2

v = asty = /2503 = Vg, /% =29m/s (29m/s, ha ¢g=10m/s?).
1

(5 pont, dsszesen 5+5+41+5+5=21 pont)

4. Egy korhintan a hintdk [ = 10 m hosszi kételei egy 7p = 4m D) ‘
sugaru forgo keretre vannak rogzitve. Amikor a kérhinta egyenletes / "o a /
sebességgel forog, a hintdk kotele a fiiggslegessel o = 40°-0s szoget 1
zar be.

m

Mekkora a kérhintdban il ember sebessége?
Mekkora er¢ fesziti a hinta kotelét, ha a korhintaban il ember tomege m = 75 kg?

Megoldas: (15 pont)
A feladat megoldasa teljesen megegyezik a gyakorlaton (o> /
megmutatott megoldassal. Az erék felbontasa utan az egyen- o N
letrendszer: / KN
ag

K cosa =mg

’U2

Ksina = mag, = m(ry + Isina)w? = m————
ro + [ sina

a korpalya sugara r = ro + Isina = 10,4m. A (szogsebesség és a) sebesség:

gtga -1 -1 2
=4/ ———— = 0,888 0,90 h =10
w \V 7o + [sina SO0 S (0,907, a9 m/s’)

v=+/gtga(ry+Ilsina) =926m/s =33 4km/h (9,4m/s, ha g=10m/s?).

A kotélers
mg

COS &

K= =960N (980N, ha g=10m/s?).

(10+3 pont)
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Bevezetd fizika villamosmérnSkéknek — 1. zarthelyi (2015. oktéber 16.)

Név: Neptun-kod: Kurzus:

A feladatok megolddsara 90 perc dll rendelkezésére. Csak irdszer és szimologép haszndl-
haté. A feladatok megolddsdt a lap tiloldaldn, és ha sziikséges, a teremfeliigyeldtdl kérhetd
uj lapokon folytassa. Az utdbbi esetben a nevét és Neptun-kddjdt minden lapra irja fel!

Feladatok:

1. Egy auté a 180km-es ut egy részét 50km/h sebességgel, a maradékat 130 km/h se-
bességgel tette meg. Az egész ttra vonatkoztatott atlagsebessége 90 km /h.

Héany km-t tett meg 50 km /h sebességgel? (9 pont)

2. Az abran a csigék surlodasmentesek, a kotelek konnyiek. A rend- M
o U oo

szer egyensilyban van.

Mekkora a ,ferde” kotelek altal bezart o szog, ha a felakasztott testek

mindegyikének m = 1,25 kg a témege? (7 pont)
3. Egy hg = 1m magas, a = 25°-0s lejts tetejérsl nyugvo hely-

zetbdl elengediink egy m = 1,1 kg tomegii testet. A test és a lejt6 h
kozott a csiuiszasi és a tapadasi strlodasi egyiitthato is = 0,15. o 0

Mekkora v sebességgel érkezik a test a lejté aljara?
A lejt6 aljan 1év6 rugalmas iitkozorsl a test valtozatlan nagysagi sebességgel visszapattan.

Mekkora h magassagra jut fel, amikor megall? (20 pont)
4. Egy korhintan a hintdk [ = 6 m hosszu kotelei egy g = 3 m su- ‘ )

gart forgd keretre vannak rogzitve. A korhinta egyenletesen forog, / §r0 \

a hintak kotele o = 35°-0s szdget zar be a fiiggslegessel. me i

Héanyszor fordul korbe a korhinta percenként?
Mekkora wvizszintes er§ hat a kérhintaban il m = 45 kg tomegi gyerekre?

(14 pont)
Megoldasok:
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Bevezetd fizika villamosmérnSkéknek — 1. zarthelyi (2015. oktéber 16.)
Megoldas és pontozas

Pontozisi szempontok:

Az egyes részpontszamokat jelolom. Természetesen, ha valaki masképp (de helyesen)
oldja meg a feladatot, akkor is jar a teljes pontszam. Ha masképp, de csak részben jol
dolgozik, akkor aranyosan kevesebb pont jar.

Olyan (amugy helyes) Osszefiiggésekért, aminek nincs konkrét koze a megoldéashoz,
nem jar pont. Ha valaki csak a kezdG képletig jut, de azt nem rendezni, nem csindal vele
semmit, azért csak egész minimalis pont jar.

Ha minden képlet j6, de a numerikus szamolést rontja el valahol, azért vonjunk le
10-20%-ot! (Ha teljesen irrealis eredmény jon ki, nagysagrendileg rossz, akkor tobbet is.)
Hasonléan, ha rossz a mértékegység.

1. Egy auté a 180 km-es ut egy részét 50 km/h sebességgel, a maradékat 130 km/h se-
bességgel tette meg. Az egész titra vonatkoztatott atlagsebessége 90 km /h.

Héany km-t tett meg 50 km /h sebességgel? (9 pont)
Megoldas I.:

S

ts = =2h
Vst

S1 S — 851

— 4+ =14

U1 V2

L2
S1 :vdt]—_18:50km

v2
v1
(Természetesen nem kell paraméteres megoldas, a 2. egyenletbe be lehet irni a numerikus

értékeket, és gy megoldani.) (2+3+4 pont)

Megoldds 11.:
,KoOzismert”, hogy az atlagsebesség akkor lesz a sebességek atlaga, ha éppen az idd
felét teszi meg egy-egy sebességgel. A bizonyitasa:

ts ts v+
8=U1§0+U250:Uat1t5 = Vg = — 5 2.

Ebbél ;

8 v

S=v]— = ! s =50km.

2 24y (9 pont)
2. Az abran a csigak surlodasmentesek, a kotelek konnytek. A rend- M
szer egyensdlyban van. 5 0 4
Mekkora a ,ferde” kotelek altal bezart a szog, ha a felakasztott testek
mindegyikének m = 1,25 kg a tomege? (7 pont)

Megoldas I.:

Ha felrajzoljuk az erSabrat (bal szélsG abra), és a zart vektorharomszoget (kozépso
abra), akkor abbél azonnal latszik, hogy a harom erd egy szabélyos haromszog hérom
oldala, és ebbdl a = 120°. (7 pont)
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Megoldds II.:
Ha ezt nem veszi észre, akkor felbonthatja az erdket (jobb szélsG abra). Vizszintes
erGegyensiily:
mgsin f = mgsin-y,

amibdl o
A fligg6leges erGegyensulybol

o
mg = 2mg cos )

1
o = 2 arccos 5 = 120°.

(2+5 pont)
3. Egy hg = 1m magas, a = 25°-0s lejts tetejérsl nyugvo hely-
zetbdl elengediink egy m = 1,1 kg tomegii testet. A test és a lejt6 P
kozott a csiiszési és a tapadéasi surlodasi egyiitthato is p = 0,15. 7 0
Mekkora v sebességgel érkezik a test a lejté aljara?
A lejt6 aljan 1év6 rugalmas itk6zérdl a test valtozatlan nagysagu
sebességgel visszapattan. Mekkora h magassagra jut fel, amikor megall?

(20 pont)

Megoldas:
1. lépés: lefelé mozgds dinamikdja
Az abra alapjan az egyenletrendszer:

N =mgcosa

ma; = mgsina — S

S = uN,
amibdl a gyorsulas:

ay = g(sina — pecosa) =2,81m/s* (2,9m/s?*, ha g¢g=10m/s?).

(5 pont)
2. lépés: lefelé mozgds kinematikdja
A leérkezésig eltel6 id6 és a sebesség a leérkezéskor
h
So= —— =237m
sin «
2
S0 = %tf = =4/ =1207s (1,285, ha g=10m/s?)
ai
v =ayt; = 2spa; = 3,65m/s (3,7m/s, ha g=10m/s?).
(5 pont)
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3. lépés: felfelé mozgds dinamikdja
Az abra alapjan az egyenletrendszer:

N =mgcosa

mas = —mgsina — S
S = uN,

amibdl a (negativ) gyorsulas:

as = —g(sina + pcosa) = —5,48m/s*> (—5,6m/s*, ha g=10m/s?).
(5 pont)

4. lépés: felfelé mozgds kinematikdja A megallasig eltel6 id§, a megtett Gt és a maxi-
malis magassig

ty = |“—| —0,6665 (0,665, ha g¢=10m/s?)
asz
az o |as| o v? a1 2
=ty + =15 = —1; = —— = 50— = 1,214 1,2lm, h =10
s = vty + 5 2 2 27 Gy 50’a2’ 214m m a g m/s”)
h=ssina = h0|a—1| =0,513m (0,51m, ha g¢=10m/s?).
a2
(5 pont, dsszesen 5+45+5+5=20 pont)

4. Egy korhintan a hintak [ = 6 m hosszu kotelei egy g = 3 m su- ‘ Cw>
gart forgd keretre vannak rogzitve. A korhinta egyenletesen forog, ! §r0 \
a hintak koétele o = 35°-0s szbget zar be a fiiggslegessel. me i

Héanyszor fordul kérbe a koérhinta percenként?
Mekkora wvizszintes er§ hat a kérhintaban il m = 45 kg tomegi gyerekre?

(14 pont)
Megoldds:
A feladat megoldasa teljesen megegyezik a gyakorlaton (@
megmutatott megoldassal. Az erék felbontasa utan az egyen- Z}T ro\!
letrendszer: : 2, a

K cosa =mg

K sina = mag, = m(ro + [ sina)w?,

a korpélya sugara r = ro + [sina = 6,44 m. A szogsebesség és a fordulatszam:
gtgo -1 -1 2
=4/———— =1,033 1,045 h =10
n= 602i = 9,86 fordulat/perc (10,0 fordulat/perc, ha g =10m/s?).
s

A testre hato vizszintes eré (befelé, a forgastengely felé):

F =may = Ksina=mgtga =309N (315N, ha ¢=10m/s?).
(10+4 pont)
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Bevezetd fizika villamosmérnSkéknek — 2. zarthelyi (2015. december 2.)

Név: Neptun-kod: Kurzus:

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésére. Csak irdszer és szimologép haszndl-
haté. A feladatok megolddsdt a lap tiloldaldn, és ha sziikséges, a teremfeliigyeldtol kérhetd
uj lapokon folytassa. Az utdbbi esetben a nevét és Neptun-kddjat minden lapra irja fel!

Feladatok:

1. Az &bran lathato jol csapagyazott, tomor henger tehetetlenségi nyoma-
téka © = %m’rg. A kotél konnyt, nytajthatatlan és nem cstszik meg a henge-
ren, my > mo. A testeket az dbran lathaté nyugalmi helyzetben elengedjiik.

Rajzolja be az egyes testekre hato eréket! " m,
Mekkora a henger szoggyorsulasa?
Mekkora er6 fesziti a hengert tarto kotelet?

(18 pont)

2. Egy a = 25°o0s lejtén v = 1,2m/s kezdGsebességgel meglokiink egy m = 0,5kg
tomegi téglatestet a lejtével parhuzamosan lefelé. A test a surlodas miatt s = 0,4m 1t
megtétele utan megall.

Mekkora a test és a lejté kozotti p csiiszasi surlodasi egyiitthato?
Mennyi munkat végez a sirlodasi erg?

(10 pont)
3. Egy m; = 0,15kg tomegi kiskocsira D = 50 N/m rugoallan- Y D V2

doju, konnyt rugod van erdsitve. A kiskocsi v; = 0,4 m/s sebesség- | m, |WM | m, |
gel utolér egy mo = 0,1kg témegt, vo = 0,1 m/s sebességl masik
kiskocsit, amivel tokéletesen rugalmasan iitkozik.

Mekkora lesz a rugé maximalis Osszenyomodasa az iitkozés kozben?

Mekkora lesz a kiskocsik sebessége az iitkozés utan?
(15 pont)

4. Egy ¢y, = 10cm hosszusagi, nyujtatlan rugora rdakasztunk egy
m = 0,1kg tomegi testet, és ebbdl a helyzetbdl elengedjiik. A rugd D=4,
rugballandoja D = 25N/m, g = 10 m/s%.

m
Mekkora a kialakuld rezgés amplitidoja?
Mekkora a rezgés periédusideje?
Irja fel és abrazolja grafikonon a test sebességét az id6 fiiggvényében!
(12 pont)

Megoldasok:
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Bevezetd fizika villamosmérnSkéknek — 2. zarthelyi (2015. december 2.)

Megoldas és pontozas

Pontozisi szempontok:

Az egyes részpontszamokat jelolom. Természetesen, ha valaki masképp (de helyesen)
oldja meg a feladatot, akkor is jar a teljes pontszam. Ha masképp, de csak részben jol

dolgozik, akkor ardnyosan kevesebb pont jar.

Olyan (amugy helyes) Osszefiiggésekért, aminek nincs konkrét koze a megoldéashoz,
nem jar pont. Ha valaki csak a kezd6 képletig jut, de azt nem rendezni, nem csinal vele

semmit, azért csak egész minimalis pont jar.

Ha minden képlet j6, de a numerikus szamolést rontja el valahol, azért vonjunk le
10-20%-ot! (Ha teljesen irrealis eredmény jon ki, nagysagrendileg rossz, akkor tobbet is.)

Hasonléan, ha rossz a mértékegység.

1. Az 4bran lathato jol csapagyazott, tomor henger tehetetlenségi nyoma-
téka © = %m’r’g. A kotél konnyt, nytajthatatlan és nem cstszik meg a henge-
ren, my > mo. A testeket az dbran lathaté nyugalmi helyzetben elengedjiik.

Rajzolja be az egyes testekre hato ercket!
Mekkora a henger szoggyorsulasa?
Mekkora eré fesziti a hengert tarto kotelet?

Megoldds:

Fontos, hogy K # Ky (K7 > K).
Az egyenletrendszer:
mia =myg — K
meoa = Ky — mag
N =mg+ Ky + K>

1
§m7’26 = (K1 — Ky)r
pr=a,
amit megoldva:
my — Mg g

— — =
my+mg+sm T

mi — ms)?
N:<m1+m2+m— (m 2) )g.

1
m1+m2+§m

(Utobbit persze sok mas alakban is helyesen fel lehet irni.)

(3+6+4 pont)
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2. Egy a = 25°%0s lejtén v = 1,2m/s kezdGsebességgel meglokiink egy m = 0,5kg
tomegi téglatestet a lejtével parhuzamosan lefelé. A test a surlodas miatt s = 0,4m 1t
megtétele utan megall.

Mekkora a test és a lejté kozotti p cstiszasi surlodasi egyiitthato?
Mennyi munkat végez a surlodasi erg?

(10 pont)
Megoldas I.:
Munkatétellel:
Ws=AFE = AFE,+ AEy
Wsg=—-S5s=—uNs = —pumgscosa
1
AE, = ——muv?
2
AE, = —mgssina,
amibgl
1, -
—Hmgscosa = —omu” — mgssina
2
p=-———+tga~0,67.
25g cos o

A surlodasi erd (negativ!) munkaja megegyezik a mechanikai energia megvaltozaséaval:
1
Ws = AFE, + AE, = —§mv2 —mgssina ~ —1,19J,
vagy a munka definicioja alapjan:

Wg=—-Ss=—pumgscosa~ —1,19J.

Megoldds I1.:
Dinamikibdl a szokésos modon:

a = g(sina — pcosa),

a kinematika alapjan:

v
a=——,
2s

majd a kettét egyenlGvé téve:

(s R

SINQ — [Lcos ) = ——

g H g
amibdl
02
= ———+tga = 0,67.
25g cos

A surldédasi munka:

Ws=—-Ss=—uNs=—umgscosa~ —1,19J.
(6+4 pont)
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3. Egy m; = 0,15kg tomegi kiskocsira D = 50 N/m rugoallan- Vi V2

doju, konnyt rugd van erdsitve. A kiskocsi v; = 0,4 m/s sebesség- : D —

.. g I my
gel utolér egy my = 0,1kg tomegi, vy = 0,1 m/s sebességii méasik L_JW\AN lo—oj
kiskocsit, amivel tokéletesen rugalmasan iitkozik.

Mekkora lesz a rugd maximalis 6sszenyomodasa az iitkozés kozben?
Mekkora lesz a kiskocsik sebessége az iitkozés utan?
(15 pont)

Megoldds:
A rugé akkor lesz legjobban Gsszenyomva, amikor a két test sebessége megegyezik. Ez
a kozos sebesség az impulzusmegmaradas alapjan:
myv1 + Moo

Uy= = 0,28H1/S

m1+m2

A rugb Osszenyomodésanak meghatarozasahoz az energiamegmaradas:

1 1 1 1
§m1U% + §m2v§ = §(m1 + mg)u2 + §Dy2,
amibdl
2 2 2 )2
y— \/mlv1 + mov3 — (My + ma)u _ mimsa(vy — V) — 0.0104m ~ 1 em.
D (mq +me)D

A végsebességek meghatarozéasahoz felhasznaljuk, hogy a tokéletes rugalmas iitkozés
miatt a sebességvaltozas ugyanannyi a szétlokddés kozben, mint az dsszenyomodas kdzben.
Ebbél a végsebességek:

w=u+(u—v)=2u—v; =0,16m/s

Ug =u+ (u—1v9) =2u— vy =0,46m/s.

Ha valaki erre nem jon ra, akkor persze kiszamithatja kozvetleniil a végsebességet a
szokdsos modon az impulzus- és energiamegmaradasbol (hosszabb):

mM1U1 + Mol = MU + Mals
%mlvf + %mgvg = %mluf + %mgug
ml(U1 - U1) = mz(UQ - UQ)
mi(v1 — up)(vy 4+ up) = mo(ug — ve)(ug + vg)
Uy = V1 + U — Vg
my(v1 — uy) = mo(v1 + ug — 203)
(my — mag)vy + 2mavsy

= = 0,16
Uy —— , 16 m/s

Uy =v1 +1u; —vg = 0,46m/s.
(9+6 pont)
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4. FEgy ¢y = 10cm hossziségi, nytjtatlan rugora raakasztunk egy
m = 0,1kg tomegi testet, és ebbdl a helyzetbdl elengedjiik. A rugd D=4,
rugoallanddja D = 25 N/m, g = 10m/s%

m
Mekkora a kialakul6 rezgés amplitadoja?
Mekkora a rezgés peridodusideje?
Irja fel és abrazolja grafikonon a test sebességét az idé fliggvényében!
(12 pont)

Megoldds:
A rezgés az egyenstlyi helyzet koriil fog torténni. Az egyensilyi helyzetben a rugo
megnytlasa:
mg

Yo = 3 =0,04dm=4cm.

Az amplitudo megegyezik ezzel a tavolsaggal (hiszen a kezdeti allapotban a sebesség
nulla, az a felsé széls6 helyzet):
A=yp=4cm.

D 1
w=14/— =158s"",

m
T:2m/%QMA&

A test sebessége az id6 fliggvényében szinuszos, hiszen a t = 0 pillanatban a test all.
Ha a felfelé irdnyt vessziik pozitivnak:

A korfrekvencia:

a peri6dusidé:

v(t) = —Awsinwt = —0,63m/s - sin(15,8s " - ).

v (m/s)

01/ 03 \ 05/ 07 1(s)

_0’5__

Itt minden fontos: tengelyeken a mennyiségek és a mértékegységek jelolése, skalak, T’
és Umax helyes abrazolasa, a helyes kezdo6tazis.

(3+3+6 pont)
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Bevezetd fizika villamosmérnSkéknek — 2. zarthelyi (2015. december 4.)

Név: Neptun-kod: Kurzus:

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésére. Csak irdszer és szimologép haszndl-
haté. A feladatok megolddsdt a lap tiloldaldn, és ha sziikséges, a teremfeliigyeldtol kérhetd
uj lapokon folytassa. Az utdbbi esetben a nevét és Neptun-kddjat minden lapra irja fel!

Feladatok:

1. Az abran lathato jol csapagyazott, tomor henger tehetetlenségi nyo-
matéka O = %mrQ. A kotél konnyt, nytjthatatlan és nem csiszik meg
a hengeren, my > my. A testeket az abran lathato nyugalmi helyzetben
elengedjiik.

Rajzolja be az egyes testekre hato eréket!
Mekkora az m; tomegi test gyorsulasa?

Mekkora a henger szogsebessége, amikor az moy tomegi test leér a talajra?
(13 pont)

2. Egy a = 15°o0s lejtén v = 2,5m/s kezdGsebességgel meglokiink egy m = 12kg
tomegi téglatestet a lejtén felfelé. A test s = 0,6 m it megtétele utan megall.

Mennyi munkét végez ekdzben a surlodasi ersg?
Megallas utan visszacstszik-e a test?

(10 pont)
3. Az m; = 0,3kg tomegi és az my = 0,2kg tomegd kiskocsik M
kozott egy y = 2 cm-rel dsszenyomott, D = 80 N/m rugoallandoja, oc—0O o0

konnyt rugd van. A kiskocsik cérnaval Ossze vannak kotve, és nyu-
galomban vannak. A kiskocsikat 0sszekoté cérnat elégetjiik, igy a kiskocsik szétlok&dnek.

Mekkora lesz a kiskocsik sebessége a szétlok&dés utan?

Melyik testnek lesz nagyobb a mozgasi energidja?
(13 pont)

4. Egy D = 50N/m rugéallandoji rugora egy m = 0,1 kg tomegi test

van rogzitve, amely egyensilyban van. Ekkor a rugd hossza ¢ = 10 cm. D=¢
Ebben a helyzetben raakasztunk egy masik, ugyanekkora testet, és ebben m
a helyzetbsl magara hagyjuk a rendszert. g = 10m/s% m
Mekkora a rug6 nytjtatlan hossza?
Mekkora a kialakuld rezgés amplitidoja?
Mekkora a rezgés frekvenciaja?
Irja fel és abrazolja grafikonon a test gyorsulasat az idé fiiggvényében!
(14 pont)

Megoldasok:
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Bevezetd fizika villamosmérnSkéknek — 2. zarthelyi (2015. december 4.)
Megoldas és pontozas

Pontozdsi szempontok:

Az egyes részpontszamokat jelolom. Természetesen, ha valaki masképp (de helyesen)
oldja meg a feladatot, akkor is jar a teljes pontszam. Ha masképp, de csak részben jol
dolgozik, akkor ardnyosan kevesebb pont jar.

Olyan (amugy helyes) Osszefiiggésekért, aminek nincs konkrét koze a megoldéashoz,
nem jar pont. Ha valaki csak a kezd6 képletig jut, de azt nem rendezni, nem csinal vele
semmit, azért csak egész minimalis pont jar.

Ha minden képlet j6, de a numerikus szamolést rontja el valahol, azért vonjunk le
10-20%-ot! (Ha teljesen irrealis eredmény jon ki, nagysagrendileg rossz, akkor tobbet is.)
Hasonloan, ha rossz a mértékegység.

Feladatok:

1. Az abran lathato jol csapagyazott, tomor henger tehetetlenségi nyo-
matéka O = %mrQ. A kotel konnytd, nyajthatatlan és nem cstszik meg
a hengeren, my > my. A testeket az abran lathatoé nyugalmi helyzetben
elengedjiik.

Rajzolja be az egyes testekre hato ercket!
Mekkora az m; tomegi test gyorsulasa?

Mekkora a henger szogsebessége, amikor az moy témegi test leér a talajra?
(18 pont)

Megoldds:

K
1Ta

Fontos, hogy K # Ky (K; < K»), és persze a; = ay = a.
Az egyenletrendszer:

mia = Ky —myg
mea = mog — Ky

1
imr2ﬂ = (Ky— Ky)r
a
5 =
r
amit megoldva:
mo — My

a =
1
my +mg + 5m
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A leérkezésig elteld idé:

a keresett szogsebesség:

r T T

a, 2ha 1\/2hg(m2 —my)

w=pt=—-t= .
b m1+m2—|—%m

Alternativ megoldds:
A végsebességet az energiamegmaradasbol is meg lehet kapni:
1

1
(mg —my)gh = §m102 + §m2”02 + §@w2 ,

amib6l v = wr és a tehetetlenségi nyomaték kifejezésének felhasznalasdval rendezés utan
w-ra ugyanazt az eredményt kapjuk.

(3+6+4 pont)

2. Egy a = 15°o0s lejtén v = 2,5m/s kezdGsebességgel meglokiink egy m = 12kg
tomeg téglatestet a lejtén felfelé. A test s = 0,6 m Gt megtétele utan megall.

Mennyi munkét végez ekdzben a surlodasi ers?

Megéllas utan visszacstiszik-e a test?
(10 pont)

Megoldds:
A sarlodasi erd (negativ!) munkaja megegyezik a mechanikai energia megvaltozaséaval:

Ws =AE =AFE, + AFE,

1

AE, = ——mv?
2

AE, = mgssina

1
Ws =AFE, + AE, = —§mv2 +mgssina ~ —1,92J,
Masrészt a surlodési er6 munkaja kiszamithaté a munka definicija alapjan is:
Wg=—-Ss=—uNs=—pumgscosa,

amibdl kifejezve a siarlodasi egyiitthatot

—W. v?
o= 5 = —tga ~0,28.
mgscosa  2gscos

Ez kicsit nagyobb, mint a megcstszas hatarszoge (tga ~ 0,27), igy a test megallas
utdn nem csuszik vissza.
Megjeqyzés:

A tippeléses” valasz 0 pontot ér, a valaszt szamitassal indokolni kell.
(5+5 pont)
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3: "AZ m; = 0,3kg tér?egﬁ és az mo = 0,2kg tomegi kiskocsik M
kozott egy y = 2 cm-rel dsszenyomott, D = 90 N/m rugdallandoju, oc—o ‘o0
konnyi rugd van. A kiskocsik cérnaval ssze vannak kotve, és nyu-

galomban vannak. A kiskocsikat 0sszekoté cérnat elégetjiik, igy a kiskocsik szétlokédnek.

Mekkora lesz a kiskocsik sebessége a szétlok&dés utan?
Melyik testnek lesz nagyobb a mozgasi energidja? (13 pont)

Megoldds:
A megoldashoz fel kell irni az energia- és az impulzusmegmaradast:

1 1 1
§Dy2 = §m1uf + §m2u§

0 =miug + mous .

(Természetesen lehet eleve gy venni az elGjeleket, hogy u; balra pozitiv, uy pedig jobbra,
és akkor az impulzusegyenlet miu; = mous lesz, de akkor ezt rajzon vagy szovegben
egyértelmiien jelezni kell.)

A maésodik egyenletbdl us-t kifejezve:

my
Ug = ——Uqp,
mo
és az els6be beirva: )
m m
2 2 1 9 1 2
Dy* = myui + —ui = —(my + mo)uy,
mo mo
amibdl
moDy?

Uy = B . SE—
! mq(my + my)

A két megoldés koziil értelemszertien a negativ a helyes, amibdl pedig us-re pozitiv meg-
oldas adodik:

D2
Uy = — EIL L —0,22m/s
my(my + ms)
m my Dy?
Uy = —— Ly = L SN 0,33m/s.
mo mg(ml +m2)

A mozgasi energidk arénya:

2
Eni  maui  my

— L= ,
I molls my

azaz a kisebb tomegii kiskocsinak lesz nagyobb mozgési energiaja. (Az Gsszefiiggés atala-

kitasanal felhasznaltuk, hogy az impulzusmegmaradas miatt m?u? = m3u3.)

Természetesen ugyanezt kapjuk, ha kiszamitjuk a mozgasi energidkat:
1
Epm = 5mluf =0,0072J
1
Fma = 5m2u§ =0,0109J .

Megjeqyzés:
A sebességeknél fontos az elGjel (vagy szovegben az irany), itt pedig az indoklas!

(9+4 pont)
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4. Egy D = 50N/m rugéallanddji rugora egy m = 0,1 kg tomegii test

van rogzitve, amely egyensilyban van. Ekkor a rugd hossza ¢ = 10 cm. D=¢
Ebben a helyzetben raakasztunk egy masik, ugyanekkora testet, és ebben m
a helyzetbsl magéara hagyjuk a rendszert. g = 10m/s% m
Mekkora a rug6 nytjtatlan hossza?
Mekkora a kialakuld rezgés amplitidoja?
Mekkora a rezgés frekvenciaja?
Irja fel és abrazolja grafikonon a test gyorsulasat az id6 fiiggvényében!
(14 pont)

Megoldds:
A rug6 megnyulasa kezdetben:

mg
Yy = 6 = 0,02H’l: 2CH1,
amibdl a nyijtatlan rugé hossza:
ly=0—y; =8cm.
A rezgés az egyensulyi helyzet koriil fog torténni. Az egyensilyi helyzetben a rugo
megnyulasa:
2mg

Yo = N =0,04dm=4cm.

Az amplitadé megegyezik a kezdeti allapot és az egyensilyi allapot kozotti tavolsaggal
(hiszen a kezdeti allapotban a sebesség nulla, az a felsd szélsé helyzet):

A=y, —y; =2cm.

A korfrekvencia. a periodusidé

—~

a grafikonhoz) és a kérdezett frekvencia:

w=1/— =158s""

1 w 1 D
v=—=—=—/—~25Hz.
T 21 27V 2m o
A test gyorsuldsa az id§ fliggvényében koszinuszos, hiszen a t = 0 pillanatban a test
sz€1s6 helyzetben van. Az elengedés utan a testek lefelé gyorsulnak, igy ha a felfelé iranyt
vessziik pozitivnak, akkor:

a(t) = —Aw? coswt = —5m/s* - cos(15,8s' - 1).
Megjeqyzés:

A maximalis gyorsulas éppen a nehézségi gyorsulas fele, hiszen a raakasztott testre
hatoé mg nehézségi eré gyorsit 2m tomeget.
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a (m/s?)

JANA
IAAVARE:

Itt minden fontos: tengelyeken a mennyiségek és a mértékegységek jelolése, skalak, T’
és amax helyes dbrazolésa, a helyes kezd6fazis.

(2+3+3+6 pont)
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Bevezetd fizika villamosmérnokdknek — 1. potzarthelyi (2015. december 15.)

Név: Neptun-koéd: Kurzus:

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésére. Csak irdszer és szimologép haszndl-
haté. A feladatok megolddsdt a lap tiloldaldn, és ha sziikséges, a teremfeliigyeldtol kérhetd
g lapokon folytassa. Az utobbi esetben a nevét és Neptun-kodjdat minden lapra irja fel!

Feladatok:

1. Egy auto a teljes ut els¢ 6todét 50 km/h-s sebességgel tette meg.

Mekkora (atlagos) sebességgel kell haladnia a vezet6nek a hatralévs szakaszon, ha azt
szeretné, hogy az atlagsebessége az egész utra vonatkoztatva 80 km/h legyen? (s )
pont

2. Amikor az dbran lathato testek egyensilyban vannak, a két ,ferde”
kotél kozépen derékszoget zar be. A csigak surlodasmentesek, a kotelek

konnytek.
Y my m; m,

Mekkora szoget zarnak be a  ferde” kotelek a vizszintessel, ha m; = 6 kg
és my = 8kg? (8 pont)

3. Egy elegend6en hosszi lejté aljarol vy = 3 m/s sebességgel inditunk

el egy m = 1,15kg tomegi testet a lejtén felfelé. o = 40°, a test és a

lejté kozott a csuszési és a tapadasi surlodasi egyiitthato is p = 0,2. Vo
Mekkora s utat tesz meg a test a lejtén felfelé a megallésig?

Megallds utan elindul-e lefelé? Ha igen, mekkora v sebességgel érkezik vissza a lejt6 aljara?

(21 pont)
4. Egy korhintan a hintdk [ = 8 m hosszi kotelei egy 19 = 4m €
sugaru forgo keretre vannak rogzitve. Amikor a korhinta egyenletes "o\
sebességgel forog, a hintdk kotele a fiiggSlegessel o = 40°-0s szoget a
zar be. m

Mekkora a korhinta fordulatszdma?
Mekkora er6 fesziti a hinta kotelét, ha a kérhintaban il ember témege m = 60 kg?

13 pont
Megoldasok: ( /
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Bevezetd fizika villamosmérnokdknek — 1. potzarthelyi (2015. december 15.)
Megoldas és pontozas

Pontozdsi szempontok:

Az egyes részpontszamokat jelolom. Természetesen, ha valaki masképp (de helyesen)
oldja meg a feladatot, akkor is jar a teljes pontszam. Ha masképp, de csak részben jol
dolgozik, akkor aranyosan kevesebb pont jar.

Olyan (amugy helyes) Osszefiiggésekért, aminek nincs konkrét koze a megoldéashoz,
nem jar pont. Ha valaki csak a kezdé képletig jut, de azt nem rendezni, nem csindl vele
semmit, azért csak egész minimalis pont jar.

Ha minden képlet j6, de a numerikus szamolést rontja el valahol, azért vonjunk le
10-20%-ot! (Ha teljesen irrealis eredmény jon ki, nagysagrendileg rossz, akkor tobbet is.)
Hasonléan, ha rossz a mértékegység.

1. Egy auto a teljes ut els 6todét 50 km/h-s sebességgel tette meg.

Mekkora (atlagos) sebességgel kell haladnia a vezetének a hatralévs szakaszon, ha azt
szeretné, hogy az atlagsebessége az egész titra vonatkoztatva 80 km/h legyen?

(8 pont)
Megoldds:
A teljes utat jeloljik s-sel!

VR T

! 1 5’01
s

tg) -
Vstl

4s 4s 4

va = 5t = —>—=—S"—=941km/h.

CHES vs Bul Vsl bul

(2+2+4 pont)

2. Amikor az dbran lathato testek egyensilyban vannak, a két ,ferde”
kotél kozépen derékszoget zar be. A csigak surlodasmentesek, a kotelek
konnytek. my,  my m,

Mekkora szoget zarnak be a ,ferde” kotelek a vizszintessel, ha m; = 6 kg
és my = 8kg?
2 s (8 pont)
Megoldas 1.:
Ha felrajzoljuk az erdabrat (bal szélsG abra), és a zart vektorharomszoget (kozépso

abra), akkor azonnal latszik, hogy a harom erd egy derékszogt haromszog harom oldala.

P
@2
VAOA W 291 )

Ayl
(Z%) g,

A vektorharomszogbdl mar kozvetleniil adodnak a szogek:

p1 = arctg ™y _ arctg ™o 36,97, wg = 90° — 1 = 53,1°.
mag ma
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Megoldds II.:
Ha ezt nem veszi észre, akkor felbonthatja az erdket (jobb szélsg abra). Mivel ¢y és
P2 POtszOgek, sin 1 = cos 9 és cos w1 = sin py. Vizszintes erGegyensiily:

M1gsin oo = Mg Sin 1 = Mag COS Y3,

amibdl m
tg s = — = g =53,1° 6s o = 90° — y = 36,9°.
my (8 pont)

el egy m = 1,15kg tomegi testet a lejtén felfelé. o = 40°, a test és a

3. Egy elegendden hosszi lejts aljarol vy = 3m/s sebességgel inditunk
lejt6 kozott a csiszasi és a tapadasi sirlodési egyliitthatod is g = 0,2. VOéA

Mekkora s utat tesz meg a test a lejtén felfelé a megallasig?

Megéallas utan elindul-e lefelé? Ha igen, mekkora v sebességgel érkezik vissza a lejt(c’i aljéra’)?
21 pont
Megoldas:

Az abra alapjan az egyenletrendszer:
N =mgcosa
ma; = —mgsina — S

S = uN,

amibdl a (negativ) gyorsulas:
a; = —g(sina + pcosa) = —7,81m/s .

A megallasig eltel6 id6 és a megtett 1t

= 20 _ 03845
\aﬂ

st 4 Bl W e
0tl1 2 1 2 1 2’a1| ) .

1< tga = 0,84, ezért nem tapad meg, visszacsuszik.
Az abra alapjan az egyenletrendszer:
N = mgcosa
mas = mgsina — S

S = uN,

amibdl a gyorsulas:
as = g(sina — pcosa) = 4,80m/s?.

A leérkezésig eltel6 id6 és a sebesség a leérkezéskor

2
s=2¢2 o 4=,/ 204905
2 as
U = agty = V/28a9 = Vg |Z—2| =2,35m/s.
V lag

(5+5+1+5+5=21 pont)
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4. Egy korhintan a hintdk [ = 8 m hosszti kotelei egy 19 = 4m )
sugari forgo keretre vannak rogzitve. Amikor a kérhinta egyenletes 7o
sebességgel forog, a hintdk kotele a fiigglegessel o = 40°-0s szoget / ‘
zar be. m

Mekkora a korhinta fordulatszama?
Mekkora er6 fesziti a hinta kotelét, ha a korhintaban il ember témege m = 60 kg?
(18 pont)
Megoldds:
A feladat megoldasa teljesen megegyezik a gyakorlaton (> /
megmutatott megoldassal. Az er6k felbontasa utan az egyen- ro N
letrendszer: / 3

K cosa =mg

K sina = mag, = m(rg + Isina)w?,

a korpélya sugara r = ro + [sina = 9,14 m. A szogsebesség:

t
w= )98 949571
ro + lsin «

n= 602i = 9,06 fordulat /perc .
T

amibdl a fordulatszam:

A kotélers m
9 _ 768N.
cosa (10+3 pont)

K =
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Bevezetd fizika villamosmérnokdknek — 2. potzarthelyi (2015. december 15.)

Név: Neptun-koéd: Kurzus:

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésére. Csak irdszer és szimologép haszndl-
haté. A feladatok megolddsdt a lap tiloldaldn, és ha sziikséges, a teremfeliigyeldtol kérhetd
g lapokon folytassa. Az utobbi esetben a nevét és Neptun-kodjdat minden lapra irja fel!

Feladatok:

1. Az 4bran lathato6 jol csapagyazott, tomor, m = 2kg tomegi, r = 10 cm
sugari henger tehetetlenségi nyomatéka © = %mrQ. A kotél konnyt, nyujt-
hatatlan és nem cstszik meg a hengeren, m; = 3kg, ms = 2kg. A testeket

az abran lathato nyugalmi helyzetben elengedjiik. M m,

Rajzolja be a hengerre hat6 ercket!

Mekkora a henger szoggyorsulasa?
(13 pont)

2. Egy « hajlasszogi lejtén v kezdsebességgel meglokiink egy m tomegid téglatestet a
lejtével parhuzamosan lefelé. A test a surlodés miatt s it megtétele utdn megall.

Mekkora a test és a lejté kozotti p cstiszasi surlodasi egyiitthato?
Mennyi munkit végez a strlodasi erG?

(10 pont)
3. Két egyforma, m = 0,3kg tomegl kocsi kozott egy y = 3 cm-rel Y.

osszenyomott, D = 100 N/m rugéallandoji, konnytd rugéd van. A kocsik M
cérnéval Gssze vannak kotve, és v = 0,2 m/s kozos sebességgel gurulnak.
A kocsikat 0sszekotd cérnat elégetjiik, igy a kocsik szétlokddnek.

Mekkora lesz a kocsik sebessége a szétlokédés utan?

4. Egy D = 100N/m rugoallandéja rugora egy m; = 0,1 kg tomegi
test van rogzitve, amire fonallal egy mo = 0,05kg tomegl test van D
akasztva. A rendszer egyensiilyban van. Ebben a helyzetben elégetjiik

a fonalat. g = 10m/s%. "
my
Mekkora a kialakul6 rezgés amplitadoja?
Mekkora a rezgés periddusideje?
Irja fel és abrazolja grafikonon a test gyorsulésat az id6 fiiggvényében!
(12 pont)

Megoldasok:
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Bevezetd fizika villamosmérnokdknek — 2. potzarthelyi (2015. december 15.)
Megoldas és pontozas

Pontozisi szempontok:

Az egyes részpontszamokat jelolom. Természetesen, ha valaki masképp (de helyesen)
oldja meg a feladatot, akkor is jar a teljes pontszam. Ha mésképp, de csak részben jol
dolgozik, akkor ardnyosan kevesebb pont jar.

Olyan (amugy helyes) Osszefiiggésekért, aminek nincs konkrét koze a megoldéashoz,
nem jar pont. Ha valaki csak a kezd6 képletig jut, de azt nem rendezni, nem csinal vele
semmit, azért csak egész minimalis pont jar.

Ha minden képlet j6, de a numerikus szamolést rontja el valahol, azért vonjunk le
10-20%-ot! (Ha teljesen irrealis eredmény jon ki, nagysagrendileg rossz, akkor tobbet is.)
Hasonloan, ha rossz a mértékegység.

1. Az abran lathato jol csapagyazott, tomor, m = 2kg tomegtd, r = 10 cm
sugari henger tehetetlenségi nyomatéka © = %mr? A kotél konnyd, nyidjt-
hatatlan és nem cstszik meg a hengeren, m; = 3kg, ms = 2kg. A testeket

az abran lathato nyugalmi helyzetben elengedjiik. m,
1
Rajzolja be a hengerre hat6 erdket!
Mekkora a henger szoggyorsulasa?
(13 pont)

Megoldds:
N

O rxﬂ
Kz é KZ Kl |:|A:|K]
Ta la

Csak a kozépss abra elvaras. Fontos, hogy K7 > K5 és a kotéler6k nem egyeznek meg a
testekre hato nehézségi erével (nem myg és mag a két kitélers).
Az egyenletrendszer:

mia = myg — K3
moa = Ky — mog
(N =mg+ K + Ky)

1
57717”25 = (K1 — Ky)r
Br=a,
amit megoldva:
g=—1"" 9463552

B my + mo + %m T
(3+10 pont)
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2. Egy «a hajlasszogi lejtén v kezd&sebességgel meglokiink egy m tomegi téglatestet a
lejtével parhuzamosan lefelé. A test a surlodas miatt s Gt megtétele utan megall.

Mekkora a test és a lejté kozotti p cstiszasi surlodasi egyiitthato?
Mennyi munkéit végez a sturlodasi erG?

(10 pont)
Megoldds I.:
Munkatétellel:
Ws =AFE = AE, + AFE,
Ws=—-S5s=—uNs = —pumgscos«
1
AE, = ——mv?
2
AE, = —mgssina,
amibdl
1, _
—Hmgscosa = —omy” — mgssina
02
= ———+tga.
25g cos «

A suarlodasi erd (negativ!/) munkaja megegyezik a mechanikai energia megvaltozaséaval:

1 1
W =AFE, + AE, = —§TTLU2 —mgssina = — (§mv2 + mgs sin a) ,

vagy a munka definicioja alapjan:

2

1
Ws=—-Ss=—pumgscosa = — ( + tg&) mgscos o = — (—mv2 + mgs sina) )

2sg cos « 2

Megoldds II.:
Dinamikabol a szokésos modon:

a = g(sina — pcosa),

a kinematika alapjan:

majd a kettét egyenlévé téve:

(si )=—3
st — pcosa) = ——,
g M 99
amibdl
02
H=——+tgo.
25g cos «
A sirlodasi munka:
2 1
Wg=—Ss=—umgscosa — [ ———— +tga | mgscosa = — [ =mv* + mgssina | .
25g cos « 2

(6+4 pont)
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3. Két egyforma, m = 0,3kg tomegl kocsi kozott egy y = 3 cm-rel Yy,
osszenyomott, D = 100 N/m rugballandoji, konny( rugéd van. A kocsik M
cérnéaval Gssze vannak kotve, és v = 0,2 m/s kozos sebességgel gurulnak. e
A kocsikat 0sszekotd cérnat elégetjiik, igy a kocsik szétlokddnek.

. ’ ’ . 2z 3 z ?
Mekkora lesz a kocsik sebessége a szétlokGdés utan? (15 pont)

Megoldas I.:
Vizsgaljuk a mozgést a kocsik k6z0s v sebességével egyiitt mozgd koordinata-rendszerben!
Ekkor kezdetben a kocsik allnak, majd — az azonos témegek miatt — szimmetrikusan

szétlokddnek. Az energiamegmaradés alapjan:
1

1
—Dy* =2 —mu?,
2 2

/
u = tyy/ — = +0,387m/s.
2m

A 16ldrél nézve a kocsik sebessége:
uy =v—u =—0,187m/s

ug =v+u =0,587Tm/s.

amibal

Megoldds I1.:
Fo6ldhoz rogzitett koordindta-rendszerben.
Ekkor fel kell irni az energia- és impulzusmegmaradast:

1 1 1 1
§Dy2 +2. §mv2 = §muf + §mu§
2mv = mui + mus .
A masodik egyenletbdl us-t kifejezve:
Uy = 20 — Uy,

és az els6be beirva:

Dy? + 2mv? = mu? + m(2v — up)?,

majd rendezve:
D
uf — 2vu +v* — %yQ =0.

A masodfoki egyenlet megoldésai:

D
ulzviy %

Ebbdl a kisebb a helyes megoldas u;-re (és a nagyobb a szimmetria miatt éppen ug-re):

D
Uy :v—y\/% = —0,187m/s,
D
Uy = 20 — Uy :U—I-y\/% =0,587m/s.
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4. Egy D = 100N/m rugoallandojt rugora egy m; = 0,1 kg tomegii
test van rogzitve, amire fonallal egy mo = 0,05kg tomegl test van D
akasztva. A rendszer egyensilyban van. Ebben a helyzetben elégetjiik

a fonalat. g = 10m/s?. i

m
Mekkora a kialakuld rezgés amplitidoja? 2
Mekkora a rezgés peridodusideje?
Irja fel és abrazolja grafikonon a test gyorsulasat az id6 fiiggvényében! (12 pont)

Megoldds:
A rezgés akoriil az egyenstilyi helyzet koriil fog torténni, amikor méar csak az egyik test
log a rugon. Az egyensilyi helyzetben a rugd megnytlasa:

yoz%zo,()lm:lcm.

Kezdetben a megnytlas

g = M) s 1 s em,
D
az amplitado a két tavolsag kiilonbsége (hiszen a kezdeti dllapotban a sebesség nulla, az
az also széls6 helyzet):

A=y —yo=05cm.

[ D
w=4/—=316s",

my
Tzzm/% ~02s.

A test gyorsuldsa az id§ fiiggvényében koszinuszos, hiszen a t = 0 pillanatban a test
kitérése maximalis. Ha a felfelé irdnyt vessziik pozitivnak, akkor a t = 0 pillanatban a
gyorsulds pozitiv:

A korfrekvencia:

a peri6dusidé:

a(t) = Aw® coswt = 5m/s? - cos(31,657" - 1).

a (m/s?)

IAVANY,

01/ 02 \03 /] (s

Itt minden fontos: tengelyeken a mennyiségek és a mértékegységek jelolése, skalak, T’
és amax helyes dbrazoldsa, a helyes kezd6fazis.

Megjegyzés: Az amax = § kitaldlhato: a fondl elégetésekor mog-vel csékken a lefele hato
erd, igy ekkora erd kezdi gyorsitani az m; tomegi testet. EbbSl ap.c = mm—Qf’ = 2. Az
amplitidot ebbdl is meg lehet hatarozni A = *2g= alapjan.

(3+3+6 pont)

113



Bevezetd fizika villamosmérnokdknek — 2. pot-pot zarthelyi (2016. januar 6.)

Név: Neptun-koéd: Kurzus:

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésére. Csak irdszer és szimologép haszndl-
haté. A feladatok megolddsdt a lap tiloldaldn, és ha sziikséges, a teremfeliigyeldtol kérhetd
g lapokon folytassa. Az utobbi esetben a nevét és Neptun-kodjdat minden lapra irja fel!

Feladatok:

1. Az 4bran lathato6 jol csapagyazott, tomor, m = 5kg tomegi, r = 15cm
sugari henger tehetetlenségi nyomatéka © = %mrQ. A kotél konnyt, nyujt-
hatatlan és nem cstszik meg a hengeren, m; = 3kg, ms = 2kg. A testeket

az abran lathato nyugalmi helyzetben elengedjiik. M m,

Rajzolja be az egyes testekre hato ercket!

Mekkora az m; tomegi test gyorsulasa?
(13 pont)

2. Egy a = 15°o0s lejtén v = 2,4m/s kezdGsebességgel meglokiink egy m = 0,4kg
tomegi téglatestet a lejtén felfelé. A test s = 0,5 m ut megtétele utan megall.

Mekkora a test és a lejté kozt a cstszasi surlodasi egyiitthato?
A test mozgasi energidjanak hany szazaléka vész el a sirlédési munka miatt?

(10 pont)
3. Egy m; = 0,2kg és egy my = 0,4kg tomegt kiskocsi kozott egy S

y = 3cm-rel 6sszenyomott, D = 100 N/m rugoallandoji, konnyi rugo N
van. A kocsik cérnaval Ossze vannak kotve, és v = 0,2m/s kozos se- —
bességgel gurulnak. A kocsikat 6sszekots cérnat elégetjiik, igy a kocsik

szétlokodnek.

Mekkora lesz a kocsik sebessége a szétlokédés utan?
(15 pont)

4. Egy D = 100N/m rugoallandojia rugora egy m = 0,1 kg tomegii
test van rogzitve, amire fonallal egy masik, ugyanakkora témegii test D
van akasztva. A rendszer egyensulyban van. Ebben a helyzetben eléget-

... m
jiik a fonalat. g = 10m/s?. "
Mekkora a kialakul6 rezgés amplitadoja?
Mekkora a rezgés frekvenciaja?
Irja fel és abrazolja grafikonon a rugoéerdt az idé fiiggvényében!
(12 pont)

Megoldasok:
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Bevezetd fizika villamosmérnokdknek — 2. potzarthelyi (2015. december 15.)
Megoldas és pontozas

Pontozaisi szempontok:

Az egyes részpontszamokat jelolom. Természetesen, ha valaki masképp (de helyesen)
oldja meg a feladatot, akkor is jar a teljes pontszam. Ha mésképp, de csak részben jol
dolgozik, akkor aranyosan kevesebb pont jar.

Olyan (amugy helyes) Osszefiiggésekért, aminek nincs konkrét koze a megoldéashoz,
nem jar pont. Ha valaki csak a kezdG képletig jut, de azt nem rendezni, nem csinal vele
semmit, azért csak egész minimalis pont jar.

Ha minden képlet j6, de a numerikus szamolést rontja el valahol, azért vonjunk le
10-20%-ot! (Ha teljesen irrealis eredmény jon ki, nagysagrendileg rossz, akkor tobbet is.)
Hasonléan, ha rossz a mértékegység.

1. Az abran lathato jol csapagyazott, tomor, m = 5kg tomegtd, r = 15cm
sugard henger tehetetlenségi nyomatéka © = %mr? A kotél konnyd, nydjt-
hatatlan és nem cstszik meg a hengeren, m; = 3kg, ms = 2kg. A testeket

az abran lathato nyugalmi helyzetben elengedjiik. m,
1
Rajzolja be az egyes testekre hato ercket!
Mekkora az m; tomegi test gyorsulésa?
(13 pont)

Megoldds:
N

B
Or\’ K
of 6 1
Ta la

Fontos, hogy K; > K, és a kitéler6k nem egyeznek meg a testekre hatod nehézségi erével
(nem myg és mag a két kotélerd).
Az egyenletrendszer:

mia = myg — K,
maoa = Ky — mog
1
§mr26 = (K; — Ko)r
pr=a,

amit megoldva:
(m1 —ma)g

- 1
m1+m2+§m

=1,31m/s*.
(3+10 pont)
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2. Egy a = 15%0s lejtén v = 2,4m/s kezdGsebességgel meglokiink egy m = 0,4kg
tomegi téglatestet a lejtén felfelé. A test s = 0,5 m at megtétele utan megall.

Mekkora a test és a lejt6 kozt a cstiszasi surlodasi egyiitthato?

A test mozgasi energidjanak hany szazaléka vész el a sirlédéasi munka miatt?
(10 pont)

A sarlodasi er6 (negativ!) munkaja megegyezik a mechanikai energia megvaltozasaval:

Ws =AE =AFE, + AFEy

1
AFE, = —=muv?
5"
AFE, = mgssina

1
W =AFE, + AE, = —§mv2 + mgssina.
Masrészt a surlodasi er6 munkaja kiszamithaté a munka definicioja alapjan is:
Wg=—-Ss=—uNs = —pumgscosa,

amibdl kifejezve a surlodasi egyiitthatot

— W v?
W= 5 = —tga~0,34.
mgscosa  2gscosa

A keresett arany a (negativ) surlodasi munka —1-szeresének (abszolit értékének) és a
kezdeti mozgési energidnak a hanyadosa:

W- Imov? — mgssin a 2¢s si
Ws| _ 3 _ 9 —1— 2R X 0,56 = 56% .
E. imv2 v

(A t6bbi a helyzeti energia novelésére forditodik. Az eredményt természetesen ebbdl is
meg lehet kapni.)

(6+4 pont)
3. Egy m; = 0,2kg és egy my = 0,4kg tomegt kiskocsi kozott egy v
y = 3cm-rel 6sszenyomott, D = 100 N/m rugoallandoja, konnyi rugo N
van. A kocsik cérnaval Ossze vannak kotve, és v = 0,2m/s kozos se- OO0 U 0
bességgel gurulnak. A kocsikat 6sszekots cérnat elégetjiik, igy a kocsik
szétlokGdnek.
Mekkora lesz a kocsik sebessége a szétlokédés utan?

(15 pont)

Megoldds I.:

Vizsgaljuk a mozgést a kocsik k6zos v sebességével egyiitt mozgd koordinata-rendszerben!
Ekkor kezdetben a kocsik allnak, majd szétlok6dnek. Az impulzus- és energiamegma-

radas alapjan:

0 = myu) + maou,
1 1 1 9

§Dy2 = §m1u'12 +gmatly
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Az els6 egyenletbol

amit a masodikba behelyettesitve, majd azt megoldva:

D 2
Wy = —y | —2 0,548 m/s
mq(my + my)
D 2
why = ——2Y —0274m/s.

ma(my + ms)

(Az el6jelek abbol adodnak, hogy nyilvanvaloan u) < ub.)
A 6ldrél nézve a kocsik sebessége:

uy =v+u; =—0,348m/s
uy = v+ uy = 0,474m/s.
Megolddas II.:

Fo6ldhoz rogzitett koordinata-rendszerben.
Ekkor is fel kell irni az energia- és impulzusmegmaradast:
1 1 1 9

1
§Dy2 + §(m1 + mg)v? = Emlu% + 52

(mq + ma)v = myug + mous .
A masodik egyenletbdl us-t kifejezve:

(mq + mao)v — myuy

Uy = )
mgo
és az elsGbe beirva, majd azt rendezve:
D 2
Wl — vy + 0% — —— 2.
mq(my + my)
A maésodfoki egyenlet megoldasai:
Dimou?
wp = v | —22Y
my(mq + my)
amelyek koziil a v-nél kisebb megoldas a helyes:
D2
= — | —— 2~ 0,348 m/s.
mi(mq + my)
Ebbdl mar behelyettesitéssel:
_ Dima 2
u2: (m1+m2)v mlul :’U—I—m(’l}—ul):v—l— mly 207474m/s
mo meo mo (m1 + m2>
(15 pont)
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4. Egy D = 100N/m rugoallandojia rugora egy m = 0,1kg tomegii
test van rogzitve, amire fonallal egy masik, ugyanakkora témegi test D
van akasztva. A rendszer egyensulyban van. Ebben a helyzetben eléget-

jiik a fonalat. g = 10m/s?. "
Mekkora a kialakul6 rezgés amplitadoja?
Mekkora a rezgés frekvenciaja?
Irja fel és abrazolja grafikonon a rugoéerdt az idé fiiggvényében!
(12 pont)

Megoldds:
A rezgés akoriil az egyensulyi helyzet koriil fog térténni, amikor méar csak az egyik test
log a rugén. Az egyensilyi helyzetben a rugd megnyilasa:

Yo = % =0,0lm=1cm.
Kezdetben a megnytlas
2mg
'=—2=0,02m =2
y D Y m Cm’

az amplitudo a két tavolsag kiilonbsége (hiszen a kezdeti allapotban a sebesség nulla):
A=y —yo=1cm.

A korfrekvencia, a frekvencia és a periddusidé:

D w 1 D m
— = ]_ -1 = — = — — ) H T:2 — 2 .
w ”m 31,65, v o o\ 5Hz, m/D 0,2

A test kitérése az id§ fliggvényében koszinuszosan valtozik az egyensilyi helyzet koriil,
hiszen a ¢t = 0 pillanatban a test kitérése (és a rugd megnyulésa) maximalis. A rugé
megnyilasa eszerint:

y(t) = yo + Acoswt,

amibdl a keresett rugoer6 az id§ fiiggvényében:

F.(t) = Dy(t) = Dyo + DAcoswt = mg(1 + coswt) = (1 + cos 31,65 ') N.

F.(N)

01 02 03 t(s)

Itt minden fontos: tengelyeken a mennyiségek és a mértékegységek jelolése, skalak, a
helyes kezdéfazis. A fels§ szélsé allapotban a rugders nulla lesz.
(3+3+6 pont)
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