Valtakozo elektromagneses terek

l. Valtakozo feszlltség és valtoaram eldallitasa

Az elektromos aram mindennapi életlink fontos része. A 19. szdzadban Thomas Alva
Edison és az altala alapitott laboratérium munkatarsai  mutattdk meg elséként az
elektromossag szamos gyakorlati alkalmazasi lehetéségét. Tudjuk, hogy az izzolampa is
Edison taldlmanya. (Bar 6 szénszalat hasznalt. Megjegyezziik, hogy a ma hasznalt
wolframszalas izzoéhoz szamos magyar taldlmany is flizodik. Brody Imre, Tungsram,
Egyesult 1zz6. Ma General Electric.) Edison azonban egyenaramot hasznalt, és fiatal
asszisztense a szerb Nikolas Tesla javaslatait a valtoaram hasznalatara rendre figyelmen
kivill hagyta. Ugyhogy Tesla végiilis a konkurrens Westinghouse Electric Company-hoz
csatlakozott, és a két vallalat kozott hatalmas harc indult. Ez végiilis az 1893-as csikagoi
vilagkiallitason dolt el, ahol a Westinghouse, azaz Tesla valtddramu generatorai és motorjai
atiitd sikert arattak. Az alabbi kisérlet €s a hozza csatlakozo levezetés a valtoéaramu generator
alapelvét ismerteti.

Kisérlet: nagy miiszer és magnes + tekercs

Tekintsiink egy lapos tekercset, melynek menetszama legyen n, keresztmetszete pedig
legyen A. Helyezzilk ezt a tekercset egy B indukcioju magneses térbe. A lapos tekercs
keresztmetszetére merdleges A irany és a B vektor altal kozbezart sz6g legyen a. Ekkor a B
tér fluxusa:

d, = nJ’B [dA =n(B [A) = nBAcosa.

Ha a lapos tekercset egy olyan tengely koriil forgatjuk, amely meréleges mind az A-ra, mind
a B-re, akkor
a=wt+a,,
ahol w a forgas szogsebessége, ag pedig a kezdeti sz6g. Ekkor a Faraday féle indukcid
torvény szerint a lapos tekercsben indukal6doé feszultség:
- d[nBAcos(wt +a .
u' __de__d & o)] = nBAsin(wt +a,),
dt dt

vagyis az indukalt fesziltség szinuszosan valtakozik:

U'=U,sin(wt +a,),
ahol Up a maximalis fesziiltség, vagyis a rezgés (a harmonikusan rezgd fesziiltség)
amplitudoja. Ha bevezetiink egy 0j kezdé ¢ faziszoget, amely az eredeti ag—al az alabbi
Osszefliggésben all:

g =¢+ 7221
akkor az indukalt feszliltség az alabbi formaban is irhato:
U' =U, cos(wt + @).
A tovabbiakban (a forgdvektoros ill. komplex irasmod miatt, 1asd késdbb) ebben az alakban
tekintjik majd a valtakozé feszultséget.

I1. A valtakozo fesziltség és aram komplex irdsmodja

IdBben szinuszosan valtozd, azonos korfrekvencidju mennyiségek dsszeadasa
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Haazonos w korfrekvenciaval idoben szinuszosan valtozd két mennyiség dsszegére
vagyunk kivancsiak, pl. ket harmonikus rezgbmozgas pillanatnyi Kitéréseinek 6sszeget
szeretnénk kiszamitani, akkor viszonylag egyszerl dolgunk csak akkor van, ha a két
rezgdmozgas fazisa megegyezik. Jel6lje ugyanis az egyik harmonikus rezgdmozgas
pillanatnyi Kitéréset, amplitudojat és fazisat rendre x;, A;, @1, ugyanezeket a
mennyiségeket pedig a masodik rezgdmozgasra jeldlje X, Az, ¢.. Ezekkel a jeldlésekkel

% (t) = Acos(wt +¢,), X (t) = A, cos(wt +¢,).
Amennyiben a két rezgés kezdofazisa megegyezik, azaz
$,=9, =9,
akkor a két rezgeés 0sszege konnyen felirhato:

X(t) = %, (1) + %, (t) = A cos(wt + @) + A, cos(wt + §) = (A + A,) cog(wt + @).
Tehat ebben az egyszerl esetben egy olyan harmonikus rezgdmozgast kapunk eredményiil,
amelynek kezd6fazisa ugyanakkora mint a két dsszeadandd rezgésé, amplitiddja pedig
egyszerlen a két rezgés amplitudojanak az 6sszege. Nehezebben attekinthetd a helyzet, ha a
két rezgés kezdofazisa kilonbozik egymastdl. Ekkor ranézéssel még azt is nehéz elddnteni,
hogy a két rezgés 0sszege is harmonikus rezgdmozgas lesz-e. Trigonometriai atalakitasok
utan belathato, hogy egymastdl kulonb6zd kezddfazisok esetén is koszinuszos fliggvenyt
kapunk a két rezges 0sszegére, nevezetesen

A cos(wt +¢,) + A, cos(wt + ¢,) = Acos(aw+t + @),

ahol

. i +A sng
A= N +A +2 cos(¢, —¢,), valamint ¢ =arctan Asing, 2
A+ A+ 20 A, o9, = ) p=actang b
Ezeket a latszdlag bonyodalmas 0sszefiiggéseket kdnnyen attekinthetjik, ha a harmonikus
rezgdmozgasok 6sszeadasahoz egy szemléletes geometriai médszert, a forgo vektorok
maodszerét alkalmazzuk.

Osszeadés forgo vektorok segitségével

Mint tudjuk, az « korfrekvenciaju harmonikus rezgbmozgas szemléletesen Ugy
foghato fel, mint egy w szdgsebességl kérmozgas vetilete. Tekintsunk példaul az x-y
sikban egy vektort, amely az orig6 korul forog egyenletes w szdgsebességgel az Gramutatd
jarasaval ellentétes iranyban. Ennek a vektornak az x tengelyen vett merdleges vetiilete
megadhatja pl. az elsd harmonikus rezgdmozgasunk pillanatnyi x;(t) kitérését, feltéve, ha a
vy(t)-vel jelolt forgd vektorunk hossza A;, és a kezdeti idGpontban az x tengellyel bezart
szOge pedig ¢;. (Lasd az abrat.) Ugyanigy xo(t) megadhat6, mint egy olyan v, (t)-vel jel6lt
forgo vektor, melynek hossza A,, az X tengellyel bezart kezdeti szdge pedig ..
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A két rezgbmozgas 6sszeadasanak a feladata ezekutan az alabbi formaban irhaté fel:
x, () +%,(t) = Ve v, (1)} +Ver{ v, (1)},
ahol a "Vet" mdvelet alatt az értendd, hogy vegyik a v vektornak az X tengelyre esd
vetuletét, vagyis az x komponensét. Eddig a pontig a forgd vektoros moédszer csak
felesleges komplikaciénak latszik. A modszer eldnyei a kovetkezd Iépésekben mutatkoznak
meg. EI6sz06r is, mivel a vektorok 6sszeadasa a megfeleld komponensek 6sszeadasat jelenti,
ezérta v; €sa V» vektorok vetlleteinek dsszegét ugy is ki lehet szdmitani, hogy eldbb a két
vektort dsszeadjuk, és az eredd vektornak képezziik a vetiletét, vagyis
Vet{v, (1)} +Vet{v, (1)} =Ver{v,(t) + v, (t)} =Ver{v(t)}.
Tovabba még azt is fontos észrevenni, hogy a két vektor azonos szogsebességgel forog, és
ezért a forgas kdzben az egymashoz viszonyitott relativ helyzetik nem valtozik. Ezért
megtehetjik, hogy a két forgé vektort egy adott pillanatban, példaul a kezddpillanatban
0sszeadjuk,
v(0) =v,(0) +v,(0),
és a kezddpillanatra igy kijott eredd wv(0) vektort w szogsebességgel "megforgatjuk”.
Vagyis a feladatot fix (rogzitett) vektorok 0sszeadasara lehet visszavezetni, az eredd vektor
forgasat elég késdbb szamitasba venni. A kétdimenzids allé és forgd vektorok matematikai
leirdsara viszont a komplex szamok a legalkalmasabbak. (Hiszen a komplex szdmokat
szokas ugy is meghatarozni, mint olyan kétdimenzids vektorokat, melyekre a skaléar algebra
valamennyi szabalya érvényes.) Ezért a vektoros szamitdsi mddot ezekutan komplex
szamokkal fogjuk felirni.

Komplex irdsmaod, komplex amplitidd
Az X (t) -vel jelolt harmonikus rezgdmozgasunkhoz tehat rendeljiik hozzé az alabbi,
w szbgsebességgel forgd komplex szamot:
X, () = A exp{i(wt +9,)},
ahol a rezgdmozgasunk nem mas, mint a fenti forgd komplex szamnak a val6s tengelyen vett
vetulete, azaz
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x, () = Re[ X, (t)}.
Mieldtt visszatérnénk eredeti feladatunkhoz, a két szinuszosan valtoz6 mennyiség
Osszeadasahoz, irjuk fel a harmonikus rezgdmozgashoz rendelt forgd komplex szdmot egy
Kissé méas formaban:
X, (0) = A expi(wt +4,)} = A exp(i ¢,) expli wt) = X, (0) exp(i wt),

ahol A exp(i@,) = X,(0) az 4n. komplex amplitudd. Ez nem mas, mint a forgd komplex
szam a t=0 iddpillanatban, és ennek a komplex szdmnak a forgatasarol az exp(i [e(t)
szorzOtényezd "gondoskodik™. Most mar visszatérhetiink eredeti feladatunkhoz, aholis a két
harmonikus rezgdmozgas ereddjét kerestiik. Oldjuk meg ezt a feladatot a forgé komplex
szamok segitségével: .

X, (1) + %, (t) = Re{ X, ()} + Re{X, (0} = Re{ X, (1) + X, (1)} = Re{|X, (0) + X, (0) | feexp(i ewt)
Ebbdl a megoldasbol jol lathato, hogy az eredd rezgés komplex amplitudojat ugy kapjuk,
mint két rezgés komplex amplitadoinak 6sszeget, es ez egy egyszerl, konnyen érthetd és
megjegyezhetd szabaly. Ezt a komplex amplitadot azutan az  exp(i «t) szorzotényezd w
szOgsebességgel forgatja, és ennek a forgd komplex szdmnak a valos tengelyre vett vetiilete
adja az eredd rezgést, mint az idd fliggvenyét.

Valtakoz6 aram és valtakozo fesziiltseg komplex irdsmaodja

Az Olvasonak bizonyara feltiint, hogy eddig a rezgések Osszetevésérdl beszélve
elektromossagrol nem sok szé esett, a rezgésekrdl mint mechanikai rezgesekrdl beszéltlink.
Ez szandékosan tortent igy, mivel az iddben szinuszosan valtoz6 mennyiségek komplex
leirasa volt a cél, és ennek illusztralasara barmilyen, mechanikai avagy elektromos rezges
egyarant megfelel. x tehat egyarant jelenthet mechanikai kitérést, elektromos aramot, avagy
fesziiltseget is. A "a rend kedvéért" azonban most irjuk fel a valtakozo aramra illetve
fesziiltsegre érvényes analog formulékat is:

1(0) =1 cOS(@E+¢), 1) =Re(I®}, 1O=10xpiwt), 1(0)=1,, exp(ip)
U =U,, cos@t +4), U®=RefUD}, U@ =UO@expiwt), UO)=U , exp(i ).

II.  Valtakoz6 &ramu aramkorok, komplex impedancia

Egy sorbakapcsolt tekercsbdl és ellenallasbél allé valtoaramu halézat szamitasa
Nézzlik meg ezekutan, hogy az el6zBekben ismertetett komplex irasmod hogyan
segiti a valtbaramu szamitasokat! Ehhez tekintsiik az alabbi aramkort:
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Az aramkor szinte ugyanaz, mint amit mar a bekapcsolasi jelenségnél is targyaltunk, csak itt
most nem egy idben allandé ¢ elektromotoros erejl telepet kapcsolunk be, hanem egy
idGben koszinuszosan véltakozo elektromotoros erdt:

E(t) = £, COS(wt + @).
Ha a tekercsen kiviil megylnk korbe az aramkdrben, akkor felirhaté Kirchhoff huroktévénye
(mert drvenyes elektromos tér csak a tekercs belsejében van), tehat

Ust)+U (t) =&t), azaz RI(t)+ LdId(tt) = &, COS(wt + @).
Ennek a differencial-egyenletnek az 1(0) =0 kezdeti feltételt kielegitd megoldasa

__Ema Dot +4-9) + exp(- Rtycos(p-9)2  ahol 9 =arctan =2
«/R2+w2L2§ L H OR O

Az idd maulasaval a bekapcsolasi jelenséget leird exponencialisan csokkend tranziens tag
hatadsa rohamosan csokken. Ezért a tovdbbiakban ezekkel a tranziensekkel nem kivanunk
foglalkozni és feltételezzik, hogy a valtéaramu kdrben minden aram és fesziltség tisztan
koszinuszosan valtozik. Ekkor viszont nyugodtan alkalmazhatjuk a komplex irasmaédot.
Most nézzik meg, hogyan alkalmazhat6 a komplex szamitasi moéd a fenti probléma
megoldasara! Irjuk be tehat az aramot és az elektromotoros erdt komplex irasmoddal a fenti
differencial-egyenletbe:

R Re{1(0) exp(i wt)} + L;It[Re{I(O) exp(i wt)] = Re{£(0) exp(i wt)}.

1(t) =

A fenti egyenletet célszerlien atrendezve a kdvetkezd alakra hozhato:

Re{|[R1(0) +i L I (0) - £(0)|exp(i wt)} = 0.
A fenti forgd komplex szam valos része csak Ugy lehet minden idGpillanatban zérus, hogy a
komlex amplitado egyenld nullaval, vagyis

R1(0)+i Lwl(0)—£(0) =0, ahonnan 1(0) Ri(lol)_w

Lathato tehat, hogy a komplex szamitasi méoddal a differencial-egyenletbdl egy algebrai
egyenlethez jutottunk, amely algebrai egyenletbdl az aramerdsség komplex amplitidojat Ki
tudtuk fejezni. Ez pedig a feladat megoldasat jelenti, hiszen a komplex amplitid6bol mind az
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aramerdsség maximumat, mind az aramerdssegnek a kapocsfesziiltseghez képesti fazisszogét
ki tudjuk szdmolni. El6szor az aramerdsség maximumat szamoljuk ki, ami nem méas mint a
komplex aramamplit(do abszolut értéke:
m‘ — ‘8(0)‘ — € max

R+iwl| /R?+@??
Az aramerdsség pedig nyilvanvaléan akkora fazisszoggel lesz lemaradva a
kapocsfesziltséghez képest, amennyit az R+ial komplex szammal val6 osztas jelent. Ez

pedig kénnyen szamithato:
g = arctanEw—LB
OR O

Igy tehat felirhatjuk az aramerdsséget, mint az idd fuggvényét

It)= ™ [pos(wt+¢-9),
JRP+ WP

ami nem mas, mint a differencial-egyenletiink megoldasa a tranziens tagtél eltekintve. Az
igazsag azonban az, hogy az aramot mint az id6 fuggvényét a legritkabb esetben szokéas csak
felirni, mert majdnem soha nem vagyunk arra kivancsiak, hogy mekkora az dram egy adott
iddpillanatban. (Azt Ggyis tudjuk feliras nélkul is, hogy idBben koszinuszos fuggvényrdl van
sz0, melynek korfrekvencidja w.) Ennél fontosabb szamunkra az, hogy mekkora a maximalis
aramerdsség (vagy ami ezzel szorosan 0sszefiigg, mennyi az aramerdsség effektiv értéke,
amirdl majd késbbb lesz szd), avagy, hogy mennyi a fazisszdg. Az aramerdsség komplex
amplitadéja pedig mint lattuk, mindkét informéciét tartalmazza, tehat erre van igazan
szlikségunk.

max

A komplex impedancia bevezetése
Az eldzbekben lattuk, hogyan szamithaté ki az aramerdsség komplex amplitaddja.
Most ezt ismét irjuk fel, de vezessiink be egy Uj jelolést .
=0 _0O
R+iwlL Zwr

A Za komplex szd&mot a fenti soros RL kor komplex impedancidjanak mondjuk.
Hasonl6 dsszefliggések irhatok fel a fesziltség és az aramerdsség komplex amplitadoi kdzott

kilon az ellenallason és a tekercsen is:

U, _ R -

I ,(0) = E( ), ahol Zr =R, vaamint 1 (0)= > ahol Z.=ilLw.

R L

Eddig még nem volt sz6 a kondenzatorrél, mint aramkori elemrdl a valtakozé aramu
halozatban. A kondenzatoron atfolyd aram komplex amplitidoja és a rajta esd fesziiltség
komplex amplituddja kdzott formailag hasonlo dsszefuiggest irhatunk fel, mint a tekercs és az
ellendllds esetében, de a kondenzator komplex impedancidja természetesen masként
szamitando. A levezetésnél a kondenzator fesziiltsege, toltése és kapacitasa kozott fennallo
ismert 0sszefuggesbdl indulunk ki:

d I.(0)d
Ue=, D Uc(t)=Q°(t)=IIC(t) t, 0 Re{uc(t)}zReME
C C C = C 5

Ezekutan ismét felhasznaljuk a valtakozé fesziiltség és aram komplex irdsmaodjat:
U (t) = U, (0) Cexp(i wt), valamint 1. (t) =1, (0) &xp(i wt).

, ahol Zr =R+iwlL.

U, (0)

30



A kondenzatoron atfolyé komplex aramerdsseg integralja ezekutan kiszamithato:

II c()dt =1,(0) J’exp(i wt)dt = I_Cﬂexp(i wt).
i

(Itt tulajdonképpen még egy integracios allandénak is kellene szerepelnie, ami a kondenzator
atlagfeszultséget jelenti. Ez azonban valtakozo aramkorben a bekapcsolas utan hosszu idovel
zérus.) Ha az integrélra kapott eredményt ezekutan felhasznaljuk, akkor hasonld atalakitasok
utan, mint amilyeneket az RL kor esetében is csinaltunk, a komplex amplitudok kozotti
alabbi 0sszefuiggeshez jutunk:
_1:(0) _ - 1
U.(0) = C vagy 1.(0)= Zc ahol Zc = oC

Tehat most mar ismerjik a tekercs és az ellendllds mellett a kondenzator komplex
impedanciajat is. A kovetkezd kérdés, hogyan szamithatok olyan halozatok, amelyek e
haromféle komplex impedanciat tartalmazzak valamilyen tetszdleges kapcsolasban? E
szamitasokhoz a Kirchhoff-féle torvenyek komplex analogonjara van sziiksegiink.

A Kirchhoff-tdrvenyek a komplex amplitidokra

Amint arrél mar sz6 volt, egy zart hurokban a pillanatnyi fesziltségekre érvényes a
Kirchhoff-féle huroktorvény, feltéve, hogy a tekercseken kivil és nem belil zarul a hurok.
Tehat felirhato, hogy

iUi (t)=¢(), O i Re{m} = Re{@}, O Re%(O) - iUI(O)Eepr wt) %: 0,

amibdl kovetkezik a komplex fesziiltség-amplitidokra érvényes huroktdrvény:

> U, (0) = £(0).

1=

Hasonlé modon lathato be a csomoponti torvény is. A pillanatnyi aramokra felirt csoméponti
torvénybdl vezethetd le a komplex aramamplitudokra érvényes csomoponti torvény, mely

szerint:
Z I k (0) = O!

vagyis egy csomopontra nézve a komplex aramamplitudok dsszege zérus.

Komplex impedanciak soros és parhuzamos kapcsolasa

Komplex impedancidk soros kapcsoldsa esetén az eredd komplex fesziltség-
amplitadd egyenld az egyes impedanciak komplex fesziitség-amplitiddinak Osszegével.
(Huroktorvény.) Tovabba felirhatjuk a komplex fesziiltség- és aramamplitidok kozotti
Osszefliggést is, figyelembevéve, hogy soros kapcsolas lévén valamennyi impedancian
azonos az aram. Tehét

UE(0)=iui(0), U.0)=2:1(0), U(0)=2Z1(0), O zE=izi,

vagyis soros kapcsolas esetén az eredd komplex impedancia egyenld a részimpedanciak
Osszegével.

A péarhuzamos kapcsolasra érvényes formula levezetesenél a csoméponti térvenynek
a komplex aramamplitidokra érvényes alakjabdl indulhatunk ki, tovabba figyelembe kell
venni, hogy parhuzamos kapcsolasnal valamennyi impedancian azonos a fesziltség. A
levezetés végeredmeénye az a jol ismert képlet, miszerint
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1.2

Ze 47,
vagyis parhuzamosan kapcsolt komplex impedancidk ereddjének a reciproka egyenld a
részimpedanciak reciprokainak dsszegével.
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