A Maxwell-egyenletek és az elektromagneses hullamok

A hullamegyenlet

A Maxwell-egyenletek egyik legérdekesebb tulajdonsadga, hogy ezeknek az
egyenleteknek van hulldmmegoldasuk is. A mechanikabol mar ismerjik a hullamegyenletet,
amely egy haromdimenziés rugalmas koézegben c sebességgel terjedd hullamra az alébbi
formaban irhato fel:
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ahol W a rugalmas kozeg kitérése az egyensulyi helyzethez képest. Amennyiben ez a kitérés
merbleges a hullamterjedés iranyara, ugy transzverzalis, ha pedig a kitérés egyiranyl a
hullamterjedés iranyaval, ugy longitudinalis hulldmokrdl beszélink. Egy x tengely mentén
terjedd sikhullam esetében, amikoris a kitérés csak az x koordinatatél fiigg, az y-tél és ztdl
nem, akkor a hulldmegyenlet az alabbi forméara egyszerisodik:
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Koénnyen meggydzddhetink réla, hogy a fenti parcialis differencialegyenletnek van halado
hullam( megoldasa. Ha ugyanis a W kitéreés tetszdleges fuggvénye az (x - ct) avagy az (x
+ ct) argumentumoknak , akkor a W Kkitérés c sebességgel terjed a pozitiv, illetve a
negativ. x tengely iranydba. Arrdl pedig a differencialegyenletbe valé behelyettesitéssel
gydzddhetiink meg, hogy a
W(x,t) =WP(x —ct), P(x,t) =WP(x + ct)

fliggvenyek kielégitik a differencialegyenletet.

A hullamegyenlet levezetése a Maxwell-egyenletekbdl
Induljunk ki a Maxwell-egyenleteknek a vakuumra érvényes alakjabél, feltételezve,

hogy toltések nincsenek jelen, azaz p=0, és aram sem folyik j=0.
rotH =g, a—E rotE = -y, a—H divH =0, divE=0.
ot ot
Képezzik az elsd egyenlet mindkét oldalanak a rotaciojat:
OE , 0
rot(rotH :rotEla —H 0 rad(divH )-AH =g, —(rotE),
(o) =rof, 50 0 gracive)-or =e, 2 rote)

majd pedig ebbe az egyenletbe helyettesitsiik be a harmadik és a masodik Maxwell-

egyenletet is:
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Lathato tehat, hogy a H magneses térerdsségre vonatkozo hullamegyenlethez jutottunk.
Teljesen hasonl6 mddon juthatunk az E elektromos térerfsségre vonatkozd
hullamegyenlethez is. Ez utdbbi esetben a kiindulasi pont a masodik Maxwell-egyenlet, és
ennek képezzilk a rotaciojat. A hullamegyenlettel dsszevetve az elektromagneses hullamok
terjedési sebessege a vakuumban:
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Habehelyettesitjik a szameértékeket:
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ami éppen a vakuumban mért fénysebesseéggel egyenld. Ez az 6sszefiiggés vezette Maxwellt
arra a felismerésre, hogy a fény nem mas, mint elektromagneses hullam. Az elektromagneses
hullamok létét azonban minden kétséget kizar6 modon csak Hertz hires kisérlete bizonyitotta
be sok évvel késdbb. Megjegyezzik, hogy a Maxwell-egyenletekbdl az is levezethetd, és ezt
az optika targyalasanal be is fogjuk mutatni, hogy az iddben és térben valtozo elektromos és
magneses térerdsség a hullamterjedés iranyara merdleges, vagyis az elektromagneses
hullamok transzverzalisak. Egy masik érdekes és alapvetd kerdés, amit szintén kesdbbi
tanulmanyaink soran fogunk megvizsgalni, miszerint mihez képest értendd a fénysebesség?
Erre a problémara a specialis relativitds elmélete ad valaszt, melyet Albert Einstein
fejlesztett ki e szazad elején.
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A toltesmeérleg es -megmaradas levezetese a Maxwell-egyeletekbdl

Mérlegegyenlet és megmaradasi torvény

Mieldtt ratérnénk a levezetés ismertetésére, roviden ismételjuk at, hogy mit is értink
mérlegegyenleten, illetve mit is jelent egy megmaradasi torvény. A mérlegegyenlet extenziv,
az anyagmennyiséggel aranyos mennyiségekre vonatkozik. Példanak okaert legyen ez egy
kémiai komponens -mondjuk sésav- mennyisége egy kémiai reaktorban. A reaktorba
folyamatosan aramoljon be hidrogén- és klorgaz, amelyek a reaktorban sdsavgazza égnek el.
A sbsavgaz moljainak szamat a reaktor belsejében jeldlje Nqc|. A s6savgazra vonatkozo

globalis (integralis) mérlegegyenlet ekkor a kovetkezd:
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ahol P, a sésavgaz forraserdssége a reaktorban (a reaktorban iddegység alatt képzddd
s6savmolok szama), |, pedig a sosavnak a reaktor feluletére vonatkozd aramerdssége

(amely megmutatja, hogy iddegyseg alatt hany mol sosav tavozik a reaktorbol). A
mérlegegyenlet tehat azt mondja, hogy a s6sav mennyisége két ok miatt valtozhat meg a
reaktorban: 1.) a ki- és bedramlas miatt, 2.) avagy a képzodés illetve a bomlas miatt.
Megmaradd menyiségre a forraserfsség zérus. A fenti reaktorban példaul a klératomokra
érvényes a megmaradasi torvény. Ez nem jelenti azt, hogy a reaktorban ne véaltozhatna a
kloratomok szama -pl. a reaktor leallitdsanal megszintetjik a Klor bearamlasat, és ekkor a
reaktorban levd kloratomok szama csokken - hanem csak annyit, hogy a reaktorban nem
képzGdnek, avagy nem semmisilnek meg klératomok. A sbésavra vonatkozo
mérlegegyenletet lokalis alakban is felirhatjuk:

d[HCI]

ot

ahol [HCI] a sosavkoncentracio a reaktor egy pontjaban, divj,, a soésavgaz
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aramsQriségének a forrassirisége a reaktornak ugyanabban a pontjaban, és végul o,

pedig a sOsav képzddési (produkcio-) sOrlsége ismét csak a reaktornak ugyanazon
pontjdban. A lokalis merleg tehat a reaktor, avagy altalanossagban a tér egy pontjara
vonatkozik. A megmarad6 mennyiségeket az jellemzi, hogy a térnek egyetlen pontjaban sem
képzddnek, avagy semmisilnek meg, azaz produkciéstrlséguk a tér minden pontjaban
zérus.



Ezekutan térjink vissza a toltésmérleg, illetve -megmaradas levezetésere a Maxwell-
egyenletekbdl kiindulva.
Toltésmérleg és -megmaradas

Az elsd Maxwell-egyenletbdl induljunk ki, és képezzik mindkét oldal divergenciajat:

div(rotH):diVQ +O0 5 ozdvj+av®, 0 dvi+280) g
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mivel barmely vektortér rotacidjanak a divergenciaja zérus. Ezekutan vegyuk figyelembe a
IV. Maxwell-egyenletet, és helyettesitsik be a fenti eredményiinkbe. Tehat:

M+c|ivj:o, dvb=p, 0 Pidvj=o
ot at

Vagyis az elektromos toltésre vonatkozéan egy olyan lokalis mérlegegyenlethez jutottunk,
ahol a produkcioslriség mindenitt zérus. Ez tehdt nem mas, mint a téltésmegmaradas
torvénye. Vagyis a Maxwell-egyenletekben benne van a toltésmegmaradas torvénye,
miszerint elektromos toltés nem keletkezhet és nem is semmisilhet meg. Ez azonban nem
jelenti azt, hogy pl. toltott részecskék ne keletkezhetnének, avagy ne tnhetnének el, csak e
folyamatok kdzben a toltésmegmaradasnak mindig teljestlnie kell. Példaul egy negativ
toltésh elektron és egy pozitiv toltésd pozitron egymassal talalkozva eltlnik (annihilalédik),
és ekdzben ket gamma foton keletkezik (annihilacios sugarzas). Toltés azonban nem tdnik el
a folyamatban, mert a negativ és pozitiv téltések 6sszege nem valtozik.

A Poynting-vektor és az energiamérleg levezetese
a Maxwell-egyenletekbdl

A kondenzator, illetve a tekercs energidjanak kapcsan mar volt sz6 az elektromos,
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Ha mindkét tér jelen van, akkor ennek az elektromagneses térnek az energiasdrisege
nyilvanvaldan az elBbbi két energiasriségnek az dsszege:
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Most szeretnénk az elektromagneses energiara vonatkozd mérlegegyenletet felirni. Még
mieldtt felirnank ezt az egyenletet, feleljink arra a kérdésre, hogy vajon itt érvényes lesz-e a
megmaradas. Az energiamegmaradas torvényére asszocialva eldszor talan azt valaszolnank,
hogy igen. Jobban belegondolva azonban ra kell jénnlnk, hogy az elektromagneses energia,
ugyanugy mint pl. a mechanikai energia, az energianak csak egy fajtaja, és mint ilyenre nem
szlikségszerlen ervenyes ra a megmaradas. Jelen esetben pl. engedjik meg, hogy ohmikus
ellenallasokon folyjon at az elektromos aram. llyenkor az elektromagneses energia belsd
energiava alakul az ellenallason, amelyet mint hot ad at az ellenallas a kornyezetének. A
kordbbiakban mar megismerkedtiink a Joule-torvény lokalis alakjaval, amelyik megadia,
hogy mekkora az elektromos aram teljesitménysdrdsege a tér egy adott pontjaban:

Ez a hoteljesimény azonban az elektromagneses energia szempontjabdl nem nyereség,
hanem veszteség. Az elektromagneses energia mérlegegyenletében ez tehat mint negativ
produkcidsiriség fog szerepelni:

Oeneraia = ) LE



Lassan tehét bsszegyﬂjtdgettl’]k az elektromégneses energia mérlegegyenletének valamennyi
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vezessuk be S-et, az un. Poynting- vektort
S=ExH,

amelyrdl be fogjuk bizonyitani, hogy nem mas, mint az elektromagneses energiaaram-
sOr(ség vektora. (Tehat S megmutatja, hogy melyik iranyba aramlik az elektromagneses
energia, és hogy mennyi energia aramlik at az S-re merdleges egysegnyi feliileten id6egység
alatt.) A bizonyitashoz képezzilkk az S Poynting-vektor divergencijat:

divS = div[E xH] = O[E xH] = H O x E] - E(JU x H] = H [fotE - E FotH.
Az elektromos és magneses térerdsség rotaciojat az elsd és masodik Maxwell-egyenletbdl
helyettesitsiik be a fenti kifejezesbe:

divS=H [fotE-E [fotH = HEB—OBH— % ODH= H& EEI(L j CE,

és vegylk még figyelembe az alabbi osszefuggest

9 ( aB}EDD+ HEBH: PEp+E aD aaHEB+HDa—B:E&+H&.
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Ez utdbbi 6sszefliggés felirasanal figyelembe vettiik, hogy amennyiben € és u allandd, akkor

%ItEED ED‘L valamint aa—HEB H D(L Ezekkel az dsszefliggésekkel mar felirhatjuk az

alabbi egyenletet.
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ami nem mas, mint az elektromagneses energia merlegegyenlete:
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ahol valébanaz S=ExH Poynting-vektor jatssza az energiaaramsQr(ség szerepét.



