I1.11 Az elektromos fesziiltség

Két pont kozott az elektromos fesziiltséget az alabbi gorbementi integréllal
definialjuk:

B
Uy = [E-dr
A

Ez nem mads, mint az a toltésegységre vonatkoztatott munka, amit az elektromos tér
végez, mikozben a Qp préobatoltést az A pontbdl kiindulva az adott gorbe mentén a B
pontig mozgatja, vagyis

A fesziiltség egysége a Volt. 1 Volt a fesziiltség egy A pontbdl B pontba vezetd gorbe
mentén, ha a tér ezen az uton 1 Joule munkat végez egy 1 Coulomb-os toltésen.
Vagyis V = J/(As). A térerOsség egységét is szokds a Voltra visszavezetve V/m
alakban felirni, mivel N/C = N/(As) = [Nm/(As)]/m = [J/(As)]/m = V/m. A Qp
probatoltéssel valé osztdsra ugyanolyan okbdl keritiink sort, mint a térerdsség
fogalmédnak a bevezetésénél: a toltésegységre vonatkoztatott munka, vagyis az Uap
fesziiltség igy a mérdeszkoziinktdl (a probatoltés nagysagatdl) fiiggetlen lesz. Az Unp
fesziiltség tehdt az elektromos térre jellemz6 mennyiség, amely egy adott tér esetén
altaldban a kiindulasi és végponton kiviil még a két pontot 6sszekotd uttdl is fiigg.

Egy homogén (helytdl fiiggetlen) elektromos térben az Uap fesziiltséget
viszonylag konnyti felirni:

B B
U,, =JE-dr=E-Uer=E-(rB —r,)=E-Ar.
A A

Az E elektromos térer0sség ugyanis ilyenkor az integraljel elé kiemelhetd, mivel a

helytdl fiiggetlen; az infinitézimadlis kis dr elmozduldsvektorok 0sszege pedig a teljes

Ar = rp — rp elmozdulédsvektort adja.

Még tovabb egyszertisodik a formula, ha a mozgas az er6vonalak mentén torténik,

vagyis amikor az elmozduladsvektor és az er6tér parhuzamos:
Usg=E-Ar=E-Ar-cosa=E - Ar,

mivel ilyenkor cos a0 = 1, mert o = 0. Ebben a specidlis esetben tehdt a térerdsség és

az elmozdulds vektorok abszolut ért€kének szorzata adja a fesziiltséget, vagy

—forditva okoskodva— az 1 méteres elmozdulésra juté fesziiltség mutatja a térerdsség

nagysagat.

I1.12 Az elektrosztatika masodik alaptorvényének globalis és lokalis
alakja

Egy elektromos térben mérhetd fesziiltség altaldban nem csak a kezd6 és a
végpontnak, hanem az ezeket Osszekotd utnak is a fliggvénye lehet. Az el6zd
paragrafusban azonban maér lathattunk egy példat (a homogén tér esetében) arra, hogy

19



a fesziiltség az uttdl fiiggetlen volt és csak a kiindulasi és a végponttol fliggott. Az
elektrosztatika madsodik alaptorvénye tulajdonképpen azt mondja ki, hogy
elektrosztatikus terekben ez mindig igy van. Mas szavakkal megfogalmazva az
elektrosztatika masodik alaptorvénye azt allitja, hogy a sztatikus tér 6rvénymentes;
nincsenek benne zart erdvonalak.

Kisérleti hattérként itt is a Coulomb-torvényre hivatkozhatunk: beldthaté ugyanis, hogy a
pontszert toltés erdterének egy Qp probatoltésen végzett munkdja csak attdl fiigg, hogy mennyi a
kezddpont ra és a végpont ry tdvolsdga a teret 1étrehozd ponttoltéstdl. (Ennek bizonyitdsahoz elég
azt végiggondolnunk, hogy barmilyen centralis erétérben —vagyis egy olyan erdtérben, ahol az erd
radidlis, azaz egy az er6t kifejté centrum felé vagy attdl elfelé¢ irdnyul— a centrumot koriilvevd
gombok feliiletén mozogva az erdtér munkdja csakis zérus lehet. Ez abbdl kovetkezik, hogy az
elmozdulas e gombok feliiletén az erétérre mindig merdleges, azaz F - dr = 0. Tetszés szerinti utat
gombfelszinek menti és arra merdleges infinitézimdlis kis elmozduldsok dsszegére bontva lathatjuk,
hogy csak a gombfelszinre merdleges elmozduldsok munkdjdval kell szdmolnunk. Tehat két
gombfelszin kozott végzett munka tetszés szerinti tton haladva ugyanaz lesz. Ezek utin vildgos,
hogy az A és B pontok kozott végzett munkat kizdrdlag az fogja megszabni, hogy milyen ry illetve
rg sugard gombok felszinén helyezkednek el, és fiiggetlen lesz attdl, hogy milyen tton jutottunk az
A-bol a B-be.)

Még arra kell ramutatni, hogy elektrosztatikus tereket toltések hoznak 1étre, igy tetszés szerinti
elektrosztatikus tér visszavezethetd valamilyen diszkrét vagy folytonos toltéseloszlds elektromos
terére. Vagyis pl. diszkrét toltéseloszlas esetén a tér egy pontjaban a térerdsséget pontszerli toltések
tereinek 0sszegeként foghatjuk fel, és igy a Coulomb-térvényre alapozott megfontolasunk tovabbra
is alkalmazhat6. (Szorgalmi feladat: elészor igazoljuk azt, hogy két pontszer toltés terében a
végzett munka fiiggetlen az Gtt6l, majd gondolatmenetiinket dltaldnositsuk n darab toltés esetére!)

Kimondhat6 tehat, hogy elektrosztatikus terekben az Uxp fesziiltség az utt6l

fliggetlen: valamennyi A-bol B-be vezetd uton ugyanaz. Ha azonban forditva
haladunk végig ugyanazon az uton a B-bdl az A-ba, akkor az igy szdmolt Uga
fesziiltség az Upp minusz egyszerese lesz

Upa=-Uaxs, ;

mivel a BA tuton most a dr elmozduldsvektorok az eredetivel ellentétes iranyuak. Igy
értelemszerlien az elektrosztatikus térben tetszés szerinti A-bdl B-be, majd onnan
1smét vissza vezetd zdart gorbére a fesziiltség zérus, mert

B A A
0=U,,+U,, = [E-dr+[E-dr=[E-dr
A B A

TEdr: 38 E-dr =0
A zért gorbe

mentén
Ezt az alakot szokds az elektrosztatika masodik alaptorvénye globdlis alakjanak
tekinteni. A lokdlis alakot ugy kaphatjuk meg, hogy a zart gérbe menti integralt a
Stokes-tétel segitségével feliileti integralld alakitjuk:

ff>E~dr: J.rotE'dA =0

G A
Mivel tetszoleges feliiletre érvényes, hogy a rot E vektor feliileti integralja zérus,
ezért ez csak ugy lehet, ha maga az integrandus z€rd, vagyis

rot E=0,

ami nem mads, mint az elektrosztatika masodik alaptorvényének a lokdlis alakja.
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I11. Az elektromos potencial.
Az elektromos er6tér mint a potencial negativ gradiense

I11.1 Az elektromos potencial

Mint azt az eldz6 paragrafusban részletesen targyaltuk, az elektrosztatikus
er0tér orvénymentes. A mechanikabdl tudjuk, hogy ilyen esetben az er6tér
potencidlos; vagyis a Qp probatdltésre hato Fp erd az E,, potencidlis energia negativ
gradienseként adhaté meg:

Fp=—grad E, .

Az elektromos erdtérben azonban mind az Fp erd, mind az E,, potencidlis energia
nem csak a tértdl fiigg, hanem ardnyos a térbe helyezett Qp probatoltés nagysagaval is.
Ismét célszerli tehdat az egyenletiinket Qp-vel osztani, hogy kizardlag csak a térre
jellemz6 mennyiségeket kapjunk:

E
LI = —grad pot
Qp Qp

Azt mér az el6z6ekbdl tudjuk, hogy az Fp/Qp nem mads, mint az E elektromos
térerdsség. Az E,./Qp hdnyadost, vagyis a toltésegységre esé potencidlis energiat
elektromos potencialnak nevezziik és @-vel fogjuk jelolni. Ezekkel a jelolésekkel:

E = —grad(9)

A fenti bevezetd utin ldssuk, hogy mi a kapcsolat az elektromos fesziiltség és a
potencidl kozott. Lattuk mar, hogy két pont —A és B— kozotti Uap fesziiltség nem mads,
mint a tér dltal a Qp probatoltésen végzett Wg munka a toltésegységre vonatkoztatva:
WAB
Qs
Az elektrosztatikus térben a Wup munka csak a kezdd- és végponttdl fiigg.

Bevezethetiink tehat egy potencidlis energiat, melynek segitségével a munka az aldbbi
formdban szamithato:

Ugp =

Wap = Epot(A) - Epot(B) = _AEpot .

Itt felhivjuk a figyelmet a negativ eldjelre. Ez azt jelzi, hogy ha a tér munkat végez,
akkor a munkavégzd-képessége csokken. (Hasonlatként gondoljunk bele, hogy
amikor koltiink a pénziinkbdl, akkor a pénzkoltd képességiink ugyanigy csokken. Az
elkoltott pénz —pl. 321 Ft— tehat negativ eldjellel egyenld a pénzkoltd-képességiink
megvéltozdsaval, ami ebben a konkrét példaban -321 Ft.)

Az eldbbi egyenletet végigosztva a probatoltés nagysdgaval kapjuk a fesziiltség és a
potencial kozotti j6l ismert relaciot:

W,, En(A) E_(B)

QP QP QP

Uas = 0(A) — 9(B) =-A¢ .
Lathat6, hogy az elektromos potencidl —ugyanigy, mint a mechanikabdl ismeretes
potencidlis energia— egy additiv konstans erejéig szabadon vélaszthatd, hiszen csak a

kiillonbsége mérhetd. Tetszés szerint kereshetiink tehat olyan pontot, ahol a potencialt
onkényesen zérusnak fogjuk tekinteni. Jeloljiik R-rel ezt a pontot. Ezek szerint mivel

PR)=0, ezért  Uao=@A) - @R) = p(A).
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Tehat a tér egy A pontjaban a potencidl az aldbbi médon szdmithaté:
O(A)=Upg = [E-dr

azaz

P(A) Q0

Szavakkal megfogalmazva: a tér egy A pontjdban a potencidl szdmértékileg egyenld
azzal a munkdval, amit a tér végez, amikor az egységnyi toltést az A pontbdl a nulla
potenciali pontig mozgatja.

Megjegyezziik, hogy az elektrosztatikdban altaldban a nulla potencidld pontnak a
végtelen tdvoli pontot szokds védlasztani.

I11.2 Pontszeri toltés és diszkrét toltéseloszlas potencialtere

Egy koordindtarendszer origdjaban elhelyezkedd pontszerli Q toltés erdterét
még a I1.6 pontbdl ismerjiik:
E= ! Q
47e, 1’

Tehdt ezt az erdteret kell behelyettesiteni a potencidlt megadd kifejezésbe. Az
elektrosztatikdban szokdsos konvenci6 szerint a nulla potencidli pontnak a végtelent
valasztjuk. A teret 1étesitd Q toltéstdl ra tavolsagban elhelyezkedd A pontban ekkor a
potencidl az alabbi médon szamithato:

4Q —2er~dr
TE () AT

[

(p(A)=TE-dr=
A

Az e.-dr skaldrszozat éppen a dr sugdrirdnyu vetiilete, vagyis e,dr = dr, az integrdlds
eredménye pedig:

R e P s
Ameg | r? dme, | 1], 4mep 1y
ami tetszoleges r helyvektoru pontra révidebben igy is irhato:
1
o =2
4dme, r

Vagyis igy a tér minden egyes pontjahoz egy ¢ potenciél rendelhetd. Ezt a skalarteret
nevezziik a ponttoltés potencidlterének.

Pontszeri toltésekbdl allé toltésrendszer potencidljdnak meghatdrozasanal
abbdl indulhatunk ki, hogy a térerdsség ilyenkor az egyes toltések altal 1étrehozott
rész-erOterek ereddje:

Q(A) = j( E,) dr= jE dr=>¢,(A), E=IE.

ahol

1 )
0.(A)= 2
4me, 1,

ria az A pont tavolsidga a Q; toltéstdl. Tehat arra az eredményre jutottunk, hogy az
eredd potencidl az egyes toltések altal 1étrehozott részpotencidlok 6sszege.
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I11.3 Ekvipotencialis feliiletek és potencialgradiens.
Az elektrosztatika 2. alaptorvényének alternativ alakja

Ezt a fejezetet azzal kezdtik, hogy -részben mechanikai tanulmdnyainkra
tdmaszkodva— felirtuk, hogy a térerdsség a potencidlbdl annak negativ gradienseként
szarmaztathato:

E = —grad(o).

Mivel ez egy igen fontos relcid, és a szemléletes jelentését is szeretnénk alaposabban
megérteni, ezért ezt a relaciét most az elektromos potencidl fogalmébdl kiindulva is
levezetjiik. Abbdl indulhatunk ki, hogy a potencidl véltozdsat kétféle modon is
felirhatjuk. Egyrészt, mint tudjuk

A
A9=-U,, = [E-dr.
B
Masrészt ezt a potencidlvaltozdst abbdl kiindulva is kiszdmithatjuk, hogy ¢ egy
skalartér, melynek teljes differencidlja

d(pza(pdx+a(pdy+a(pdz
X 0y 0z

Figyelembe véve, hogy
J (pi +
ox Jdy
do = grad(o) dr .
Ennek megfelelden a ¢ megvaltozdsa A és B kozott

aq)j+a(pk
dz

gradop = é€s dr=dxi+dy j+dzk ,ezért

B B
Ag = [do= [grad(g)-dr.
A A
Mivel A@-nek ugyanazt kell kiadni mindkét mddon, és tetszOleges A és B pontokra,
ez csak ugy lehet, ha
E = —grad(o).

Tudjuk, hogy egy skalartér gradiense mindig merdleges a skalartér
szintfeliileteire, és abba az irdnyba mutat, amelyben a skalartér a leggyorsabban
novekedik. Ebbdl kovetkezik, hogy az elektromos térerésség merdleges az
ekvipotencidlis feliiletekre, €s a potencidl leggyorsabb csokkenésének az irdnyédba
mutat. (Szorgalmi feladat: rajzoljuk fel egy pontszerli toltés erOvonalait és
ekvipotencidlis feliileteit. Milyen irdnyba mutat a potencidlgradiens? Rajzoljuk fel
ugyanezeket egy kondenzator lemezei kozott fesziilé homogén térre is!)

Végiill megjegyezziikk, hogy minden vektortér, amely egy skaldrtér
gradienseként szarmaztathat6, Orvénymentes. Ezért az E = —grad(¢) relacid
tekinthetd az elektrosztatika mésodik alaptorvénye alternativ megfogalmazdsanak is,
hiszen beldle automatikusan kovetkezik, hogy

rot E =0.
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IV. Feliileti toltéseloszlasok

IV.1 Toltés elhelyezkedése vezeto feliiletén
Bevezetonek nézziink meg egy kisérletet. A kisérlethez egy szigeteld
talapzathoz rogzitett ireges fémgdmbot hasznédlunk,

Toltott gombhé;

amelynek a tetején egy kis nyilas lehetdvé teszi, hogy a gomb belsejébe is be tudjunk
nydlni. Ezt a gombot toltsiink fel sztatikus elektromossdggal pl. Ugy, hogy
bdrdarabbal megdorzsolt iivegrudat tobbszor végighizunk a gombon. Hogy a gomb
valéban fel van toltve, arrdl ugy tudunk meggy6zddni, hogy egy szigeteld nyéllel
ellatott kis fémgoly6t érintiink a gdombhoz kiviilrél, majd ezutdn a golyét egy
elektroszkép kivezetéséhez érintjiikk. Az elektroszkép lemeze ekkor kitér, jelezve,
hogy toltést kapott. Ezt a toltést a fémgolyd széllitotta at a gomb kiilsejérdl. Most
ismételjiik meg

A mandantenna csak kiviil jelez.
[Ez egy masik kisérlet a toltések feliileti eloszldsanak bizonyitdsara.
Fémhenger kiilsejéhez és belsejéhez is rogzitiink egy-egy bodzabél golydpart
(,,mandantenna”), amelyek tgy miikodnek, mint az elektroszkép lemezei. |
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a kisérletet ugy, hogy a fémgoly6t az iireges gomb belsejéhez érintjiikk. (A mar
emlitett nyildson &t a szigetel6 nyéllel be tudjuk vinni a fémgoly6t a gomb belsejébe.)
Ezutdn viszont a goly6t hidba érintjiik az elektroszkép kivezetéséhez, az elektroszkép
nem fog kitérni. (Vigydzzunk, hogy mikozben kivessziik a goly6t a gdombbdl, ne érjen
hozza a nyilds pereméhez!) A kisérletet tobbszor is meg lehet ismételni azonos
eredménnyel: a gomb kiilsejérdl a kis goly6 toltést tud levenni, de a belsejébdl nem
képes erre. Tehdt levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy a vezeté gdomb belsejében
nincs toltés, csak a feliiletén. (Gyorsan jegyezzilk meg, hogy a fém belsejében
természetesen tovabbra is vannak mozgékony toltéshordozék —mint tudjuk, ezek egy
fém esetében az elektronok—, de ennek ellenére a toltésslirliség z€érus, mivel a pozitiv
atomtorzsek toltése az elektronok negativ toltését pontosan ellensilyozza. Tehat
amikor azt irjuk, hogy a vezetd belsejében nincs toltés, akkor ezen azt értjiikk, hogy
nincs tobblet-toltés (,,excess charge”).)
Miért nem marad tolté€s a gomb belsejében? Megtehetjiik példdul azt is, hogy a kis
golyodval toltést visziink be a gomb belsejére, de azt fogjuk tapasztalni, hogy a gomb
belseje nem marad toltott. (Ezt az elektroszkdppal konnyen ellendrizhetjiik.) Vagyis a
toltés a gomb belsejébdl gyorsan annak feliiletére dramlik, és ott jut nyugalomba.
Mindez annak a kovetkezménye, hogy sztatikus esetben nem lehet elektromos tér egy
vezetd belsejében, ugyanis ekkor a vezetdben megindulna a toltéshordozok arama.
(Természetesen aram létrejohet egy vezetOben, ez nem tilos, csakhogy ebben az
esetben mar nem beszélhetiink sztatikardl.) Ha egy térrészben nincsen elektromos tér,
vagyis nincsenek benne erOvonalak, akkor ebben a térben toltés sem lehet. (Az allitds
ellentettje viszont nem igaz. Tehét ha egy térrészben vannak elektromos erdvonalak,
abbol még nem feltétleniil kovetkezik, hogy ugyanott elektromos toltések is vannak.
Gondoljunk ebbe bele.) Osszefoglalva: ha egy térrészben nincsenek erdvonalak, akkor
ez a tér ott homogén, tehat forrdsa vagy nyeldje sem lehet, vagyis sem pozitiv, sem
negativ tobblet-toltés nem lehet ebben a térben az elektrosztatika elsé alaptorvénye
szerint.

Végiil egy fontos kdvetkezmény: ha az elektromos térerdsség zérus, akkor az

E = —grad(9)
Osszefiiggés értelmében az elektromos potencidlgradiens is nulla, tehidt a vezetd
belseje ekvipotencialis:

¢ = konst.,
vagyis a potencidl a helytdl fiiggetlen dllandé. (Egy homogén skalartér gradiense

nulla. Gondoljunk példaul a homérséklettérre: egy izoterm térben a
homérsékletvaltozas minden irdnyban nulla.)
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