Elektrosztatika

I. Az elektrosztatika alapegyenleteinek leszarmaztatasa
a Maxwell-egyenletekbdl

Ha a négy Maxwell-egyenletbe behelyettesitjiik a sztatika feltételeit, azaz
j=0, B=0, D=0,

akkor a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:

rotH =0,
rotE =0,
divB =0,
divD =p.

Lathato, hogy az elektromos teret jellemzé E és D, valamint a magneses teret jellemzé H és
B vektorterek kozott most nincs kapcsolat. Ezért az elektrosztatikus térre vonatkozo két
egyenletet kiilon tekinthetjiik, és ezeket szokds az elektrosztatika "alaptdrvényeinek" nevezni:

divD =p, azelsé alaptorvény, avagy az elektrosztatika Gauss-torvénye,
rot E=0, a masodik alaptorvény.

A kovetkezékben azonban nem a fenti alaptorvényekbdl kiindulva kezdjik targyalni az
elektrosztatikat, hanem eldszor az elektrosztatika kisérleti tényeit tekintjiik, és ezektdl elindulva
kivanunk eljutni az alaptérvények megértéséhez. Az elektrosztatika torvényeit eldszor
vakuumban targyaljuk, vagyis feltételezziik, hogy D = gE.

II. Visszafelé az uton: az elektrosztatika alapegyenleteinek
kikovetkeztetése a kisérleti megfigyelésekbol

II.1 Az elektrosztatikus alapjelenségek
Az elektrosztatikus alapjelenség vezetovel. Dorzselektromossag

Ha egy iivegrudat bdrrel dorzsolink meg, majd pedig ezt az {ivegrudat egy
aluminiumf6lia-darabkéhoz kozelitjiik, akkor a rud a foliadarabkat elészor magdhoz rantja, majd
eltaszitja. Ezt a kisérletet altalaban gy szokéas bemutatni, hogy az aluminiumfo6lia-darabkat egy
cérnaszalon ingaszerlien felfliggesztjilk. A kisérlet egyszerre tobb fontos dologra is felhivja a
figyelmet. ElOszor is lathatd, hogy két szigeteld anyag Osszedorzsdlésével ezen anyagok
kiilonleges allapotba hozhatdk, amit azzal magyarazunk, hogy ezek ilyenkor elektromos toltésre
tesznek szert. A konkrét példaban az iiveg pozitiv, a bér pedig negativ toltésii lesz a dorzsolés
utan. (Itt, és a késObbi magyarazatainknal is, egy atlagos kozépiskolas tudasra fogunk épiteni.
Vagyis feltételezziik, hogy az olvas6 hallott mar olyan alapvetd fogalmakrdl, mint pozitiv és
negativ toltés, vezetd €s szigeteld, stb.) A dorzselektromossag jelensége egyébként azon alapul,
hogy amikor két kiilonb6zd anyag érintkezik egymadssal, akkor az érintkezési pontokon at egy kis
toltés aramlik az egyikbdl a masikba. (Ennek az érintkezési elektromossagnak a Iétrejotte
tulajdonképpen csak fémeknél vilagos. Fémeknél az un. kontaktpotencidlt az egyik fémbdl a

2/1



masikba ataramlé vezetési elektronok hozzak 1étre. Ha azonban az egyik, vagy mindkét anyag
szigeteld, akkor nincs altalanosan elfogadott elmélet. Nem eldontott kérdés példaul az, hogy az
elektronok mellett ionok is részt vehetnek-e a toltésatadasban, netan esetleg ezek jatsszak a
fészerepet. Az igazsag az, hogy a dorzsolési —vagy mas néven tribo— elektromossdg a
szilardtestfizikdnak egy igen érdekes, de kevéssé kutatott és mindmaig vitatott teriilete. Annak
ellenére, hogy a kezdeti toltésszétvalds mechanizmusa nem teljesen tisztazott, ez a tovabbiak
megértését most nem fogja zavarni. Az elektromos alapjelenségek szempontjabol ugyanis csak az
lényeges, hogy ilyen toltésszétvalas valahogyan létrejohet.) Az érintkezési elektromossag elsd
1épésként csak kis, 1-2 voltos fesziiltséget hoz létre. Amikor azonban a két feliilet a dorzsoléskor
egymdashoz képest mozog, akkor az eredetileg érintkezé pontok tavolsdga sok nagysagrenddel
néhet. Ha a két, eredetileg érintkez6 feliiletdarabkat sikkondenzator fegyverzeteinek tekintjiik,
amelyeken a toltés a fegyverzetek tdvoloddsa kdzben nem valtozik, hanem allando, akkor a
tavolodas kovetkeztében a kondenzator fesziiltsége is sok nagysagrenddel ndéhet a csokkend
kapacitas miatt (1d. V.2 fejezet). Igy jon 1étre az a tSbb tizezer voltos fesziiltség, ami a
dorzselektromossagnal fellépd szikrakat magyarazza. (A dorzsolés tehat fontos a mozgas miatt,
valamint azért is, hogy minél tobb helyrdl minél tobb toltést gyljtsiink O0ssze. Nem kizart
azonban, hogy emellett mas szerepe is van. Példaul a dorzsolésnél fellépd nyirderdk esetleg
makromolekulak széthasitasat is okozhatjak, és ez a primer toltés-szétvalasztasnal fontos lehet.)
A dorzselektromos jelenségben szdmunkra most az a leginkabb figyelemre méltd, hogy a kisérlet
meggyO6zéen demonstralja, hogy az anyagban 1évé toltés szétvalaszthaté pozitiv és negativ
toltésre. A pozitiv és negativ elektromossag egymastol elkiilonithetd, és ezek utan két
makroszkopikus targy koziil az egyik pozitiv, a masik pedig negativ lehet. Példdul dorzsolés utan
az livegradon a pozitiv toltések, a bordarabban pedig a negativ toltések jutnak talsulyra. Ezt az
elektromosan toltott allapotot a testek kozotti erdhatason keresztiil észlelhetjiik. A pozitivan
toltott livegrud, miutdn az aluminium foélianak pozitiv toltést ad at, azt eltaszitja magatol. Ez a
kisérlet mutatja azt a jol ismert jelenséget, hogy az azonos toltések taszitjak egymast. A negativan
toltott bordarab viszont a pozitivan toltott foliat magdhoz vonzza, mert az ellentétes toltések
vonzzak egymast.
Elektromos megosztds a vezetében

Mivel magyarazhat6 viszont az, hogy az eredetileg semleges aluminium fo6liat a pozitiv
toltésti tivegrad magahoz vonzza? Ezt a jelenséget az aluminium vezetdben fellépd elektromos
megosztas hozza létre. Az livegrud ugyanis az aluminiumban 1€v6 vezetési elektronok egy részét
a folidnak az iivegrud felé¢ esé peremére gyljti, amely igy negativ toltésli lesz. Ugyanekkor a
folianak az livegradtol tavolabbi pereme pozitiv toltéstivé valik az onnan hidnyzé elektronok
miatt. E pozitiv toltésre az tivegrad taszitoerot, a vele azonos nagysagu, de kozelebb elhelyezkedd
negativ  toltésre viszont a fent emlitett taszitberonél nagyobb vonzoerét gyakorol.
Végeredményben az erdsebb vonzoerd hatasa érvényesiil, és ezért rantja magahoz a foliat az
iivegrud.
Toltésatadas

Amikor a folia érintkezésbe keriil az livegraddal, akkor toltésatadas torténik, és igy az
aluminium fo6lia is pozitiv toltéstivé valik. Ennek kovetkeztében 1ép fel azutdn az a taszitoerd,
amely elloki a foliat a radtol. Megjegyzendd, hogy sok esetben a folia nem is érinti az livegrudat,
csak megkozeliti, majd tényleges fizikai érintkezés nélkiil eltaszitodik tdle. A toltésatadas
ilyenkor a levegdn keresztiil torténik az un. "elektromos sz¢él" kovetkeztében. (Az elektromos szél
a folia ¢éles szélein 1ép fel a csucshatas miatt. Errdl késObb még lesz szd.) Egy szigeteld és egy
vezetd kozotti toltésatadas mechanizmusanak problémairol a dorzselektromossaggal kapcsolatban
mar szoOltunk. De itt ismét hangsulyozni szeretnénk, hogy jelen szempontunkbdl nem az az
érdekes, hogy mi a mechanizmus, hanem az, hogy toOltésatadas egyaltalan lehetséges. Bar
magnetosztatikarol csak késobb lesz szd, most mégis érdemes Osszehasonlitdst tenni az
elektrosztatikai és magnetosztatikai alapjelenség kozott. A magnesrad a lagyvasat -mint tudjuk-
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magahoz rantja és ott is tartja, és nem taszitja el gy, mint ahogyan az elektrosztatikus
alapjelenségeknél torténik vezetd esetében. Az északi €s déli magnességet ugyanis nem tudjuk
kiilonallo testekbe szétvalasztani tigy, mint ahogy a pozitiv és negativ elektromos toltést, és a
magnesrudbol a lagyvasba sem kiilon északi, sem kiilon déli "magneses toltést" nem lehet atvinni.
Ennek oka, hogy valddi magneses toltés nincs. Elektromos toltés viszont van, és ennek
bizonyitéka, hogy egyik testrél a masikra atadodhat az ellentétes toltéstdl fiiggetlendil.
Az elektrosztatikus alapjelenség szigetelovel

Ha az el6bbi kisérletben az aluminium f6lia helyett egy vattacsomot hasznalunk, akkor az
események kezdete kvalitative hasonl6 az aluminiumf6lias kisérletéhez: a megdorzsolt iivegrad a
vattacsomot magéhoz rantja. A folytatds azonban csak késve kovetkezik be: a vattacsomo tartésan
az iivegradhoz tapadva marad, és csak nagysokara taszitodik el onnan. Nyilvanvald, hogy két
szigeteld kozott a toltésatadas lassu folyamat. Minél jobb szigeteld a vatta €s az iiveg (minél
szarazabb a leveg0), annal tovabb maradnak Osszetapadva. Tokéletes szigetelok nyilvan sohasem
taszitodnanak el egymastol. Mindez érthetd. De ha a vattacsom6 kozel tokéletes szigeteld,
amelynek belsejében a toltésaramlas elhanyagolhato, akkor miért rantja magahoz az liveg a
vattat? Hogyan johet itt 1étre elektromos megosztds (pontosabban az elektromos megosztashoz
hasonlé jelenség, hiszen megosztas csak vezetOben lehetséges), ha a toltések nem tudnak
elmozdulni a szigeteld belsejében? Ezt a dilemmat ugy tudjuk feloldani, ha feltételezziik, hogy
ugyan szabad toltéshordozok (melyek egymadstdl fiiggetleniil szabadon koborolhatnak) nem
fordulhatnak el6 a szigeteld belsejében, de kotott toltéshordozok igen. A kotott allapot azt jelenti,
hogy a szigetel6 minden pontjahoz azonos mennyiségii pozitiv €s negativ toltés van kotve. Ezek a
toltések azonban nem mereven vannak a ponthoz "lancolva", hanem rugalmasan. A jelenség
molekularis magyarazatara az elektromos polarizacio targyaldsanal még vissza fogunk térni. Most
csak annyi érdekel benniinket, hogy bar a szigeteld anyagok esetén a pozitiv és negativ toltések a
molekuldk belsejében 0ssze vannak zarva, és onnan nem szabadulhatnak ki, a molekulédn beliil
azonban ezek a toltések elmozdulhatnak. Hogyan lehetséges, hogy az egyes molekulakon beliili
pici elmozdulasoknak végiilis makroszkopikusan észlelhetd hatdsa van? A dolgot ugy
képzelhetjiik el, hogy a szigeteld belsejében van egy helyhez kotott pozitiv, valamint egy
ugyanilyen nagy, és ugyancsak helyhez kotott negativ toltésfelhd. Ha nincs kiilsé elektromos tér,
akkor a két toltésfelhd sulypontja pontosan egybeesik, és mindeniitt tokéletesen fedik egymast.
Ennek kovetkeztében az eredd toltéssiiris€ég mindentitt zérus. Kiilsé elektromos tér hatdsara
azonban a két toltésfelhd ellenkezd iranyban egy picit elmozdul. Ennek kovetkeztében a két felhd
mar nem fedi egymast tokéletesen, hanem a pozitiv és negativ felhd szélei mintegy "kilognak" a
szigeteld széleinél. Tehat amig a szigeteld belsejében a toltésfelhdk fedik egymast, és itt az eredd
toltésslirliség tovabbra is zérus, nem ez a helyzet a peremeken, ahol ugynevezett polarizacios
toltések jelennek meg ott, ahol az egyik toltésfelhd "kikandikal" a masik alol. Ez a fajta
polarizacios toltés azonban nem vezethetd el a szigeteld feliiletérdl ugy, mint az influalt (azaz
elektromos megosztassal 1étrehozott) toltés a vezetd esetében, mert az idedlis szigeteloknél a
pozitiv €s negativ toltések nem szakithatok el egymadstol, azaz kiilon testekre nem vihetdk &t.
(Figyeljiik meg, hogy a szituacid6 nagyon hasonlit a magnetosztatikai alapjelenséghez, ahol az
¢szaki €s déli magneses polus sem gylijthetd 0ssze egymastol kiilonallo testeken.)

I1.2 Coulomb torvénye

Coulomb toérvényét mar a kozépiskolabdl jol ismerjiik. Azt mondja ki, hogy egy Qi ¢és egy Q2
toltés kozott hato erd aranyos ezeknek a toltéseknek a nagysagaval, és forditottan aranyos az dket
elvalasztd r tavolsag négyzetével:

F:le—zQz'
r
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A k aranyossagi tényezé 9-10° N-m?/C?, vagyis ha két 1 Coulombos toltés egymastél 1 méter
tavolsagra helyezkedik el, akkor a kozottiik ébredd eré 9-10° Newton. (1 Coulomb t5ltés halad 4t
egy vezetd keresztmetszetén 1 masodperc alatt, amennyiben ebben a vezetOben
1 Amper aram folyik. Vagyis 1 C =1 A-s. A toltés egysége ezek szerint szarmaztatott mennyiség
az altalunk hasznalt SI mértékrendszerben. Az SI —mint majd latni fogjuk— valamennyi
elektromos mennyiséget a jol mérhetd aramra vezeti vissza, amelynek egysége az Amper.)
Erdemes belegondolni a nagysagrendekbe: a két 1 Coulombos toltést Magyarorszag dsszes lakosa
egylitt sem tudna széthuzni (mekkora erd is 9.10° Newton?).
1 Coulombnyi toltése 10®° mol elektronnak van. Mekkora er8k a mi gravitacids viszonyokhoz
szokott képzeletiinknek!

A Coulomb-térvény fenti kozépiskolai alakjahoz még egy kis magyarazatot is kell fiizni:
azonos toltések kozott taszitd, ellentétes toltések kozott vonzod erd ébred, és centralis erokrdl van
sz6 (vagyis az er0k timadasvonala a két pontszerti toltést 6sszekotd egyenes).

A kovetkezOkben Coulomb torvényét egy kicsit mas alakban fogjuk felirni. Helyezziink el
egy pontszeri Q toltést egy térbeli koordinatarendszer origdjaban. Ez a Q tOltés a
koordinatarendszerben elektromos erdteret hoz 1étre, amit egy masik, ugyancsak pontszeri Qp
,probatoltéssel” tudunk kimérni. Ha ezt a probatoltést a koordinatarendszer r helyvektora
pontjaba helyezziik, akkor ott a ra hat6 ero:

1 Q 'QP r
Fo=r .

dne, r° r
Két kiilonbséget lathatunk a megszokott kdzépiskolds formuldhoz képest:
1) A k konstans helyett most 1/(4meo) szerepel. Ez nem jelent elvi kiilonbséget, mivel
g0 = 8,84-10™ As/Vm. (Igazoljuk, hogy ez szamértékre és mértékegységre is helyes, amennyiben
k, mint arrdl mar volt sz6, 9-10° N-m%C?, és 1 V = 1 Nm/C.) Annak az elényét, hogy egyik
allando helyett most egy masikat hasznalunk, majd a késébbiekben fogjuk latni (II.7 fejezet).
2) A formulaban megjelent az r iranyba mutat6 egységvektor, e, = r/r. Ez automatikusan megadja
az Fp er0 iranyat, tehat nem kell tovabbi magyarazatokat fiizni a Coulomb-tdrvényhez. (Példaként
lassuk be, hogy amennyiben Q és Qp ellentétes eldjelii, akkor a Qp-re a Q felé iranyuld, vagyis
vonzo6 erd hat!)

I1.3 Az elektromos térerdsség és mérése
Az elektromos tér jelenlétét onnan ismerhetjiik fel, hogy az elektromos tdltésre erdt

gyakorol. Ha tehat egy elektromos teret fel akarunk térképezni (pl. az el6adoteremben 1évé teret),
akkor egy Qp probatoltést kell korbecipelni, és minden pontban fel kell jegyezni a ra haté Fp erét
irany és nagysag szerint. Vagyis a mérdeszkoziink egy Qp probatoltés és egy erdmérd szerkezet
(pl. rugods erdmérd). Az E elektromos térerdsséget a mért Fp erdnek és a Qp probatdltésnek a
hanyadosa adja:
_R

Qe

A Qp-vel vald osztasra azért van sziikség, mert igy a probatoltéstdl —vagyis a méréeszkoziinktol—
fliggetlen eredményt kapunk az adott pontbeli elektromos térerdsség értékére. (Ha nem osztanank,
akkor nagyobb probatoltéssel nagyobb erdteret mérnénk.)

E

I1.4 A vektortér szemléltetése vektorvonalakkal. A vektortér fluxusa.

Az elektromos erétér egy vektortér: a tér minden egyes pontjahoz egy vektort, az
elektromos térerdsség vektorat rendeli. Vektortér szemléltetéséhez Faraday otlete alapjan Un.
vektorvonalakat haszndlunk. (Ha ugyanis a tér mindenen egyes pontjahoz odarajzolnank az ottani
vektort —pl. az elektromos térerdsség vektorat—, akkor csak egy attekinthetetlen ,térbeli
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stindisznot” kapnank.) A vektorvonalak iranyitott gorbék: ezt egy pici nyillal jelezziik a gorbéken.
A vektortér irdnyat a gorbék érintdinek iranya adja (az érintdk oroklik a gorbék iranyitottsagat), a
nagysagat pedig a vektorvonalak siirisége. Ez utobbit szemléletesen ugy fogalmazhatjuk meg,
hogy a gorbékre merdleges feliilet egységén atmend vektorvonalak szama.

A ,,vektorvonalak szama” szemléletes megfogalmazas, de vigyazni kell arra, hogy amikor
ezeket a vonalakat berajzoljuk, soha nem lehet annyi vonalat felvenni, hogy minden pont
tetszOlegesen kis kornyezetében tokéletes hiiséggel mutassa a viszonyokat. Homogén (helytdl
fiiggetlen, azaz térben allandd) vektortérben aranylag egyszertibb a helyzet, de ott is gondolni kell
arra, hogy a vektorvonalak stirlisége az olyan kis feliiletekre is értelmezett €s ugyanannyi, ahol a
konkrét rajzon éppen nem halad 4t vektorvonal. Példaul, ha 1 m?® feliiletre merélegesen 2
vektorvonalat rajzolunk, és  tudjuk, hogy a tér  homogén, akkor a
2 vektorvonal/m? siirtiség az egész feliiletre érvényes, fiiggetleniil attél, hogy a szimbolikus rajzon
csak két vonal fog athaladni, és ezért bdven talalhatunk ,.csupasz” teriileteket. Inhomogén
vektortérben még fontosabb, hogy tudatdban legyiink annak, hogy a vektorvonalak stirlisége a tér
minden pontjaban értelmezett, még ha egy rajzon csak nagyon kevés vektorvonal lathaté is.
Kisebb mértékegység felvételével azonban a vektortér nagysaganak mérészama nd, €s igy a
vektorvonalak stirisége, vagyis az abrazolas pontossaga tetszés szerint novelhetd.

Altaldnos (tehat nem feltétleniil a vektorvonalakra meréleges és nem is sziikségszeriien
sik) feliileten athaladd vektorvonalak szama nem mas, mint a vektortér erre a feliiletre vett
fluxusanak a mérészama. A v vektortér A feliiletre vett @, fluxusanak az alabbi feliileti integralt
nevezziik:

(I)vzjv-dA.
A

IL1.5 Az elektromos tér szemléltetése erovonalakkal
Az A feliileten datmend erévonalak szama

Az E elektromos térerésség —mint mar emlitettik— szintén egy vektortér, melynek
vektorvonalait (elektromos) erOvonalaknak nevezziik. Az E er6térnek az A feliiletre vett ®g
fluxusa (mely szdmértékileg az A feliileten &tmend er6vonalak szama):

®, = [E-dA
A

11.6 Pontszeri Q toltés erotere

A 11.2 pontban felirtuk a Coulomb-térvénynek egy olyan vektori formédjat, amely megadta
egy koordinatarendszer origdjaban elhelyezkedd Q toltés altal egy masik Qp probatoltésre hatd
erdt:

F _ 1 Q. QP £
P 4 2 !
me, -
ahol r a Qp helyvektora. A térerdsséget e pontban gy kapjuk meg, hogy a probatdltésre hato erdt
elosztjuk a probatoltés nagysagaval (11.3):

F_ 10

Q, d4mg,r "’
Vagyis a pontszerQ toltés esetén a térerd iranya radidlis (€ a sugar iranyl egységvektor), nagysaga
pedig a Q ponttdltéssel egyenesen, a tdle mért tavolsag négyzetével forditottan aranyos.
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I1.7 A Q toltésbol kiindulé erévonalak szama

Ennek meghatarozasahoz a Q toltést egy zart feliilettel kell
korbevenni, hogy valamennyi, a Q-bol kiindulé erévonalat
szamitasba tudjuk venni. A levezetés végén latni fogjuk, hogy
valamennyi zart feliiletre vett fluxus ugyanaz, vagyis tetszés szerinti
zart feliiletet valaszthatunk. Mivel azonban ezt egyeldre nem
tudhatjuk, ezért csak az egyszeriiségre hivatkozva zart feliiletként
vegylink egy R sugari gdmbot az origoban levo Q toltés koril. A
pontszerti Q t6ltés eréterének fluxusa erre a gdmbfeliiletre

N. =@ “b=§E'dA=§ 1 ge dAa=_1 gife -(dAe,) =
£Q maom ) s dne, R® dng, R? 5 '

! g~4R2n= Q

= 2
4ne, R €

mivel dA = dA e, e - e =1 és § dA= 4R%t. Amit nagyon fontos észrevenniink a fenti
A

eredményben, az az, hogy a gdbmb sugara nem szerepel benne, vagyis a szdmitott fluxus a gomb
sugaratdl fiiggetleniill minden gdmbre ugyanannyi. Mivel mar kordbbi tanulméanyainkbol
emlékeziink arra, hogy az elektromos tér er6vonalai a kdzponti (pozitiv) Q toltésbdl indulnak ki,
elsé pillantasra nem tlinik vilagrengeté eredménynek, hogy egy, a toltést korbevevd gdmbon
atmend erévonalak szdma a gdmb sugaratdl fiiggetlen, hiszen minden egyes, a t6ltésbol kiinduld
erdvonal metszeni fogja a gdmbfeliiletet. SOt tetszés szerinti, akdrmilyen girbe-gurba, de a toltést
koriiloleld zart feliileten is ugyanennyi erévonal fog athaladni a feliilet alakjatol és nagysagatol
fiiggetleniil. Ez a természetes eredmény azonban mégis igen fontos, és a Coulomb-torvénybdl
kovetkezik. Ezt legjobban ugy szemléltethetjiik, ha elképzeljiik, mi lenne akkor, ha a Coulomb-
torvényben a tavolsagfliggés nem négyzetes lenne, hanem valami mas hatvanykitevd szerepelne
ott. Példaul nem 2, hanem 2,01. Ekkor a téreré gyorsabban csokkenne a sugarral, mint ahogy a
gombfeliilet n6, vagyis a fluxus, azaz a gdmbfeliileten 4tmend erdvonalak szama csokkenne a
sugar novelésével. Ez azt jelentené, hogy mikdzben tdvolodunk a tdltéstol, egyes erévonalak a
»semmiben” végzddnének, nem pedig a szokott mdédon negativ toltésekben. Ha viszont a kitevd
1,99 lenne, akkor az er6vonalak a ,,semmib6l” indulnanak ki. Tehat az a kép (ami —mint majd
latni fogjuk— tulajdonképpen a negyedik Maxwell-egyenlet, vagy az elektrosztatika Gauss-
torvénye), miszerint az erévonalak a pozitiv toltésekbdl indulnak ki és a negativ toltésekben
végzddnek, végsd soron megszabja, hogy milyen legyen a Coulomb-térvény tavolsagfiiggése.
(Vagy forditva is okoskodhatunk, miszerint a Coulomb-toérvény négyzetes tavolsagfliggése teszi
lehetdvé az elektromos erdtérnek az elektromos erévonalakkal torténd megszokott dbrazolésat.)

Még annyit jegyeznénk meg itt, hogy a fentiek
értelmében egy tetszés szerinti zart feliiletre az elektromos
erftér fluxusa (szamértékileg a zart feliileten atmend
erdvonalak szama) egyenlé a zart feliilet altal korbezart
toltések Gsszege osztva gp-al:

2Q

0

OE =

E,zéart
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I1.8 Az elektromos megosztas jelensége
Az elektromos megosztds

Ha egy elektromosan t6ltott testet kozelitiink egy vezetéhdz, akkor a vezetdben a toltés
tere elektromos megosztast hoz 1étre. Példaul amikor egy borrel dorzsolt iivegrudat (az tivegrad
ilyenkor pozitiv toltési) kozelitiink egy fémdarabhoz (vagy példaul egy sztaniol lemezhez), akkor
a fémben 1év0 vezetési elektronok egy részét a pozitiv livegrad a hozza kozelebb esd oldalara
vonzza. Igen hamar (néhany nanoszekundum alatt) kialakul az elektrosztatikai egyensuly,
amikoris a fémlemez iivegridhoz kozeli oldalan negativ, livegrudtol tavolabbi oldalan pedig
(ahonnét az elvandorolt elektronok hidnyoznak) pozitiv toltés halmozddik fel.

A megosztds mar ,,az elektrosztatika alapjelensége vezetovel” kisérlet magyardzataban is
alapvetd szerepet jatszott: a megdorzsolt tivegrid azért rantja maga felé a fémet, mert a fémben a
megosztas miatt a negativ és pozitiv toltés elkiiloniil, és a kozelebb esé negativ toltésre az
iivegrid inhomogén tere nagyobb vonzoerét gyakorol, mint amilyen erdvel a tavolabb 1évd
pozitiv toltéseket taszitja.

A toltésszétvalas konzervaldasa

Amikor az livegrudat eltavolitjuk a vezetd kornyezetébdl, a megosztas hatdsa eltiinik, a
toltések ujra egyenletesen oszlanak el. Ahhoz, hogy a megosztas nagysagat kényelmesen meg
tudjuk mérni, célszerli lenne, ha a toltésszétvalast valahogyan konzervalni tudnank, hogy kés6bb
a szétvalasztott toltés pozitiv vagy negativ részét a masiktdl elvalasztva meg tudjuk hatdrozni.
utdn a vezet0 pozitiv illetve negativ részeit egymastdl elkiilonitjiik. Ekkor a megosztd tér
megsziinése (pl. az iivegrad eltavolitdsa) utan is szétvalasztva maradnak a toltések. Ezt a
lehetdséget (és az elektromos megosztas jelenségét) mutatja be a kdvetkezd kisérlet.

//¢f . D o(Z .
/\ AN 1 A

Két elektroszkopot egy szigeteld nyéllel ellatott fémraddal kossiink 0ssze. Az egyik elektroszkop
felé¢ kozelitsiink egy megdorzsolt livegrudat. Ekkor mindkét elektroszkop kitér, mutatva, hogy
rajtuk toltés van. Az eredetileg semleges rendszerben megosztas jott 1étre: az tivegrad melletti
elektroszkdpon negativ, a masikon pedig pozitiv toltés halmozdédik fel. Ha az iivegrudat
eltavolitjuk, akkor mindkét elektroszkop lemezei ismét alaphelyzetbe lendiilnek, jelezve, hogy a
megosztas megsziint. Ha azonban a két elektroszkdp kozotti kapcsolatot megsziintetjiik még
mieldtt az livegrudat eltavolitanank, akkor a két elektroszkop kitérése késdbb sem sziinik meg,
hidba vissziikk el onnan az iivegbotot. A pozitiv €s negativ toltések tehat elkiiloniilve az
elektroszkdpokon maradnak. Hogy két egyforma nagysagu, de ellentétes eldjelii toltésrdl van szo,
azt az bizonyitja, hogy amennyiben a két elektroszkopot ismét 6sszekotjiik egy vezetdvel, akkor
kisiilnek, és ujra alaphelyzetbe keriilnek.
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11.9 Az elektrosztatika Gauss-torvényének globalis alakja.
Az elektromos megosztas (a D vektor) mérése

Az elektrosztatika 1. alaptorvényének globalis alakja vakuumban
A 11.7 paragrafusban belattuk, hogy a Q t61tésbdl kiinduld dsszes erdvonal szama —azaz az
elektromos tér fluxusa— egy, a Q toltést koriiloleld zart feliiletre Q/eo:

fE-dA= Q

A €o

D=¢gE+P,
ahol P az elektromos polarizacio, azaz az elektromos dipolusmomentum-siiriiség. A definicio
értelmét és a P jelentését késobb majd részletesen elmagyardzzuk (VI.1 fejezet). Most csak arra
kell figyelniink, hogy a vakuumban anyag nincs, igy dipdlusok sincsenek, ezért vakuumban igaz,
hogy

P=0 ¢é D=¢gE.
Ez azt jelenti, hogy —figyelembe véve a Q t6ltésbdl kilépd Gsszes er6vonal szamat (ami nem mas,
mint az E tér fluxusa egy, a Q toltést tartalmazd zart felilletre)— az E tér fluxusabdl a D tér

fluxusat egyszeriien gp-al valo szorzéssal nyerhetjiik:
{D-dA={eE-dA=Q azaz {D-dA=Q
A A A

Lathato tehat, hogy a Q t6ltésbdl kilépd dsszes D vonal szdma egyenld magaval a Q toltéssel. Ez
az elektrosztatika elsd alaptorvényének a globalis alakja.

Az elektromos tér megoszto hatdasanak (a D térnek) a mérése

Képzeljiink el egy homogén elektromos teret vakuumban, ahol meg kivanjuk mémi a D
teret az elektromos megosztas segitségével. Még mieldtt nekifognank a mérésnek, felmeriil a
kérdés, hogy mi sziikség van erre? Ugyanis tudjuk, hogy vakuumban érvényes a

D= 80E
Osszefliggés, amelynek segitségével az E térbdl (amelynek a mérését mar targyaltuk) a D tér egy
szorzas segitségével konnyedén kiszdmithato. Mi értelme van akkor a mérésnek? Nos, eldszor is
egy ,,0s’-mérésre mindenképpen sziikség van, hogy ep-at, a vdkuum permittivitdsat meg tudjuk
hatarozni. Igaz viszont, hogy ha ezt az értéket mar ismerjiik, akkor a vdkuumban elég az E teret
mérni, €s a D tér mér szamithat6. Az alabb ismertetendd modszer a D mérésére mégis fontos,
mert —mint azt majd a késdbbiekben latni fogjuk— ugyanez a mddszer anyagi kozeg esetén is
alkalmazhatd. Az anyagi kozegben pedig az elektromos polarizacié miatt a D és az E kozott az
altalanos

D=gE+P
Osszefliggés az érvényes. Ha tehat E-t és D-t egymastol fiiggetleniil tudjuk mérni, akkor az anyagi
kozegben meghatarozhaté a P, vagyis az elektromos dipélusmomentum-siiriiség. Most térjiink
vissza a D méréséhez.
D nagysaganak a meghatarozdsa

Tehat ott tartottunk, hogy vdkuumban, homogén elektromos térben kivanjuk megmérni a
D teret. Ehhez vegylink két, szigeteld nyéllel ellatott "palacsintasiitt”, vagyis sik vezetd feliiletet,
melyek kezdetben egymassal érintkeznek. Ezt a szerkezetet helyezziik be a D térbe, a térre
merdlegesen. (Hogy miként talaljuk meg a merdleges iranyt, arrdl egy kicsit késdbb lesz sz6.) A
fémlemezparban elektromos megosztas alakul ki, és a feliileti toltés teljesen arnyékolja a fém
belsejét, ahol sem E, sem D tér nem maradhat a végsd egyensulyban. Ez azt jelenti, hogy minden
D vonalnak véget kell érnie az egyik palacsintasiitd feliiletén (vagyis egy sem mehet at a fémen),
¢s ugyanennyi D vonalnak kell kiindulnia a mésik palacsintasiitd feliiletébdl. Ha ismerjiik a D
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vonalak szdmat (a D térnek a palacsintasiité A feliiletére vett ®@p fluxusat), akkor a D tér
nagysagat gy szamithatjuk ki, hogy a fluxust elosztjuk a feliilettel:
- %
A i)
mert a tér homogén és merdleges az A feliiletre. Ugyanis ebben az esetben a fluxust megado

feliileti integral egyszertisodik a D-A szorzatra:
®, = [D-dA=[DdA=D[dA=DA
A A A

ugyanis a D vektor és a dA vektor parhuzamos, ezért skalarszorzatuk egyenlé az abszolut
értekeiknek a szorzatdval; a D értéke a helytdl fiiggetlen, ezért az integraljel el¢ kiemelhetd, és

végiil j dA = A,
A

Tehat a fentick szerint a D tér nagysagat ugy szamolhatjuk ki, hogy a D térre merdleges
palacsintasiiton vett fluxust osztjuk a palacsintasiit6 feliiletével. De hogyan mérhetjiikk meg a D tér
palacsintasiiton vett fluxusat? Vagyis mennyi D vonal végzddik a negativ toltésii palacsintasiiton,
¢s mennyi indul ki a pozitiv toltésibol? Erre a kérdésre konnyld a valasz, hiszen ez az
elektrosztatika elsd alaptorvénye szerint ®p nem mas, mint a palacsintasiitén 1évé toltés. (Annyi
D vonal indul ki a palacsintasiitobdl, amennyi a rajta 1évo toltés. Negativ toltés esetén negativ a
kiindulas: azaz a D vonalak itt bevégzddnek.) Vagyis a pozitiv fegyverzetet tekintve

Op=0Q €s D = Q/A.

Tehat ha meg tudjuk mérni a toltést a pozitiv fegyverzeten, akkor a feladat meg van oldva.

A mérés gyakorlati leirdsanal ott tartottunk, hogy a két Osszeérintett palacsintasiitot a D térre
merdlegesen behelyeztiik a térbe. Létrejon rajtuk az elektromos megosztds. Most valasszuk szét
Oket, és csak ezutan vegyiik ki a két lemezt a térbol. Ezutdn mar csak annyi a feladatunk, hogy
megmérjiik a toltést, €s képezziik a toltés per feliilet hanyadost, és igy megkapjuk az elektromos
megosztas vektoranak nagysagat. (A toltés mérését az dram ¢és 1d0 mérésére lehet visszavezetni,
amivel a késObbiekben foglalkozunk.)

D iranydanak a meghatdrozdsa

Az elobbi mérésnél feltételeztilk, hogy a palacsintasiitoket a D térre merdlegesen
helyeztiik el. Mivel ez az irany eleve nincs kijeldlve, ezért nyilvanvaloan arra is mérési modszert
kell kidolgozni, hogy ezt az iranyt hogyan talaljuk meg. A kovetkezo ,,probalgatdos” modszert
alkalmazhatjuk: a tér megosztd hatasat egymas utan tOobbféle iranyba behelyezett
palacsintastitovel megmérjiik. Mivel

Q=D, = j D-dA, a megosztd hatas —vagyis a felgyiilemlett toltés— akkor a legnagyobb, amikor
A

a skalarszorzat értéke maximalis, azaz a palacsintasiité éppen merdleges a térre. Ezt szem el6tt
tartva megkeressiik a helyes iranyt. Végiil a merdleges irany is kétféle lehet: negativ és pozitiv.
Az iranyt a lemezek polaritasa donti el. (A palacsintasiiton 1étrejovo toltés, amikor az a mérendd
térben van, az eredeti teret lerontd D teret hoz 1étre. Ezért nincs a két palacsintasiité kozott tér.
Amikor azonban kiemeljiik a lemezeket, a rajtuk 1évo t6ltés olyan D teret l1étesit, amely ellentétes
iranya az eredeti D térrel. Az eredeti D tér irdnya igy a negativ toltéssel rendelkezd
palacsintastit6tol a pozitivan toltott felé mutat.)

Meérés inhomogén térben

A fenti mddszer csak kdzel homogén tér esetén miikodik jol. Ha egy nagy palacsintasiitot
inhomogén térbe tessziik, akkor valamilyen atlagot fog mérni. Amennyiben részletesebb, nagyobb
felbontasu képet akarunk a térrdl, akkor kisebb palacsintasiitot kell hasznalni, amelynek a kis
kornyezetében a tér mar kozel homogén.
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Az elektromdgneses tér jellemzdinek mérése elvben és gyakorlatban

A mérések elve igen fontos, mert megmutatja, hogy mit is értsiink a mérendd
mennyiségen. A mérések gyakorlata, bar ezekre az elvekre épiil, mégis masként néz ki, mint az
elvi eljaras, mert kiilonb6z6é praktikus szempontoknak is meg kell felelni. Tehat példaul az
elektromos térerdsség mérését inkabb fesziiltségmérésre vezetjiik vissza, és nemigen szoktuk a
probatdltésre hatd erét mérni. (Bar egy TV képcesd belsejében vagy egy gyorsitd berendezésben az
elektromos tér ilyen kozvetlen mérése is kézenfekvd lehet.) Palacsintasiitével sem szoktunk
szaladgalni, ha a D tér értékére vagyunk kivancsiak. Mindez azonban mit sem von le a mérési
elvek fontossagabdl. Ugyanis ezek a mérési utasitdsok mutatjdk meg az elektromagneses tér 4
jellemzdjének, az E, D, H és B vektortereknek a fizikai jelentését.

11.10 Az elektromos toltésstiriség.
Az elektrosztatika Gauss-torvényének lokalis alakja

A bevezetésben mar volt rola sz6, hogy a Maxwell-egyenleteket lokalis és globalis
alakban is fel lehet irni. Az elektromos toltés globalis mennyiség (pl. egy véges kiterjedésu test
toltése), egy pontban nem értelmezheté (a tomeghez hasonléan, ahol egy folytonos
tomegeloszlast test egy pontjanak a tomege mindenképpen zérus, akar 6lombdl van a test, akar
hig levegdbdl). A toltéssiiriiség azonban —akarcsak a kozonséges (tomeg)siiriiség egyetlen
pontban— lokalisan is értelmezhet6 az alabbi hatarértékkel:

p= lim g,

AV—0,T,, -0 AV

ahol hatarértékben a AV térfogatelem arra a pontra zsugorodik, amelyben a toltésstirliséget
keressiik, AQ pedig a AV térfogatelemben 1évé toltés. Forditva, ha ismerjik a lokalis
toltésstiriséget, akkor egy véges térfogatban 1évd toltés mennyisége a toltéssiiriség térfogati
integraljaként irhat6 fel:

Q:jpdv.

A toltésstirliség bevezetésével és a Gauss-tétel segitségével az elektrosztatika elsd
alaptorvényének globalis alakjabol levezethetd a lokalis alak:

§D-dA=Q = §D~dA=jpdv.
A A Vv

A feliileti integralt a Gauss-tétel segitségével alakitjuk at térfogativa:
{D-dA=[divDdv = [divDdV=[pdV.
A \Y \ \

Ha két integral egyenld, az nem jelenti feltétlentil azt, hogy a két intengrandusz is megegyezik. De
ha tetszdleges térfogatra igaz az, hogy (atrendezve):

jdidev—jpdvzo - I(divD—p) dv =0,
\Y% \Y% \Y%
akkor az csak ugy lehetséges, ha

divD =p,
ami nem mas, mint az elektrosztatika els¢ alaptorvényének lokalis alakja.
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