IV.2 Az elektrosztatika alaptorvényei feliileti toltéseloszlas esetén

Az el6z0 paragrafusban lattuk, hogy a toltések a vezetd feliiletén helyezkednek el,
gyakorlatilag kétdimenzios —vagy mas szoval feliileti— toltéseloszlast alkotva. (Természetesen
atomi méretekben ez a kép mar nem tarthatd: pl. a tobbletelektronok zome a fémnek a
vakuummal, vagy a levegdvel érintkez6é hatarfeliiletének egy igen vékony, de mégiscsak véges
zonajaban talalhat6. Ez azonban a makroszkopikus elektrodinamikai leirds szempontjabol olyan
kis tavolsag, hogy a gyakorlatban a kétdimenzios toltéseloszlas teljesen elfogadhato kozelités.)

Feliileti toltéseloszlas esetén bevezethetjiik a o feliileti toltésstiriséget:

vagyis a feliiletegységre eso toltést, ami a térfogati toltéssiirliséggel analég fogalom.

A kovetkezOkben szeretnénk az elektrosztatika alaptérvényeit megfogalmazni feliileti
toltéseloszlasok esetére (egyeldre tovabbra is vakuumban). Erre — azon tul, hogy feliileti
toltéseloszlasok gyakran fordulnak el¢ — azért is érdemes sort keriteni, mert az elektrosztatika
alaptorvényei ilyen esetben nagyon egyszeriiek. E célbdl vezessiik be egy V(r) vektortér feliileti
forrasstlirliségét az alabbi formaban:

feliileti divergencia = V5 (2) — V(1) ,
valamint a feliileti 6rvénystirliségét a
feliileti rotacio = Vi(2) — V(1)

alakban. (1) és (2) arra a két térfélre utal, amelyeket a feliilet valaszt szét. Az n és t indexek a
vektortér normalis illetve tangencialis komponensét jelentik.

Ennek részletesebb magyarazatat lasd kicsit késobb. Ekkor az elektrosztatika alaptorvényeinek
analog megfogalmazasai a kdvetkezok:

Az elektrosztatika térfogati toltéseloszlas feliileti toltéseloszlas
alaptorvényet esetében esetében

1. alaptorvény divD=p Dn(2) -Dn(1)=0c

2. alaptorvény rotE=0 E«(2)-E«(1)=0

Szavakkal kifejezve az 1. alaptorvény feliileti toltéseloszlasra azt mondja ki, hogy a D tér feliileti
forrassiirisége egyenld a feliileti toltésslirliséggel, a 2. alaptorvény szerint pedig a feliileti
orvénystiriiség zérus. E tételek belatasdhoz tekintsiik a V.1 és 1V.2 abrat.

IV.1 abra
A —jelen esetben pozitiv eléjelii— toltésfelhd (ami persze lehetne negativ is) egy feliileten (de nem
feltétlentil egy vezetd feliiletén!), helyezkedik el. A 1ényeg az, hogy valahogy Iétrejott ez a
kétdimenzids toltéseloszlas, akar ugy, hogy példaul a toltéseket ,,odaenyveztiik” a feliilethez. A B
toltott feliilet valassza el az (1)-gyel és (2)-vel jelolt térfeleket egymadstol, és a feliilet
normalvektora mutasson az (1)-t6l a (2) felé. A B feliiletet vegye koriil egy zart A feliilet, amit
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jeloljon a két térfélben A(1) ill. A(2). Ezek utan az 1. alaptorvény feliileti alakjat az alaptorvény
globalis formajabol:

fDdA:Q

A

kiindulva lehet bizonyitani.
Mivel a Q toltés most feliileti toltés, ami a B feliileten helyezkedik el, ezért

Q:deB ,
B

¢s az alaptorvény most a kovetkez6 alakot olti:
{D-dA=[cdB.
A B

(Felhivjuk a figyelmet, hogy itt a dB nem vektor, csak a feliiletelem nagysaga.)

Tehat ezt a B feliileten elhelyezkedd Q toltést oleli kortil a zart A feliilet. Most
zsugoritsuk rd az A feliiletet mindkét oldalrdl a B feliiletre. Az A feliilet ekkor 1ényegében két
olyan A(1) és A(2) feliiletbél &ll, amelyek majdnem mindenben megegyeznek, miutan
razsugoritottuk dket a B-re. Ezutdn ugyanis mindkettd nagysaga B, csak mig az A(1) az (1)-es
térfélben van, €s ezért feliiletelemeinek iranya a helyi normalvektorral mindig ellentétes, addig az
A(2) esetében, amely a (2)-es térfélben van, a feliiletelemek a helyi normalvektorral azonos
iranyuak. (A feliiletelemek irdnyat ugyanis az szabja meg, hogy A(1) és A(2) egyiitt egy zart
feliiletet alkot, és ilyenkor a feliilet irdnya definici6 szerint mindig kifelé mutat.) Tehat az dbran is
alkalmazott jeldléseinkkel

dA(1) =dAn(1l)=—dAn, dA(2)=dAn(2)=dAn
ésigy D(1) dA(1) =-Dn(1) dA, D(2) dA(2) = Dy(2) dA.
Tekintettel arra, hogy a teljes zart A feliilet két részre bonthato, ezért
§D-dA= jD.dA+ jD-dA:j(—Dna) dB)+I(Dn(2) dB).
A AQ A(2) B B

A zsugoritas utan ugyanis A(1) = A(2) = B. Ezek utan az 1. alaptorvény globalis alakja feliileti
toltéseloszlas esetén:

ﬂDn@y4%a»dB=jcda
B B

Mivel ez az Gsszefliggés tetszés szerinti B feliiletre igaz, ebbdl kovetkezik, hogy nem csak az
integralok, hanem az integrandusok is megegyeznek, tehat

Dn(2) — Dy(1) =0,
ami nem mas, mint az 1. alaptorvény lokalis alakja feliileti toltéseloszlas esetén.

A @
(1) +

IV.2 abra
Az abran lathato vastag vonal jelképezi a toltott feliiletet (metszeti kép).
A vékony vonal egy olyan zdrt G gorbét mutat, amely feliilrél és alulrol kériilveszi
a toltott feliiletben lévé H gorbe szakaszt (H nincs jel6lve az dbran).
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A 2. alaptorvény feliileti toltéseloszlasra érvényes alakjat ugyancsak a globalis alakbol
kiindulva vezethetjiik le:

§E-dr=o
G

A zart G gorbét vegyiik fel ugy, hogy odafelé a feliilet felett, de annak kozvetlen kdzelében
haladjon a (2) térfélben, majd visszafelé a feliilet alatt az (1) térfélben, de ismét a feliilethez igen
kozel, valamint kozvetleniil az odaut alatt. Vagyis

dr(l) =—dt, dr(2) =dt
¢sigy  E(L)dr(l) = - E(1)dt, E(2)dr(2) = E(2)dt.

Itt dt mindeniitt az odatt iranyaba mutat6 a feliilethez képest tangencialis egységvektor. A zart
gorbementi integral két részre oszthatd, az odaut és visszaut szerint:

fE-dr= [E-dr+ [E-dr=0

G G(2) GQ)
Mivel az oda- és visszaut tulajdonképpen majdnem ugyanazon a H gorbén torténik, ezért
felirhato, hogy

fE-dr:j(Et(Z)—Et(l))dtzo
G H
Miutan ez az integral tetszés szerinti H gorbére zérus, ebbdl az kovetkezik, hogy maga az
integrandus is nulla:
Et(2) - Et(l) = 0,

ami nem mas, mint a 2. alaptorvény lokalis alakja feliileti toltéseloszlas esetén.

IVV.3 Az elektrosztatika alaptorvényei vezeto feliiletre

Ha az elektrosztatika feliileti toltéseloszlasokra érvényes alaptorvényeit vezetd feliiletre
akarjuk alkalmazni, akkor abbol indulhatunk ki, hogy a vezetd belsejében nincs elektromos tér,
tehat ott mind E, mind D nulla. Ha tehat a toltott feliiletiink egy vezetd kozeg (1) feliilete, amely
vakuummal (2) érintkezik, akkor tudhat6, hogy

E(1)=0¢és D(1) = 0.

Az ebbdl adodo egyenleteket 0sszehasonlitd tablazatos formaban kozoljiik:

Az elektrosztatika altalanos feliileti vezetd feliilet esetén
alaptorvényei toltéseloszlas esetében (1): vezetd, (2): vakuum
1. alaptorvény Dn(2) -Dn(1) =0 Dnh(2)=0c

2. alaptorvény E«(2) - E«(1)=0 E«(2)=0

Vagyis szavakban 0sszegezve: az elektrosztatikus tér a vezetd feliiletére mindig merdleges (mert
a tangencialis komponense 0), a D tér normal komponense pedig (ami vakuum estén maga a D
vektor abszolut értéke) a feliilet egy pontjdn egyenld az ugyanezen pontban mérhetd o feliileti
toltéssiiriiséggel.
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IV.4 A feliileti toltéssiiriuség fiiggése a gorbiileti sugartol. Csucshatas.
Kisérlet: elektromos Segner kerék, gyertyalang elfujasa elektromos széllel.

A cstcshatas azon alapszik, hogy - mint ahogy lejjebb majd megmutatjuk - a vezet6 élein, illetve
csucsain sokkal nagyobb a toltéssiirliség, és ennek kovetkeztében az

€0 E(Z) =0

Osszefliggés miatt itt a lokalis térerdsség is sokkal nagyobb. A nagy térerdsség ionizalja a levegd
molekulait, a toltott levegd pedig mozgasba jon az elektromos tér hatasara. Ez az elektromos szél.
Mivel magyarazhatjuk, hogy a csucsokon - vagyis ahol a feliilet gorbiileti sugara igen
Kicsi - nagyobb a toltésstirliség, mint a feliilet kevésbé gorbiilt részein? Hogy ezt megértsiik,
képzeljiik el a kovetkezo kisérletet. Egy nagy Rj sugart vezetd gombot kossiink 0ssze (ugyancsak
vezetével) egy kisebb R, sugari gombbel. A rendszert toltsiik fel, és vizsgaljuk meg a két
gombon kialakuld o1 és oy toltésslirliségek aranyat. Ha a gdmbok egymastdl viszonylag tavol
vannak, akkor az R; sugari gomb felszinén a potencialt elsdsorban az ott elhelyezkedd Q; toltés
fogja megszabni. Az R; sugart gémb potencialtere a gdmbon kiviil ugyanolyan, mint a pontszeri
toltés potencialtere (111.2 paragrafus), ezért
1
P =" &
47580 Rl
Ugyanilyen alapon 0y = ! &.
47'580 R2
Viszont a két gomb ekvipotencialis, mivel vezetdvel vannak dsszekotve, vagyis @1 = g, €zért
Q_Q0
Ry Ry

Tekintetbe véve, hogy egy gdmbon a feliileti toltéssiirliség c= 4F\’an ,
a két gomb feliileti toltésstirliségeinek aranyara azt kapjuk, hogy
o1 _Ry
—
vagyls minél kisebb egy gomb R sugara, anndl nagyobb rajta a o feliileti toltésslirliség, €s
kovetkezésképpen a térerd is.

V. Kapacitas, kondenzatorok

V.1 A kapacitas fogalma

Tekintslink két vezetd (mondjuk fém) darabot,
melyek egymas kozelében helyezkednek el:

(Az ,,egymas kozelében” persze relativ fogalom. Ce
Egyrészt azt értjik alatta, hogy a vezetd darabok
atlagos tavolsaga a vezetd darabok geometriai
méreteinek a nagysagrendjébe esik; lasd az V.1. abrat.
Masrészt pedig feltételezziik, hogy egyéb vezetd
darabok, illetve toltések nincsenek a kozelben, mas
szoval elég tavol vannak ahhoz, hogy a hatasuk elhanyagolhat6 legyen, €s igy ne zavarjanak. Az
abran ezekhez a kevéss¢ zavard toltésekhez vezetd, vagy onnan kiinduld erévonalakat
szaggatottan rajzoltuk.)
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Az egyik vezetén - ezt fogjuk a tovabbiakban a kondenzator pozitiv fegyverzetének
tekinteni - helyezkedjen el +Q t6ltés, a masik vezetén pedig —Q. A kondenzator fegyverzetei
kozott mérhetd fesziiltséget mindig ugy fogjuk szémitani, hogy a térerdsség gorbementi
integraljat a pozitiv fegyverzettél indulva a negativ fegyverzetig eljutva szamitjuk. (Igy jutunk
pozitiv fesziiltség értékhez.) Elektrosztatikaban a fesziiltség az uttol fiiggetlen, a kondenzator
lemezei pedig ekvipotencialisak, ezért a fenti modon szamitott fesziiltség az egész kondenzatorra
érvényes adat. Ezt fogjuk a kondenzator fesziiltségének tekinteni.

r-)
Uk oNDENZATR = _[E-dr.
r(+)

A kondenzator toltésének pedig a pozitiv fegyverzeten 1évo +Q toltést tekintjiik.

Ha a kondenzatorra kétszer annyi toltést visziink fel, akkor ezekbdl kétszer annyi erévonal
indul ki (az elektrosztatika I. alaptorvénye értelmében). Ha ugyanarr6l a helyr6l kétszer annyi
erévonal indul ki, akkor kétszeres lesz az erdvonalak slirlisége is, azaz a térer0sség mindentitt a
kétszeresére nd. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy a fesziiltség is kétszeres, mivel a gorbementi
integralban E mindeniitt dupla akkora. Vagyis a fesziiltség ardnyos a kondenzatoron 1évo
toltéssel:

U=kQ .
A k aranyossagi tényez6 reciprokat C-vel jeloljiik, és kapacitasnak hivjuk. Ha az egyenletet Q-ra
explicit formara rendezziik, akkor
Q=CU .

Ez azt jelenti, hogy minél nagyobb a kondenzator kapacitdsa, egy adott fesziiltségen annal tobb
toltést tud tarolni. A dolgot ahhoz hasonlithatjuk, hogy egy viztirolonak annil nagyobb a
tarolokapacitdsa, minél tobb vizet tud befogadni egy adott magassag mellett. (Persze a
viztarolondl az dsszes beléje férd vizet tekintik inkdbb - ami még nem csap til a tarold peremén -,
€s nem a magassagegységre eso taroloképességet. A kondenzator kapacitdsan viszont nem a bele
toltheté legnagyobb toltést értik - ahol mar pl. atiitne a kondenzator -, hanem e helyett a
fesziiltségegységre juto tarolt toltésmennyiséget.)

V.2 Sikkondenzator, gomb- és hengerkondenzator kapacitasa

Amint arrol az el6zd paragrafusban mar volt szo, barmely két vezetd darab képezhet egy
kondenzatort. A kondenzator kapacitdsa egyrészt attol fiigg, hogy mekkordk a fegyverzetek, és
ezeknek milyen a geometriai elrendezése, masrészt attol, hogy milyen szigeteléanyag — vagy
~anyagok — toltik ki a fegyverzetek kozotti teret.

Egyelore fel fogjuk tételezni, hogy a fegyverzetek vakuumban vannak. Ekkor a
van harom nevezetes eset, amit meg fogunk vizsgalni: a sikkondenzator, a gombkondenzator, és
végiil a hengerkondenzator.

Sikkondenzdator
A sikkondenzatort vazlatosan az V.2 dbra mutatja.

‘4,.,»/}/ —

V.2. dbra
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Lényegében két, egymassal parhuzamos A feliileti vezetd lemezbdl all, melyek egymastél mért
tavolsaga d. Lényeges, hogy a d tavolsag aranylag kicsi legyen a kondenzator tobbi méretéhez
képest. Ekkor ugyanis az elektromos erétér a kondenzator belsejében nagyjabol homogén. Igaz
ugyan, hogy a kondenzator-lemezek széleinél a tér gyengiil, mert az erévonalak egy része kiviilre
keriil, de az a teriilet, ahol ez jelentds gyengiilést okoz, egyre Kisebb, ahogy d-t csokkentjiik. A
levezetésnél tehat azzal a kozelitéssel fogunk €lni, hogy az elektromos erdtér homogén a
kondenzator lemezei kdzott.

Lassuk akkor a levezetést! Egy kondenzator kapacitisa a rajta 1évo toltés osztva a
kondenzator fesziiltségével:

c=2
U
Feltételezziik, hogy a toltések homogén o feliileti toltésstirliséggel oszlanak el a fegyverzetek
feliiletén, tehat a kondenzator toltése
Q=Aoc.
Tovabba mar lattuk, hogy egy vezetd feliiletén az elektrosztatika I. alaptdrvénye szerint
c=D.
Az elektromos eltolds vektora pedig vakuumban felirhatd, mint a vakuum & permittivitdsanak és
az elektromos térerdsségnek a szorzata:
D= €0 E .
Tehat sikkondenzator esetén irhatd, hogy
Q=AgE
A kondenzator fesziiltsége homogén tér esetén az E térerésség és a d tavolsag szorzata:

U=Ed,

ugyanis az integralasnal az E és dr vektorok egymassal parhuzamosak (ilyen utat valasztunk), és
ezért a skalarszorzatuk egyenld a nagysagaik szorzataval, az E pedig fiiggetlen a helytdl
(homogeén tér), €s ezért az integraljel el¢ kiemelhetd, tehat

Uk oNDENZATR =.[Edl’:.fEdr=EJ.dr=Ed .

Visszatérve a sikkondenzéator kapacitdsara: a toltésre ¢€s a fesziiltségre  kapott
Osszefiiggéseket helyettesitsiik be a kapacitas kifejezésébe
C:g:Aeo E:Ago_
U Ed d

Vagyis arra a eredményre jutottunk, hogy a sikkondenzator kapacitasa aranyos a fegyverzetek
feliiletével, és forditva ardnyos a lemezek egymastol mért tavolsagaval.

Ezt az eredményt egy olyan kisérlettel lehet szemléltetni (V.3. abra), ahol a kondenzator
egyik fegyverzete egy elektroszkdép lemezéhez, a masik fegyverzete pedig ennek az
elektroszkopnak a hdzdhoz van kétve (ami foldelve van).

V.3. 4dbra

4/6



Az elektroszkop lemezéhez kotott kondenzator fegyverzetére megdorzsolt iivegruddal pozitiv
toltést visziink, és ettdl az elektroszkop kitér. Ha most a kondenzator fegyverzeteit kozelitjiik
egymashoz, akkor az elektroszkop lemezei 0sszEébb esnek, ha viszont tavolitjuk egymastol a
fegyverzeteket, akkor az elektroszkop lemezei is tdvolodnak egymastol. Ezt Gigy interpretalhatjuk,
hogy a kondenzator U fesziiltsége nd, ha a fegyverzeteit tavolitjuk egymastol (mert ilyenkor a
kapacitasa csokken, a toltése viszont nem valtozik, tehat a fesziiltségnek nonie kell az U = Q/C
formula értelmében), és ezt a megndvekedett fesziiltséget jelzi az elektroszkop.

Itt alljunk meg egy szora. Az eddigiekben azt mondtuk — és helyesen — hogy az
elektroszkop a rajta 1€vo toltést méri, és fesziiltségmérésrdl pedig nem szodltunk. Valdban, a
lemezek kozotti taszitdoerd a rajtuk 1évo toltéstol fiigg a Coulomb-térvény értelmében. Miért
mondjuk akkor mégis azt, hogy a fenti kisérletben az elektroszkdp a kondenzator fesziiltségét
méri? Nos, itt nincs ellentmondés, mert az elektroszkop mindkettdt méri. Mivel az elektroszkop
hazat foldeljiik, ezért az elektroszkop is egy kondenzator. Minél nagyobb ezen a kondenzatoron
az elektromos toltés, annal nagyobb rajta az elektromos fesziiltség is az

U o QELEKTROSZKOP
ELEKTROSZKOP ~ ~
ELEKTROSZKOP

Osszefiiggés értelmében. Mivel az elektroszkop kapacitasa allandd, ezért az elektroszkop
fesziiltsége ardnyos lesz a rajta 1évo toltéssel. Az elektroszkop tehat fesziiltségmérd miiszer is,
csak a mérdlemezeinek kivezetését és a hazat parhuzamosan kell kdtni a mérendé fesziiltséggel
(mint minden fesziiltségmérd miiszer esetében). Jelen kisérletiinkben a kondenzator
fegyverzeteivel kotottiik parhuzamosan, tehat az elektroszkop igy valdoban a kondenzator
fesziiltségét fogja mérni (amellett, hogy a sajat magan 1évo toltést tovabbra is méri, csakhogy ez a
toltés most aranyos a kondenzator fesziiltségével).

Nagyon zérojelesen még azt is megjegyezzik, hogy amikor fesziiltséget mériink az
elektroszkoppal egy kondenzatoron, akkor az elektroszkop altaldban nem tekinthetd idealis
sztatikai fesziiltségmérd miiszernek. Az elektroszkop kapacitasa ugyanis hozzaadodik a mérendd
kondenzator kapacitasahoz, és ezért az elektroszkop beiktatasaval a fesziiltség egy kicsit csokken.
Ez a hatds anndl kisebb, minél kisebb az elektroszkép kapacitisa. Egy idedlis elektroszkdp
fesziiltségmérd kapacitasa tehat zérus.

Gombkondenzdtor
Tekintslink most két koncentrikus gdmbfeliiletet mint kondenzatort:

V.4. dbra

Legyen példaul a belsé gomb pozitiv, a kiilsé pedig negativ toltésti. A belsé gombbdl induld
erdvonalak a kiilsé gdombon végzddnek. Ez most nem homogén tér, hiszen az er6vonalak irdnya
sem azonos a legtdbb helyen, és a térerdsség nagysdga is csokken, ahogy a belsé gombtol
tavolodunk. Ilyen térrel azonban mar taldlkoztunk, hiszen a pontszerli toltés tere is
goémbszimmetrikus tér. A gomb feliiletén kiviil nem tudjuk megallapitani, hogy az elektromos
teret egy pontszerii toltés vagy pedig egy vezetd gomb feliiletén eloszlo t6ltés hozza 1étre. (Persze
a gomb feliiletén beliilre menve mar nagy a kiilonbség: pontszerii toltés esetén a térerd egyre nd
az origohoz kozeledve, gomb esetén viszont a gdmbon beliil zérus a térerd.) Szdval a gdbmbon
kiviil a térerdsség és a potencial is tigy valtozik, mint pontszeri toltés esetén:
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L Qe & om=-11%

E= 5 ,
dmeg r 4reg 1

ahol r a gomb kozéppontjatél mért tavolsag. Ezek szerint ha a bels6 gomb sugara R;, a kiilsé
gdmbé pedig Ry, akkor a potencidljuk

1 ] 1
oR)= 2 & oR)= 2
47[80 Rl 47[80 R2
A két gdmb kozotti fesziiltség ezek szerint:
Q|1 1
U=0¢(R)-0o(Ry)=——| ———|,
(R —o(Ry) ineg| Ry R,
ahonnan a gdmbkondenzator kapacitasa:
c=Q g, Rz
U R,-R;

Feladatok, kérdések:

1) Hasonlitsuk 0ssze ezt a formulat a sikkondenzatorra kapott képlettel! Mit kapunk eredményiil,
ha a két gombfeliilet nagyon kozel van egymashoz?

2) Mit kapunk eredményiil, ha a masodik gomb sugara igen nagy, vagy masodik gémb
egyaltalan nincs is jelen?

Hengerkondenzdator
Két L hosszusagl koncentrikus hengerbdl allé kondenzator kapacitasa

C = 27'580 — )
In(R,/Ry)
ahol Ry és R; a bels6 és a kiilsé henger radiusza:

=0

V.5. dbra

Ezt a formulat gy vezethetjiik le, hogy az elektrosztatika 1. alaptérvényére timaszkodva
felijuk az elektromos térer0sséget mint a hely fliggvényét egy olyan hosszukas
hengerkondenzatorban, amelynek toltése Q:

B a Q toltésholkilépd erdvonalak szama

~annakazr sugaruhengernek(R; <r <R,) afelulete,aholaz E - t kérdezziik |
Ezutan a kondenzator U fesziiltségét kell kiszamolni, figyelembe véve, hogy az elektromos tér
mindig radialis iranyd a hengerkondenzatorban. Ha tehat radidlis utat valasztunk a fesziiltség
kiszamitasadhoz, akkor igaz, hogy

E-dr=E-dr,
s igy
R,
Uk oNDENZATER = IE-dr,
R,
Magat a levezetést nem kozoljiik, de kérjiik az olvasét, hogy gondoljon utdna.
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V.3 Kondenzatorok soros és parhuzamos kapcsolasa
Pdarhuzamos kapcsolas

Parhuzamos kapcsolasrol akkor beszéliink, ha két vagy tobb aramkori elem - jelen esetben
kondenzator - ugyanazt a két pontot koti Ossze. Ekkor valamennyi elemen ugyanaz az U
fesziiltség van. Ilyenkor logikus kérdés, hogy a parhuzamosan kapcsolt elemeket lehetséges-e
egyetlen eredével helyettesiteni, amely ekvivalens modon viselkedik, és mekkora ez az ered6?
Példaul harom parhuzamosan kapcsolt kondenzator esetén az a feladat, hogy mekkora annak ez
eredé kondenzatornak a kapacitasa, amely minden fesziiltségen ugyanannyi toltést tarol, mint a

harom kondenzator egyiittesen?

C:‘I
C2
Ae B
C3
V.6. dbra
Q .
Cereno = EI:JEDO Qereps = Q1 +Q2+Q3
Q+Q+Q3 _Q; Qp Qg
CEREDO ZTZU'FU"FU:C]_'FCZ +C3.

Ennek a kondenzatornak a kapacitasa tehat
Cerep = C1 + C2 + C3

Vagy éltalaban n darab parhuzamosan kapcsolt kondenzator esetén:

n
CEREDG = Zci'
i=1

Soros kapcsolas

Mint lattuk, kondenzatorok parhuzamos kapcsolasa esetén a fesziiltség azonos minden
kondenzatoron, mert ugyanazt a két pontot kotik Ossze. Kondenzatorok soros kapcsoldsanal
minden kondenzatoron ugyanaz a toltés jelenik meg, mert eldgazas nélkiil egymas utan vannak
kotve. Ekkor ugyanis az els6 kondenzator pozitiv fegyverzetére felvitt toltés az elektromos

megosztas révén ugyanazt a toltést jeleniti meg valamennyi kondenzétoron.

C1 C2 C3
|
|

V.7. abra

A kondenzatorokon esd fesziiltség dsszeadoddik, tehat

Ugrepo = U1 + Up + U3
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=+ ——+—= = +—+—,
Cerens &1 G2 G Cerens C1 G G
vagy altalaban
1 _ii
Cerens i1 Ci

V.4 Kondenzator és elektrosztatikus tér energiaja
Kondenzdtor energidja

Egy feltoltott kondenzator energidjat ugy hatarozhatjuk meg, hogy megmérjiik, kistitése
kozben az elektromos tér mekkora munkat végez. Ez a munkavégzd-képesség a kondenzator
energiaja. Amikor dQ toltés megy at a pozitiv fegyverzetr6l a negativ fegyverzetre, akkor a dQ
toltésen a tér altal végzett munka

dw=uUdQ .
Q most az atvitt toltést jelenti. (Tehat az atvitt toltés a folyamat kezdetén 0, miutan pedig

kistitottiik a kondenzatort, az atvitt toltés a kondenzator kezdeti teljes toltésével egyenld, amit Q-
al jeloliink.) A kondenzatoron marado toltés

Qc=Qo-Q ,
a kondenzator fesziiltsége pedig
U= & — QO — Q )
C C
A kondenzator teljes kislitése soran végzett munka:
Q 27 2 2 2
'Qp—Q
W:IdW:I 0 CdQ= &QC_QC =QO _QO =QO .
5 C C 2C 0 C 2C 2C
Tehat a kondenzator energija:
2
1 QO 1 1 2
———==-U =—U,"°C.
> C 2 0Qo > Jo

Az eredményt (és az '2-es szorzotényezot) szemléletesen ugy is értelmezhetjiik, hogy a
kondenzator fesziiltsége a kisiités kozben a rajta 1évo toltéssel aranyban linearisan csokken
nullara. Az étlagos fesziiltség pedig ennek kovetkeztében a kezdeti és végsd fesziiltség szamtani
atlaga:

1
Usrac = 2 Uo.
A végzett munka pedig
1
W=U 4 ac Qo 5 Uo Qo

Olvasmany: az eldjel és a potencidlis energia
A kondenzator energiajat megado formulat ugy is le lehet vezetni, hogy Q-val nem az atvitt toltést, hanem a
kondenzatoron 1évo toltést jeldljiik. A kisiités soran végzett munka ekkor azonban kicsit mas.
dW=U - (-dQ)
Ugyanis ha kisiitésrél van szo, akkor a kondenzator toltése csokken, tehat dQ negativ. A tér altal végzett dW munka
viszont pozitiv, mert a pozitiv toltés egy kis részét (ami —dQ-ként irando ebben az esetben, hiszen igy lesz pozitiv)
vissziik 4t a pozitiv fegyverzetrdl a negativ fegyverzetre. A kisiitésnél végzett munka evvel a jeldléssel:

i) fudo-T Quo-%
szszQjOU(—dQ):J;UszgCdQ:ZC.
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Mint lathatd, ez a levezetés talan egyszeriibb, de a dQ eljelénck megértése tobb figyelmet igényel. Az eléjel, mint
lathato, fontos dolog, és akarmilyen egyszerl, mégis alaposan oda kell figyelni, nehogy elhibazzuk. Gyakorlasul
ajanlott, hogy a kondenzator energidjat most a feltoltésekor végzett munkabdl kiindulva vezessiik le.

Segitség: a feltoltéskor az elektromos erétér munkaja negativ, valamilyen, a feltoltést végz6 erd munkaja
pedig pozitiv. A feltoltétt kondenzator energiaja természetesen pozitiv. Tehat a kondenzator energiaja vagy a
feltoltést végzd eré munkajaval egyenld, vagy pedig az elektromos erd munkajanak a minusz 1-szeresével. Ez az
eléjel-konvencio onnan adodik, hogy az energia az nem munka, hanem munkavégzd-képesség. Ha tehat a tér munkat
végez, akkor annyival csokken a munkavégzd-képessége, amennyi munkat végzett. A tér energidjanak a valtozasa
tehat az altala végzett munkanak a minusz 1-szerese:

AEPOT =-W .

Tulajdonképpen mar az els6 levezetésnél hasznaltuk a fenti 6sszefiiggést, amikor azt mondtuk, hogy a kondenzator
energidja az a munka, amit a feltoltott kondenzator erdtere végez a kistités soran:

AEPOT = EPOT(Z) - EPOT(]') = EPOT(kISUtOtt kOI’]d) - EPOT(tOItOtt kond) = —W.
A kisiitott kondenzator energiajat nullanak tekintve kapjuk a kiindulasul hasznalt formulat:

EPOT(tOItOtt kond.) = W

Az elektrosztatikai tér energidja
Azt szeretnénk bebizonyitani, hogy az elektrosztatikus tér energiasiirisége a tér egy
pontjaban

p(energia) = % E-D.

A levezetést az egyszeriiség kedvéért egy sikkondenzator lemezei kozott fesziilé homogén
elektromos térre végezzik el, és még azt is feltételezziik, hogy a kondenzator lemezei kozott
vakuum van. Belathaté azonban (bar ennek bizonyitasat itt nem ko6zoljiik), hogy az eredmény
nem csak erre a specidlis esetre, hanem altaldban is igaz.

Tekintsiink tehat egy feltoltott sikkondenzatort, amelyben a homogén elektromos
térerdsség E. Ekkor a kondenzator fesziiltsége:

U=[E-dr=E.q,
ahol d a kondenzator lemezeinek a tavolsaga. (Az integralas itt a homogén tér miatt szorzassa

egyszeriisodik.) A kondenzator energidja, mint lattuk:

E formulaban a fesziiltségre helyettesitsiik be, hogy U = E d, valamint a sikkondenzator
A
kapacitasat: C = SOT. Ezzel

2 SoA

1
Epor==(Ed
POT 2( ) q

amit atrendezve azt kapjuk, hogy
1 1
Epor= > E (eoE)(Ad) = E(E D)V,
ahol V a kondenzator térfogata. Innen mar egyszerii feladat az energiastriiség kifejezése:
1

.y _ Epot
energia)=———=—E-D,
p(energia ) v 2

ami nem mas, mint a bizonyitani kivant formuldnak a sikkondenzator esetére érvényes alakja.
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VI.1 Dipolusmomentum. Dipdlus és toltésrendszer potencialtere
Egy toltésrendszer momentuman az alabbi kifejezést értjiik:

m ZZn:Qiri
i1

vagyis a toltéseket sulyozzuk a hozzajuk tartozé helyvektorokkal. Az azonos nagysagu, de
ellentétes eldjeli +Q ¢és —Q toltésekbdl allo toltésrendszert dipélusnak nevezziik. Ennek a
toltésrendszernek a momentuma a dipdlusmomentum, amit p-vel jeloliink:

P=Qr:—Qr-=Q(rs—r)=QAr.

Tehat a dipélusmomentum vektora a negativ t6ltésbol a pozitiv felé mutat (Id. a VI.1. abrat),

Z

VI.1 abra
a dipélusmomentum nagysaga pedig a Q toltésnek és a toltéseket elvalaszté Ar = | Ar|
tavolsagnak a szorzata.

A tovabbiakban azt szeretnénk belatni, hogy tetszés szerinti toltésrendszer erdtere
,messzir6l nézve” olyan, mint egy dipdlus tere. Ezt a kérdést azért érdemes megvizsgalni, mert a
szigeteldanyagok molekuldkbol allnak, amelyekben a toltés eloszlasa meglehetésen bonyolult is
lehet. Ha viszont tetszés szerinti toltésrendszer a tdvolbol nézve dipdlussal helyettesithetd, akkor
makroszkopikus mérések szempontjabol a szigeteldanyagokat tigy tekinthetjiik, mintha egyszerti
dipolusokbol allnanak. (A molekularis méretekhez képest ugyanis tdvolrdl vizsgaljuk ezeket a
toltéseloszlasokat.)

Elsonek egy egyszerti dipdOlus terét vizsgaljuk meg, és ne is az erdterét, hanem a
potencialterét szamoljuk ki. Az erdtér ugyanis ebbdl a potencidltérbdl gradiens-képzéssel
leszarmaztathatd, viszont a potencialtérrel egyszeriibb szamolni, mivel az skalartér. Tehat
tekintsiik az aladbbi abrat, ahol a dipdlus potencialjat a dipdlustdl aranylag tavol 1évé r
helyvektora P pontban kivanjuk kiszdmitani. A dipdélusrdl tudjuk, hogy a koordinatarendszeriink
origdja kozelében helyezkedik el. Jelolje r+ és r_ a pozitiv és negativ toltés helyvektorat, R+ és R.
pedig ugyanezen toltéseknek a P ponttol mért tavolsagat.

P

V1.2 dbra
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A P pontban mért potencial a +Q és —Q toltés altal e pontban 1étrehozott @+ és ¢_ potencidlok

osszege (111.2):
1 (Q, Q. 1 1
P=0, +o_= =
dnepg\ R, R_) 4mney\ R, R_

Ez eddig minden kozelités nélkiili preciz eredmény. Viszont eddig még nem hasznaltuk ki, hogy

a P pont igen messze van, és ezért az r és R, vektorok altal bezart o szog kozelitéleg zérus. Igy a

két vektor skalarszorzata az abszolut értékeik szorzataval kozelithetd, mert
r-R,=r-R,-cosa~r-R, ,

amibd6l

Az ébraszerint ri+R,=r, azaz Ri=r-r,, ¢ésigy

R zr-(r—r+):r2—r‘r+ :r(l_r-n}

" r r r2

A masodik atalakitast azért hajtottuk végre, hogy az R, reciprokdban egy tovabbi kozelitést

tegyiink:
-1
R. r2 r r2

izl 1+r‘r_ .
R r r2

Hasonlé megfontolasokkal

Ha ezt a két kozelitést behelyettesitjiik a dipdlus potencidl kifejezésébe, akkor a kovetkezd
eredményt kapjuk:

=0, +0_= Q (i_iJz : %[r-(r+—r_)],

dneg\ R, R_) Adneyr
vagyis a dipolus potencialterét az alabbi kifejezéssel kozelithetjiik:
1 rp
- 4me r_3’

ahol p=Q-(r.—r.) adipoélusmomentum.

Ezek utan nézziikk meg egy tetsz€s szerinti toltésrendszer potencialterét. Itt is fel fogjuk
tételezni, hogy a tdltések az origbhoz ardnylag kozel, a P pont pedig — ahol a toltésrendszer
potencialterét vizsgaljuk — az origotol tavol helyezkedik el. A dipolus potencidlterének
szamitasdhoz hasonldé megfontolasokat és elhanyagolasokat alkalmazva:

0=2.0 :ng < 47[180 {ZQ‘ + r'(zr“?)Q‘r‘ )}

47'580 i r

Ha most azt is feltételezziik, hogy egy elektromosan semleges molekular6l van szd, akkor
>Qi = 0. Tovabba ismét felhasznaljuk, hogy egy toltésrendszer momentuma m = Xr;Q;, és igy
egy semleges toltésrendszer potencialja az r pontban:

1 rm

47[:80 r3 .

~
~

Lathato tehat, hogy a toltésrendszer ugyanolyan potencialteret hoz 1étre, mint egyetlen p = m
dipolusmomentumt dip6lus. Vagyis ilyen alapon mindenfajta toltéseloszlassal rendelkezd
molekulat batran helyettesithetiink egyetlen dip6lussal.
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