I1l1. FEJEZET

EGYENESVONALU
MOZGASOK

A tudomdnyban — miként a legtobb dologban — a legjobb az elején kezdeni.
Lewis Carroll

2.1 Bevezetés

A természetrSl szerzett legtobb ismeretiink testek mozgasanak megfigye-
1ésébd] szarmazik. Ebben a fejezetben egy anyagi pont, vagy részecske moz-
gasanak leirasaval foglalkozunk. Ezt a teriiletet kinematikdnak nevezziik.
Bér a pont geometriai fogalom, és nagyon kiilonbozik olyan mindennnapi
targyaktél, mint egy ping-pong labda vagy egy auto, litni fogjuk, hogy a
kiterjedt testek altaldinos mozgisa is konnyen leirhat6 egyetlen pont, a
~tomegkozéppont” mozgasaval, valamint a test tomegkozéppont koriili for-
gasaval. A test rezgést is végezhet, de ez a bonyolult mozgas szintén leirhato
a tdmegko6zépponthoz viszonyitva. fgy tanuimanyainkat egy pont vagy egy
részecske egydimenzids, egyenesvonali mozgasaval kezdjiik.

A részecske szordl egy Kicsiny test, mondjuk egy teniszlabda, vagy egy
kis anyagcsomo jut esziinkbe. A szt azonban altaldnosabb értelemben hasz-
néljuk; egyarant jellheti a teniszlabdat, a Foldet vagy akar egy galaxist is!
Amennyiben egy test mozgasabol csak a tdmegk6zéppont elmozduldsa érde-
kel benniinket (elhanyagolva az estleges a forgdsokat, rezgéseket, vagy egyéb
belsé mozgasokat), akkor a test mindig egyetlen részecskének tekinthetd.

2.2 Tér és id6 mérése

A kinematika a hol? és a mikor? kérdésével foglalkozik. Bar ezek a kérdések
egyszerliek, a vdlasz mégis bonyolult lehet, ha hétkdznapi tapasztalatainkon
kiviil es6 jelenségeket vizsgalunk. Akar a nagy sebességli mozgasok fizikéja,
akar a galaxiskdzi vagy a szubmikroszkopikus dimenziokban végbemend
események fizikdja teljesen kiilonbozik a megszokott elképzelésiinktdl.
(Ezekkel az izgalmas kérdésekkel azonban csak a kés6bbi fejezetekben fog-
lalkozunk.) E helyiitt a Newton féle tér és id6 fogalmat fogadjuk el, ami min-
dennapi tapasztalatainkbol fokozatosan fejlédott ki.

A teret homogénnek és izotropnak tekintjiik. Ez azt jelenti, hogy a tér
tulajdonsagai nem filiggnek a helytd] és irdnytol. Newton szavaival: ,,Az ab-
szolGt tér, mint olyan, nincs kapcsolatban semmiféle kiils6 hatdssal, mindig
ugyanaz és mozdulatlan.” Az univerzumban minden test a tér egy adott he-
lyén 1étezik, és az id6 muldsaval véltoztathatja a helyzetét a térben. Egy ki-
vélasztott pontszerii test térbeli helyzetét valamely kivélasztott testhez rogzi-
tett vonatkoztatdsi rendszerhez képest adhatjuk meg.
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A nap hosszlisaga

(24 oratol valo eltérés
milliszekundumokban)

2-1 abra

A nap hosszusaganak a valtozasai,
osszehasonlitva az atomoraval mért
idétartamot a Fold forgasan alapulod
id6tartam mérésekkel

Az id6 Newton szerint szintén abszolt, abban az értelemben, hogy
egyenletesen telik. Nem gyorsithatjuk és nem lassithatjuk. Ismét Newton
szavaival élve: ,, Az abszollt, igazi és matematikai id6 Oonmagat6l és sajdt
természete szerint egyenletesen folyik barmilyen kiilsé hatds nélkiil, s mas-
ként folytonosan 4llandé id8nek is nevezziik.” Az id§ tehdt folytonos és al-
landban el6rehalad, millasa pl. egy oraszerkezettel jelezhetd.

Newton felfogasa szerint a tér és az id6 tokéletesen fliggetlen egymas-
t6l, bar az nyilvanvalé, hogy minden fizikai objektumnak egyszerre kell lé-
teznie mind a térben, mind pedig az id6ben. Lehetetlennek latszik, hogy
olyan testet képzeljiink el, amely a térben valahol létezik, de id6ben nem,
vagy olyat, amely létezik egy véges idGintervallumban, de térbeli helyzete
nincsen.

Figyelemremélto, hogy a térrél ¢és id6rdl alkotott hagyomanyos ¢s jozan
észen alapuld elképzelések egy részérdl kideriilt, hogy naiv és hibas. A pon-
tosabb kisérletek egészen mast mutatnak, ugyanis ezek nem egyeztek a ki-
sérleti tényekkel. A vildg nagyon kiilénbozik attol, amit hétk6znapi tapasz-
talataink alapjan elképzeliink. Bar a tér és az id6 olyan fogalmak, amelyeket
nehéz, vagy talan lehetetlen is mas egyszeriibb fogalmakra visszavezetni, a
teret és idét is egyértelmiien mérhetjiik. Ezeknek a mennyiségeknek a méré-
sére olyan miiveleteket hatdrozzunk meg, amelyek soran szabvanyositott tér-
és 1d6 egységen alapulé hosszasagmérd eszkozoket és orakat alkalmazunk.
A szabvanyositott idémérték hosszi ideig a Fold forgasira vonatkozq csilla-
gaszati megfigyeléseken alapult. A pontos atomdrdk (ezek bizonyos atomok
altal kibocsatott elektromagneses sugarzds rezgésszamanak allandosagan
alapulnak) feltaldlasa ota kideriilt, hogy a Fold forgasa bonyolult médon
valtozik 1:10% ardnyban (ami évente kb. 0,3 masodpercnek felel meg). A 2-1
abra a nap hosszusaganak véltozasat mutatia! A méréscket néhanyszor 107
vagy 107 pontossaggal osszeegyeztetett atomorakkal végeztek. A Fold for-
gasi sebességét olyan tényezdk befolyasoljak, mint a sarki jégsapkak id6sza-
kos olvadasa, a szok&ar, a napfolt tevékenység (ez a fold légkorének korfor-
gasat befolyasolja) valamint a foldrengések. A Fold forgasanak valtozasa
miatt 1967-ben a 13. Altalanos eme Stly és Mérésiigyi Konferencian részt-
vevé harmincnyolc orszag atomi id3-szabvanyt fogadott el.

A hosszmérték etalon eredetileg egy, a franciaorszagi Sévresben 8rzott
platina-iridium rad két jelzése kozotti tavolsag volt. Ezt a méter szabvanyt
ugy valasztottak, hogy a Parizson keresztiil halado délkornek az északi sa-
roktol az egyenlit6ig huzodo6 szakaszanak hossza 10"m legyen. A késSbbi mé-
rések azonban azt mutattdk, hogy a délkdrnegyed hosszanak tizmilliomod
részétdl az etalon kériilbeliil 0,023%-kal eltér.
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Tavolsagok és mérésiik modszere.
a) A kiildnlegesen kicsiny tdvolsa-
gok sokkal megbizhatobban mérhe-
t6k, mint a nagyon nagyok, mert a
kis méretek tartomanyaban tobb

egymast atfedd modszer 1étezik.

b) A csillagaszati tavolsagok mérése
a tavolsag novekedésével

egyre pontatlanabbd valik.

Tovabba a nagy tavolsagok méré-
sére szolgalo eljarasok kalibracioja
(hitelesitése) a kisebb tdvolsagok
mérésének helyességén mulik.
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Ennél sokkal nagyobb problémat jelentett azonban az, hogy a méter
etalon természeti katasztrofak, haborik, vagy rablétamadas sordn barmikor
megsemmisiilhetett volna. Tovabbi nehézséget okozott a pontos etalon-
masolatok elkészitése a felhasznalé orszagok szamara. Emiatt 1960-ban a
hosszegység szabvanyt Ujra meghataroztak, és két atomi energiaszint kozotti
elektrondtmenet soran kibocsatott fény hullamhosszahoz kotdtték. A leghjabb
megdllapodast 1983-ban fogadtik el; eszerint a hosszegységet azzal a tavol-
saggal definialjuk, amit a vikuumban terjed§ fény meghatérozott idétartam
alatt megtesz. Ily modon a hossz- és idGegységként elfogadott hosszisag és
iddtartam barmikor reprodukalhato, ha ismerjiik a sziikséges berendezések és
a megfelel6 mérési eljarasok leirasat. Nem sziikséges tobbé masolatokat ké-
sziteni az ctalonrol! A 2-2 abra néhany jellegzetes objektum méretének nagy-
sagrendjét ¢s az egyes mérettartomanyokban hasznélatos mérési modszereket
mutatja.

Mértékegységek, mértékrendszerek

Az Altalanos Suly ¢és Meérésiigyi Konferencia rendszeresen tart Ossze-
joveteleket, amelyen 4j mértékegységek elfogadasat ajanlja. Ebben a kényv-
ben is tobbnyire a Suly és Mérésiigyi Konferencia altal javasolt SI rendszer-
ként (Systeme Internationale d'Unites) ismert mérték és roviditésrendszert
hasznéljuk, amit mar az egész vilagon szinte mindeniitt elfogadtak.

A jelolésrendszer a kovetkezs: azokat a mértékegységeket, amelyeket
tuddsok tiszteletére neveztek el, kis kezdGbetlivel irjuk, ha a teljes nevet ki-
irjuk. Roviditésiil azonban a név nagy kezd8betdjét hasznaljuk. Példaul:
newton (N). Az egyes és a tobbes szamban a rovidités ugyanaz, és a rovidités
utin nem tesziink pontot. Ha két mértékegységet egyiitt hasznalunk, akkor
kotdjellel valasztjuk el Sket, roviditett jelilket azonban ponttal. Példaul:
newton-méter, de N-m. A mértékegységek osztasat tortvonallal, vagy negativ
kitevSvel jeloljiik. Példdul: m/s vagy ms™' A tdbb szdmjegyli mennyiségeket
a tizedesvessz6td] jobbra és balra is harmas csoportokra osztva irjuk le. (Pl
123 456,789 87)

Az id8 és hosszusdg szabvanyositott mértékegységei a kbvetkezdk:

Az idotartam egysége: Az idStartam alapegysége a szekundum, vagy
masodperc, jele: s. A masodperc, definicié szerint a cézium 133-as
izotopjanak két meghatérozott energiaszintje kozotti elektronatmenet
soran kibocsatott sugarzas periodusidejének 9 192 631 770- szerese.

A hossziisag egysége: A hosszisag alapegysége a méter, jele: m. A méter
az a hosszlsag, amelyet a vakuumban terjedd fény 1/299 792 458 ma-
sodperc alatt megtesz.

A torténelem soran mds idG- és hosszegységeket is hasznaltak. Az
Egyesiilt Allamokban gyakran hasznalatos mértékegység volt példaul a hii-
velyk (in), 1ab (ft), jard (yd) és a mérf6ld (mi). 1959-ben a jardot az

1yd=0,9144 m (pontosan)
osszefliggéssel definialtak. Ez egyenértékii a hiivelyk

1in=2,54cm (pontosan)

srrs

Koényviinkben alapveten mindeniitt SI mértékegységeket hasznalunk. Az
Egyesiilt Allamokban és Anglidban régebben hasznalatos egységek alkalma-
zasat a mértékegységek kozotti atszamitast bemutatd példakra korlatozzuk.

A Nemzetkozi Mértékegységrendszer prefixumai (elGtagjai)

Az SI rendszerben az alapegységek meghatarozott tobbszoroseit a mér-
tékegységek neve elé tett szavacskakkal, elStagokkal vagy prefixumokkal
jeloljiik. Az elStagok megmutatjak, hogy az egységnek tiz melyik hatvanya-




val vett szorzatardl van szo. A 2-1 tablazat az Sl rendszer prefixumait mu-
tatja. Néhany régi hosszegységet egyes tudoményagakban ma is hasznalunk,
bar az SI egységek fokozatosan kiszoritjak Gket. Kettét emlitiink:

1 angstrom (A)=10""m
1 mikron (u) = 10°m

Az angstrémét a XIX-ik szazadi svéd fizikusrol A. J. Angstomrél nevezték
cl, a mikron pedig a »nagyon kicsiny” jelentés gorog szobol szarmazik.

A szamértékeket gyakran az igen kényelmes, un. normal alakban irjuk
fel, ahol tiz hatvanyait hasznaljuk az egy ¢s tiz kozé esd értékil szamok szor-
z6iként. Az 1926 szamot példaul 1,926x10%-ként irjuk fel, a 0,000 371-et
pedig 3,71x107*-ként. (A szamitogépes programokban a tiz hatvany kifejezésé-
re az E betiit hasznaljuk, ekkor az el628 két szamot 1,296 E3 illetve 3, 71E4
-ként adjuk meg.

2.3 Mértékegységek atszamitasa

Ha egy egyenletbe numerikus értékeket helyettesitink be, akkor mindvégig
ugyanazokat a mértékegységeket kell hasznalnunk. Egy dsszefliggés sebes-
ség jellegli tagjanak mértékegységét megadhatjuk pl. m/s -ban, de barmely
mas hosszsag és id6 mértek hanyadoséban is kifejezhetjiik. A szamitas
azonban csak akkor marad logikailag konzisztens, ha az adott problémaban
mindig ugyanazokat a mértékegységeket hasznaljuk. Minden hosszlsagot
kifejezhetiink méterben ¢s minden id&intervallumot mésodpercben, nem ke-
verhetjiik dssze azonban a métert a kilométerrel, ill. a masodpercet a nappal,
vagy az oraval.

A mértékegységek atszamitasanak egy egyszer modszere az, ha a mért
értéket az egymasnak megfeleld 4j és régi mértékegységek hanyadosaival
szorozzuk.

2.2 Tér és id6 mérése

11

2-3 abra

Céziuméra az USA Allami
Mérésiigyi Hivatalaban (National
Burcau of Standards).
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2-1.Tablazat. Az SI rendszer prefixumai (elétagjai)

" Szorzé- prefixum  jel Szorzé- prefixum jel

tényezd tényezé

10" exa E 107 deci* d
10" peta P 107 centi* c
10" tera T 107 milli m
10° giga G 10°¢ mikro 1
10° mega M 107 nano n
10° kilo k 107 pico p
10? hecto* h 107 femto f
10! deka* da 1071 atto a

Példak

10° watt = 1 megawatt ( IMW)

10° méter = 1 kilométer ( 1 km )

107 gramm = 1 milligramm ( 1 mg )

107 szekundum = 1 nanoszekundum ( 1ns)
* A legtobb kitevé harom valamely tobbszorose, az ettdl eltéroket ritkdn hasznaljuk. Kivétel
ez aldl a centi, ami a méterrel kapcsolatban gyakran el6fordul.

107 méter = 1 centiméter ( 1 cm)

(Tovabbi adatokat tartalmaz az A fliggelék )

igy példaul a percben mért id8tartamot gy szamitjuk 4t masodpercekre,

60 121
> hanyadossal, a labban mért hosszisagot a Ifltn

.

hogy megszorozzuk a 7

hényadossal szorozva kapjuk meg a hosszusagot hiivelykben.

Ha egy hat hiivelyk per ora sebességgel kiiszo kigyo sebességét 1ab per ma-
sodpercben kivanjuk megadni, akkor ezt a kdvetkez8 mdodon kapjuk meg:

(W Y 1min ) 1Y 00130 139x10 &
X\ 60min | 60s \ 124 S S

dtszamitasi tényez6k

Hasonldé modon szamithatjuk at egy gépkocsi 72 km/6-s sebességét m/s-ra:

72_]52 1000 m 1h :72000_@=202
h 1 km 3600s 3600 s s

atszamitasi tényezdk

A jeldlések hasznalataban javasoljuk, hogy annak ellenére, hogy
nyomtatott szovegekben gyakran hasznaljak a ferde vonalat az osztas jeldlé-
sére (pl. m/s), ezt a jelélésmodot szigorian keriiljiik el, ha egyenleteket irunk
fel. Ekkor hasznaljunk mindig vizszintes vonalat tortvonalként, mert igy sok-
kal konnyebb megéllapitani, hogy mely mennyiségek vannak a szdmlaloban
és melyek a nevezében. Ez megkdnnyiti a mértékegységek egyszerisitését ¢s
a szamokkal val6é miiveleteket is.

Pontossag, értékes jegyek

A fizikai mérések eredményeinek felirdsakor killonbséget szokas tenni pl. a
4.2 m, ill. 4,20 m alakban felirt adatok kozétt. Az els6 csak két jegyre pontos,
mig a masodik azt jelzi, hogy az adat harom értékes jegy pontossaggal van
megadva. Az utolsé leirt szamjegyet tekintjiik az elsé bizonytalan jegynek.
Bizonyos mértékig azonban még igy is el6fordulhat kettds értelmezés. Az
1800 m alakban felirt adat esetén példaul az utolso helyen allo két zérus je-
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16lhet értékes jegyet, de lehetséges az is, hogy pusztin a tizedesvesszd helyét
jeldli ki. A normal alak felhasznaldsdval ez a wkétértelmiiség” elkeriilhetS. Az
1,8-10° m alakban felirt szam két értékes jegyet tartalmaz, mig az 1,800-10° m
négyet. A 0,00005 szdm — amint az 5-107 felirdsbol azonnal lathato — csak
egy jegyre pontos, mert a tizedesvessz6t kozvetleniil kovetS zérusok nem
értékesek.

A szamok Osszegében és kiilonbségében a tizedesjegyek szdmanak meg
kell egyeznie a kevesebb tizedesjegyet tartalmazo tag tizedesjegyeinek sza-
maval. igy a 472 + 3,64 6sszeadds helyes eredménye nem 475,64, hanem a
kerekitéssel' kapott 476. Hasonloan éltalanos szabaly az, hogy a szorzasok ¢s
osztasok eredménye nem tartalmazhat tobb értékes jegyet, mint a kevésbé
pontos tényezS. Ezért az 5,7624%2,60 szorzas eredménye nem 14,8824 ha-
nem 14,9 (az értékes jegyek szdma ugyanannyi, mint a 2,60 tényezdben). A
kerekitéssel azonban célszer(i a szamolds utolso 1épéséig varni.

Ebben a kényvben az egyszerfiség kedvéért gyakorlati szabalyt alkal-
mazzuk. Minden megadott adatot elegendéen pontosnak tekintiink ahhoz,
hogy a végeredményt harom értékes jegyre lehessen kerekiteni. fgypl.a2s-
ként megadott adatot a szamitasok soran 2,00 s -ként kezeljik.

Tudataban kell lenniink azonban annak, hogy a laboratériumi méré-
sekb6l nyert adatok esetén az értékes jegyeknek a mérési hibak miatt rendki-
viil nagy jelent6sége van, és a mérések kiértékelés¢hez a fenticknél sokkal
bonyolultabb szabalyokat kell elsajatitani. Egyetlen 4ltalinosan elfogadott
gyakorlatra hivjuk csak fel a figyelmet. Amikor ismerjiik a kisérleti eredmé-
nyek bizonytalansagat, akkor a mérési hibat szokds explicit modon is megad-
ni. Egy tavolsagadat esetén pl. a kovetkez8képpen:7,75 £ 0,04 m. Itt, ha nem
hasznalunk mas konvenciot, akkor a megjeldlt értéktartomény azt jelenti,
hogy a valodi érték 66%-os valoszinliséggel a megjeldlt intervallumba, ill.
34%-0s valosziniiséggel az intervallumon kiviilre esik.

2.4 Koordinatarendszerek és vonatkoztatasi
rendszerek

Egy térbeli pont helyzetének meghatirozdsahoz ismerniink kell egy adott
ponttél mért tdvolsdgat, valamint azt, hogy milyen iranyban van tdle. Ezek .
legegyszer(ibben ugy adhatok meg, ha el8szor felvesziink egy koordinata-
rendszert. Leggyakrabban a jol ismert Descartes’-féle, vagy derékszogl 3

koordinatarendszert hasznaljuk. A koordinatarendszer felvételéhez ki kell P

jelolni annak kezd8pontjat, az origot, és meghatérozott iranyokat, a tengelye- 2p-m—— = *(3m,2m)
ket. Ez lehetdvé teszi a térbeli pontok helyzetének azonositasat az origohoz
és a tengelyekhez képest. Kideriil az is, hogy minden koordinatarendszer,
amely egymashoz képest nyugalomban van, igen szoros kapcsolatban van
egymassal, mert a testek mozgasanak fontos jellemz8i a kiilonb6zo koordi- ol
natarendszerekben mérve egyenléek egymassal. Egy mozgo test sebessége ¢s
gyorsuldsa példaul minden ilyen rendszerben ugyanakkora. Az egymashoz  2-4 abra

képest nyugvé koordinatarendszerek Osszessege vonatkoztatasi rendszert Egy P pont helyzetét a sikban
képez. Vonatkoztatasi rendszert kapcsolhatunk példaul egy atommaghoz, a  Descartes-féle koordinatakkal adjuk
laborasztalhoz, egy forgd Grallomashoz, a Naphoz vagy az allocsillagokhoz ~ meg x,y)=0@m,2m)

stb.

Uy
ro

o b————
e

(m)

A kerekités” azt jelenti, hogy az utols6 megmaradé jegyet valtozatlanul hagyjuk, ha az
elhagyott 5-nél kisebb, de eggyel néveljik, ha az elhagyott jegy 5 vagy nagyobb.

René Descartes (1596-1650) francia matematikus-filozofus, az analitikus geometria kifej-
leszt6je. O készitett el8szor — a derékszogli koordinatarendszer felhasznalasaval — grafi-
konokat fiiggvények abrazolasara.
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A részecske helye A részecske helye
1, idépillanatban | ¢, idGpillanatban

1

P P

|
ol ’

J=—— X1 ——

| X2 i

2-5 abra

Az egydimenzios koordinatarendszer
origbjaval és tengelyével jelolthetd ki.
A tengely pozitiv iranyat a mellé irt x
jelzi.

A 2-4 abra egy sikbeli Descartes-féle koordinatarendszert mutat be.
Tengelyei mer6legesen metszik egymast az origéban, és a tengelyekre
egyenld hosszasagokat (skalat) vittiink fel. Az egységek dimenzidjat (tobb-
nyire zardjelben) mindkét tengely mellett fel tiintetjiik. A tengelyek az ori-
go6tol indulva kijelolnek egy-egy iranyt, amelyeket x-szel és y-nal jel6liink.
A koordinatakat a nyil iranyaban pozitivnak, az ellentétes iranyban pedig
negativnak tekintjiik. A sik minden pontja egy szamparral jellemezhetd,
amelyet x és y koordindtdknak neveziink. Egy pont koordinatai a tengelyekt6l
mért tavolsagokkal egyenl6k. A 2-4 abran bejeldlt P pont példaul az y ten-
gelytSl 3 m tavolsagban az x tengelyt6l pedig 2 m tavolsigban van; igy a P
pont x és y koordinatai (3 m, 2 m). Az els6 szam mindig az x, a mésodik pe-
dig az y koordinatat jeloli.

2.5 Hely, elmozdulas, sebesség és sebességvektor

Ahhoz, hogy egy részecske térbeli mozgasat leirjuk, azt is meg kell monda-
nunk, hogy egy adott pillanatban milyen gyorsan és milyen irdnyban mozog.
Az az elképzelés, hogy egy test egy adott térbeli helyen van és kézben mo-
zog, kényes és nehezen érthetd probléma és a 2000 évvel ezel6tti filozofuso-
kat is rendkiviili moédon izgatta. Zenon (i.e. 450—435) gorog filozofus példaul
tobb, azota hiressé valt paradoxont is alapozott a sebességfogalom zavar-
baejtd vondsaira. A nehézségek ma mar érthetSek, hiszen a sebesség fogal-
mat a Newton (1642-1727) és Leibniz (1646-1716) altal kifejlesztett diffe-
rencialszamitds el6tt nem is lehetett pontosan definialni. A kovetkezékben a
sebesség fogalmat nagyon gondosan értelmezziik és magyardzzuk, mert
egyike a mechanika legalapvet6bb fogalmainak. Itt vezetjiik be azokat a
szabvanyos jeldléseket is, amelyeket a kovetkez6kben majd folyamatosan
hasznalunk.

Vegyiink fel mindenekeltt egy egydimenzids koordindtarendszert, je-
161jiik ki az origdt és a pozitiv x tengelyt (2-5 dbra). Tegyiik fel, hogy a P
részecske a ¢, id@pillanatban az x, helyen van. Ha a részecske mozog, akkor a
t, iddpillanatban uj, x, helyre keriil; gzt mondjuk, hogy a részecske elmoz-
dulisa x,—x,. Ezt gyakran a gorog A jellel fejezziik ki, ami altaldban cgy
mennyiség megvdltozdsdra utal. gy az

Elmozdulas Ax=(x, —x,) 2-1)

A Ax kifejezések mindig az adott x mennyiség végsd és kezdeti értékének
kiilonbségét jelentik. A pozitiv Ax érték pozitiv x irdnyd, a negativ —x iranyl
elmozdulast jelsl. -

Az tlagsebességet a palya mentén megtett teljes Gt és a megtételéhez
szitkséges Osszes id6 hanyadosa adja.

) . Osszes 0t
Atlagsebesség Atlagsebesség = % 2-2)
szes 1d6

Tegyiik fel példdul, hogy 3 6ra alatt 150 km tavolsigba jutottunk el. A teljes
Gtra vett atlagsebesség (megtett Gt )/(Osszes id6) = 150 km/3 h = 50 km/h.
Figyeljiik meg, hogy az atlagsebesség nem ad informaciot a mozgas részle-
teir6l! Lehetséges, hogy az ut egy részét 65 km/h — sebességgel tettiik meg,
majd megélltunk, hogy fényképfelvételt készitsiink, és a tovabbiakban 60
km/h sebességgel haladtunk. A most definialt atlagsebesség természetesen a
mozgas iranyardl sem mond semmit.

A kovetkezBkben az egyenesvonali mozgds iranydnak figyelembevé-
telére definidljuk a v,, atlagsebesség-vektort.




2.5 Hely, elmozdulas, sebesség és sebességvektor 15

XY

Elmozdulas
v, = —
¥ Osszesids
Atlagsebesség
Ax —_
Vektor v, (x,=x) (2-3)

CEA T (1, -1)

Itt v,, az elmozdulas eljelétdl fiiggden pozitiv és negativ is lehet. A pozitiv
érték azt jelenti, hogy a sebesség a pozitiv x irinyba mutat, a negativ pedig
azt, hogy a sebesség —x iranya. A kovetkezd példa segit abban, hogy az atlag-
sebesség ¢és az atlagsebesség-vektor kozotti kiilonbséget vilagosan megértsiik.

Egy atléta egyenes uton kocogva 30 perc alatt 6 km-t tesz meg. Ez-
utin megfordul és 20 perc alatt 2 km-t visszagyalogol. Hatarozzuk
meg: a) az atléta elmozduldsat a kiindulé helyzethez képest, b) atlag-
sebességét a teljes uton, c) atlagsebesség-vektorat a teljes Gton, d) az
atlagsebesség-vektort a futva (kocogva) megtett szakaszon, e) a gya-
logolva megtett szakaszra vonatkozo atlagsebesség-vektort.

MEGOLDAS

Els6 1épésként, vazlatot készitiink a mozgasrol, a 2-6/a abran bejeldl-
jiik, hogy a koordinatarendszer kezdSpontjdul az atléta kiindulasi he-
lyét vélasztjuk, valamint megjeloltiik a mozgas jellegzetes pontjait is.
A kovetkez8kben a megoldds soran felhasznalt jeloléseket és adatokat

csoportositjuk:
hely id6
kocogas x,=0 tL=0
x,=6km t, =30 perc
gyaloglas x,=4km+ t, =50 perc

a) A futé az x, = 0 pontbdl indult és az x, =4 km pontba jutott el.

A Ax elmozdulas a végs6 és kezdeti érték kiilonbsége:
Ax=x,-x, =4km-0=4km

b) A mozgis soran megtett dsszes it 6 km + 2 km = 8 km, az t
megtételéhez sziikséges teljes idS pedig 30 perc + 20 perc = 50
perc (2-6/b dbra). A teljes Gtra vonatkozoan az

Megtett Ut k

egtettut  8km - 0.160 km

Atlagsebesség = = — =
Osszes id6 50 perc perc

¢) A teljes tra vonatkozo atlagsebesség-vektor:

- 4km-0 k
py =X X TR | SXITD g ggp <
At t,—t, S0perc—0 perc

Ismételten felhivjuk a figyelmet arra, hogy a véltozasokat mindig a
végsé és kezdeti érték kiilonbségeként kell kiszamitani.

d) Az ut futva megtett részére szamolva; a kezdeti és végso hely- és
idSkoordinatak rendre:

x, =0km, t,=0perc, x, =6km, ¢ =30perc

Az 4tlagérték masik jele a beti felett elhelyezett vonds v, =V (olvasd vé feliilvonas)

Helyzet ¢, = 0-kor

1

] | i I
ol 10 20 30 40 30
(b)

t
(perc)

2-6 abra
A 2-1 példéhoz
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P,
X2 —
Ax
Py
X1
! At
' i
! |
1
! i
0 t ts

a) A P, és P, pontokat 6sszekotd

egyenes szakasz meredeksége
AX/AtL.

P; pontbeli érinté

b) A AtidStartam révidiilésével
az adott id6tartamhoz tartozd
végpontokat 6sszekotd egyenes
szakaszok meredeksége a gor-
be P, pontbeli érint6jénck
iranytangenséhez tart (P,-et a ¢,
id8pillanat hatdrozza meg).

2-7 abra
Egyenes vonalon mozgé részecske
hely-id6 grafikonja

igy az atléta atlagsebesség-vektora erre a szakaszra

Ax  x,—Xx, 6km-0
Vv, =—= =
At t,—-t, 30perc-0

k
= O,ZOO—m (kocogas)
perc

€) A gyalogolva megtett szakaszra a kezdeti és végsé hely- és id6ko-
ordinatak rendre:

x,=6km, ¢ =30perc, x,=4km, ¢, =50perc, igy az at-
1éta dtlagsebesség-vektora a gyaloglasi szakaszon
Ax x,—x;  4km-6km _ -2km km

Val =7~ = = =-0,100
At t,—t, 5S0perc—30perc 20perc perc

(séta)

+ A negativ elGjel azt jelenti, hogy a sebesség iranya —x.

Figyelmeztetés: Az atléta teljes mozgasanak atlagsebesség-vektora
nem egyszeriien a futasi és gyaloglasi szakaszra meghatirozott sebes-
ségek atlaga, hiszen a két mozgasszakasz nem azonos ideig tartott.

A PILLANATNYI SEBESSEG

Az ¢l6z6 szakaszban definidlt atlagsebesség és atlagsebesség-vektor csak
akkor igazin hasznos, ha a mozgést egészében akarjuk jellemezni. A mozgis
finomabb részleteire figyelve definialhaté a pillanatnyi sebesség, ami a moz-
gast egy adott id6pillanatban jellemzi. Mivel ezt a fogalmat legegyszertibb
grafikus Uton bevezetni, tekintsiik a 2-7/a dbrat, ami egy mozg6 pont helyze-
tét mutatja az id6 fiiggvényében. Az abran is lathatoé gorbevonall grafikon
esetén arra a kdvetkeztetésre kell jutnunk, hogy a test a mozgas kezdetekor
gyorsabban mozgott, mint a végén. (Ezt onnan vehetjiik €szre, hogy a hely-
koordindta a mozgas kezdete kozelében 1 masodperc alatt tobbet viltozott,
mint a mozgas végsé szakaszan.)

A 2-3 egyenlet szerint a ¢,, ¢, idGintervallumra az atlagsecbesség v, =
Ax/At. Ez az arény a t, id8pillanathoz tartozo P, pontbdl a ¢, iddpillanathoz
tartozé P, végpontig tartd egyenes meredeksége. Tekintsiik most a 2-7/b ab-
rat. Az egyre rovidebb Af, At,, At,,--, idSintervallumokat véve, a kapott
egyenesek meredeksége fokozatosan ndvekszik. Amennyiben a At rendkiviil
kicsinnyé valik, akkor a Ax/At meredekség a gorbe ¢, id6pillanatbeli érintd-
jének irdnytangenséhez kozelit. Ebben a hatarérték-képzési folyamatban az
id8intervallum rovidiilésével a helykoordinata is egyre kisebb lesz és egyen-
ként mind Ax, mind At zérushoz tart. A Ax/At ardny (melyet kiilonbségi ha-
nyadosnak is neveziink), egy jol meghatarozott értékhez, a ¢, iddpillanathoz
tartozo érint§ iranytangenséhez tart. Ezt az értéket nevezziik a 1,-hez tartozo v
pillanatnyi sebességnek. A fentickben leirt hatirért¢k-képzési folyamatot
matematikailag a kovetez6képpen jeloljiik:

Pillanatnyi
sebesség, v v=1lim Ax _dx
(a t id6pontban) a0 At dt

Szavakban: ,,A v pillanatnyi sebesség a Ax/At kiilonbségi hanyados hatarér-
tékével egyenld, midén At zérushoz tart.” A hatérértéket Ax/At -vel jel6ljik
és az x(f) fliggvény t szerinti derivaltjanak nevezziik. A t-beli pillanatnyi se-
besség geometriai jelentése, mint mar emlitettiik, az x(?) fiiggvény grafikon-
Jjdn a t pillanathoz tartozé pontban hizott érints iranytangense. (Ha az x()
gorbe alakja analitikusan is megadhat6, akkor a derivalds algebrai uton is
elvégezhets. Néhany fiiggvény derivaltjat a G-I fuggelék tartalmazza.) Meg-
jegyezziik, hogy a pillanatnyi sebesség kifejezés helyett, ha nem érthetd fél-
re, gyakran roviden csak sebességet mondunk. '
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A 2-8 4bran a pozitiv x tengely mentén mozgd részecske helyzet-idd
fliggvényabraja lathato. A részecske el§szor a pozitiv x irdnyba mozog, majd
sebességének irdnyat megvaltoztatva visszatér a kiinduld pontba. A ¢, id6-
pontban a gérbe meredeksége pozitiv, igy a pillanatnyi sebesség is pozitiv
irdnyba mutat. A ¢, a meredekség 0, ami azt jelzi, hogy (ekkor fordul meg a
test) a sebesség zérus. A ¢, id6pontban a meredekség negativ, s ez azt mutat-
Jja, hogy a sebesség negativ iranyu.

A pillanatnyi sebesség nagysiga megegyezik a pillanatnyi sebesség
abszolut értékével. A kovetkezSkben rovid magyarazatot fiiziink a scbessé-
gekkel kapcsolatban gyakran zavart okozo néhany tényhez. A sebesség szot —
amint mar kideriilt — sokféle értelemben hasznaljuk, mert maga a fogalom
igen sokrétli. Sebességnek nevezziik a pillanatnyi sebességvektort, de gyak-
ran a pillanatnyi sebesség abszolut értékét is. Hasonloképpen az atlagsebes-
s¢g szot hasznaljuk a megtett Ut és dsszes id6 hanyadosanak jeldlésére, s
gyakran az atlagsebesség-vektor helyett is. (Az utobbit a teljes elmozdulds és
az ehhez sziikséges id6 hanyadosaval értelmeztiik.) A roviditett szohasznalat
altalaban nem okoz gondot, amennyiben azonban az emlitett fogalmakat egy-
szerre ¢s egymastol megkillonboztetve kivanjuk hasznalni, akkor mindig a
fogalom pontos nevét kell hasznalni.” Felhivjuk tovabbd a figyelmet arra,
megtett utakkal, akkor a pillanatnyi sebesség abszolut értékével megegyezd
skalaris sebességhez jutunk. Az atlagsebességek esetén ez nem teljesiil, hi-
szen az atlagsebesség nem egyezik az atlagsebesség-vektor nagysagaval. Az
indianapolisi 500-as autoverseny gy6ztese pl. (beleértve a depokban valod
megallasokat is) 256 km/h atlagsebességet ért el. A verseny célpontja azon-
ban megegyezett a starthellyel, igy a teljes elmozdulas és ennck megfelelGen
az tlagsebesség-vektor is zérus. Nagyon fontos tehat, hogy a megtett utra és
az elmozdulasra szamitott atlagsebességek kozotti kiillonbséget biztosan ért-
slik. Szerencsére azonban a kdvetkezSkben tdbbnyire egy adott iddpillanatra
vonatkozoé sebességértékekkel foglalkozunk, ahol az atlagsebességekkel kap-
csolatos probléma nem lép fel.

Egy pontszerti test az x = 10£ fliggvény szerint véltoztatja helyzetét,
ahol x-et méterekben, #-t pedig mi8odpercben mérjikk. Hatarozzuk
meg; az atlagsebesség-vektort a) 2 s €s 3 s kozotti idGintervallumban,
valamint b) a 2,0-2,1 s-ig tart6 idGintervallumra.

MEGOLDAS

Vazoljuk fel elGszor az x(f) grafikont (parabolat kapunk). Jeloljiink be
néhany jellegzetes hely- és idéértéket! (2-9 dbra.) Vezessiik be az
alabbi jeldléseket:

helyzet ido
x, =40 m t,=20s
x,=7? t,=21s
x3:90m [3:3,0S

a) A 2sés3 s kozotti iddintervallumban az atlag sebesség-vektor:

Angol nyelven ezek a fogalmak kevésbé téveszthetSk 6ssze, mert kiilén szo jel6li a sebes-
ség abszolit értékét (speed) és a sebesség vektort (velocity) .

ol ¢ A

2-8 abra
Egyenes vonalon mozgé részecske
helyzet-1d6 fliggvényabraja

2-9 abra
A 2-2 példahoz
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e

Ax x;-x;, 90m-40m _50m

Vv, =——= =

MUA -t 3s—1s Is

=500
S

b) A t,=2,1s idpontban a részecske az x, = 107 = 10-(2,1)’= 44,1
m helyen van. A 2,0 s-2,1 s id6tartamra vonatkozo atlagsebesség-
vektort a

Ax x,—x, 441m-40m 4,Im m
Vy =— = 2 = = =41,0—
At t,—t, 2,1s—2,0s 0,1s S

Osszefliggés adja.

A derivalt definiciojaban szerepld hatarérték-képzési eljaras illusztra-

lasara hajtsuk végre a v=lim—=—  miiveletet az el6z8 példa-
a—0 At dt

ban szereplé x = 10 figgvény szerint mozgd részecske pillanatnyi
sebesség — id6 fliggvényének meghatarozdsara. Utmutatas: Vizsgaljuk
x, helyzetét a ¢, és t,=t,+ At idSpontban.

MEGOLDAS

Tekintsiik a Ax = x,—x, kicsiny elmozdulast, amelyet a részecske egy

rovid At = t—t, id6tartam alatt tesz meg. Hajtsuk végre ezutan a

v=lim— =:1— hatarérték-képzési miiveletet midén A¢ tart zerus-
t

A0 Af
hoz. A ¢, iddpillanatban a részecske a

x, =10t}
helyen, kis idével késdbb, a ¢, = t, + At id6pontban pedig a
x, = 10(1, + Ar)? = 10[1] +21,At +(Ar)’]
. Ax = 20t,At +10(At)’

helyen talalhato. A At id8 alatt bekovetkezé Ax elmozdulds a

Ax=x,—-x, = 10[:,2 +2t1At+(At)2]—- 10t}
Ax =20t, At+10(A1)*
alakban adhat6 meg. Kovetkezéskeppen a ~ kiilonbségi hanyados:

Ax
— =20¢t, +10(A¢
A7 1 +10(A7)

A At id6tartamot zérushoz kozelitve a masodik tag is zérushoz tart, s
ekdzben az els6 tag értéke valtozatlan, igy a ¢, idSpontban a v, pilla-
natnyi sebesség

. Ax
v = lim — = 20z,
! A0 At

adodik. Mivel a ¢, idépontra vonatkozéan semmilyen kikotést sem
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tettiink, a kapott dsszefiiggés tetsz8leges ¢ idSpontban érvényes. Az x B arabolaz:
altalanos sebesség — id6 fliiggvény tehat: \ x=Ct

V=20t \
A v = v(?) grafikon egyenes vonal és pozitiv és negativ ¢ értékek ese-
tén egyarant érvényes. Figyeljitk meg, hogy ¢t =2 s esetén v = 40,0 m/s 0 t
sebesség adodik. Ez az eredmény igen kozel esik az el6z6 példaban a (a)
2,0 s —2,1 s idGintervallumra kapott v,, = 40,1 m/s értékhez. Egyenes:

V. v=c"t

A késGbbiekben gyakran hasznaljuk majd az el6z§ feladatban kapott
altalanos szabalyt, ha x méasodfoku fiiggvény (azaz x =C#, ahol C allandd),

-t
akkor a v = dx/dt derivalt v =C't linearis fuggvény, ahol C'a C-t6l kiilonbozd 0
alland6. Altalaban fennall

dx _
Ha x=Ct", akkor —= nCt"™" (G-l fiiggelék 5. szabily)

2-10 abra

A 2-10 4bra mutatia a masodfoku fliggvényekre vonatkozéd szabélyt. A b) 4bran lathaté egyenes vonal min-
A v=(2) fiiggvényabra minden pontban az x = x(f) fiiggvényabra megfeleld  den pontban az a)-abrén lathat para-
pontbeli érint6jének meredekségét adja meg. Negativ t értékek esetén a me-  pola érint6jének dx/df meredekségét
redekség is negativ és abszolut értékben annél nagyobb, minél meredekebb a  adja meg.

gorbe. A ¢ =0 pontban az érint§ iranytangense zérus. Pozitiv t-értékekre pe-

dig pozitivva valik.

2.6 A gyorsulas

A legérdekesebb mozgasfajtak azok, amelyeknek a sebessége valtozik. Min-
denki, aki mar vezetett autot, s ralépett a gazra, tudja, hogy mindennapi érte-
lemben a gyorsulds a gépkocsi sebességének novekedését jelenti. A fizikaban
azonban ez a kifejezés altalanosabb értelmet nyer és a lassuldst is magaban
foglalja. Ha a At = ¢, — ¢, id6tartam alatt egy test pillanatnyi sebessége Av =
v, — v,-értékkel valtozik, akkor atlagos gyorsulasa definicié szerint

Atlagos Av

gyorsulas Ay = A
L 3

A definicié tartalmazza mind a gyorsulast (a,, pozitiv), mind pedig a lassu-

last (a,, negativ). A gyorsulas tehat az idSegységre esd sebességvaltozas. Az

SI rendszerben ez m/s osztva mésodperccel, azaz m/s”.

(2-5)

sz

hatarértékként értelmezhetjiik, azaz a pillanatnyi gyorsulds a Av/At kiilénbsé-
gi hanyados hatarértéke, midén At zérushoz tart” .

Pillanatnyi
ranamyl a=lim 2 =& (2-6)

gyorsulas 80 Ar dt

Szavakban: ,.a gyorsulas egyenld a Av/At kiilonbségi hanyados hatarér-
tékével, midén At zérushoz tart. Ezt a hatarértéket a sebesség idd szerinti
derivéltjanak nevezziik és dv/dt-vel jeloljik. a v = v(f) grafikonon a ¢ pilla-
natbeli a gyorsuldst a sebességgrafikon t idépillanathoz tartozo pontjdban
meghuzott érintd irdnytangense adja meg. A gyorsulds sz6 az esctek tobbsé-

4

A pillanatnyi gyorsulds masodik derivaltként is kifejezhets. Mivel
v d(de) d’x

=—> g=— = ——

dt dt

) ar
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2-11 abra
A 2-4 példahoz

v

my

(%)
3__
2 b .

1k

(a)
(%)
S2 2%
01‘ l SR S BN
7. 1 2 3 4 5
S (s
(b)

gében pillanatnyi gyorsulast jelent, ha kifejezetten a,,-rol kivanunk beszélni,
akkor az dtlagos gyorsulas kifejezést hasznaljuk.

A gyorsulds fogalmanak megértését segithett a kdvetkezé néhany meg-
jegyzés. Ha egy test sebessége és a gyorsuldsa azonos el6jell, akkor a test
gyorsul. Ha mind v mind a pozitiv, akkor a test pozitiv irdnyban, ha pedig v
és a is negativ akkor negativ iranyban gyorsul. Amennyiben a gyorsulas és a
sebesség iranya ellentétes, akkor a test lassul. Ha példaul v pozitiv és a nega-
tiv, akkor a test pozitiv irdnyban lassulva mozog. Amennyiben a sebesség
negativ és a gyorsulds pozitiv, akkor a test negativ irdnyba mozog és lassul.

2-4 PELDA

Az x = 0 pontbdl induld részecske a 2-11/a abran lathatd sebesség —
id6 fuggvény szerint mozog. Vazoljuk fel a pillanatnyi gyorsuldst az
id6 fuggvényében! Tuntessik fel a mozgas jellegzetes pontjainak
megfelelé numerikus értékeket is!

MEGOLDAS

Az a gyorsuldas meghatirozasara hasznaljuk fel az a =dv/dt dsszefiig-
gést. A derivalt azokban a tartomanyokban, ahol v linedrisan valtozik
t-vel, megegyezik a Av/At kiilonbségi hanyadossal. A 1, =0¢és ¢t =2s
id6intervallumban a fuggvénygorbe meredekseége pozitiv s allando és az

23]
_&_(VI_VO): S _m
A (t,-t)  (2s-0)  §?

a

osszefliggéssel adhato meg. A £,=2s ¢&s t,=4s kozétti idSinter-
vallumban a meredekség és igy a gyorsulds is zérus. A ¢, = 4 s-tol a
t; = 5 s-ig tarté szakaszon a fiiggvénygdrbe meredeksége negativ &s

allando:
o—zmj
Av (v —=Vv,) s m
az =—= = et —2__
o At (t;—-t,)  (5s—4s) s

A 2-11/b 4bran a 2-11/a abran megadott sebesség — id6 fliggvénynek
megfeleld gyorsulas — id6 fiiggvény lathato.

2.7 Az egyenesvonali egyenletesen gyorsuld
mozgas kinematikai egyenletei

Miutan definidltuk az egyenes vonalon mozgd pontszerd test x helyzetét, v
sebességét és a gyorsuldsdt, most néhany, a feladatmegoldasban rendkivil
hasznos kinematikai dsszefiiggést vezetiink le. Ezek az dsszefiiggések semmi
olyan 4j informaciéval nem szolgalnak, amit a helyzetre, sebességre és gyor-
sulasra vonatkozé definiciok lényegében ne tartalmaznanak. Mégis olyan
hasznos 6sszefiiggéseket fejeznek ki explicit formaban, amelyek az egyenes-
vonali mozgassal kapcsolatos feladatok megoldasanak kiindulopontjaul
szolgalhatnak.

Kiindulasul vegyiink fel egy egydimenzios koordinatarendszert, amely-
nek tengelye a vizsgalt részecske mozgdsanak iranyaba mutat. Bar a ké-
s6bbickben 4ltalanosabb esetekkel is foglalkozunk, most szoritkozzunk az
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dallando gyorsuldsi mozgasok vizsgéalatira. Ez a mozgas elég gyakori, igy
mozognak példaul a Fold kozelében szabadon es§ testek, amelyek g gyorsu-
lasa dllandé (feltéve természetesen, hogy a légellenallas elhanyagolhat6). A

kovetkez6kben a jeldlések egyszer(isitésére az idémérés ¢, =0 kezdeti id5-
pontot mindig a mozgas kezdetével azonositjuk. Azért, hogy a megoldas a

legdltalanosabb kezdeti feltételeket kielégitse, feltessziik, hogy ¢, kezdeti id6- sebesség
pontban adott az x, kezdeti elmozdulds és v, kezdeti sebesség. Allando gyor- Meredekség: ﬂ =37
sulasi mozgasok esetén az a pillanatnyi gyorsulas megegyezik az a,, atlagos e Arnve .
gyorsulassal: ' l \ myeikolt terii-
|’let:: —(v=vo)t
ae v v WD .
At t—0 t I,
. I\ Arnyékolt
amibél 4trendezéssel a : teriilet: vot
v=y, t+at (allandod a esetén) 2-7 0 L ; Ids

osszefliggéshez jutunk. Ez a kinematikai feladatok megoldasaban rendkiviil
hasznos un. els§ kinematikai egyenlet. Ha ezt a sebesség — id6 Osszefliggést
grafikusan abrazoljuk (2-12 abra), akkor a kapott egyenesbdl geometriai
megfontolasokkal megkaphatjuk, hogy hogyan valtozik a részecske helyzete
az id6ben. Gondolkozzunk a kévetkez&képpen. Legyen a ¢, = 0 id6pontban a
kezdGsebesség v,. Egy késébbi t id6pontban a sebességet a v =y, + at egye-

nes adja, amelynek meredeksége éppen a = Av/At. Az abran az egyenes alatti
satirozott teriilet két részre bonthatd. Az also, sotétebb téglalap teriilete v t, a
fols8, enyhébben arnyékolt haromszog teriilete pedig 1/2(v—v,)t. Osszeadva
ezeket a terlileteket, azt kapjuk, hogy

Az egyenes alatti 1
. &y ) = vyt +—(v-v, )t = v0+ﬁ—ﬁ t
teljes terilet 2 2 2

. Vo +v
Terilet = 3 t

Az utobbi formulabara zarojelben éppen a kezdeti és a végsebesség atlaga
szerepel, ami a gyorsulas allandosaga miatt a v, = Ax/At atlagsebesség -
vektorral egyenld. Felhasznalva, hogy t, =0 kovetkeztében fennall a Ar=1¢-
osszefiiggeés, a Ax = x—x,, valamint a Ax = vt formuldk egybevetésébdl azt
kapjuk, hogy

v, +Vv
X=X, = (0—2-)t (4llandé a esetén) (2-8)

Osszehasonlitva a két utolso egyenletet, lathatd, hogy az x—x, ered§ elmoz-
dulas megegyezik a v = v(f) grafikon alatti teriilettel. Az ered6 elmozdulas és
a sebesség — idS fliggvényabra alatti teriilet’ egyezése nemcsak allando gyor-
sulasi mozgasokra, hanem altalanosan is igaz, és akkor is felhasznélhato, ha
bonyolult esetekben a sebesség, nem-linedris fliggvénye az idének.

Behelyettesitve a (2-7) egyenletbe a v = v, + at Osszefuggést, majd az
eredményt dtrendezve megkapjuk a masodik kinematikai egyenletnek neve-
zett formulat:

A fiiggvényt abrazolé gorbe alatti tertilet dimenzidja a valtozok altal reprezentalt fizikai
mennyiségek dimenzidjanak szorzata. Példaul a 2-11 dbran sebességet szorzunk idével,
hogy teriiletet kapjunk, ami most hosszisdg dimenzi6ju:

[ h;sgz ][id(’)’] = [hossz]
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1
X=Xx,+vt+ 3 at’  (allandd gyorsulds esetén) 2-9)

A harmadik szintén nagyon hasznos kinematikai egyenlethez ugy jut-
hatunk ¢l, ha a (2-7) és (2-9) egyenletekbdl eliminaljuk az id6t. Eredményiil
a

vi= vo2 + 2a(x - xo) (allando a esetén) (2-10)

formulat kapjuk.
Ez utobbi 6sszefiiggés olyan feladatok lehet hasznos, amelyekben az idot
nem ismerjik.

A kinematikai egyenletek tovabb egyszerlisithet6k, ha a koordinata-
rendszer kezdSpontjat ott vessziik fel, ahol a részecske a t, = 0 id6pontban
tartozkodik. Ekkor x, = 0 ¢és igy két kinematikai egyenlet is egyszerlibbé va-
lik. Természetesen az origé nem mindig vélaszthaté meg igy, amennyiben
azonban ez Ichetséges, akkor mar kezdettSl fogva eggyel kevesebb paramé-
terrel kell dolgoznunk.

Mivel a kinematikai egyenletek a tovabbiakban rendkiviil hasznosak,
mégegyszer osszefoglaljuk Sket. Minden egyenesvonalu, egyenletesen gyor-
sulé mozgdssal kapcsolatos probléma a kovetkezé hdrom egyenlet felhasz-
naldasaval oldhato meg:

Az egyenesvonali egyenletesen gyorsulé mozgas
kinematikai egyenletei

v=v,+at (2-11)
1

X=X, vyt +3 at? (4llandé gyorsulas esetén)  (2-12)

v? = v, +2a(x - x,) (2-13)

Tovdbbi hasznos dsszefiiggéseket kaphatunk az atlagsebesség felhasz-
nalasaval. Ha a gyorsulas allando, akkor:
_ Vo +v

Vi == (2-14)

X=X, +vyt (2-15)
A fenti egyenletek — mint mar hangsulyoztuk — csak allandé gyorsulds mel-
lett érvényesek. Ha a gyorsulas idSben valtozik, akkor az integralszamitas
felhasznalasaval nyerhetiink a sebességre és a helykoordinatdra vonatkozo
osszefuggéseket (2-6, 2-7 példa). Megjegyezzilk még, hogy bar a helykoor-
dinata jelolésére mindig x-et hasznaltunk, természetesen hasonld egyenletek
irhatok fel az y és z irdny( egyenesvonalil mozgasokra is.

Megjegyzés az eldjelekre vonatkozéan: A kinematikai egyenleteket
mindig pontosan a (2-11) — (2-15) formulakkal megadott alakban kell felirni.
A kinematikai egyenletek ugyanis barmely koordinatarendszerben azonos
formaban érvényesek, tekintet nélkiil arra, hogy milyen iranyt vdlasztottunk
pozitivnak, ill. negativnak. Egy specidlis koordinitarendszer kivalasztasa (s
ezzel egyiitt a tengelyirdnyok kijeldlése) tehat nem valtoztat az dltalanos ki-
nematikai egyenletekben szerepld mennyiségek kozotti kapcsolatokon.
A koordinatarendszer valasztas csak az adatok, ill. a paraméterek eldjelét
befolyasolja.

A szabadon esé testek gyorsulds-vektora példaul mindig lefelé mutat.
E vektor nagysagat mindig g jeloli.
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A gravitaci6s gyorsulds
a fold felszinén®
(harom értékes jegyre)

g=9,81 m/s’

Amennyiben a felfelé mutat6 iranyt valasztjuk pozitivnak, akkor a gravitaci-
6s gyorsulas helyére a képletekben —g-t kell irni, ha valasztasunk szerint a
lefelé mutaté irdny a pozitiv, akkor a gyorsulds +g-vel egyenld.

2-5 PELDA

Kezddsebesség nélkiil elejtettiink egy labdat. A gravitacios gyorsulds
9,81 m/s’ - Hol lesz a labda abban a pillanatban, amikor sebessége
4,9 m/s. Oldjuk meg a problémat ugy is, hogy a felfelé mutato irdnyt
vélasztjuk pozitivnak és ugy is, hogy a lefelé mutatot.

MEGOLDAS

A fiigg6leges mozgasok esetén a hely jelolésére az y-t hasznaljuk.
A koordinatarendszer origdja legyen abban a pontban, ahol a labda a
t, = 0 idépillanatban volt. Ekkor a kezdeti helyzet y, koordinétaja z¢-
rus. A valasztott pozitiv iranyt egy rovid, a pozitiv irany felé mutato
tengelydarabkaval jeldljiik.

A pozitiv irany lefelé mutat

v, =0 6—'——T—
y

A pozitiv irany felfelé mutat
y

v, =0 O_I__‘_.

Feltételezve, hogy a felfelé mu-
tat6 irny pozitiv, a labda gyor-
sulasa a, = —9,8 m/s’.

Adatok: a,=-9,8 m/s’

v,=0
v=-4,9 m/s
y=1?

L

Feltételezve,hogy a lefelé mu-
tatd irany pozitiv, a labda gyor-
sulasa a, = 9,8 m/s’.

Adatok: a,=9,8 m/s’

ve=0
v=49 m/s
y=?

Osszehasonlitva ezeket a mennyiségeket a kinamatikai egyenletekkel
észrevehetjiik, hogy a (2-13) egyenletben a keresett ismeretlen kivé-
telével minden mas mennyiség értékét ismerjiik. Igy mindkét esetben

ugyanazt a kinematikai egyenletet kell felirnunk.

Altalanos egyenlet

vi= v02 +2a(y—y0)

Altalanos egyenlet

v? =vo2 +2a(y—y0)

Ha masképpen nem rendelkeziink, akkor a tankdnyv tovabbi részében g-t mindig a fenti
értékkel vessziik egyenlnek. Valéjaban a Fold forgasa miatt g-nek a tenger szintjén mért
értéke is valtozik a foldrajzi szélességgel. Ezt a ,centrifugalis” hatdst a 14. fejezetben tar-
gyaljuk. A g foldrajzi szélességgel valé valtozisahoz az is hozzajarul , hogy a tengerszint-
nek a Fold kézéppontjatdl mért tavolsaga is valtozik.
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ga a megoldas adja.

A szamértékek behelyettesitése

2
(-4,99) =02+2-(—9,81-‘§)(y—0)
S S

2402 = (— 19,62 32) v
S S

Megoldva y-ra
2
24,0
y=——">3 =_122m
~19,622
S

Mivel a felfelé mutato irdnyt va-
lasztottuk pozitivnak a negativ
el6jel azt fejezi ki, hogy a labda
1,22 m-rel kiindulopontja alatt
éri el a megadott sebességet.

Figyeljiikk meg, hogy bar el6re tudjuk, hogy a baloldali — oszlopban y
értéke negativ lesz, mégsem vessziik figyelembe ezt a negativ eléjel-
nek a képletekben valo feltiintetésével. A képlet a pozitiv irdny kiva-
lasztasatol fiiggetleniil érvényes. A végeredmény negativ el§jelét ma-

A szamértékek behelyettesitése

2
[4,93] =0%+ 2(9,8122)();—0)
S S

24,02=(19,62-’§]y
S S

Megoldva y-ra
2
24,0
—3 _=122m
19,622
S

y..__

Mivel a lefelé mutatdé irdnyt va-
lasztottuk pozitivnak a pozitiv
eredmény azt jelenti hogy a labda
1,22 m-rel kiinduldpontja alatt
éri el a megadott sebességet.

2.8 A kinematikai egyenletek levezetése

differencialszamitassal

A kinematikai egyenletek az differencidl- és integralszamitds felhasznalas
nagyon egyszeriien kaphatok meg. Ez a levezetés azonban csak azok szamara
lesz érthetd, akik az integral fogalmaval és néhany miveleti szaballyal tiszta-
ban vannak. (A konyviinkben felhasznalt integralasi formulakat a G fliggelék
tartalmazza.) :
A

_dx
Codt

_dv

v a=—
dt

definialé egyenletek a derivalasi miivelet megforditasaval az integraldssal a

x:Jvdt és v:J'adt

alakban is kifejezhet6k. Allando gyorsulds esetén a sebességre
v=J.adt=aJ'dt=at+Cl

adoédik, ahol a C, integralsi allandé a ,.kezdeti feltételek” figyelembevételé-
vel hatarozhaté meg, azaz ¢ = 0 idSpontban a sebesség v = v,. Behelyettesitve
a kezdeti feltételt a,

v=at+C,
egyenletbe azt kapjuk, hogy
v =(@0) + C,

. ahonnan C, = 0. Ezzel éppen az elsé kinematikai egyenlethez jutottunk:

rv=v0+at

(allandé a esetén)
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Tovabb léphetiink a levezetésben, ha a sebességre kapott kifejezést be-
helyettesitjiik a helykoordinatat meghatarozo integralba.

x=Jvdt=J(v0 +at)dt
1
)c=v0t+—2—atz+C2

A C, integralasi allandot ismét a kezdeti feltételekbdl hatdrozhatjuk meg,
azaz abbol, hogy ¢=0 id6pontban a mozgd test az x, helyen van. Ebbdl
azonnal adodik a masodik kinematikai egyenlet:

1
X=X, + Vvt +5 at? (allando gyorsulas esetén).

Az els6 tag a részecske kezdeti helyzete, azaz a helykoordinata a t=0 id6-
pontban, a masik két tag 6sszege pedig éppen a (0, £) idGintervallum alabbi
ered elmozdulas. Az eredmény megegyezik a geometriai megfontolasok
alapjan levezetett 2-12 egyenlettel. Ezen nem is csodalkozhatunk, mert a két-
féle levezetés — a grafikus és az analitikus — Iényegében egyenértékd, hiszen
az integral geometriai jelentése éppen a gorbe alatti teriilet. A harmadik ki-
nematikai egyenlet az els6 kett6bdl pusztan algebrai atalakitassal adédott,
ezért a differencialszamitas alkalmazasa itt nem sziikséges.

Egy a t = 0 id&pillanatban a koordinatarendszer orig6jabol indulo ré-
szecske a pozitiv x tengely mentén mozog. Helyzete az id6 fliggvé-
nyében az

x=4f

fiiggvény szerint valtozik, ahol x értékét méterben ¢ értéket masod-
percben mérjiik. Hatarozzuk meg a) a v sebességet, b) és az a gyorsu-
last a r= 2 s idépontban.

MEGOLDAS

a) Mivel v = dx/dt, derivéaljuk az x = x(f) osszefliggést az idS szerint.

(A derivalasi szabalyokat a G fiiggelék tartalmazza.)
v=ﬂ=i(4z3)= 121
dt dt

ahol v értékét m/s-ban, ¢ értékét masodpercben mérjiik.

Vegyiik észre, hogy a 12 egyiitthaté mértékegysége m/s’, ami ab-
bol adodik, hogy az egyenletnek dimenzidra nézve helyesnek kell
lennie. A =2 s id6pontban a sebesség behelyettesitésével:

v= (122)(%)2 4802
S’ S

b) A gyorsulast a sebesség-id6 fuggvény derivaltja adja.
a=flﬁzi(12t2)= 241
dt dt
ahol a értéket m/s*-ben, ¢ értéket masodpercben mérjiik
Az egyenletben szereplé 24 egyiitthatd mértékegysége m/s’, ami
szintén abbél kévetkezik, hogy az egyenletnek dimenziodra helyes-
nek kell lennie. A gyorsulas értéke a t =2 s idSpontban:

m m
'] ={24—|(2s)=48—
o= (24 Y29 =483
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e e e
2-7 PELDA

Egy szankon csiszd, nagy gyorsulasok hatasdnak vizsgélatira szol-
galo kisérleti rakéta az

a=3t+5

Osszefliggés szerint gyorsul. Milyen messzire jut el = 2 s id6tartam alatt?
MEGOLDAS

A koordinatarendszer orig6jat vegyiik fel a szan kiinduld helyzetében,
d
azaz t =0 id6pontban x,= 0 és v, = 0. Az a= —;1—:- Osszefiiggésbol ko-

vetkezik, hogy
dv = adt

Helyettesitsiik be az a = (3+5) osszefliggést és integraljuk’ az egyen-
let mindkét oldalat:

(2-16

A sebesség v :C;—x definiciojabol adodik, hogy dx = vdt. irjuk be az
t

utobbi dsszefliggésbe a v fliggvényre kapott (2-16) eredményt és in-
tegraljuk az egyenletet a t = 0, x,= 0 kezdeti feltétellel!

22 )| 2 2 .
3 5¢7
D=7
t=2 esetén
2) 5(2)°
x=Q— ) 14,0m

A hatvanyfiiggvény integralasi szabalya(G-II Fiiggelék)
) n+el
t

_[t"dt: +C

n+1
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X Az érint6 meredeksége a t; id6pontban egyenld

v pillanatnyi sebességgel a t; id6pontban.

Elmozdulas

/ 0 f ot £y f:s to \
DIFFERENCIALAS | | -
|
|

v

sebesség

4

: | ¢
0l K t t, t t\ts/
/ v Ty

A t=0 és t = t, kdzotti idGinter- ,

DIFFERENCIALAS vallumban a gorbe alatti egyenléa mozgo I.NTEGRALAS
¥ 4 test x helyzetének megvaltozasaval. ! /
|
gyorsulas T :
0 [ ts ts|  te !
\
A t=0 és t = t; kozotti idStartamban
a gorbe alatti teriilet egyenl6 a v
sebesség megvaltozasaval.
2-13 abra

Az 4bra bemutatja az origobol a zérus kezdGsebességgel indulo és a pozitiv x
tengely mentén mozgo test elmozdulds-, sebesség- és gyorsulas- id6 fliggvé-
nyét. A t =0 és ¢t = £, kozotti idStartamban az elmozdulas-id6gorbe meredek-
sége egyenletesen nd, és ennek megfeleléen nG a sebesség is. A ¢, és ¢, inter-
vallumban a gorbe meredeksége dllando, ezért a sebesség is konstans. A ¢,
idépontban az elmozdulas-id6gorbe meredeksége zérus, igy a sebesség is
zérus. A (¢,-t,) idGintervallumban az elmozdulas- id6gorbe meredeksége ne-
gativ, igy itt a sebesség is negativ. Végiil ¢, id6pont utdn a test nyugalomba
keriil, tehat a sebesség is zérus. Az abra jol mutatja, hogy a sebesség az el-
mozdulas-id6 fiiggvényabra meredekségével egyenld (Ax/At=v). A sebes- g
ség-id6 gorbe meredeksége pedig a gyorsulas (Av/Af) = 0.

Integraldssal forditott iranyban végezhetjiik a miveleteket. Kezdetben a
gyorsulas alland6. Az idd mulasaval a gyorsulas-id6 dbra alatti teriilet adja
a sebességet (amelynek értéke kezdetben zérus). Mivel a teriilet egyenletesen
né, a sebesség viltozasat egy egyenes szemlélteti. Hasonloképpen a sebes-
séggdrbe alatti teriilet novekedése meghatdrozza a elmozdulds-idS fiiggvenyt.
(Ez utobbi szintén zérusrol indul. Megmutathaté, hogy mivel a sebesség-id6
gorbe egyenes vonal, az elmozdulas parabolikusan valtozik az iddvel.) A ¢, és
t, kdzotti idStartamban a sebességgorbe az y tengely ala keriil, igy a gorbe
alatti teriilet negativ, ez azt jelenti, hogy az elmozdulas csokken. Példankban
a sebességgorbe alatti teljes teriilet pozitiv, ezért az elmozdulds végsd értéke
is pozitiv. A gyorsulasgorbe alatti Osszteriilet zérus, azaz a végsebesség —
miként a kez%eti is — zérus.
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2.9 Az elmozdulis, sebesség és gyorsulas kozotti
osszefiiggés grafikus értelmezése

Az x(1), V() és a(t) mennyiségek grafikus dbrazolasa érdekes és hasznos 0sz-
szefliggések felismerésére vezet. Tegyiik fel, hogy ismerjiik egy adott moz-
gas x(f) elmozdulés-idS fliggvényét. A sebesseg, mint megallapitottuk, az x(?)
figgvény idszerintiderivaltja, azaz minden pillanatban megegyezik az x()
fiiggvénygorbéhez hiizott érinté meredekségével (2-13 abra). Hasonloképpen
a gyorsulast egy adott pillanatban a sebesség-id6 fiiggvénygorbe érintdjének
meredeksége adja meg. Ezek az Osszefiiggések lehetdve teszik a sebesség —
id8 és gyorsulas — id§ fiiggvények gérbéinek grafikus meghatdrozasat a hely
— id6 fiiggvénygorbe alapjan.

Az eljaras azonban forditva is mikodik. Egy fuggveny integralasa geo-
metriailag a fiiggvénygdrbe alatti teriilet meghatdrozdsa. igy adott v(t) sebes-
ség-id6 fiiggvény esetén az elmozdulas-idd fiiggvényt ugy kaphatjuk meg,
hogy a sebesség-id6 gorbe alatti teriileteta =0 idéponttol kezdve abrazoljuk
az idé fuggvényében. (Ez az cljaras nem adja meg a kezd6 pont x, koordina-
tajat, hiszen ez a kezdeti feltételekbdl adodo integraiasi allando. Fizikailag x,
értéke a koordinatarendszer kezdépontjanak megvalasztasatol fiigg.) Az a(f)
gyorsulds-id§ fliggvénybdl a fentiekhez hasonléan kaphatjuk meg a sebes-
ség-id6 fuggvényt.

2.10 A dimenziéanalizis

Alapvetéen a fizikai egyenletek csak akkor teljesiithetnek, ha a benniik sze-
replé tagok dimenziéja azonos. Ennek alapjén egy egyenlet ,»osszhangja”
ellenérizhetd. Mit jelentenek a dimenzidk? A sebesség dimenziojat példaul
ugy kapjuk, hogy hossziisagot osztunk idével. Ezt [v]= [L/T] 8sszefiiggéssel
jeldljik. Vegyiik észre, hogy a dimenzié nem azonos a mértékegységgel!
A hosszisdg és idé dimenzidt jelent, amelyek mértékegysége pl. méter, ki-
lométer, ill. masodperc, 6ra, év stb. Ahogyan a hétkdznapi életben almakat
nem adhatunk ssze autokkal, ugyanagy a fizikai egyenletekben sem adhatok
Bssze nem ,,0sszeill” tagok. Az egyenletekben csak azonos dimenzidju tagok
szerepelhetnek.

Példaként vizsgaljuk meg a dimenzidk egyezése szempontjabol a kovetkezd
kinematikai egyenletet.

1,
x=x0+v0t+——at
2

|

L T

Dimenziok: L =[L]+| 2 |T]+5=|T°

(- (2| £ r1+ ] ,
Az egyenletben szereplé numerikus egyiitthatoknak (a jobb oldal utolsé tag-
jaban 1/2) nincs dimenzidjuk, igy a dimenzi6analizis szempontjabol nincs
jelent8ségiik, elhagyhatok. A dimenziokkal az algebrai mennyiségekhez ha-

. sonléan szamolhatunk. Az azonos dimenziokkal, pl. tortet egyszerisithetiink,
igy adott esetben azt kell kimutatnunk, hogy az egyenlet minden tagja hosz-
szlsag dimenzidju.

—
b~

v
Il

1+ £+ )
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A dimenzioanalizis a feladatmegoldas soran a szamoldasi és egyes ese-
tekben az elvi hibak felderitésének hasznos moddszere. Amennyiben egy
egyenletben nem osszeill dimenzidok szerepelnek, hibat kovettiink el. Ter-
mészetesen a dimenziobeli egyezés még nem biztositék arra, hogy helyesen
szamoltunk, hiszen a dimenzi6 nélkiili szamértékekben tévedhettiink.

2.11 Példak — magyarazattal

A fizika tankdnyvek példai elsd pillantasra gyakran unalmasnak és egyligy-
nek tiinnek. Semmi izgalmat nem érziink, ha azt kell kiszamitanunk, hogy
hovd jut el 2 s alatt egy clhajitott targy, vagy mennyi id6 alatt cstszik le a
lejtén egy jégdarab. Az adott feladatok mogott azonban figyelmet lekotd
gondolatok, rejlenck. A newtoni mechanika az alkoté emberi szellem egyik
cstcsteljesitménye. A mechanika tanulas kezdetén azonban — ahhoz, hogy a
fizikai gondolat élesen kirajzolodjék — egyszert, a Iényegtelen részletek 6z6-
nétdl mentes problémakkal kell foglalkoznunk. jgy mindig ra tudunk mutatni
az adott probléma leirdsa mogott hizodo gondolkozdsi médszerre is. Ez az a
modszer, ami pl. lehet6vé tette, hogy ember 1épjen a Holdra!

Ebben a fejezetben olyan példikat valasztottunk, amelyek megoldasi
modszere tetsz8leges kinematikai feladat megoldasara alkalmazhat6. A meg-
oldasok elkeriilhetetleniil hosszadalmasak és részletesek, hiszen ,hangosan
gondolkozunk”, hogy megmutassuk a mechanikai problémak megoldasira
hasznalhato altalanos moédszereket. Természetesen az olvasotol (didktol) nem
varunk hasonlé részletességgel kidolgozott feladatmegoldasokat. A ,,j6 ma-
tematikai stilus” azonban éppoly természetes kovetelmény, mint az irodalmi
esszékben a szép. magyar fogalmazas. Gyakran néhdny magyardzo szo6 cle-
gend8 ahhoz, hogy egy feladat gondolatmenete konnyen kovethetd legyen.
Alkalmazzuk ezeket a magyardzatokat. (Emlékeztetiink arra a sok bosszisag-
ra, amit a talsagosan tdmoren megirt tankényvek megértése okoz.) Legyen a
megoldds minden 1épése kristalytiszta! Kiilondsen fontos, hogy a kezdeti lé-
pés vilagos legven, s biztosan kideriiljon, hogy a megoldds milyen alapelvre
épiil fel. Ez azzal a tovabbi cldnnyel is jar majd, hogy a tanulas sordan min-
denki egyre logikusabban rendezi gondolatait, s a hazifeladatok megoldésa is
konnyebbé valik.

2-8 PELDA

Egy labdat a 2-14/a abran lathatdo modon 20 m/s sebességgel felfelé ha-
jitottunk egy szakadék szélérdl. A nehézségi gyorsulds értékét vegyik
10 m/s*>-nek! a) Milyen magasra emelkedik a kiindulé ponttél a labda?
b) Mennyi id6 malva lesz a labda 25 m-rel kezdeti helyzete alatt?

MEGOLDAS

1. Ismerjik fel a feladattipust; a Tabda egyenesvonald, egyenletesen
gyorsulé mozgast végez, tehat alkalmazhatok a kinematikai egyen-
letek!

2. Készitsiink vdzlatot a feladathoz ! (2-13/b abra) Vegyiink fel egy
fiiggblegesen felfelé mutatd y tengelyl koordinatarendszert! Az
origé legyen a labda elhajitasi helye!

3 Allitsuk &ssze az ismert adatokat és az ismeretleneket! (Ugyeljiink
arra, hogy 6sszeills mértékegységeket hasznaljunk! Ez most nem
okoz gondot, mert az adatok SI-mértékben vannak megadva.)

(a)

N T

Y

=

4

!
v, =20 m/s E{—f

J
25m
Co
v v
(b)

2-14 abra
2-8 példahoz
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a) Hatdrozzuk meg el8szor, hogy milyen magasra jut a labda!
»Részproblémaként” a palyajanak csiicspontjan zérus végsebessé-
get elérd, felfelé hajitott labda problémajaval kell foglalkoznunk.

Yo =
v, =20 m/s
m (Az y iranyt felfelé valasztottuk pozitivnak,ezért a lefelé
a=-10 5—2 mutatd gyorsulds negativ.)
v=0
y =1?

4. Hasonlitsuk Ossze az adatokat és az ismeretleneket a kinematikai
egyenletekben szereplé mennyiségekkel! Megallapithato, hogy a
(2-13) egyenletben a keresett tivolsag kivételével minden mds pa-
ramétert ismeriink. frjuk fel az altalanos képletet, oldjuk meg y-
koordinatara, majd helyettesitsiik be az adatokat'!

vi= vO2 +2a(y—y0)

2

m
RER 0—(20)2?‘
y=— Cty, = +0=20m
- 2(—102]
SZ

b) Most azt a teljes idGtartamot keressiik, amit a labda a leveg6ben
t6lt, mindaddig amig 25 m-rel a kiindulasipont ala érkezik. Ve-
gyiik észre, hogy a mozgast nem sziikséges két részre bontani.
Nem kell tehat el6szér meghatdrozni azt az idStartamot, amig a
labda a csticspontra ér, majd ehhez hozziadni a csticspontbdl valo
esés idejét. 4 kinematikai egyenletek, fiiggetieniil attdl, hogy a
labda felfelé vagy lefelé mozog, mindaddig vdltozatlan formdban
érvényesek, amig a labda pusztan a graviticio hatdsara mozog.
igy a kezdé- és véghelyzet koordinatajat a képletbe beirva a kapott
egyenletbdl meghatarozhaté a mozgds id6tartama anélkiil, hogy
barmilyen kozbiilsé 1d6 tartamot figyelembe kellene venni. A b) >
kérdés természetesen 0j problémat vet fel, ekkor a végsebesség
mar nem zérus az y = —25 m helyzetben, s a meghatarozandé6 isme-
retlen a ¢ 1dG.

v, =0 (Ha ezt az 4j adatsort hasonlitjuk ¢ssze a
v, = 20 m/s kin'emat.ikai egyenletekkel, akkor megal-
_ ) lapithatjuk, hogy a (2-12) egyenletben a ¢
a=-10m/s id6 az egyetlen ismeretlen paraméter.
y=-25m Mint mindig, ismét az 4ltalinos egyen-
t=717 lettel kezdjiik.)
v=7
Centa 1,
Az altalanos egyenlet: Y=y, + Vvt +E at
A\

Az egyenlet masodfoku, ezért el6szor ¢ csokkend hatvanyai szerint
rendezziik, majd behelyettesitjiik az adatok szamértékeit:

1
y0+v0t+5at2 =0

Ezt a 1épést illeten két iskola létezik. A tanarok egy része amellett van, hogy a feladatot
el6szor paraméteresen oldjuk meg, s a szamértékeket csak a végén helyettesitsiik be.
(,Kevesebb a hiba, ha betiikkel szimolunk, mint ha numerikusan.”) Mésok azt javasoljak,
hogy a szamértékeket azonnal helyettesitsiik be a kiinduld egyenletekbe. (,,Szabaduljunk
meg azonnal a zérus értékii tagoktdl, és szerezziink gyakorlatot a hibitlan numerikus sza-
molasban!”) E modszerek kozott a kdnyvet tanito tanarok bizonyéra vélasztanak majd.
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%(—N)12002)+(2022)0)+[0—(—25nﬂ]=0
S S

Egyszer(isitve, majd tényez6kre bontva az egyenletet’ , azt kapjuk,
hogy
t2—4t-5=0 (ahol ¢-t masodpercben mérjiik)
(t=5)(t+1)=0
t=5s és t=-ls.
Mivel a kinematikai egyenlet a mozgast csak ¢ > ¢, esetére irja le, eb-
ben a példaban az egyenlet negativ gy6kémek nincs fizikai értelme. A

megoldas tehat

Hamis gyokok

A kinematikai feladatok megoldasakor — amint az el§z6 példaban adodo6 ¢ = ~
1 is mutatja — gyakran kapunk olyan megoldast, amelynek nincs fizikai értel-
me. A masodfoki egyenlet negativ gydke fizikailag a kdvetkez6 feladat meg-
oldasaként értelmezhetd. Egy labdat az y = 0 pont alatt 25 m-rel fliigg6legesen
felfelé hajitottunk. A labda a ¢ = 0 id6pillanatban 20 m/s sebességgel érkezett
az y = 0 pontba. Mennyi id6vel ezel6tt hajitottuk el a labdat? Ilyen és hasonld
problémak 4ltaldban masodfoki egyenletre vezeté feladatok megoldasakor
meriilnek fel. (A kinematikdban tobbnyire akkor, ha az id6 az ismeretlen.) A
t=0 idépontnak, mint a mozgas kezdetének a megvalasztisival rogzitjik
azokat a kezdeti feltételeket, amelyek mellett a kinematikai egyenletek meg-
hatdrozzak a mozgas lefolydsat. A kinematikai egyenletek azonban a = 0
idépillanat elétt, azaz a multra vonatkozoan is teljesiilhetnek — ha az egyéb
feltételek valtozatlanok. A 2-8 példaban azonban czek nem teljesiilnek.

Egyes feladatokban azonban mindkét megoldas értelmes lehet. Ha pél-
déul azt kérdeztiik volna, hogy mikor lesz a labda 9,5 m magasan az elhajitas
helye felett, akkor két megoldast kaptunk volna, amelyek mindegyike helyes
és kielégiti a feladat feltételeit. A labda ugyanis felfelé haladva és visszafelé
esve is atmegy ezen a ponton, s ez két kiilonboz6 id6pillanatban kovetkezik
be. Minden olyan feladatban, amelynek megolddsa sordn tobb végeredményt
kapunk, a fizikai feltételeket kell megvizsgalnunk, s ennek alapjan kell elfo-
gadni vagy elvetni a megolddsokat.

Egy gépkocsi 54 km/6 sebességrdl 4 m/s’® lassulassal egyenletesen le-
fékez. a) Mekkora utat tesz meg a fékezés elsé két masodpercében?
b) Mekkora sebességgel mozog a 2 s idStartam végén az autd?
¢) Mennyi idé§ alatt 41l meg a gépkocsi? d) Mekkora a teljes fékat?

MEGOLDAS

A gépkocsi mozgasa egyenes‘vonalﬁ, egycnletesen gyorsuld mozgas,
tehat alkalmazhatok a kinematikai egyenletek. Készitsiink el8szor

Ha a szorzatta alakitds ,rdnézésre” nem megy, akkor a mésodfoku egyenlet éltalanos
megoldoképletét haszndljuk a gyokok meghatarozéséra (E Figgelék).
/ 2
Ha ax*+bx+c =0, akkor x= M
2a

0 vo ¥ Vi v2=0 i
> - —
ty= X1 X2
t ts
2-15 abra

2-9 példahoz
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vazlatot a mozgasrol, vegytnk fel olyan koordinatarendszert, melynek
kezdBpontjdban van a gépkocsi ¢ =0 id6pontban. (2-15 abra) Keét ki-
16nb6z8 tavolsagot kell bejeldlniink, az a) és b) kérdés az elsé két ma-
sodpercben megtett uttal, a c) és d) pedig a teljes fékuttal kapcsolatos.
A tovabbiakban az ,1” index az elsé, a ,,2” index pedig a masodik
szakaszra vonatkozik.

a) Legyen x, a t,= 2 s alatt megtett it. A mértékegységek egyezteté-
sére az 54 km/6 kezd8sebességet m/s-egységekre szamitjuk at.
Ehhez az (1 m/s)(3,6 km/0) atszamitasi tényezével kell megszo-
rozni az 54 km/6 sebességet.

m
b, =54 K =15
(¢} 3,6—Tn‘ S

(o}

atszamitasi tényez6

A gépkocsi lassul, tehat gyorsuldsa negativ. Allitsuk 6ssze az is-
mert adatokat és az ismeretleneket:

m
a=-5—
gz (Léthato, hogy a (2-12) egyenletbé] a keresett
t= 25 tavolsdg meghatdrozhatd. Igy induljunk ki ebbdl
Y =0 a képletbdl és helyettesitsiik be az adatokat!)
o
x, =7

1
y=y0+v0t~i~5at2

X, :0+(15%)(2s)+%[~5 Ezj(z; 2)=30m-10m=20m
S

b) Az elsé 2 s elteltével az autd sebességét a (2-10) egyenletbdl hata-
rozhatjuk meg. Behelyettesitve az adatokat:

v, =V, +at,

v =152 (s Doy =5-100 0 =5 =
S S S S

¢) A megalls pillanatara vonatkozoan (c) és d) kérdés) a kovetkez6

adatokkal és ismeretlenekkel kell dolgoznunk:
=15 =
§ A kinematikai egyenleteket attekintve
v, =0 lathato, hogy (2-11)-bdl a kérdéses 1d6
_ meghatarozhato. A
T s7 V=V, tah
t, =7 képletbdl indulva, s kifejezve t,-t behe-
x,=0 lyettesithetjiik az adatok szamértékét:
X, =7
§ 0-15 =
t,=—"—"= S =35
a _sm
] g2

d) Minthogy a fékezési id6t mar meghataroztuk, az x, fékutat akar a
(2-12), akar a 2-13 képletbdl kifejezhetjiik. Példaként a (2-13)
képletet irjuk fel. Kifejezve x,-t és behelyettesitve az adatokat, azt
kapjuk, hogy:
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2-10 PELDA

Egy motoros 180 km/6 sebességgel szaguld az autopélyan, ahol a ma-
ximalis megengedett sebesség 120 km/6. Egy Utjelz6 tabla mogott allo
rend6rmotoros észleli ezt, €s abban a pillanatban, amint a szaguldo
motoros a tabla mellett elhalad, nyugalombdl indulva egyenletes gyorsu-

lassal utana ered. Mennyi idd alatt éri utol, ha gyorsulasa 5 m/ st 7

MEGOLDAS

A megoldas elsd lépéseként vegyiink fel egy koordinitarendszert,
melynek kezd8pontja az utjelzé tablandl van és x tengelye a mozgas
irdnyaba. mutat. (2-16 abra). Az M index a motoros, a P index pedig a
rendér mozgasanak adatait jeloli.

A kovetkezd feladat a sebesség értékegységének atszamitisa — egy-
s

ségre.

atszamitasi ténycz6

Csoportositsuk az ismert adatokat és az ismeretleneket:

Motoros Rendér
(vM)“ =50 m/s (Vp)” =0

a, =0 a, =5 m/s’

v,, =50 m/s v =7

Xy =7 xp =7

ty =7 t, =7

A 2-16 abra vazlata jol mutatja, hogy a motoros ¢és a rendér ugyanak-
kora utat tesz meg a talalkozasig, s a két mozgas id6tartama is egyen-
16. gy a t id6 esetén az indexeket elhagyhatjuk. Mindkét esetben a (2-

12) egyenlet alkalmazhato, és mivel az elmozdulasok egyenldk
X = X

m P

(\/m)otJr-2l—(1mt2 =(\/p)0+ﬂ;-a,,t2

osszefiiggés adodik. Rendezve, majd t-re megoldva az egyenletet, az
adatok behelyettesitésével a

1 2
E(aM "‘aP)t :((VP)O _(VM)O)t

2-16 abra
2-10 példahoz
A
—_ X

(Vo =180 km/6 Vi vix = 180 km/é

Motoros :jugpm— — — — — — — — — e
} Y -]
(vp)o=0 vp=1
Rendér : e -
t xp |
(a)
x
Xp=XMpf——=— —~———
Motoros
Rendér
0 t
(b)
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[(v4),=(a)y]  0-50
t= ] =1 - =20s
E(aM —aP) 5[0"5 8—2]

eredményt kapjuk.

A fenti példan jol megfigyelhetjiik, hogy a vazlat milyen hasznos segit-
séget ad a megoldas kulcsanak felismeréséhez! A vézlat kiemeli a probléma
dontd pontjat, ,.a talalkozdst”, azaz azt, hogy mindkét személy ugyanoda és
ugyanabban a pillanatban érkezik. Az adott esetben még az is fennall, hogy
ugyanonnan és ugyanakkor indultak. Ezeken a tényeken — amelyek a megol-
dasban dontd szerepet jatszanak — a vazlat nélkiil esetleg kdnnyen atsikla-
nank. Altalaban a fizika feladatok megolddsdanak fontos kezdé Iépése, hogy j6
vdzlatot készitsiink, amelyen a jeldléseket, s emellett annyi tovabbi informd-
cidét rogzitiink, amennyit csak lehetséges. A jo abra segiti gondolkozasunkat!
Egyszer(i lehetSséget ad a jelolések bevezetésére, s alkalmas lehet arra, hogy
varatlan, s a probléma egyszerii megoldasara vezet§ Gsszefiiggéseket fedez-
ziink fel.

e e
Osszefoglalds

¢

Az egyenesvonali mozgasok leirdsakor bevezettik az
egydimenzios koordinatarendszert, kijeldltiik az origot
és az x (vagy y, ill. z) tengely pozitiv irdnyat. Ezutin
definidltuk a kovetkez6 mennyiségeket:

Helyzet: x

Elmozdulds: Ax=x, —x,

Atlagsebesség-vektor: v, = A -(LXI)
At (t,-1)

Atlagos gyorsulds: a, = % = —((‘Z—::ll))-

Az igy bevezetett mennyiségeknek nagysdguk (a mér-
tékegységgel egyiitt) és pozitiv, ill. negativ irdnyuk van.
A A szimbolum a szoban forgd mennyiség megvalto-
zasat jelzi. Pl. Av=v, — v,. (Figyeljik meg, hogy a val-
tozast mindig az adott mennyiség végso és kezdeti érté-
keinek kiilonbsége adja meg!)

A kinematikai jellemzk pillanatnyi értékének de-
finicidja a kovetkezd:

Helyzet: x
. d
Sebesség: v = lim Ax _dx
A0 At dt
-
Av _adv

Gyorsulas: a=lim —=—
At—0 At dt

A megtett Gt segitségével képzett ds/dt idoderivalt meg-
egyezik a pillanatnyi sebesség abszolut értékével. (Az
atlagsebességekre vonatkozo analdg allitds nem igaz,
hiszen az s/t atlagsebesség tobbnyire nem egyenld az
atlagsebesség-vektorral.)

A fenti definiciokbdl néhany, a feladatmegoldasban
rendkiviil hasznos kinematikai egyenlet vezethetd le.
Ezek a koévetkezdk:

v=yvy,t+at
(allando gyor-
sulds esetén)

Kinematikai

X=X, +tvt+—at
egyenletek 0TVl T

V= vo2 +2a(x—x0)

Az allando gyorsulasi mozgasok esetén hasznos lehet
az alabbi két Osszefligges 1s:
VgtV

Vv,

atl
2

X =Xx,+ vyt

Ezek az 6sszefliggések csak alland6 gyorsulas mellett
érvényesek. Ha a gyorsulds az id6ben valtozik, akkor a

v=Jadt és x=Jvdt

osszefliggéseket kell hasznalni.

A formuldk egyszeriibbé valnak, ha a koordinatarend-
szer origdjat a t,=0 és a x,= 0 feltételeknek megfele-
18en valasztjuk meg. Az y és z iranyu mozgasra hasonld
kinematikai 6sszefliggések irhatok fel.




A mozgasokkal kapcsolatos feladatok a kovetkezd,
szabvanyos moédszerrel oldhatok meg:

(1) Megdllapitjuk, hogy milyen tipusu feladattal van
dolgunk. Ha a gyorsulas allandd, a kinematikai
egyenleteket alkalmazzuk.

(2) Vazlatot készitiink. Kijeldljiik a kezdGpontot és a
pozitiv tengelyiranyokat, valamint feltiintetjiik az
alkalmazott jeldléseket. Az dbrara annyi infor-
maécié keriiljon amennyi vilagossa teszi a fel-
adatok kiilonb6z6 részei kdzotti osszefiiggéseket.

(3) Csoportositsuk az ismert adatokat és a keresett
mennyiségeket. Ugyeljiink arra, hogy azonos
mértékrendszert hasznaljunk — ha sziikséges
szamitsuk at az adatokat.

Hasonlitsuk 0ssze az adatsort a kinematikai
egyenletekben szerepld mennyiségekkel. Ha le-

Kérdeések

1. Ha olyan vonalzdval rendelkeziink, amellyel inter-
polacié alkalmazasaval a milliméter tized részéig
tudunk mérni, akkor hany szazalékos hibaval mér-
heté meg e konyv egy lapjanak hossza és vastagsa-
ga? Az utobbi esetben érdemes egy kicsit elgondol-
kozni, mert talalhaté olyan modszer, amellyel a
mérés hibaja nagymértékben csokkenthetd.

2. Targyaljuk meg azokat a modszereket, amelyekkel
a Fold-Hold tavolsag mérhetd.

3. Soroljon fel néhany ismétl3dé jelenséget, amely az
id6 mérésére szolgalhat!

4. Tudjuk, hogy ha egy egyenlet mindkét oldalat
négyzetre emeljiik, akkor az egyenl8ség tovabbra is
fennall. Hol a hiba a kovetkez6 okoskodasban:
10 fillér = 0,1 Ft. 100 fillér = 0,01 Ft. (Megjegyzés:
Probaljuk ki a 10 cm = 0,1 m egyenléséggel is!)

5. Alapozhat6-e mértékrendszer a tomeg, hossziisag ¢s
sebesség alapmennyiségekre?

6. Robinson Crusoe a lakatlan szigeten nem rendelke-
zett hossz, tomeg és 1d8 mérésére szolgald eszko-
z6kkel. Hogyan dolgozhatott volna ki mérési eljara-
sokat és mértékrendszert?

7. Mozoghat egy targy észak felé, ha gyorsuldsa délre
mutat?

8. Megfordulhat-e egy test mozgasinak irdnya, ha
gyorsulasa mindvégig alland6?

Feladatok

2.3 Mértékegységek atszamitasara

2A-1 A legkdzelebbi csillag 4x10° km tivolsagban van
t5liink. Ha Napunkat (a Nap atméréje 1,4x10° m) egy 7
mm atméréjii cseresznyemaggal szemléltetjiik, akkor
milyen tavol lesz a szomszédos cseresznyemag?

2A-2 Diszkosz alaki galaxisunk &tmérdje 10° fényév.
Legkozelebbi galaxis szomszédunk, az Androméda,
mintegy 2 millié fényév tavolsigban van t6liink. Gala-
xisunkat egy 25 cm atmérgjii kistanyérral jelképezzik.
Milyen tavolsagra tegyiik t8le a kovetkezd kistanyert?

Feladatok 35

hetséges, akkor az origdt a t= 0 id6ponthoz tar-
tozéan vegyiik fel, hogy x, ne szerepeljen a ki-
nematikai egyenletekben.

(4) A megoldas utan vizsgaljuk meg, hogy a kapott
eredménynek van-e ,.értelme”. A furcsanak tin6
eredmény arra utalhat, hogy hibat kovettiink el.

A gravitdcios gyorsulds nagysagat g-vel jeloljik
(g=9,81 m/s?). A Fold felszine kozelében g lefelé mu-
tat. Az, hogy el6jele pozitiv vagy negativ, attol fiigg,
hogy a pozitiv iranyt felfelé vagy lefelé vessziik fel.

A dimenzibanalizis az egyenletek mérték szerinti
Ssszehasonlitasanak megallapitasara szolgal. Csak azo-
nos mértékegységben kifejezett mennyiségeket szabad
Osszeadni.

9, Ellenkez8jére véltozhat-e¢ egy test gyorsuldsanak
iranya, ha kozben mozgéasanak irdnya nem valto-
zik?

10. Filmfelvételt készitettiink kiillonb6z8, pusztan a
graviticio hatdsara mozgo testekrdl (a légellenallas
befolydsa itt elhanyagolhatd). A filmet forditott
iranyban jatsszuk le. Ervényesek-e a kinematikai
egyenletek a filmen lathaté mozgasra? (Az eljaras a
t——t cserének felel meg.)

11. Soroljunk fel néhany olyan jelenséget, amely akkor
is valosagosnak tiinne, ha a rola késziilt filmet for-
ditva jatszanank le! Gy(jtsiink olyan jelenségeket
is, amelyek esetén konnyen felismerhetS lenne,
hogy a filmet forditva vetitettiik! Milyen altalanos
kiilonbségek allapithatok meg a két jelenségcsoport
kozott?

12. Egy szabadon es6 testrdl késziilt film szerint a test
lefelé mozog és lefelé is gyorsul. Felfelé vagy lefelé

gyorsulna a forditva vetitett filmen lathaté targy"’ ?

10

Atvéve a , Gondolkodtat6 fizika” 1. kétet L.Epstein és P.Hewitt
(1979) 14. old., Insight Kiado, 614 Vermont Street, San Francis-
co, USA 94107

2A-3 Az égbolton a tavolsagok oly nagyok, hogy a
csillagaszok a kdvetkez8 specilis tavolsagegységeket is
bevezették:

1 fényév: Az a tavolsag, amit a vikuumban terjedd
fény 1 év alatt megtesz (a fény sebessége
300x10° m/s).

| csillagaszati egység (AU): A Foldpalya atlagos
sugara. A Nemzetkozi Csillagaszati Egyesiilés
definicidja szerint
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1 AU =149600x10°m.

1 parsec (pc): Az a tavolsag, amelybdl 1 AU hosz-
sziisagl szakasz 1 szogmasodperces latoszogben
lathato.

Fejezziik ki a fényévet és a parsec-et méterben!
2A-4 Az atomok atméréje koriilbeliil 107'° m, az atom—
magoké pedig kb. 10™° m. Hiany mm lenne az atommag
atmérGje, ha az atom atmeérgjét 2 m-re nagyitanank?
2A-5 Erdemes megjegyezni, hogy egy évben koriilbeliil
7 x 10" maésodperc van. Hény szizalékos hibat jelent ez
a kozelités?
2A-6 Anélkiil, hogy az atszamitasi tényezdknek utana-
nézne, hatarozza meg, hogy hany masodpercbdl all egy
év! Az eredményt fejezze ki tudomanyos jel6lésrend-
szerben! (Erdemes észrevenni, hogy az értékes jegyek
0,5%-0s pontossiggal megegyeznek z-vel. gy kony-
nyebb megjegyezni az év és a masodperc kozotti fontos
atszamitasi tényezot.)
2A-7 Hany Hold méretii test térfogata lenne egyenl§ a
Fold térfogataval? (A sziikséges adatok az L Fiiggelék-
ben taldlhatok meg.)
2B-8 A tavoli galaxisok fényének vords eltoloddsabol a
fizikusok arra kovetkeztettek, hogy minden galaxis ta-
volodik t6liink, és a tdvolodas sebessége aranyos a gala-
xis tavolsagaval. Ezt fejezi ki a v= Hr Hubble-térvény,
ahol v az r tavolsagban elhelyezkedd galaxis tdvolodasi
sebessége, H pedig az un. Hubble-konstans. H értékét
nem ismerjik pontosan, a jelenlegi becslések szerint
értéke 50 és 90 km/s/Mpc (Mpc=megaparsec) kozé esik.
a) Tegyiik fel, hogy H =55 km/s/Mpc! Szadmitsuk at ezt
az értéket m/s per 10° fényévre! b) Gondolatban fordit-
suk meg minden galaxis sebességének iranyat, de te-
gylik fel, hogy a sebesség nagysdga a tovabbiakban
valtozatlan! Ennek alapjan megbecsiilhetjiik, hogy
mennyi idGvel ezel6tt volt minden galaxis egy pontban.
Az ,,Univerzum korat” ekkor a
elmozdulas . - r 1
t = ————— Osszefiiggés alapjan  —=— -ra
sebesség Hr H
becsiilhetjiik. (A becslés természetesen onkényes és sok
tekintetben pontatlan. Ez az eredmény valoszinileg
talbecs(lt, mert az Univerzum kezdeti tagulasi sebessé-
ge a testek kozotti kdlesonds vonzas miatt bizonyara
sokat csokkent, mig jelenlegi értékét elérte.) Hatarozzuk
meg az univerzum igy becsiilt korat billié években!
¢) Mennyi lenne ez a kor, ha a Hubble-konstans értékét
H =90 km/s/Mpc-nek valasztanank?

2B-9 Hatarozzuk meg percekben az egy oOra és az egy
mikroévszazadnyi idGtartam kozotti eltérést! Melyik
hosszabb?

2B-10 Bizonyos olajok a viz felszinén molekul®-vastag-
sagnyi rétegben teriilnek szét. Becsiiljilk meg egy olajmo-
lekula méretét, ha egy 2,5 mm atmérdjd csepp szétteriilve 9
cm atmérdji, kor alaka foltot alkot a viz felszinén!

2.5 Helyzet, elmozdulas, sebesség és sebességvektor

2A-11 A fény terjedési sebessége kozel 3x10* m/s. Ha-
tarozzuk meg, hogy mennyi id§ alatt teszi meg a fény az

egy atommag atmérdjével (2x10™'° m) egyenlé tavolsa-
got!

2A-12 Egy gépkocsi 28 km-es utat tett meg végcéljaig.
Az ut els6 9 km-es szakasza varosi utakon vezetett, ahol
az aut6 27 km/6 atlagsebességgel mozgott. Az ut fenn-
marado6 részén a gépkocsi autopalyan haladt. A teljes
menetidd 41 perces volt. Mekkora volt a kocsi 4atlagse-
bessége az autdpalyan?

2A-13 A kaliforniai San Andreas torésvonal két oldala-
nak Osszeill§ alakzataibol a geologusok arra a kovet-
keztetésre jutottak, hogy a két, eredetileg folytonosan
illeszkedd sziklafal mintegy 20 millé év alatt 325 km-t
csliszott el egymashoz képest. Hatarozzuk meg az el-
mozdulas atlagsebességét centiméter per évben! Meg-
jegyzés: A Hollister kdzelében fekvé teriileten az elcsu-
szas sebessége jelenleg koriilbeliil 6 cm/év, koriilbeliil
ilyen sebességgel nének a kérmeink.

2A-14 Hatarozzuk meg, km/s-ben, hogy milyen sebes-
séggel mozog a Fold Nap koriili palyajan. (Az adatokat
vegyiik az L fuggelékbdl.)

2A-15 Egyes amerikai autépalydkon kb. 1,6 kilométe-
renként (mérfoldenként) szamozott oszlopokat helyez-
nek el, hogy segitsék az autdsokat sebességmerd orajuk
ellenérzésében. Mekkora id6 telik el két oszlop kozotti
tdvolsdg megtétele soran, ha a gépkocsi sebessége 110
km/éra?

2A-16 A Los Angeles és San Francisco kozotti kb, 680
km-es tavolsagot egy gépkocsi 8 ora alatt teszi meg.
Mekkora az atlagsebessége? Fejezziik ki az eredményt
km/6-ban és m/s-ben is!

2B-17 Egy autés 1 km-t 15 km/6 sebességgel tett meg.
Mekkora sebességgel kell megtennie a kdvetkezé kilo-
métert, hogy a teljes két kilométeres utszakaszon az
atlagsebessége 30 km/6 legyen?

2B-18 Egy fut6 a 100 m-es vagtaszamot 10,3 s-os ered-
ménnyel nyerte meg. Egy masik futé 10,8-as iddvel
futott be. Feltéve, hogy az atlétak a teljes tdvon egyen-
letesen futottak, hatarozzuk meg, hogy milyen tavol volt
a masodik futd a céltol, amikor a gybztes atszakitotta a
célszalagot!

2B-19 A 2-17 4bra egy egyenes vonalu palyan mozgo
részecske elmozdulas-id6é fliggvényabrajat mutatja.
a) Hatdrozzuk meg a mozgas atlagsebességét a 1, = 2s és
t, = 5s idSintervallumra! b) Melyik id6pillanatban zérus
a mozgas sebessége? c) Mekkora a = 10s id6pontban a
pillanatnyi sebesség?

X

o] N = o

2 4 6 8 10 12

2-17 4bra
A 2B-19 feladathoz




2.6 Gyorsulas

2A-20 Egy motorkerékpar 5 s alatt gyorsul fel 0-r61 97
km/6 értékre. a) Mekkora az 4tlagos gyorsuldsa m/s*-
ben? b) Hanyadrésze ez a gyorsulds a nehézségi gyor-
sulasnak?

2A-21 Egy baseball-labda 10 m/s-os végsebességgel
ropiil ki a dobo kezébdl. Mekkora volt a labda éatlagos
gyorsuldsa, ha tudjuk, hogy a dobo6 keze 0,8 m hosszi
szakaszon egyenes vonalban gyorsitotta a labdat?
2B-22 A 2-18 dbra négy kiillonb6z6 mozgas hely-id6
fiiggvényabrajat mutatja. Allapitsuk meg minden eset-
ben, hogy a gyorsulas pozitiv, negativ vagy zérus!

2N
A v

2-18 abra
A 2B-22 feladathoz

2A-23 Egy golfiités soran a kezdetben nyugvé labda 31
m/s-os sebességgel repiilt el. Mekkora volt a labda atla-
gos gyorsulasa, ha az iit§ 1,17 ms idStartamig érintke-
zett a labdaval?

2A-24 A 2-19 4bra egy egyenes uton nyugalombol in-
dulé motorkerékpdros sebesség-id6 fliggvényabrajat
mutatja. a) Mekkora a motorker¢kparos atlagos gyorsulasa
a t,=0 és t=6 s idStartamban? b) Allapitsuk meg
(kozehtoleg) hogy mikor éri el a gyorsulds maximalis
értékét és mekkora a gyorsulds ebben a pillanatban!
¢) Mikor zérus a gyorsulas? d) Mikor veszi fel a gyorsu-
las legnagyobb negativ értékét és mekkora ez az érték?

v
m
()10
8
6 ™ <]
4
2
t
0 2 4 6 8 10 12
(s)
2-19 abra

A 2A-24 feladathoz

2A-25 Egy asztronauta leejtett egy kalapacsot a Holdon.
A kalapacs 1,55 s alatt ért a talajra. Az L Fiiggelékben
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megtalalhaté a Hold vonzasa miatt felléps gravitacios
gyorsulas. Hatarozzuk meg ennek felhasznalasaval a
kalapacs végsebességét!

2B-26 Egy gépkocsi sebessége 9 s alatt 4 m/s-rol egyen-
letesen 7 m/s-ra novekszik. a) Mekkora a kocsi gyorsu-
l4sa? b) Ezutan az autd egyenletesen lassulva 12 s alatt
megall. Mekkora a gyorsulds ezen a szakaszon?
c) Mekkora az atlagos gyorsulas a mozgas teljes 21 s
idGtartama alatt?

2.7 Az egyenesvonali, egyenletesen gyorsulé mozgas

2A-27 Leejtettiink egy kovet 2 m magasrol. Mennyi id6
alatt érkezik a talajra?

2A-28 Egy 10 m/s sebességgel haladé teherauto 10s
alatt egyenletesen gyorsulva megkétszerezi sebességét.
a) Hatarozzuk meg a gyorsulasat! b) Mekkora utat tesz
meg ezalatt a teheraut6?

2A-29 Egy labdat 16 m/s sebességgel felfelé hajitot-
tunk. a) Mennyi id6 alatt ér palyajanak cstcspontjara?
b) Mekkora a labda sebessége abban a pillanatban, ami-
kor 8 msrel van az elhajitdsi hely felett és felfelé mo-
zog? ¢) Hatarozzuk meg a labda maximalis magassagat!
2A-30 Egy labdat 20 m/s kezdGsebességgel feldobtunk.
a) Mennyi id6 alatt éri el palyajanak csucspontjat? b)
Milyen magasan van ekkor? c¢) Mekkora sebességgel
érkezik vissza a labda kiindul6 helyére?

2A-31 Egy 20 m/s sebességgel halado gépkocsi egyen-
letesen felére csokkenti sebességét a =2 m/s® értéknek
megfelelen. a) Mennyi id6 sziikséges ehhez? b) Mek-
kora utat tesz meg ezalatt?

2A-32 Egy labdat 12 m/s sebességgel fiiggdlegesen fel-
felé hajitottunk. Hol van, mekkora és milyen iranyd
sebességgel rendelkezik a) 1 s és b) 2 s id6pontban az
elhajitas utan?

2B-33 Egy kdévet 50 m mely katba ejtettiink. Hataroz-
zuk meg, hogy mennyi id6 malva halljuk a k& csobba-
nasat! (A hang terjedési sebessége 330 m/s.)

2B-34 Egy gépkocsi 15 m/s-os egyenletes sebességgel
egyenes uton halad. Abban a pillanatban, amikor egy
parkol6 motoros rendSr mellé ér, a rendér 2 m/s’ éllan-
do gyorsulassal iildozni kezdi: a) Mennyi id6 alatt éri
utol a renddr az aut6t? b) Mennyi utat tesz meg ezalatt a
renddr és mekkora a sebessége a taldlkozas pillanata-
ban?

2B-35 Egy érmét 4 m/s sebességgel dobtunk fel. Meny-
nyi id6 alatt ér 0,50 m  magasra? Miért kapunk két
eredményt?

2B-36 Egy labdat a 2-20 abranak megfeleléen egy sza-
kadék szélérdl felfelé hajitottunk. A labda 5 m magasra
emelkedik, majd 15 m mélyen ér talajt a szakadék aljan.
a) Mekkora volt a labda kezdGsebessége? b) Mekkora
sebességgel csapodik a talajba? ¢) Mennyi ideig tartoz-
kodik a labda a levegoben‘7

2B-37 Egy mozgd pont 4 m/s sebesseggel a pozmv x
irinyban mozogva halad at a koordinatarendszer origo-
jan. Bizonyos id§ elteltével, az x =4 m pontban, sebes-
sége —2 m/s (azaz negativ x irdnyban mozog). Tegyiik
fel, hogy a gyorsulas allando. a) Mekkora a gyorsulas?
b) Mennyi id§ telik el mig a mozgd pont az origdbol az
x =4 m koordinataju pontot negativ iranyban haladva
eléri? ¢) Milyen tavolsagra jut el a mozgé pont a pozitiv
x iranyban?
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2-20 abra
A 2B-36 feladathoz

2B-38 Egy csapbol egyenletesen csépog a viz a 30 cm-
rel lejjebb elhelyezett mosogatoba. A csepegés liteme
olyan, hogy amikor egy csepp becsapédik, akkor a k-
vetkez6 mar a levegdben van és a harmadik éppen le-
szakad a csaprol. Hatarozzuk meg, hogy hdny csepp
esik le percenként.

2.8 A kinematikai egyenletek levezetése differenci-
alszamitas felhasznalasaval

2B-39 Egy részecske az a = 12t (Sl-egységekben) 6sz-
szefliggésnek megfeleld gyorsuldssal mozog az x ten-
gely mentén. A t= 0 id6pontban a részecske nyugalom-
ban van és az origdban talalhat6. Hatidrozzuk meg a) a
pillanatnyi sebesség-id6 fiiggvényt és b) a hely-idS
fuggvényt.

2B-40 Egy, az x tengelyen mozgo részecske sebesség-
-id8 fuggvényét a v=4+2¢ — 37 egyenlet adja meg.
A t=0 id6pillanatban a részecske az x =8 m helyen
v=+5 m/s sebességgel halad at. a) Hatdrozzuk meg a
mozgas elmozdulas-id6 fliggvényét! b) Mekkora a re-
szecske legnagyobb sebessége +x iranyban?

2B-41 Egy, az x tengely mentén mozgo részecske hely-
zetét Sl-egységekben az x =2+ 3t — 4¢ Osszefliggés
adja meg. a) Mi az egyes tagok egyiitthatéinak a dimen-
zi6ja? b) Vezessiik le a sebesség-id6 és c) a gyorsulds-
id6 fiiggvényt! Hatarozzuk meg tovabbd d) a részecske
maximalis x irinya elmozdulasat és e) azt az id6pontot,
amikor ez bekovetkezik!

2.9 Az elmozdulas, sebesség és gyorsulas grafikus
szemléltetése

2B-42 Egy részecske az x = 2 m helykoordinataja pont-
b6l indul és a 2-21 abra gyorsulds-id6 fiiggvénygorbé-
jének megfelelden mozog. Vézoljuk fel a fontosabb
numerikus értékek feltiintetésével a) a sebesség-idd, b) a
hely-idé grafikont a mozgas elsé 7 masodpercére!
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2-21 abra

A 2B-42 feladathoz

2B-43 A 2-22 4bran egy egyenes uton haladé rendér-
motoros palyajanak sebesség-id6 fliggvényabraja lat-
hat6. Masoljuk at ezt az abrat egy papirlap kozepére. a)
Rajzoljuk meg az elmozdulas-id6 fliggvénydbrat ponto-
san az elézd abra f6lé ugy, hogy az id6tengely éppen a
sebesség-ids fiiggvény id6tengelye folé essen. b) Raj-
zoljuk meg ehhez hasonléan a gyorsulds-idé fliggvény-
abrat a sebesség-id6 dbra alatt. Az dbrakon tlintessiik fel
az elmozdulas- ill. gyorsulaskoordinata nagysagat a
jellegzetes pontokban. ¢) Mekkora a motoros pillanatnyi
gyorsuldsa a ¢t = 6 s id6pontban? d) Hatarozzuk meg a
motoros helyzetének a koordinatajat a ¢ = 6 s id6pont-
ban. e) Mi lesz a végsd helyzete a motorosnak a =9 s
id6pontban?
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2-22 abra
A 2B-43 feladathoz

2B-44 Egy motoros nyugalombol indul és egyenletesen
gyorsulva 8 s alatt 24 m/s sebességet ér el. Ezutan 12
masodpercig ezzel a sebességgel mozog, majd fékezni
kezd és 6 masodperc alatt megall. Készitsiink vazlatot a
hely-id6, sebesség-id6 és gyorsulas-id6 fiiggvényrdl!
A fiiggvényabrak torés- és inflexios pontjain tiintessik
fel a megfeleld koordinataértékeket is! A fliggvényab-
rakat a 2-13 abrahoz hasonloan rendezve, egymas folott
parhuzamos idétengelyekkel rajzoljuk meg!

2B-45 A 2-23 é4bra egy egydimenzidés mozgast végzd
test sebességét mutatja. Vazoljuk fel az elmozdulds-idd
és a gyorsulds-idé fiiggvénydbrakat. Tintessiik fel a
megfelel6 numerikus értékeket is azokon a pontokon,
ahol a sebességfiiggvény meredeksége megvaltozik!
A t=0 iddpillanatban a test az x =2 m helyen van.
A fiiggvényabrakat rendezziik a 2-13 dbrahoz hasonld
modon!




2-23 abra
A 2B-45 feladathoz

2.10 Dimenziéanalizis

2A-46 Ellendrizziik a

egyenletben a dimenzidk egyezését!

2B-47 A fonalinga T periodusidejének azt az idSt ne-
vezziik, ami alatt a mozgas egy teljes ciklusa lezajlik.
A fonalinga lengésideje az inga / hosszatol és a g nehéz-
ségi gyorsulastol fiigg. A periodusidé ennek megfeleld-
en T= (konstans) /, g’ alakban adhato meg. Allapitsuk
meg az a és b kitevk értékét dimenzibanalizis segitsé-
gével! (Gondosan fogalmazzunk, a megoldas jol ¢érthetd
legyen!)

2B-48 Ha a légellenallas elhanyagolhatd, akkor az elha-
jitott testek R vizszintes hajitasi tavolsaga csak a 6 haji-
tasi szogt6l, a v, kezdBsebességtll és a g nehézseégi
gyorsulastol fligg. a) Hatarozzuk meg dimenzidanalizis-
sel, hogy adott hajitasi szog mellett hogyan fligg a haji-
tasi tavolsag a kezdBsebességtdl és a nehézségi gyorsu-
last6l! Emlékeztetiink arra, hogy a fizikdban a szdget
tobbnyire a dimenzié nélkiili radidnban mérjik. b)
Hényszorosara né a hajitasi tvolsig, ha a kezdeti se-
bességet megkétszerezziik? ¢) Hogyan véltozna a hajita-
si tivolsdg a Holdon, ahol a gyorsulds 1/9-ed része a
foldinek?

v =v2+2ax kinematikai

Tovabbi feladatok

2C-49 Egy 3 m/s sebességgel siillyedd hdlégballonbol
homokzsakot ejtenek ki. a) Hatarozzuk meg a homok-
zsak sebességét a Foldhoz képest a kiejtés utan | ma-
sodperccel. b) Milyen tavolsagba jut egy masodperc
alatt a homokzsak a ballontdl, ha a zsak kiejtésének
pillanatdban a ballon siillyedési sebessége 2 m/s-ra
csokken?

2C-50 Egy lift 0,2 m/s* gyorsulassal indul és ugyanek-
kora lassulassal all meg az egymastol 4 m tdvolsagban
1év6 emeletek kozott. Mekkora az a minimalis idStartam
ami sziikséges két szomszédos emelet kdzotti tavolsag
megtételéhez?

2C-51 Egy 45 m magas hidrol kovet ejtettiink egy fo-
lyoba. Mekkora v kezdeti sebességgel hajitottuk utana 1
mésodperc mulva a kdvetkezd kavicsot, ha egyszerre
érkeztek a vizbe?

2C-52 Masoljuk le a 2-24 abran lathato sebesseg-idd
fliggvényabrakat! Kozvetleniil az atmasolt grafikonok
alatt rajzoljuk meg a megfelelé elmozdulas-idS ¢s gyor-
sulas-idé fiiggvényabrakat! Az x =0 helyzetet a 1=0
idépontban vegyiik fel és minden idStengelyen hasz-
naljuk ugyanazt a léptéket!

Feladatok 39

of N/
2-24 Abra

A 2C-52 feladathoz

2C-53 Egy felfelé dobott konnyii labda helykoordina-
taja az y = 7t-49¢ fiiggvény szerint valtozik, ahol y-t
méterben, -t pedig masodpercben mérjitk. Hatdrozzuk
meg af a labda v, kezd@sebességét a ¢,= O,pillanatban
b) sebességét a r= 1,26 s iddpillanatban, valamint c) a
gyorsulasat!

2C-54 Egy, az origobdl indulo test a 2-25 abra szerinti
gyorsuldssal egyenesvonalu mozgast végez. Rajzoljuk
meg a mozgas sebesség-id6 ¢és elmozdulas-ids fugg-
vényabrajat. Tiintessiik fel a =2, 6, 8 és 10 id8pontok-
hoz tartozo sebesség- és helykoordinatak értékét!

_ l——l L t (s)

1 |
0l 2 4 6 8 10 12
| —

2-25 abra
A 2C-54 feladathoz r

2C-55 Egy foldalatti vasut a tervek szerint maximalisan
1,5 m/s® gyorsulassal, ill. lassulassal mozoghat. a) Hata-
rozzuk meg, hogy minimalisan mekkora id§ sziikseges
két allomas kozotti 800 m tivol3agh ut megtételéhez! b)
Hatarozzuk meg, hogy ennek soran milyen maximalis
sebességet ér el a szerelvény!

2C-56 Egy épiilet tetdparkanyarol lehulld tégla 0,2 s id6
alatt halad el egy 2 m magas ablak el6tt. Milyen maga-
san van a parkany az ablak fels6 széle felett?

2C-57 Idegen égitestekrdl érkezett betolakodok ecllen
vivott {iriitkdzetben a foldi tlirhajo (4 (rhajo) 300 m/s
sebességgel iildozi az idegeneket (B (irhajo), akik 270 m/s
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sebességgel menekiilnek. A két irhajo ugyanazon egye-
nes mentén mozog €s a sebességeket ugyanahhoz az
inerciarendszerhez képest ismerjilk. Amikor a két {r-
hajé tavolsiga 8000 m-re csokken, az 4 hajoé parancs-
noka 75 m/s? gyorsulassal mozgd rakétat 16 ki. Mennyi
id6 alatt éri el a rakéta a betolakodot? (A szamitasokat a
mar felhasznalt inerciarendszerben végezziik!)

2C-58 Egy forgalmi lampa olyan keresztezGdésben all,
ahol 40 km/6 sebességkorlatozas érvényes. A keresz-
tez6dés felé a maximdlisan megengedett sebességgel
gépkocsi kozeledik. A kocsi maximalis lassuldsa 2 m/s?,
a vezetd reflexideje 0,5 s. a) Tegyiik fel, hogy a gépko-
csi maximalis sebességgel haladt és 3 m/s® egyenletes
lassulassal fékezett. Milyen messzire volt a lampatol a
fékezés megkezdésének pillanatdban (amikor a lampa
éppen sargara valtott), ha éppen a stop-vonalon allt
meg. b) Milyen hossza volt a sarga jelzés idGtartama, ha
a lampa pontosan a kocsi megallasanak pillanataban
valtott pirosra?

2C-59 A 42 km és 194 méter hosszi Los Angeles-1 ma-
ratoni tavot 1987-ben Art Boileau nyerte 2 6ra 13 perc és
9 mésodperces id3vel. a) Mennyi volt Art Boileau atlag-
sebessége? b) A 34 km-es jelzésnél Boileau 2,5 perccel
vezetett a masodik helyen futoé ellenféllel szemben, aki a
célvonalon 30 masodperccel a gy6ztes utdn haladt at.
Tegyiik fel, hogy Boileau a tdvot végig egyenletes se-
bességgel tette meg, valamint, hogy amikor a gySztes a
34 km-es jelhez érkezett, akkor a masodik helyen futo is
vele azonos sebességgel futott. Mekkora atlagos gyor-
suldssal kellett ezutdn a masodik helyen futd atlétdnak
mozognia?

2C-60 Két autd6 vakmerSen frontalisan rohan egymads
felé iitkdzési probapalyan. Sebességiik rendre 25 m/s és
35 m/s. A két vezetS ugyanabban az idGpontban lép a
fékre és megallasig egymassal egyenld és egyenletes
lassulassal mozog. Ezzel a lassulassal 20 m/s kezddse-
bességrdl indulva 4,7 s alatt tudnanak megéllni. Milyen
tavol voltak egymastol a gépkocsik a fékezés megkez-
désének pillanataban, ha éppen a frontalis dsszelitkozés
elott tudtak megallni?

2C-61 Egy k8darabka valik le a kit peremérdl és a viz-
be hull. a) Milyen mély a kat, ha a k6 csobbandsat a
levalas utdn 2,4 masodperccel halljuk meg? (A hang
sebessége az adott hmérsékleten 336 m/s.) Mekkora
hibat kdvetiink el a mélység meghatdrozasiban, ha a
hang terjedéséhez sziikséges id6t elhanyagoljuk?

2C-62 Egy elkésett utas 3 m/s sebességgel rohan az
allomasrol éppen indulni késziil vonat utan. Az utas a
sinek mentén fut €s még x, tdvolsdgban van a hatsé aj-

totol, amikor a szerelvény 0,5 m/s? gyorsuldssal elindul.
a) Rajzoljuk meg az utas x,(f) hely-id§ grafikonjat a
t,=0, x,=0 kezdéfeltételekkel! Ugyanezen az abran
rajzoljuk meg a szerelvény végének x(f) gorbeseregét
kiilonb6z6 szabadon vélasztott x, értékek mellett! Abra-
zoljunk olyan eseteket is, amikor az utas eléri, és olya-
nokat is, amikor lekési a vonatot! b) Hatarozzuk meg a
legnagyobb x, tidvolsagot, amikor az utas még eléri a
vonatot!

2C-63 Két szomszédos metroallomas tavolsaga 430 m.
A foldalatti szerelvény gyorsulasa 1 m/s’. Hatarozzuk
meg a) a két megallo kozotti it megtételéhez sziikséges
minimalis id6tartamot. b) az ilyen mozgas soran elért
maximalis sebességet és c) a mozgas atlagsebességét!
Készitsiink vazlatot az elmozdulas-id§, sebesség-id6 és
gyorsulds-idé fuggvényrél. Jeloljik be a grafikonokon
azon pontok koordinatait, amikor a vezetG a gyorsitasrol
atkapcsol a fékezésre.

2C-64 Galilei egy Un. ,,paratlan szam” szabalyt allapi-
tott meg a szabadon esé testek mozgasara vonatkozoan.
A szabdly a kovetkez8: Ha egy nyugalombol indulé test
az els6 masodpercben 5 m-t tesz meg, akkor a kovet-
kez6ben 3x5 m-t, a harmadikban 5x5 m, a negyedikben
75 m és igy tovabb. Mutassuk meg, hogy ebbdl a sza-
balybol az x = 57 ut-idé Osszefiiggés adodik, ahol x a
teljes utat, ¢ pedig a teljes eltelt id6t jeloli!

(Utmutatas: 2 k=n(n+1)/2
k=1

2C-65 Egy nyugalombél induld, komputer vezérelt met-
roszerelvényt a robotpildta a mozgas elsé 5 masodperc-
ében az x = A térvény szerint gyorsit. Hatdrozzuk meg
a) a sebességet, valamint b) a gyorsulast az id6 fiiggvé-
nyében! c) Mekkora az 4 egyiitthato értéke (beleértve a
dimenzidt is) ha a nyugalombdl indulé szerelvény se-
bessége az indulds utan S masodperccel 4 m/s?

2C-66 Egy leejtett kdarab dtjanak a talajra érkezés
el6tti utolsé harmadat 1,0 s alatt teszi m®g. Milyen ma-
gasrol esett le a ho le a k6?



AZ 1-23 FEJEZETEK PARATLAN
SZAMOZASU FELADATAINAK
MEGOLDASAI

I1L. Fejezet

2A-1
2A-3
2A-5
2A-7
2B-9
2A-11
2A-13
2A-15
2B-17
2B-19

2B-21
2B-23
2A-25
2A-27
2A-29
2A-31
2B-33
2B-35
2B-37
2B-39
2B-41

2B-43
2B-45

2B-47
2C-49
2C-51
2C-53
2C-55
2C-57
2C-59
2C-61

2C-63
2C-65

200 km

1 fényév = 9,46 x 10 m; 1 pc =3,09x 10" m
0,447%

494

7,40 perc; az 6ra hosszabb

6,67 x 10 s

1,63 cm/év ¢
55,48

lehetetlen

a) 1,20m/s b)7,00s c)-1,54 m/s
(kozelitdleg)

62,5 m/s’

2,65 x 10* m/s?

2,59 m/s

0,639 s

a) 1,63s b)9,9%m/s ¢)13,Im
a)5,00s b)75,0m

3,34s

0,804 5; 0,0127 s

a)-1,5m/s> b)4s ¢)533m

a) 67 b) 3t

a)2 m; 3 m/s; 4 m/s’> b) v=3-8¢
c)-8m/s* d)0,375s ¢)2,56m
c¢)4m/s d)34,0m

x(2) =2 m; x(4) = 6 m; x(6) = 14 m;
x(10)=22m

a=3ib=-7
a) 12,8 m/s b) 5,90 m
12,2 m/s

a)7m/s b)-535m/s c)-9,8 m/s’
a)46,2s b)34,6 m/s

14,2s

4,83 x 107 m/s?

a) 26,4 m b) 6,89%

A)415s )207 2 104 =
S S

a) v=347 b)a=06A4t c)0,0533 m/s’

I11. Fejezet

3A-1
3A-3

3B-5

3A-7

3B-9
3B-11

3B-13
3A-15
3B-17
3B-19
3B-21
3B-23

3C-25

3C-27

3C-29
3C-31
3C-33

3C-35

3C-37

3C-39

a) 7 osztasrészt b) 36,9°; 5 osztasrész
a) C=6x+5y;D=-2x+7y
b) C =7,81; 39,8, D =7,28; 106°
C=5,39;21,8% D =6,08; 80,5% E = 10,8;
248,2°
a) C=y-22;2,24m
b) D=4x+5y-62;878m
2,50 m/s
a) 4,87 km; 61,4° délnyugatra b) 23.3 m/s
¢) 13,5 m/s; 61,4° délnyugatra
16,1° a horizont alatt
13,6 m
24,7 m/s
55,4 m/s
a) 11,1 m/s b) 24,7 m/s; 26,5° a fiiggblegestdl
a)21,9m b)2,74s ¢)14,1m
d) 21,4 m/s; 13,9° a fiiggblegestol
a) 6x-2y+2z b) 2x+4y-62
c) 6x+5p-8z
(2,44 m, 11,9 m)
v, sin 20
g

A vélasz adott.

3 voz’sin2 0

= - 22

A valasz adott.

5

- 8
y=(1g0)x [2(\/” cosf)? }x

tg 0
= arc tg| =—
poe g[ 2]

IV. Fejezet

4A-1
4B-3

a) 8,73 x 10 rad b) 0,030 rad
91,7°




