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TELJESITMENY

,,Szeretem a munkit, csek ldk, s ntzem inikan dt."

ISMERETLEN BOLCS

6.1 Bevezet6s
Az energia a fizika egyik legfontosabb fogalma. 86r igen sok kiil6nbiiz6
alakban jelenlret meg, m€gsem fizikai szubsztancia, hanem definici6val beve-
zetett mennyiseg. Mindeniitt ott van azonban, s a fizika kiiltinbdzo 6gaiban
rendkivtli v6ltozatossdggal bukkan el6. Eppen amiatt, mert az energia ily
sokfele alakban jelenik meg, a fogalmal is sok szempontb6l kell taglalnunk.
Leg6ltal6nosabban egy test energiija a test munkav6gz6 k6pess6g6t mutatja
meg, ugyanakkor a rnunka az egyik rendszerr6l a m6sika 6tvitt energia m6r-
t6ke.

Noha gyakran besz6liink arr6l, hogy egy testnek meghatarozott energi-
6ja van, €s rneghatiirozztk, hogy az energia hogyan kertil 6t az egyik testr6l a
m6sikra, a testek energi6ja fiigg a koordin6tarendszer megv6lasztiis6t6l is.
Kiiliinbilz6 koordin6tarendszerb6l szeml6lve, adott test energi6ja kiiliinbtiz6
lehet. Ha p6ld6ul egy test az 6ltalunk v6lasztott koordin6taxendszerben mo-
zog, akkor v6ges kinetikus energi6t rendelhetiink hozz6. A testhez riigzitett
koordin6tarendszerben (ehhez k6pest a test nyugalomban van) a test kineti-
kus energi6ja z6rus. Igy az energia nem olyan fizikai fogalom, amelyb6l egy
test abszohit drtelemben tdbbel vagy kevesebbel rendelkezhet, hanem olyan
mennyis6g, amelyet adott koordin6tarendszerben vegzelt m6r6sek alapjrin
sz6mithatunh ki.

Az energia azert j6tszik olyan fontos szerepet a fizikriban, mert megma-
rad6 mennyis6g. Amennyiben egy zdrt (komyezetdt6l elszigetelt) rendszer
energi6j6t ismerjiik, akkor biztosak lehetiint benne, hogy b6rmik6pp is v6l-
tozzfk a rendszer a tov6bbiakban; dsszenergidja mindig ugnnannyi narad.
Igy legfeljebb egyik energiaforma alakulhat 6t a m6sikba, de energia nem
keletkezhet 6s rnem tiinhet el. Ezt a lapasztalatilag felismert t6nyt nevezzik az
energiamegmaradds tiirv6ny6nek. (Erre a 7. fejezetben m6g visszat6riink.)

A megmarad6 mennyisegek, ieh6t azok, amelyek 6rt6ke a rendszerben
v6gbemen6 kiiltinbdz6 fizikai v6ltozrisok ellen6re v6ltozaflan marad, nagyon
lontosak a fizikusok szamriLra. BrtLr a megmaraddsi titrv6nyek semmit sem
mondanak arr6l, hogy hogtan megy v6gbe egy folyamat, minden esetben
biztositjrik azonban, hogy ha a megmarad6 mennyis6g €rt6k6t ismet'iik egy
folyamat el6tt; akkor ez a mennyiseg ugyanakkora a folyamat lezajlasa utiLn
is. Ez a meg6llapiiis d fizikai jelens6gek analizis6ben gyakmn iinmag6bar is



a) F oiirhuzamos az elmozdul6ssal

b) Az F er6 6lland6 I szitget alkot
az elmozdul6ssal

6J {bra
Egyenes vonalon s t6vols6gba elmoz-
dul6 F 6lland6 er6

6-2 hbran
A 6-l p6ld6hoz.

jelent6s lehet. Energetikai megfontol6sokkal gyakran kiinnyebben oldhatunk
meg pl. dinamikai feladatokat, mint a Newton-tiirv6nyekkel. Alapvet6en az
energia fogalma a testek kiilcstinhalisrinak vizsg6latiiban is segit.

6.2 A munka
A munka sz6 a fizik bar^ j6val szfikebb jelent6ssel bir, mint a h6tkiiznapi
6letben. A fizik6ban a munka az energidnak egtik testr6l a mdsikrq val6 dt-
itukt Jelenti. A legegyszerfbb esetben, amikor egy test F er6 hatis6ra s t6-
vols6gra mozdul el egyenes vonal ment6n (6-1a 6bra), a W mtlrkav|gzls.

(6-1)

HaazF eft 0 sz6get ztr be az elmozdul6ssal (6-1b 6bra), akkor csak az erti-
nek az elmozdul6s idny6ba es6 iisszetev6je v6gez munk6t:

W : ( F c o s 0 ) s (6-2)

Szavakkal a munka a ktivetkez6k6ppen defini6lhat6:

Munka Az F erd W munkija az erd elmozduhis irrinyriba esd
iisszetevfjOn€k 6s az elmozdulis nagysig6nak a szorza-
t6Yal egyenl6,

A munka Sl-egys6ge a newton-mAter Ql{m), amit Sir James Joule tiszteletere
jozle (J)-nak is neveziink.

A cos 0 tenyez6 el6jel6t6l fiigg6en a munka pozitiv 6s negativ 6rt6ket
is felvehet. Ha az elmozdul6s ir6ny6ba es6 er6komponens a mozgds irdnydba
mutat, akkor a munka pozitiv, ha azzal ellentites, akkor a munka negativ.
Vegyiink a keziinkbe p6ld6ul egy kiinyvet 6s emeljiik fiigg6legesen felfeld
egyenletesen 1 tivols6gra. Ekkor keziinkkel a kiinyv mg s{tly6val egyenl6
nagys6gri er6t fejtiink ki felfel6. Az Altalunk kifejtett er6 a mozgds rrinyi'ba
muta| azaz a munkav6gz6s (F.cos0';y=lz"". Ha a kiinyvet egyenletes
sebess€ggel, y t6vols6gnyira lefet6 engedjiik, akkor az elmozdul6s lefel6
mutat, az 6ltalunk kifejtett er6 azonban v6ltozatlanul felfel6 ir6nyul. Ebben az
esetben 0 = 180" 6s cos 0 - -1, s emiatt az 6ltalunk vegzett munka negativ.
(F cos 180')y: -nrgn Erdekes, hogy ha a kiinyvet vizszintesen mozgatjuk
egyenletes sebess6ggel, akkor a munkav6gz6s z6rus, mert a felfel6 mutat6 er6
6s a vizszintes ir6nyir elmozdultis sz6ge 90' 6s cos 90" = 0.

B6rmilyen nagy er6vel nyomunk p€ld6ul egy falat, mechanikai 6rtelem-
ben m6gsem v6gziink munk6t, ha a fal mozdulatlan marad. Meg kell jegyez-

niink azonban, hogy izmaink megfeszitdsekor biol6giai 6rtelemben fell6p
energia6tvitel (a mikroszk6pikus izomrostok 6s kiirnyezetiik k6ziitt), amikor

a k6miai energi6t az izomszbyer feszit6se sor6n elhaszn6ljuk. A k6miai fo-

lyamatokbaa felszabadul6, s elvesztegetett energia hat6siira izmaink elf6rad-
nak, kimelegsziinl, s veritdkezni kezdiink. Mechanikai 6rtelemben azonbar
csak akkor v6gziink mtnk6t, ha az er6 irdnydba esd elmozdulds nem zdrus.

A munkavdgz6ssel kapcsolatos feladatokban zavart okozhat, ha a sflyt
az eddigi m6don Z-vel jeliiljiik. Ilyen esetekben c6lszerfibb a gravitiici6s er6t

F;vel vagy zg-vel jeltilni.

Egy firi a vizszintessel 40o-os sz6get bezrlr6 ir6nyban 6llaad6, 20 N
er6vel hriz egy szrfuk6t (6-3 6bra). Mekkora munk6t v6gez a fiu,
mig a sz6nk6t vizszintesen 3 m tiivolsdgnyiahizza?

W : F s
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6-3 6bra
Sir James Joule (1818-1889) - akinek
tisztelet6re a munka 6s energia m6rt6k-
egys6g6t elnevezt6k - gazdag angol
siirf6zde-tulajdonos gyermeke volt.
Nev6t az Egyesiilt Altamokban

,dzsaut"-nak ejtik, a m6rt6kegys6g
kiejtese azonban tiibbnyire,,zsril".
James Joule gerinc-rendelleness6ggel
6s liad6sul v6rz6kenys6gi hajlammal
sziileten. Bdr f6l6nt 6s ideges
term6szetii volt, igen 6les logikaval
rendelkezett, iigyesen tervezett g€peket
ds nagyon szeretett kis6rletezni. 5z6-
leskiirii €rdekl6d6se nagy k|pzel6er6-
vel pdxosult. Egyszer, amikor a vissz-
hang lanulm6nyozdsairoz pisztolylii-
v€ssel akart 6les hangot adni, veletleniil
ell6tte szemiildiik6t. T al6n azErt,

hogy apja stirgy6r6ban olcs6bb
energi afornis hoz jusson, vagy egy-
szer{ien a kisErletez€s gytinytiriis6-
g66rt, 19 6ves kor6ban Joule hosszu
kiserletsorba kezdett az elektromos
gener6torok miikiidtet6s6hez sziik-
s6ges rnunka 6s az 6ram hat6sdra
fejl6d6 h6 ktiztitti kapcsol'at tanul-
m6nyoz6s6ra. Vizsg6lataihoz k6t-
szrizad Fahrenheit-fok pontoss6gri
h6m6r6t k6szitett. Ez Joule kor6ban
rendkiviili pontossdg volt! Ot 6ves
sokoldalLi kisdrletezds utiin eredm6-
nyeit az Angol Temr6szettudom6-
nyos TArsas6g el6 tiirta. A kis6rle-
tek - ktiziittilk a vizben forgatott
lapd*erek dltal fejlesztett h6 m€rd-
se - alapj6n meg6llapitotta a me-
chanikai munka h6egyenedeket.
Munk6ja nem ta16lt visszhangra. A
t6m6r6l sz6l6 dolgozat{nak kdzle-
sdt a Kir6lyi Tdrsas|g (az Angol
Tudom6nyos Akad6mia) a kitvet-
kez6 6vben elutasitotta. Ujabb iit
6vnek kellett eltelnie, mig ,,A h6
mechanikai egyen6rt6ke" cimii
murkijit a, t hi lo s o p hi c a I
?ransactions " lekiziilte. A dolgo-
zatot lektor6l6 bizotts6g azonban
m6g ekkor is tiiriilte Joule
(egyebkent helyes) kiivetkez[et6s6L.
mely szerint a mechanikai munka a
sirrl6dis k6vetkezt6ben alakul 6t
termikus energi6v6.
A neh6zs€gek egyike az volt,

hogy a kis6rleti berendez6sekb6l a h6
egy r6sze ellen6rizhetetlenii{
,,megsziikiitt", ez6rt a kiiliinbtiz6 m6-
r6sekb6l kiildnbiiz6 sz6m6rt6kfi
eredm6ny ad6dott a h6 6s a mechani-
kai munka kiizittti egyen6rt6kre.
Robert Mayer n6met termeszethrd6s
(1814-1878) m6r kor6bban helyes el-
m€leti kiivetkeztet6sekre jutott, gon-
dolatai kiizz6tetel6vel azonban neki is
neh€zs6gei voltak, mert a tudom6-
nyos foly6iratok nem fogadtrik el a
gydkeresen irj elm6letet, amit nem
tdmasztottak ale me ggy5z6 bizonyi-
t6kok. A diint6 l6pdst egy m6sik n6-
met fizikus, Hermann von Helmholtz
(1821-1894) terre meg. Helmholtz Jo-
ule kis6rleti eredm6nyeit tanulm6-
nyozva a fizika sok teriileten alkal-
mazott matematikai m6dszerek fel-
haszn6l6s6val 6ttal6nos
energiamegmarad6si elv kimond6s6t
javasolta. A munka 6s a h6 kttzittti
kapcsolat 6s az energiamegmarad6si
ttirv6ny m6ly meg6rt6s6hez meglep6-
en nehez ft vezetett. A titrt€net sok-
kal tekerv6nyesebb, mint amit itt fel-
v6zoltunk, v6gs6 eredm6nye az
energiamegmarad6s kimond6s6val
j616 nagy egys6gesit6s - Dampier,
XX. szirzadi tudomdnytdn€n6sz sza-
vaival 6lve - ,,az emberi elme egyik
legnagyobb eredm6nye"
(W.C.Dampier, A term6szettudom6ny
tdrt6nete, Cambddge University Press
4. kia&ls 1948.).
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Az x tengely pozitiv iri,r^y{t ce]s.zerii a mozg6s ir6ny6ban felvenni.

ll = (F cos 0)x = (20 N)(cos 40' )(3 m) = 46,0 Nm: 46,0 J

A munka 6s a vektorok skaldris szorzata

A kiivetkez6kben az F er6 6ltal Ar elmozdul6s sor6n v6gzett '/ munka meg-
hatinoz s|ra 6ltalArosabb m6dszert vezetiiLnk be. A Ar jelldles tetsz6leges
ir6nyri elmozdul6sntivekm6nyt jeliil. A kiivetkez6kben a vektoralgebra fel-
haszn6ltisdval bevezetjiik a vektorok skal6ris szorzatii. Az 4 6s B vektorok
A.B skalaris szorz atat ak vetkez6keppen defini6ljuk:

Skalaxis szorzat ,r, n = lr l lnlcos 0=ABcos0 (6-3)

atrol 0 az A €s B veklor 6ltal bezirt sziig. Az F er6 munkdja definici6 szerint
az er6 6s a Ar elmozdul6svektor skal6ris szorzatdval egyenlS (6-4 6bra).

6-4 6bra
A kicsiny Ar elmozdul6s ment6n hato
F er6 AZ=F Ar munk6t vegez. A
Ar elmozdukls ir6nya mindig a p6tya
6rint6j6nek irdny6ba mutat.
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A SKALARIS
SZORZAT

(6-4)

H6rom dimenzi6ban

l{ = F,At+ F,Ly + F"Lz

A skal6ris szorzat definici6 szerint

A.B= ABcos9 (6_5)

ahol 0 a vektorok 6ltal bezirt sziig.

A skal6ris szorzatra 6rv6nyes a

kommutstlv ttry6ny: A.B= B.A.

6 s a

disztributiv tbrv6.ny: A.(B+C) = A.B+A.C

Az egys6gvektorok skal6ris szorzatdra fenndllnak
az

i  ) ; = v  9 = 2  2 = r
6 s  i . i = i . t = i . 2 = 0

tisszefiigg6sek 6s emiatt az

A.  B = ( l , i+  l l i+  A "2)(B, i+ B yg + B "A)

szorzat kilenc tagia hiromra redukdl6dik:

F3m_*l
6-5 dbra
A 6-2 p6ld6.hoz.

A.B= A,B,+ AF,  + A,B,  (6-6)

Egy sepriit a 6-5 6br6nak megfelel6en a vizszinteshez 60o-os sz6g-
ben rillo nyel6n6l fogva 50 N dlland6 er6vel tolunk. Hauirozzu-k
meg, hogy mekkora munk6t vdgziink, mig a seprf 3 m-t csirszik
el6re a oadl6n.

120 6 / Mutrka, EDersia. Telieslrrnenv

t (  = F . L r  l � , .
l{ = (F cos?l Lrl arranoo r eseten

Az eredm6ny skalriris mennyis6g. Az 6sszefiiggIs q W munlqit koor_
dind.tarendszertdl figgetleniil defnidlja, s 6ppen ez a vektoridlis irism6d
nagy el6nye. A vektoregyenletek tetsz6leges koordin6tarendszerben 6rv6nye_
sek, s 6ltal6ban tiimiirebbek 6s egyszeriibb alak6ak, mint a speci6lis koordi_
n6tarendszerben felirt megfelel6 iisszefiiggds. Ha p6ld6ul az F, er6t 6s a Ar
elmozdul6svektort k6t dimenzi6s Descartes-koordinatfkban fejezziik ki, ak_
kor  f '=F, i+F, i  esAr=Ar i+Ayi  ,  ahol  i  6s j  ax i l ly  in inyu egy-
s6gvektorokat jelii l i , ts a LW - F.Ar munkav€gz6s:

K6t dimenzi6ban

lI/ = F"Lx+ FrLy

Ezek az iisszefiiggesek a vektorok skal6ris szorzatinak tulajdons5gaib6l kii_
vetkeznek. Ezeket a szab6lyokat foglaljuk <issze a kiivetkez6kben:
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Minthogy az er6 nagysdgt 6s ir6nya is 6lland6, a munka
Z = F.Ar . A skal6ris szorzat defrnici6ja 6rtelm6ben:

W = F Ar = F cos 0 dr= (50 N)(cos 60"X3 m; = 75,9 *-

W= 75,0 J

A gravitici6s er6 munlc{ja

Tekintsiink egy nyugalomban l6v6 m tbmegli testet, amely i magass6gb6l
szabadon esik (6-6 6bra). Mivel a r6szecsk€re mozg6sa solirr egyetlen er6, az
6lland6 mg gravitrici6s er6 hat, munk6t is csak ez az er6 vegezhel ftjta.
A test ,, t6vols6got l€sz meg lefeli, ir6nyitsuk teh6t az y tengely pozitiv ir6-
ny6t is lefel6. A munlav6gz6s teh6t:

ArI/ = F. Ay = lr(cos0' ) h = ngh (6-7)

Amennyiben a testet fiigg6legesen felfel4 emelj;ik i tiivols6gnyira, akkor a
gravitici6s er6 munk6ja:

Ltl =F Ly = F(cos l80" )[ 
= -zg} (6-8)

Tov6bbi p6ldful szolgfilhal ana az esetre, amikor egy testen csak a gra-
vitrici6s er6 v6gez munk6t, a srirl6ddsmentes lejt6n lecsilsz6 |l1 tiimegii test
mozg{sa (6-7 6bra). Mikiizben a test lefel6 csriszik, ak6rmilyen giirbiilt alakja
is legyen a lejt6nek, a lejt6 6ltal kifejtett norm6lis ir6nyri N er6 mer6leges a
p6ly6ra, s igy a mozg s ir6nydra is. Emiall az N er6 nem v€gez munl6t a
testenr . A graviti4ci6s er6 azonbaa mindig fiigg6legesen lefele mutat, ez€rt a
lejt6 ment6n fekv6 tetsz6leges Ar elmozduliisniivekm6ny mellett a munka-
vbgz|s ll = F . Lr = mg(cos 0)Ar. A cos 0 Ar szorzat azonban minden eset-

ben az elmozdulis Ay fiigg6leges dsszetev6jevel egyenl6. Ily m6don minden
olyan p6lyrin, ahol a teljes elmozdulflsf)gg6leges 6sszelev6je h, a gravit6ci6s
er6 munk6ja mgh. Amennyiben az elmozdul6s fiigg6le ges 6sszetev6je felfel|
mutat 6s nagys6ga r, akkor a gravit6ci6s er6 munt6ja -rzgi, a negativ el6jel
az6rt l6p lel, mert cos l80o =-1.

K€nyszer€r6t Ha egy test mozgdsinak pevii r egy mAsik test szabja meg, akkor azt
fiondlvk, hogy ken szercrd rcp fel. Ha p€ldaul €gy pontszefii test surl6ddsmentes prlydn
csirszik, akkor a pdlya 6ltal kifejtett N norm6lis in4nyu €16 korlatozza a lest mozgfu6t, ill.
ana ,,k€nyszerlti", hogy kdv€sse a p6lya ivet. Hasonl6keppen a kiit6l v€g6D piiryetett testet
a k6teler6 k6nyszeriti arra, hogy kitrp6ly6n mozogjon. A billiardasztalon gurul6 golyot az
asztal Dorm6lis irAnyi ercje tartja az aszal sikjdban. A k6nyszerer6k 6ltal6bsn az anyag ru-
galmas tulajdonsdgai miatt jdnnek l6tre, s tgy kel€tkeznek, hogy egy test er6t fejt ki a m6-
sikra, enyh€n defom6lja azt, s a m6sik test Newton harmadik tdrvenye 6rtelD€ben ugyan-
akkom k6nyszerer6vel hat vrssza az els6 tesre. Emiatt ez a test csak a k6nyszeret6re mer6-
legese! mozdulhat el. Ilym6don a k6nyszerer6k sohssem v6geznek munk{t a testen.

|  |  oo :0
L - - J

l"
6-6 6bra
A fiigg6legesen l t6vols6got es6 tes-
ten a gravit6ci6s er6 mgh m\*61ve-
gez.

6-7 i.}�ra
A gravitiici6s er6 munk6j6t tetsz6leges
p6lya eset6n is az elnozdll1sf)ggdle-
ges 6 ssz et evdj e szabja meg.

I
t

1118

a - - - l

L _ _ J

lT
h

I
80 N sflyf gyerek 2,5 m magasb6l csirszik le egy j6tsz6t6ri csirsz-
d6n. Mekkora munk|tyegez a gravit|ci6s er6 a gyereken?
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A gravitrici6s er6 6s a fiigg6leges elmozdul6s ugyanabba az ir6nyba
mulat, igy a munkav6gz6s

^,r/ = F. ay = (80 N) ("o. o. )(z,s tn) = zoo I

F(x1)

6.3 Y6ltoz6 erf munkfja
A term6szetben felt€p6 er6k kdzdtt vamak olyanok, amelyek id6ben 6s t6r-
ben vagy mindkett6ben v6ltoznak. Most olyan er6kkel foglalkozunk, ame-
lyek egy egyenes menten a hely fiiggvdny6ben v6ltoznak. Altaldban
ll =F . Lr . Egyenesvonalf mozg6s eset6n v6lasszuk x tengely pozitiv iri4-
ny6t az F vektor ireny6nak megfelel6en:

LW = F( x\Lx

ahol F(x) az eftt v6ltoz1s6l jelenti az x koordindta fiiggvdny6ben. Abr6zoljuk
az F(x) fiiggv|nyt a Descartes-f6le koordinStarendszerben (6-8 6bra).

A v6ltoz6 er6 hztAsfira az x: a helyrll az x: b helyre rnozg6 r6szecs-
k6n v6gzett munka meghatArozds{hoz az elmozdul6s kicsiny megv6ltoz6sai-
hoz tutoz6 All elemi munk6kat kell tisszegezniink. Els6 kiizeliteskent osz-
szuk fel a teljes elmozdul6st N intervallumra: 4r,, Ax2, ... AxN (6-8 6bra). Az
els6 l6p6sben a r6szecske az x- a helyrfl M x= a + &, helyre mozdul el.
B6r ezen elmozdul6s k6zben az F er6 v6ltozik, j6 kdzelit6snek tekinthet6, ha
a teljes intervallum sor'n az F(x) 6lland6 6rt6kkel helyettesitjuk, ahol x, a4x,
intervallum valamelyik kiizbiils6 helye. Igy az els6 elmozdul6sndvek-
metyhez tafioz6 AW, mutka kiizelit6leg az F(x) magassdgi tbglalap
F(x)Axt teprblevel egyenl6. Hasonl6 m6don a m6sodik intervallumon v6g-
zettmwka az F(x) /r, teriilettel kiizelithet6 €s igy tovdbb.

A teljes [a, b] szakaszon vegzefi W mtlr1ka a fenti teriiletdarabk6k iisz-
sze gfv el kdzelithetf, azaz

tw =| i r (x . , ) t l , (6-e)

ahol ,F(.r,) az i-ik intervallumbar kiv6lasztott fiiggv6ny6rt6k. A kitzelit€s ja-
vitSs6ra egyre r6videbb 6s rdvidebb intervallumokat v5lasztunk. Hailresetben
Ax + 0 6s az intervallumok sz6ma N -+ -, s az igy kapott eredmenyt te-
kintjiik a munka pontos 6rt6k6nek.

n, = tim L r(x. )Ax.
A J , r O -  \  ' /

(6-10)

Ezt ahatfu'rreket az FQr) fiiggveny [a,b] intervallumra vonatkoz6 hatdrozott
integriljinak nevezziik.

A v6ttoz6 er6 munkrija f  - /  \  .
w = l f l x l d x

A 6-11 hatiaozott integr6l geometriai jelentese F(-r) fiiggv6nygiirbe alatti
tedilet, melyet az a 6s b halirokhoz tartoz6 ordindtik hatirolnak (6-9 6bra).

(6-rl)6-8 6bra
Az F(x) v6lloz6 er6 hatiis6ra az x ten-
gelyen a-t6l b-ig mozog a r6szecske.
Az er6 a Ax, szakaszon F(xr)Ax,
munk6t v6gez, ami a satirozott t6gla-
lap teriilet6vel egyenl6.



teriilet=v6gzett munka

6-9 6bra
Az F(x) er6 6ltal v(:gzetI
mvrka egyenl6 az F(x)
fiiggv6nygtirbe alatti
teriilettel.

Teh6t

munka = az F(r) gtirbe alatti t€riilet. (6-12)

A teriilet kdnnyen kiszdmithat6, ha F(x) lirc6ris fiiggveny. Bonyolultabb
esetekben az integrilsz mil si szab6lyokat kqll alkalmazni. (A G-II 6s G-III
fiiggel6kben minden, ebben a kdnyvben haszn6lt fiiggv6ny integr6lja megta-
ldlhat6.)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy amikor a fizikai mennyis6geket, most
pl. a mun}at dsszekapcsoljuk az er6t 6bn2ol6 fiiggv6nygiirbe alatti teriilettel,
akkor a szr5mitisok sor6n a tengelyeken felvett mennyisigek mArtikeg)/seget
i.s figteletnbe kll venni. Ebben az esetben a te ilet dimenzi6j a erd szorozva
tuivolstiggal (m6rt6kegys6ge newton-m4ter) 6s nem a szok6sos hosszirs6g
r'gyzetevel megadott ter[let dimenzi6j a (m€rt'kegys'ge mdtef).. .

Az eredetileg az asztal mellett 1696 I hosszus6gir, z ttimegii, haj-
l6kony l6ncot 6lland6 sebess6ggel huzzuk fel az asztal sz6l6n.
A l6ncot a v6g6n6l fogva a 6-10 6br6n l6that6 m6dot az aszlal lap-
j6val pdrhuzamosan F(x.) er6vel h.6zzttk. Hatdrozzuk meg, hogy
memyi munk6t v6gziink, mig a teljes l6nc az asztalrakeriil. A l6nc
6s az asztal kiizdtti surl6d6s elhanyagolhat6.

MEGOLDAS

I
I

0 l  
' '

A lrinc felhuz6s6hoz sziiks6ges er6 vfiltozik a hely fiiggv6ny6ben,
hiszen minden helyzetben 6ppen az asztal szdl6r6l m6g lel6g6 l6irc-
darab srily6val egyenl6. (A srily tdbbi r6sz6I az asztAl tarlja.) Ha az'
x = 0 helyet az aszlal sz6l6n6l v6lasztjuk, akkor

,G)=(+)-r=Tr'-t (6-13)

Az F(x) fiiggv6ny 6br6ja a 6-lOb 6brrin lethat6 egyenes, igy a reljes
ll murl*ft:a, mig a l6ncv€g az x = Q belyrdl az ;r = t helyre keriil,
ezen egy€nes alatti teriilettel egyenl6. Ez a tedilet egy hriromsztig,
teh6t W = * A teljes Linc felhuz6s6loz sziikseges munfta teh6t

--. mpl
2

Misodik megold6s az integrflsz6mitis alkalmazisdval,

Mind az er6, mind az elmozdul6s az r tengely pozitiv ir6ny6ba
mutat, igy az F("r) er6 munkija 6-10 6bra

A 6-4 plldihoz.

l'.--'-J



b

w = f  x ) a x
J  

-  ' '

Itt F(.x) a l6nc asztali6l lel6g6 resz6nek a sflya

,a>(?)^,
Mivel r 6rt6ke 0 €s L kbz'lt Y|ltozik, a GJI fliggel6k szerint a ha-

t6rozott intesnil

, = i(+)* * = ffi tn - o o' = +l- +l:,"
Beirva.r hely6re a fels6 halir lrtlk9t (x: l) 6s kivonva az ered-

m1nyb6l az x: 0 als6 haiiron felvett 6rteket, azt kapjuk, hogy

l' � ^] ng(

2 1 2

A rug6er6

Foglalkozzrunk most egy elhanyagolhat6 tdmegii, egyik v€g6n6l falboz er6-

sitett rug6val (6-11 6bra). Az r tengely kezd6pontja essen egybe a meg meg

nem feszitett rug6 szabad v6g6vel. Ha a rug6 v6get d er6vel nyrijtani

kezdjiik a szabad v6g€n6l fogva, akkor kis6rletileg megAllapithatjuk, hogy a

nyrijtrishoz sziikseges er6 (igen j6 kiizelitdssel) ardayos a szabad v€gnek a

n).ugalmi helyzett6l m6rt elmozdut6s6val, azaz Fo: kx. (Hasonl6 eredm6ny

ad6dik a rug6 iisszenyom6sakor is.) Newton harmadik ttirv6nye alapjrin

ebb6l kiivetkezik, h ogy a rugd :ugyatrekkora, de ellent6tes ir6nyri er6t gyako-

rol a keziinkre. Teh6t ak6r.nyirjtjuk, ak6r iisszenyomjuk a rug6t, abban min-

dig az eredeti helyzet vissza,illiti4s6ra szolg6l6 visszatirit6 erd 6bred''

*=+1,'

6-11 6bra
A megfeszitett, ill. iisszenyomott ru-
g6ban 6bred6 er6. Az er6-megny{rl6s
fiiggv6nynek meredeksege a ru96-
6lland6.

Wcanararaaoi
a) A zeruspontot a meg meg

nem feszitett rug6 szabad
v6g6n6l vettiik fel.

b) Az x t6vols6gnyin megnyfjtott
rug6.

Ftr--l

KKM.DI
c) Az iisszenyomott rug6 szabad v6ge

a -x koordin6t6jir pontba keriil.

d)

W-cracrccaacnL

A kezinkkel a rug6ra kifejtett
kiils6 er6 .F*: fx.

A rugb altal a kez nkre kifejtett er6

F,: -kx.



Az ide6lis rug6nak ezt a tulajdons6g6t fejezi ki a Hooke.t0rv6nf:

ahot ft az rin. rug66lland6 (a rug6 merevs6g6nek m6rt6ke), amelynek dimen-
zi6ja er6Arosszris6g, x pedig a rug6 megnyfl6sa vagy iisszenyom6ddsa az
eredeti hosszhoz k6pest. A rug6k tiibbs6ge legal6bbis egy meghatiirozott tar-
tomriayban3 pontosan k6veti ezt az ttsszefiigg6st. A rug6kkal kapcsolatos
feladatok megoldiis6ban gondosan meg kell ki.iliinbdztetniink a rue6ra svako-
rolt 4 = ln, 6s a rug6 6ltal m6s testekre kifejtett 4: -h er6t. Ezek az et6k
ellent6tes ir6nyriak, ez€rl a negativ elljel igen fontos.

A 6-12 6brdn a satirozott teriilet az Fo et6 6ltal v€gzett munkiit mutatja,
mialatt a rug6 szabad v6g6t nyugalmi hetyzet6b6l x livols6gura elmozditjuk.

A hdromsziig teri i lete +xlr(=+h2. Mivel a rugoerci ellentdtes ir6nyri az

elmozdul6ssal, ez€rt a rugd altd vegzetl munka negativ: llt,=-+k'.

A rug6 ezt a munk6t a keziinkdn v6gzi.

Hooke-ttirveny
(ide6lis rug6)

A rug6
feszit6se
soran
vEgzeII
munka

F,= kx (6-14)

(6-r s)

(6-16)

F t : k r

6-12 6bra
Amikor a munkav€ Ezest az er6 firgg-
v6nygdrb6je alatti teriilettel hati'roz.
zuk meg, mindig figyelembe kell ven-
ni F €s As ir6ny6t is. Amermyiben
ellent6tes ir6nyirak, akkor a
IY =F.Ls munka negativ.

A kiils6 er6 6ltal
a rug6n v6gzett
munka
A rug6 6ltal egy
kiils6 testen veg-
zett munka

t ^
W, =: kx'' 2

1 "
ll/ = -- kx.'' 2

Az integnilsz6mit6s segits6g6vel a k0ls6 er6 munk6ja a megfelel6 hatii-
rok behelyettesit6s6vel az aldbbi m6don sz6mithat6 ki:

w k = : b 2
z

Megjegyz6s a giirbe alatti teriilettel kapcsolatban. Amikor a rugo

dsszehriz6dik, azaz a megny(4tott helyzetb6l ellent6tes iriinyba mozog, akkor
az Fo kiils6 er6 mutk|la negat[v,b6r a 6-12 6bnh l6that6 satirozott teriilet az

"rr tengely fiil6 esik. (Az integr6lsz6mit6s alkalmaz6sakor a negativ el6jel au-

tomatikusan ad6dik, amikor az irrtegr6l6s hatfuait x-t6l0-ig v6lasztjuk.) Igy

amikor a munl6t geometriailag egy teriilettel interpretiljuk, akkor mindig
ellen6rizniink kell az er6 6s az elmozdulis ir6ny6t, hogy elddnthessiik, vajon

a munka pozitiv-e vagy negativ. (Ugyanez vonatkozik term6szetesen a 6-1Ic
6brinl6that6 F,rug6er6 alatti teriiletre is.)

A formul6t f€lfedez6j€r61, Robert Hooke (1635-1703) angol fizikusr6l neveztdk el, akr a
tijrv6nyt a priorit6st biztositand6 anagmm formrjAban k6ziilte (ceiiinosssttuv). K6s6bb kd-
zttlt€, hogy a betiisz6 az ,,ut tensio sic vis" latin mondat betiiin€k abc szerinti felsorolisa.
J6llehet tijrv6D).nek nevezziik, megsem fejez ki olyan alapvet6 term6szeti t6nyt, mint
mondjuk a Newton-tdrvenyek. Inkabb csak hasznos szab6lynak tekinthet6, amivel a val6di
rug6k viselk€dese j6l kiizellthet6.
Ha egy rug6t tuls6gosan <isszenyomunk, akkor szomszedos menet€i 6ssze6mek 6s tov6bbi
<isszenyomdsdhoz m6r igen nagy er6 sziiks6ges (6-13 6bm). Mrs€szt, ha a rug6t er6sen
megnyijtjuk, aklor ,tl€phetiik a rug6 anyagrnak rugalmas hatdrdt €s a mg6 mamdand6an
deform6l6dik. Eklor az €16 megsziint6v€l nem nyeri vissza ered€ti hosszdt 6s az er6hatris
sem tesz eleget tiibbe a Hooke-tdrvenynek.

,, = i, u, o* : i,r*r" =li *,), " 
-- ) *, - o

rugalmas
hatir

6-13 6bra
A nem-idedlis rug6k viselked6se na-
gyobb m6rt6Ki nyirjt6s vagy iissze-
nyomas eseten elt6r a Hooke-
titrv6nyt6l.



a=fto{l '

(cm/

6-14 6bra
A 6-5 p6ld6hoz. A Hooke-tiirveny
szerint viselked6 rug6 nYrijkisa.

v
I

0 l

(b)

6-15 6bra
Vizszinies, 6lland6 ,F er6 hat6s6ra 169-
p6miis asztalon mozg6 test.

6.4 A kinetikus energia 6s a munkat6tel

A kiivetkez6kben azzal az esettel foglalkozunk, amikor egy test a munlGveg-

zes hatris6ra gyo$ul. A 6-15 6bra egy sirrl6d6smentes feliileten, pl'.l6gp6m6s

sinen mozg6- testet mutat. Fejtsiink ki a testre 61land6 F vizszintes er6t

A tesfe ha-t6 fiigg6leges gravit6ci6s er6t a feliilet kiegyensilyozza' igy a

testre hat6 ered6 erO megegyezik az F vizszintes er6vel' Mivel F 6lland6' a

test 6lland6 gyorsul6ssal mozog 6s teljesiil a

v" -vl = 2s1a - '01

kinematikai egyenlet. M€gszorozva ezt az iisszefiigg6st m-mel, majd elosztua

kett6vel, ?2t kapjuk, hogy

Az L, mv2 tagot K-val jeliiljiik 6s a v sebess6ggel mozg6 n tiimegii test moz-

g6si vag5r kinetikus energi6jinak neve zzlk Az etergi|nak ez a form6ja a

test mozgdsa kiivetkeztdben alahtl ki.

(6-r7)

Egy, pontosan a Hooke-titw6nyt ktivet6, egyik v6g6n riigzitett rug6

szabad v6g6t nyugalmi helyzet€b6l Fr: (80 N/m)t kiils6 er6vel 4

cm-re elmozditjuk. a) Hatfuozzt* meg a ktils6 er6 munk6j6tl b)

Mekkora tov6bbi munka sziiks6ges ahhoz, hogy a rug6t tov6bbi 3

cm-rel megnyirjtsuk?

MEGOLDAS

a) A,6-14 6br6nak megfelel6en az orig6t vegyiik fel a meg nem

feszitett rug6 szabad v6g6n6l. A kiils6 er6 az F6= (80 N/m)x

ttirv6ny szerint valtozik. A kiils6 er6 6ltal vegzett munka meg-

egyezik a [0,4] intervallum feletti h6romsziig teriilet6vel'

I  r l  x \
w, =+k"i = l l  so- l(o,o4mlr = 64 mr.  2  2 \  m /

b) A rug6 tov6bbi, x,=0,04 m 6s 0,07 m kiiziitti nyirjtiisa sori4n

vlgzitt munk6t az 6br6n a siit6tebben satirozott teriilet mutatja'

Tehrit a sziiks6ges tov6bbi munka:

= ]f aol l;ro.or-y'� -(0,04 m)'�1
r \  m ) '

Wr, = 132 mJ

lJ gyaxLez hatArozott integr6llal:

* r =io * l,,i^ ^('. r)t'n = (i)(" *)"
" = 

[uXt'*)t,o,o7)' 
-(0,04)'�]= r32 mr

t::::

sirrl6drismentes
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Kinetikus energia (K) (6-18)

Vegyiii< 6szre, hogy v ir6ny6t6l fiiggetleniil a kinetikus energia mindig pozitlv
6rt'ikii skaldr mennyis6g. A mozg6si energia 6s a munka m6rt6kegys6ge azo-
nos, az Sl-rendszerbe'J. newton-matur (Nm), m6s n6venloa/e (J).

A 6-17 egyenletben az ma t'nyezo megegyezik az F ercd6 erSvel, azaz
a jobb oldal F(,r-r), = W, ami 6ppen az F er6 6ltzl v6gzett munka. A kiils6
er6k ered6je 6ltal egy m tiimegii testen v6gzett munka azt az energi6t jelenti,
amelyet az er6t l6trehoz6 rendszer a testnek 6tad. Az ered6 er6 gyorsitja a

testet, s ennek eredm6nyek6nt a test 61i =|nv' -jrzvo'� kinetikus energid-

hoz ju|. Ez az iisszefiigg6s teljesen 6ltal6nosan igaz, b6r itt csak egydimenzi-
6s esetben, 6lland6 er6 hat6sdra v6gbemen6 mozg6sra vonatkoz6an mutattuk
ki. A t€tel teh6t tetsz6leges, vhltoz6 er6 hat6s6ra v6gbemen6 mozg6s eseten is
'rv'nyes. Ezt az 6llal6nos elvet nevezziik munkat6t€l[ek.

- - l
2

Munkatetel LW = A,K (6-1e)

E rendkiviil fontos tetel 6llitris6nak l9nyege az, hogy az ered6 er6 munk6ja
kiivetkezt€ben a testre 6tvitt energia a test mozg6si energi6j6t niiveli. A tetelt
az energia €s a munka definici6j6nak ismeret6ben Newton m6sodik titry6-
ny6b6l vezettiik le. 86r a EF = za tiiw€ny 6s a munkatetel l'nyeg'ben az
ered6 er6 egy pontszer( tesfe gyakorolt hat6s6t fogalmazza meg, m6gis kii-
liinbiiz6 tartalm(rak. A Newton m6sodik tdrveny vektoregyenletre, a munka-
t6tel pedig skaldris rel6ci6ra vezet. A skal6ris egyenletek matematikai keze-
l6se gyakan sokkal egyszeriibb, mint a vektoregyenletek6. Figyeljiik meg
ugyanakkor, hogy b6r a munkatetel nem bizonyitja, hogy az energia minden
ktiriitm6nyek kriziitt megmarad, a t6tel eredmenye iisszhangban van a meg-
marad6si tetellel. (Az energiamegmarad6s ttirv6ny6vel a k6vetkez6 fejezet-
ben foglalkozunk.) Az az er.ergia ugyanis, amit a munkav6gz€ssel 6tadunk
egy pontszerii testnek, pontosan megegyezik a test mozgasi energi6j6nak
ndveked6s6vel.

4 kg tiimegii test 2 m./s kezdeti sebess6ggel mozog egy s[rl6d6s-
mentes, vizszintes feliileten. a) Mekkora munkav6gz6ssel novelhet6
a test sebess6ge k6tszeres6re? b) Hat6rozzuk meg az ehhez sziiks6-
ges ered6 er6t, ha a sebess6gv6ltoz6s 6 m-es fton kiivetkezik be!

MEGOLDAS

Az eredS er5
munk6ja egy
pontszerii testen

a) Indutjunk ki az 6ltal6nos fizikai tiirv6nyb6l amunkafttelbdl:

Az ered6 erd munkaiu= 
)-' 

-)-rl

Az adatok behelyettesit6se utiin:

w =!no,-, ;  r=]r+rei l l+ '  ] ' - f  r ' l ' l=
z  z  L \  s /  \ .  s . l  J

= 24,0 Nm = 24,0 J

b) A munka ll = Fx defrnici6s egyenlet€b6l F er6t kifejezve felir-
hat6, hogy



- W 24 Nm
1 ,  = - = - = 4 , 0 0 N

x  6 m

Az ercd6 er6 a Newton-tijrv6ny 6s a kinematikai egyenletek
felhaszn6l6s6val is kisz6mithat6. Induljunk ki a

v2 = v3 +2a(x- xo)

kinematikai egyenletb6l, 6s ebb6l fejezz0k ki az a gyorsul6st,
majd helyettesitsiik be az adatokat:

t ,  \ 2  /  \ 2
{ , m l  I " m 1

v - - v ;  \  s , /  \  s , /  , m
2(x - x.n) 2(6m- 0) s'

Ekkor a EF = rza tiiw6nyb6l azt kapjuk, hogy

r=<+re{r$J=+N

A mozg6si energia kdvetkezt6ben a mozg6 testek m6s testeken munkat

v6gezhetnek. Ennek meg6rt6s6re gondoljuk vegig "zt az esetet, amikor egy

test pl. a keziink F er6 kifejtes€vel meg5llit egy mozg6 testet. Newton har-

madik tiirv6nye ertelmeben a mozg6 test is F er6vel hat a keziinkre. Amig a

test mozog, addig ez az er6 munk6t v6gez a keziink6n. -Ez a munkav6gz6s

pontosan egyenl6 a test eredeti kinetikus energi6j6vat. igy a mozg6 testek

kinetikus energiija 6ppen azzal a munkdval egtenl6' amit a test vigezhet

mig nyugalomba jut.
A most leirt folyamat j6 p6lda k6t rendszer kdztttti energiacserere- Az a

t/ munka, amelyet egy kiils6 ered6 er6 egy testen akkor v6gez, mid6n Lzt a

Kezdeiben nyugalomban l6v6 indul6 m tbmegii tegla pusztan a
gravit6ci6s er6 hatisdra szabadon esik. Mekkora a tegla sebess6ge i
tivols6g megt6tele ut4n?

MEGOLDAS

Es6s kijzben csak a gravit6ci6s er6 hat a t6gl6ra. A munkat6tel sze-

rint az ered6 er6 munk|ja megegyezik a t€gla mozg6si energi6j6nak

me sv6ltoziis6val .

Mivel vo = 0

1y =!^r '  -L-r^'
2 2

. l
ttC,h = 

ttfiv- 
-u-

Az egyenletet 6trendezve, a v sebess6gre a ktivetkez6 iisszefiigg6s

ad6dik:

t^y = .lzgh

Vegyiik 6szre, hogy a sebess6g nem fiigg a tiimegt6l, azaz (ha a

l6gellen6ll6s elhanyagolhat6) a szabadon es6 testek nemcsak 6llan-

d6 gyorsul6ssal esnek, hanem azonos t6vols6gon, nyugalomb6l in-

dulva azonos sebess6gre is gyorsulnak fel.



nyugalmi helyzetb6l felgyorsitja, egyenl6 a testnek 6tadott slf =)nv2 ki-
netikus energi6val. Megforditva, a nyrgalmi helyzetig lassul6 test 6ppen
1y =jmvz munk6t v6gez az 6t lassito m6sik rendszeren. A k6vetkez6 feje-
zetben megmutatjuk, hogy a fenti folyamatok speci6lis esetei az 6ttal6nos
energiamegmarad6si tiirv6nynek, amely a rendszerek kiiziitt munkav6gz6ssel
v6gbemenri energiacserdt i{a le.

A kdrp6ly6n mozg6 testek eset6n a munkatdtelt 6rdemes kiilon is taglal-
ni. Ha a test sebess6ge 6lland6 nagys6gf, akkor a 16 hat6 ered6 er6 (a centri-
pet6lis er6) a rnozg6s iriny6ra mer6legesen, sug6r iri4nyban befel6 murat.
Mivel a munkav6gz6s csak akkor nem 26rus, ha az er6nek van a mozg6s ir6-
ny5ba es6 6sszetev6je, ad6dik, hogy a centripetdlis er6 nem vdgez munlait a
testen, es a tiimegpont mozgasi energi6ja 6s sebess6g6nek nagysdga 6lland6
marad. Amennyiben a ktirp6ly6n mozg6 r6szecske sebess6g6nek nagysdga is
v6ltozik, akkor t6teznie kell tangenci6lis er6komponensnek is. Kiz|r6lag az
er6 tangenci6lis iisszetev6j6nek a munldja okozza a mozgdsi energia meg-
v|ltoz slt. (Lrisd m6g a k6nyszerer6kre vonatkoz6 l. l6bjegyzetet!)

A mozgisi energiB megvdltozflsa v6ltoz6 erd hatisdra
T6rji.ink vissza ismeta6-15 6bri,n v'zolt egydimenzi6s esethez, tdtelezziik fel
azonbaa, hogy az er6 vi,ltozik a. t6vols6g fiiggv6ny6ben, azaz legyen
F = F(r). Osszuk fel a teljes elmozdul6st olyan kicsiny r6szekre, hogy az
egyes elmozdul6sr€szek ment6n az eft Es igy a gyorsul6s is kiizelit6leg 6l-
land6 legyen. Alkalmazzuk ez,rt6rl az el6z6ekben kapott dsszefiiggeseket. A
kicsiny /.x tivols6goa vegzett AW mwkli a

AW: F( AX

formul6val sz6mithatjuk ki. Fethasmalva, bogy F: nAv/At, ahol Av a moz-
g6s sor6n bekiivetkez{ sebess6gniivekm6ny, azt kapjuk, hogy

A U  A Y
L W = m - L x = m \ v _

a/ Lt
A ?

LW = m\v- (6-20)
Lt

A 4/// mennyis6g 6ppen a mozg6 test At id'tafiam alatti 6tlagsebess6ge.
Ha a sebess69 egyenletesen v6ltozik y0-r6l v-re, akkor 6tlag6rt6ke:

A{ _ (v+ vo )
L t 2

Behelyettesitve ed es Av = v - vo kifejez6st a 6-20 egyenletbe, a AIl elemi
munka a kitvetkez6k6ppen fejezhet6 ki:

l l
A l l  = :  m ( v  -  v " l ( v +  v ^ l =  -  m ( v '  -  v ^ "  \

2 " 2

Az a helyr6l D helyre elmozdul6 testen v6gzett teljes munka a kicsiny /r
szakaszokon v6gzeh elemi munkdk iisszege

w =9 rmta'- "
A kifejez6s jobb oldal6t kifejtve azt kapjuk, hogy

I r
l . y  =  -  m 

l (v  :  
-  v , " t  +  l v  r '  -  v , '  )+ . .  -+ (v  u '  -  v  o - r '  )  l

ami mutatja, hogy az eredm6nyb6l a kezdeti €s v6gsebess6get lo'rtalmaz6
tagok kivetel6vel minden m6s tag kiesik, azaz



l z l z
, l /  = -mv, -  - -  mY--

2 ' 2 -

Tehat az ercd6 er6 6ltal egy tiimegponton v€gzett munka egyenl6 a test moz-

g6si energi6jinak megv6ltoz6sdval akir v6ltozik az er6, ak6r nem'

A munkat6tel levezet6se integrdlsz6mitdssal

Tekinsiik a hely fiiggv6ny6ben v6ltoz6 F(x) er6t. Az ilyen ered6 er6 hat5s6ra

x = a-t6l x = b-ig elinozdul6 testen a munka v6gz6s:

s,= l161ax

Tudjuk, hogy F(x) = -4rroL Alkalmazzuk a dv/dt deilv'ltra a ldncszabdlyt

(G-l fiiggel€k ll. szabdlY)

dv  -dv  dx  -udv
dt dx dt dx

6s helyettesitsiik be az eredm6nyt az F(x) = mdv/dt egyenletbe (Felhasz-

n lotk,hogy v = dx/dt ) Azt kapjuk, hogy

dv dv
F ( x ) = m - = m v -

igy a munk6ra alkalmazva a G-II fiigg el6k 5 . szabi,lyht az ad6dik, hogy

' ,  i  dv  .  
o ,  

I  u ' lo  I  r  I  :
l l  = | F1x) dx - | nv7 dx = | nv dv = | m- | 

= - mvr -- m' o
4X ;. 1

A 6-16 6br6nak megfelel6en egy 500 kg tdmegii hull6mvasriti kocsi

elhanyagolhat6 surl6d6sir, gdrbevonalir pi'ly n mozog Sebessege

a,,1, poitVan I m/s. Mekkora sebess6ggel drkezik a kocsi a p6lya C

tet6pontj 6ra?

MEGOLDAS

A kocsin csak a gravitiici6s er6 v6gez munk6t. (A p6ly6t6l kifejtett

normalis idnyf N er6 - amint azt az 1. l6bjegyzetben kifejtettiik -

kinyszerer1. Minthogy N mer6leges a mozg6s ir6nyAra, munk6t

nem v6gez.) Alkalmazzuk a munkat6telt a gravit6ci6s er6 munk6-
jdm:

- - - I ' l z
w =-  mv-  - -  mvo

.  | . ,
, l tgh=- , f t \ v ' -vo  )

z
A teljes fiigg6leges elmozdul6s h=20m-'lm= l3m Az egyen-

letb6l kifejezve a v sebess6get felirhat6, hogy

r ' --_,----- , .,,
=.lzl s,a*kr: -1-{ r11 ] = ro.z11

l l  \  s ' )  \  s , i  s2gh- vo



A: vo:3 rnls

6-16 6brt
A 6-8 p6ld6hoz.

A 6-17 6bra szerint 2 kg ttimegfi test a kiivetkez6 er6k hatisa alatt
csirszik egy sima lejt6n: a gravitici6s er6, a Hooke-ttirvdny (&= 50
N/m) szednt vdltoz6 rug6er6, egy 6lland6 4=40 N kiils6 er6 6s a
lejt6 6ttal kifejtett normiilis ir6nyri k6nyszerer6. A test nyugalomb6l
indul irgy, hogy a rug6 6ppen feszitetlen. Hat6rozzuk meg a test se-
bess6g6t a munkat6tel segits€g6vel abban az id6pontban, amikor
eredeti helyzeteb6l 30 cm-rel mozdult el a lejt6 ment6n felfel6.

MEGOLD,/IS

A munkatetelben az er6k ered6je szerepel, ez6rt el6sziir a test vek-
tor6br6j6t kell megrajzolnunk (6-17b). A mozg6s az x tengely pozi-
tiv ir6ny6nak megfelel6en a lejt6 ment6n felfele ttirtenik, ez6rt ha-
lArozzuk meg az ered6 er6 .r ir6nyri iisszetev6jet.

A rug6er6 miatt az ered6 er6 >F, tisszetev6je is v6ltozik a hely

fiiggv6ny6ben. Sz6mitsuk ki a jobb oldal k6t tagt6nak munl6j6t
egym6st6l fiiggetleniil! A 30,2 N 6rt6kfi dlland6 eft munkdja:

W, = F,x = (3o,2N)(0,3m) = 9,96 I

A rug6er6 munkija negativ, ha a test felfel6 mozog a lejt6n, hiszen
a rug6er6 a mozg6s ir6ny6val ellent6tes. A 6-16 egyenlet szerint a
rugderd mt;l'rkiila a [0'x] intervallumon tiirt6n6 elmozdul6s sor6n
- l /2kx ' � . igy

Az ered6 er6 teljes munkija ennek megfelel6en 9,06 J -2,25 J =

= 6-81 J. Helvettesitsiik be ezt az 6rteket a munkat6telbe:

2F' = Ft-mgsn3'" -kx

r  - \
EF, = 40N - (2kg)l e.8; l{sin l0' ) - (s0N)x

\  s - . /
rF, = 30,2N-(50N).r

*, = -llw'-;-;] = -l;('o x)10,:-r' -of= -z'zs t

t ^ l
Az eredd er6 mu*61a: - mv' - - mvo'- 2 2

6-17 6bra
A 6-9 paldihoz.

mg cos 0



I
6,s l  J :  

; (2  
kc)v ' �  -0 .

Az egy€nletet 6trendezve a v sebess6gre, azt kapjuk, hogy

t--i
u = "lo,s ri- = z'o t11

l l  k c s

Megold6s az integr6lsz6mit6s felbaszn6l6sival

Mivel mind !F, mind dr az r tengely pozitiv ir6nyeba mutat,

kapjuk, hogy

w=[z ta '= l rax

w ="t1zo,z- so*1a' =lzo,z, - zs,')oo''

,r/ = [(30,2X0,3)- (25X0,3)']- [0]= 6,8r r

Ekvipotenci6lis

. r -Ur=0

6-18 6bra
A vizszintesen egyenletesen mozgo

testen az Fr kiils6 er6 nem v6gez

munk6t. hiszen

W =F,'L*= Fr(cos 90" )Ax = 0'

igy vizszintes felilleten a t€st az Jr' : 0

szinttrez k6pest 6lland6 helyzeti ener-

gi6val rendelkezik. Ha g 6lland6' ak-

kor minden vizszintes feliilet kiiltin-

bdz6 energi6jir, de ekvipotenciflis

feliilet.

Gravitrici6s

lotengi6]1s ahot
energra us
(a Ftild felszine
ktizel6ben)

(Az egyenletekben a m6rtekegys6geket az egyszerfs6g kedv66rt el-

frugytol.) A megoldiis innen az el6z6 v|ltozatt'oz hasonl6an foly-

tathat6.

6.5 A helyzeti (potenciilis) energia

Sok esetben a rendszerre hat6 er6k munk6ja nem a rendszer kinetikus energF

6i6nak niiveked6s6ben jelentkezik, harem ehelyett egy6b, ktinnyen vtssza-

nyerhet6 form6ban t6r;l6dik.'Ha a rendszerben t6rolt energia n6' akkor

megn6 a rendszer rz unkavigzd k4pessige (potenci6lja) is 
-Ez6rt 

a.t6trolt ener-

gi6ipotenciilis, vagy hetyzeti energi6nak nevezziik 6s U-val jeltiljiik'

Tegyiik fet, hogy egy m ri5megii testet lassan, 6lland6- sebess6ggel fiig-

g6legesJn y -ogutt,igbu emeliink. Mivel a t€stet egyenletes sebess6ggel

!-"r]i*, pontot* ur*ora er6t kell kifejteniink, mint a testre hato mg gravit6-

ci6s er6. Amikor a test y magass6gba 6rkezik, akkor a test-Fold rendszer

munkav6gz6 k6pess6ge nagyobb, mint annakel6tte; ha elengedjiik a testet'

akkor az 
-es6s 

soi6n a gravitrici6s er6 munk6ja kiivetkezt6ben a test mozgdsi

energiiihoz jut.*A 
helyzeti energia v6ltoz6sa mindig egy rendszert alkot6 r6szecsk6k el-

rendez6d6s6nek megv6ltoz6s6val kapcsolatos Amikor az ru ttimegii testet

6lland6 sebess6ggei emeljiik, akkor W= (er6) (elmozdul6s)=fl9 y r tr'kat

v6gziiLnk, a test iinetikus energi6ja azonban nem v6ltozik' A munkav€gz6s a

heiyzeti energia niivel6s6re fordit6dik. Mivel a test leejt6sekor a Fiild elmoz-

dulisa a hatJmas ti;meg miatt elhanyagolhat6, a test elmozdul6s6hoz k6pest'

szok6s - kiss6 pongyoli^ - a helyzeti energi6t pusziin a test helyzet6nek a

rn"guaft*tutitinnf tfeiezni. Elfogadva ezt az egyszeriisile$,.a.2 -m 
tiimeg Q

griit6ci6s potenci6lis energi6j6t a kiivetkez6k6ppen defini6ljuk:

Il"- ngy { lelreve. hoev s.i l lan- (6-21)
ri : n"i ,, = n d6 es az)' tengely
es -v "v t  "  

poz i l i v  r r enya  f e l f e l 6
mutat)

' A renclszeren v€gzett munka egy rcsze h6ve (temikus energidvA) alakulhat A folyamatot a

k6s6bbiekben L4rgyaljuk, most f€ltessziik, hogy h6 n€m fejl6diitt'



Mivel felt6teleztiik, hogy g 6lland6, ezdrt az a munka, amit egy tiimeg 3
m-r6l 4 m-re emel6se sor6n vdgziink, egyenl6 azzal amtnkdval, amit az 5 m-
161 6 m-re tiirt6n6 emel6skor v6gziink. Ily m6don csaky megv6ltoz6sa l€nye-
ges. Nyilv5nval6, hogy ha egy tiimeg i magass6gblt yan az asztal lapja fe-
Iett, akkor Ue:mgh az asztal tapjdhoz k6pest, de term6szetesen a potenci6lis
energia a padl6hoz k6pest m6r m6s 6rt6kkel rendelkezik. igy Q eset6n csak a
v|ltoz s jetszik fontos szerepet, s az (J"=0 6rt6k a rendszer tbtsz6leges he-
ly6hez hozzfuendelhetf. A zirus energiaszintet cilszerii iglt megvdlasztani,
hogy a vizsgdlt tdmeg sz6ba .iiihet6 lesmdlvebb helyzetinek feleljik meg.
Adott feladatok megold6sa sonin a z6rus-szintet mindig ki kell jeliilniink.

A gravit6ci6s pontenci6lis energia csak f)ggdleges irinyld elmozdul6sok
eset6n v6ltozik (az er6 fiigg6leges, az elmozdul6s pedig vizszintes, igy mncs
munkav6gz6s). Ha egy test a Fiild felszin6vel pdrhuzamosan ("r irrinyban)
mozog, akkor U" nem v6ltozik. Segiti gondolkoz6sunkat, ha kijeliiljiik az
ekvipotenci6lis felileteket, azaz azokat a feliileteket, amelyek ment6n a gra-
vitiici6s potenci6lis energia 6lland6 (6-18 6bra). Ezek az ekvipotenci6lis fe-
liiletek pdrhuzamosak a Fiild felszin6vel.

A megfeszitett rug6 helyzeti energidja
Helyzeti energia tfuol{sfua alkalmas rendszer pl. egy ide6lis rug6, amely a
Hooke-tiiveeeny szerint F,: - Ix er6t fejt ki. A 6-20 6brdn az orig6t a nyugal-
mi helyzetben l6v6 rug6 szabad v6gdn6l vettiik fet. Az Fo= kx p;1t" "t" ^un-
k6ja mid6n a rug6t r : 0-16l x :.r,-re fesziti, az F : F(x) gorbe alatti hfuom-

sziig tedilet6vel egyenl6. Ez a terulet It =ikt.x, = jkx,' . Az integ,]6lsz6-

mitiis felhasznil6s6val ugyanezt az eredm6nyt kapjuk:

v

i - t t- T  
I

l l
i l
t l

,g*#
6-19 6bra
A 6-10 p6ld6hoz.

m * ,
h1l-ffcf6fr.-{o
W

(nyugalmi helyzet) F1-kr

w = l r *
' i  [ l  - l ' '

ax = I ne ax =l; tac' I
O  L -  J O

1 " 1 ^=-  t r ;  -0=rka ;

Ez a munka egyben a megfeszitett rug6ban tirolt U, rug6energi6j6t is jelenti.
Ideiilis esetben ezt a tiirolt energiiit kaphatjuk vissza, ha a ru96 iisszenyomya
valamilyen ki.ils6 tesfe F, rug6er6t fejt ki, s azon munk6t v6gez. Hasonl6
gondolatmenet alkalmazhat' a rug6 iisszenyom6s6ra vonatkoz6an, amikor a
szabad v6g az x:0 helyt6ll = -x, helyre mozdul el. A rug6 U, h€lyzeti
vagy rug6energiij a leh{t az

6-20 6bra
A iimyekolt teriiler azt a munkdl rep-
r ezetAlja, amit e gy Hooke-trirv6ny
szerint miikiid6 rug6 ny6jt6sa sor6n
v€gziink. A satirozott h6romsziig te-
riilete az xr 6s &x, oldalf t6glalap te-
ntletlnek fele, azaz l/2(kx,2).

Egy bolti etad6 hat doboz, egyenk6nt 120 N sflyf konzervet tesz
fel a padt6r6l a 130 cm magas polcra. Mennyi munk6t v6gez?

MEGOLD4S

Az elad6 6ltal v€gzett munka megniiveli a konzervdobozok helyzeti
energi6j6t. A dobozok teljes stlya 6.120 : 720 N. A helyzeti ener-
gia 0 szintj6t a padl6 szintj6nek megfelel6en v6lasztva (6-19 6bra)
sz6mit6sainkat a ktivelkez6 sorrendben vdgezhetjiik:

W = L U c

W = m g y - 0
6lszinilrsi lmyczd
----:
/  t *  \

l ' lz = (720 Nt ll0 c- | -' 
"' 

| = 936 Nm.
\ l 0 0 c m /



A megfeszitett
rug6ban tirolt
helyzeti energia

1
- ,  \  1  2

, 2

(ahol f a rug66lland6 6st a nyugalmi helyzett6l
m€rt megnyirlds vagy dsszenyom6dds)

(6-22)

iisszefiigg€ssel adhat6 meg.
Mikroszk6pikusan szeml6lve a rug6energia a rug6 atomjai kiiziitti ki!-

testivols6gok megvaltoz6sa miatt tirol6dik. Ha ugyanis az atomok kiiziitti

tiivols6gok a rug6 megnyirl6sa vagy dsszenyom6sa miatt v6ltoznak, akkor az

egyes a-tomok kiiziitti elektrosztatikus potenci6lis energia is megv6ltozik. igy

v6gs6 soron a rug6energia is arra vezetlet6 vissza, hogy a rendszer elemei-

nek {a rug6 atomjainak) az elrendez6d6se megv6ltozik a feszit6s sor6n.

A kiivetkez6 fejezetben megmutatjuk, hogy a potenci6lis energia 6s bi-

zonyos,un. konzervarlv er6k kiiztitt kapcsolat van, s ez fontos szerepetjiitszik

a mechanikai rendszerek vizsg6lat6ban.

6.6 A srirl6disi erf 6s a srirl6ddsi hd

Az el6z6ekben olyan p6ld6kkat foglalkoztunk,'ahol a rendszeren vegzett

munka a olyan t6rolt U potenci6lis energiak6nt jelent meg, amely a rendszer

fizikai konfigur6ci6j6ban (elrendez6d6s6ben) el6rill6 v6ltoz6sok kiivetkez-

m6nye. A tirolt potenci6lis energia kiinnyen visszanyerhet6, ha a rendszer

eredeti iillapot6ra. vissza6llva munkiit v6gez egy m6sik, kiils6 rendszeren.

Most olyan p6ld6t t6rgyalunk, amikor az energia olyan alakban trirol6dik,

hogy nem nyerhet6 vissza egykiinnyen. Ezt a t rolt energi t bels6 vagy ter-

mikus (h6) energidnak nevezziik, s a mechanikdban ttibbnyire csisz6 sirl6-

d,is eredminyekdnt jtin 16tre. (Ha k6t tenyerihket j6 er6sen iisszediirzsdljiik,

akkor jelent6s h6 keletkezik, ami bizonyitja, hogy a munla h6v6 alakithat6')

A folyamat m€gforditiisa azonban neh6z, a bels6 energia v6ltoz6s6nak teljes

visszaatakitiisa mechanikai munkav6gz6ss6 problematikus Az energia egy

resze tiibbnyire h6 form6j6ban marad . Emiatt a sirrl6diisi er6t gyakran dLsz-

szipatlv eftnek tevezzik, hiszen a mechanikai energi6t nehezen vlssza-

nyerhet6, ill. m6s energiaform6v6 nehezen 6talakithat6 energi6ba viszi 6t'

Ha k6t csrisz6 f€liilet kdzdtt sirrl6dr{s l6p fel, akkor mindig keletkezik

bizonyos mennyis6gii termikus energia, s ennek hat6s6ra emelkedik a cstsz6

testek h6m6rs6klete. Alapvet6en a termikus (bels6) energia a testeket alkot6

r6szecsk€k v€letlenszerii mozg6s6b6l szirmaz6 mozg6sr 6s helyzeti energia

6sszege. A sfrl6d6si munka az egyik olyan lehet6s6g, amellyel a rendezetlen

mozg6s ntivelhet6.
A fizik6ban a bels6 energia 6s a h6 jelent6se, amint azt a k6vetkez6 de-

fi nici6k mutati6k. kiiliinbdz6.

Bels6
energra

H6

Az atomok 6s a molekulik rendezetlen mozg6sival kap-

csolatos mozgisi 6s helyzeti energia iissz€ge. Gya�kran ter'

mikus energidnak is nevezziik'
A kizir6lag hdm6rs6k.letv6ltoz6s ktivetkezt6ben az egyik

rendszerrdl a misik rendszerre 6tvitt termikus energia.

igy a termilcus (belsd) energia 4 ,,testekben tdrolt energiat" jelent, mig a hd

kiiejez6s azt az energiadtviteli folyamatot takarja, amikor az egyik rend-

szerr6l a m6sikra termikus energia keriil 6t.

86r a v6letlenszefi mozg6s kinetikus energi6ja r6sze a termikus energi-

6nak, ez az enetgia bels6 energia 6s kiiliinbiizik egy v sebess6ggel mozg6

' A termikus energi6nak munk6vi alakul6sa a tennodinanika tArgya (19-23 fejez't)



6.6 A surl6d6si erd es a surl6ddsi h6 135

makroszk6pikus test kinetikus energi6jdt6l. A (mechanikai) mozgdsi energia
kifejez6s mindig egy tiimegnek mint eg6sznek makroszk6pikus mozg6siira
voloatkozik, mig a termikus vagy bels6 energidl a r6szecsk6k mikroszk6pikus
mozgbs|val kapcsolatban haszn6ljuk. Igy egyik esetben re dezett mozgdsr6l
van sz6, amikor egy test tisszes atomja ugyanabban az ir6nyban mozog, mig
a m6sik eset az atomok rendezetlen mozgasdt jelentl.

A surl6d6si er6 hat6s6ra keletkez6 termikus energia meghatArozisira
tekintsiink egy t€stet, amelyet 6rdes, vizszintes feliileten 6lland6 er6vel hri-
zttllkJ.i (6-21 6bra). A test /.:r elmozdnllsa sor6n Allr: F1x munk6t v6gziink.
Minthogy a test gyorsuliisa 26rus, F": fo, vagyis a srirl6d6si er6 az 6ltalunk
v6gzett munk6val egyenl6 nagysigri, de negativ munk6t v6g€z a testen:
AW: -fA. A test kinetikus enetgi|ja, minthogy sebess6ge 61land6, nem v6l-
tozik. A csrisz6s folyam6n azonban E, termikus (bels6) energia keletkezik,
ami 6ppen egyenlf az 6ltalunk v6gzett munk6val. A bels6 energi6t az, str-
l6drisi er6vel is kifej ezheljij'k, biszer nagtsriga 6ppen megegyezik a sirrl6d6si
munk6val:

Termikus energia (E )
(a csrisz6 sirl6d6s sonin
keletkezik)

AE': f,A' (6-23\

Ugyeljiink az [J" 6s [J, mechanikai potenci6lis energi6k (ezek kiinnyen
6talakithatok munkdv6 vagy mozg6si energi6v6) 6s az E, termikus energia
megkiiliinbdztet6s6re. Az ut6bbi belsd energia 6s az atomok 6s molekul6k
v6letlenszerii mozg6s6b6l szilmazik, s nem kiinnyii m6s, pl. mechanikai
enersia lorm6vd dtalakitani.

Egy m tiimegii testet a 6-21 Sbrin l6that6 m6don vizszintes ir6ny[,
F : 6 N nagys6gri er6vel 3 m t6vols6gra hirzunk el 6lland6 sebes-
s6ggel, Milyen energiav6ltoz6sok mennek v6gbe?

MEGOLDAS

Mivel a test sebess6ge 6ltand6, az F er6 nagys6ga megegyezik az.f*
sirrl6d6si er6vel. Az F er6 a testen

LWF = e)@x) = (6NX3 m) = 18,0 J

munk6t v6gez. Ennek sor6n a sfrl6d6si er6

tB ,  =  ( " f  , ) (Lx) - (6  NX3 m)  =  18 ,0  J

termikus energiat (h6t) ad 6t a csirsz6 feliileteknek.
A k0ls6 er6 munk6t v6gez a testen, teh6t energi6t ad 6t neki. Hova
lesz ez az energia? Nem v6ltozik sem a gravitiici6s potenci6lis
energia (hiszen a test nem emelkedik), sem pedig a kinetikus ener-
gia (hiszen a test sebess6ge 6lland6). 5z6 sem lehet rug6energi6r6l
sem. Az egyetlen energiav6ltozis a bels6 energia niiveked6se. Arra
kell teh6t kijvetkeztetniink, hogy az F kiils6 er6 munk6ja a sirrl6d6-
si er6 kiizvetit6s6vel bels6'energi6v6 atakult.

A munkat6tel term€szetesen teliesen 6rv6nyfi 6s akkor is

v
I

-l- '
0 l

6-21 6bra
A 6-ll p6ld,ihoz. A testet i i l land6 se-
bess6ggel hhzzuk.

fennill, ha a gyorsul6 mozg6s stirl6d6s jelenl6rcben zajlik. Ezt mu-



4 N: fk

+3 m-

6-22 Abra
A 6-12 p6ld6hoz.

6-23 Abra
A ,tendszet" az m tiimegii test 6s az a

kdmyezete, amelyben a rug6er6, a

lejt6n 6bred6 er6k, beledrtve a sirlo-

d.isi er6t, 6s a gravitr4ci6s er6 bels6

er6knek sz6mitanak. AzFk-er6 az

egyetlen, ami kiviilr6l hat a teshe.

tatja be a kiivetkez6 p6lda. Egy 2 kg tiimegii testet 6 N vizszintes
er6vel hirzunk a padl6n. A sfrl6d6si er6 4 N. Mekkora a test sebes-
s6ge 3 m irt megt6tele utiri! (6-22 6bra), ha kezdetben nyugalom-
ban volt?

MEGOLD.4S

l. Modszer: A lestre vizszintes ilinyi

t r ' ,  = (6N-4N)=2N

ered6 er6 hat.
Alkalmazzuk a munkat6telt.

Az eredd er6 mtrk|ja: LK

2F1x) = )(mv2 
- mvn2')

Figyelembe v6ve, hogy vo: 0, az egyenletb6l kifejezhet a v sebes-

s6g:

S

2. M6dszer: Az eredm€ny helyess6g6nek ellen6rz6s6re oldjuk meg

a feladatot Newton m6sodik tiirv6nydvel 6s a kinematikai egyenle-

tek felhaszndl6sdval is. Az ered<i erci 2 N. igy a test a^ gyorsuli isa

F  2 N  , mo'=; .=  zkc= '7

Helyettesitstik be ezt az 6rt6ket a kinematikai egyenletbe:

A megold6s a kovetkez6:

= ) 4s11
S

v
t

0 l
I

vo=0 |

, '=o*r [ t * ) , r ' . ,=t [+) '

l ^ ,
l . l  m l'=1"|.; j

6.7 A munka t6tel fitfogalmazfsa

A mechanik6ban gyakori 6s megszokott helyzet az, hogy egy rendszeren va-

lamilyen kiils6 er6 munk6t v6gez 6s ily m6don energi6t ad 6t neki Ez tiirt6n-

het p6ld6ul rlgy, hogy a rendszert k6tellel hirzzuk, vagy m6s m6don gyako-

rolunk ni tol6 vagy huz6 er6t, de b6rmely m6s kiils6 rendszer 6ltal gyakorolt

er6 munkav6gz€ssel energi6t vihet 6t a vizsg6lt rendszene A ren'lsTerben

mag6ban is 66redhet term6szetesen gravit6ci6s, rugalmas vagy surl6dri'si er6'

EzJk azonban bels6 et6k, s most a kiils6 er6 hatiis6ra iisszpontositunk A

6-23 ribra egy kiiliinbiiz<i bels6 er<iket lartalmaz6 rendszert mutat be' amelyre

egyetlen F, kiils6 er6 hat.-- 
Ha egy rendszeren adott kiils6 er6 v'gez munk6t, akkor a munkatetel

kiss6 6tfojalmazva a megszokotiol elt6r6en is felirhat6 Ebben a form6j6ban

l6nyeg6bein azt fejezi ki, hogy energia nem keletkezhet 6s nem, semmisiilhet

meg,-azaz ha kiiliT forrdsbol valamilyen energia keriil egt tendszerbe, akkor

az 
-iegvdlnzntja 

i rendszer mozgdsi' helyzeti vag bels6 energidjdt Err:.ek



bizonyit6s6ra induljunk ki a (6J9) egyenlettel megfogalmazott munka-
tdtelb6l. Eszerint a kiils6 er6k ered6je 6ltal v6gzett munka megegyezik a test
kinetikus energi6j6nak megv6ltoz6s6val A 6-23 6br6n l6that6 m tomegii
test eset6n (ezt a testet most olyan rendszer r6sz6nek tekindiik, amelyben a
lejt6 6ltal kifejtett k6nyszerer6, a gravit6ci6s er6 6s a rug6er6 bels6 er6nek
sz6mit)

[A teste hat6 er6k ered6j6nek munk6ja] : /K

F g . x + F ,  x + f k  x + [ F k . x ] = A r

[a, r,. nitso I
t - ^u  " )+ ( -L IJ , )+  ( -AE,  )+ l^ - "  ̂  

_ ,=  _  l=A l (
I ero munKa la I

Atrendezve az tisszefiigg6st:

Adott ,F, kiils6 er6 6ltal
a testen vegzett munka

A munkatdtel (ez az er6 kiildnbtizik
(6tfogalmazott viilto- azokt6l, amelyek mun- Wk: AK + AU,+ AIJ,+Au,
zat) k6j6t ajobb oldali ener- (6-24)

giatagokkal m6r figye-
lembe vettiik)

Hasonlitsuk iissze a munkatetelnek ezt a formi;ji;t a 125. oldalon tal6lhat6 (6-
19) egyenlettel! Vegyiik 6szre, hogy a (6-19) egyenletben a testre hat6 osszes
er6k munk6ja szerepel, mig a (6-24) egyenletben egyetlen Fu er6 munk6j6t
emeljiik ki. F.zt az er6t vil6gosan elkiildnitjiik 6s egy kiils6 rendszer hatdse-
nak tekintjiik, b6r fell6phet m6g gravit6ci6s, sirrl6drisi, rug6er6 vagy tov6bbi
m6s er6 is. (Ezeket az ut6bbiakat most a rendszerhez tartoz6 er6knek tekint-
jiik.) Az Fo er6 azonban nem lehet kapcsolatban eeyetlen. a 6-24 eeyenlet
iobb oldal6n szerepl6 energiatageal sem.
V6giil megemlitjiik, hogy AE, mindig pozitiv mennyis6g, mert a tisztan me-
chanikai v6ltoz6sokban a termikus enersia nem cs6kkenhet.

A 6-24 ihr|n l6that6 doboz 2 m/s kezd6sebess6ggel mozog a viz-
szintes talajon. A doboz 6s a talaj koziitt a csirsz6 sirl6diisi egyiitt-
hat6 0,2. A dobozra 4 m hosszris6gri riton a mozg6s irrinyiiban
,F*: l0 N vizszintes er6 hat. Mekkora a doboz v6gscbess6ge a 4 m-
es rit megt6tele utin?

MEGOLDAS

A 6-24 Sbrin li,lhat6 a feladat vektor6bnija. A fiigg6leges er6kompo-
nensek iisszege z6rus, igy N: (3 kg)(9,8 nrls'�) : 29,a N, k6vetkez6s-
k6ppen a csirsz6 strl6drisi er6l: tN: 0,2 (29,4 N) : : 5,88 N. Al-
kalmazzuk a munkat6tet (6-24) szerint 6tfo galmazotl y6ltozal6t.

[Az F, kiils<i erci ]
l .  . ' .  I = L K + L U | + L U , + L E ,
| 6ltal vegzett munka I

F,

Behelyettesitv€ az adatokat 6s 6trendezve az egyenletet a y sebes-
sdgre a kiivetkez6 dsszefiiggdst kapjuk:

!  - (u '  -  ro ' )*o*o* f r 'a



.  2 l -  I
v ' = - l f  t . d  * 7  m v n

m L  z

2 .

Do-z rn/s

2914 N
(b)

6-24 6bra
A 6-13 p6ld6hoz.

*f f ool\o.oo-
2 \  m ) '

(30NX0,2 m) = 
; (z q1v' ; +12 4ylo,slJto,r -t

'y+ 1s,rN1o,zm;

6,0Nm = 0 ksxv'� )+ <z rc{e,s$Jto,r.l

" = .Lf1r or'r x+-y+ ]1*g)f zi1l' -, r.rr*uo,n,l
( J K g ) L  z  \  s  )  )
_ . _ m

s

A kdvetkez6 feladatban az energia minden eddig t6rgyalt alakja

szerepel. A 6-25 6br6n l6that6 30'-os lejt6n fekv6 testre a lejt6 ir6-
ny6val p6rhuzamosan felfel6 30 N nagysdgil kiils6 er6 hat. A test 6s
a lejt6 kiiziitt a csrisz6 si[l6d6si egyiitthat6 pr:0,3. A test egy
& = 40 N/m rug66lland6jir rug6val rtigzitjiik, 6s a koordindtarend-
szert irgy vessziik fel, hogy a nyugalmi helyzetben xo = 0. Mekkora
lesz a test sebessdge, miutin 0,2 m-t haladt felfel6 a lejt6n? Oldjuk
meg a feladatot a munkat6tel (6-19) 6s (6-24) alakj6val is.

MEGOLDAS

1. modszer: A (6-24) egyenletet alkalmazva, az F kiils6 er6 mun-

k6j6t a rendszer kiiliinbiiz6 energiafajtiinak megv6ltoz6s6val tesz-

sziik egyenl6v6. Mivet a gravitrici6s potenci6lis energia is v6ltoz-
hat, ki kell jelitlniink a z6russzintj6t. Ezt a szirrt.€l a test nyugalmi

helyzeteben vessziik fel: U, = 0.

lez F. ktilsci er6l
|  

. , , ,  
l = A K + A U "  + L U , + L U ,

I  munKala  I

(F)(x1= !  -uz +mgn+)kx'+ 1ox

A test fiigg6leges emelked€se i =.r sin 30'=0,2 m. sin 30': 0,1 m.

A srirl6d6si er6 a vektor6bra alapj6n hal6rozhat6 meg:-

f  o  =  p  rN =  p  r (mgcos 30 '  )  =  (0 .3X2kgX9.8+Xcos30 ' )  =  5 .1  N

Behelyettesitve ezeket az 6rt6keket a (6-25) egyenletbe, azt kapjuk,

hogy

,  2 ,22Nm ^  ̂ ^ / rn ) '
lkg \  s  l



majd gydkdt vonva: v =

l---------------

l^  ̂ ^f  -) '  .  .^ m
I  \ s /  s

2. m6dszer: A munkat6tel (6-19) atakjdnak felhaszn6l6s6hoz hati-
tozztk meg az ered6 er6nek a mozg6s ir6ny6val p6rhuzamos tisz-
szetev6i6t. A vekior6bra szednt:

I^e', = 30N- h -poN - zg sin 30"

ahot p o N = 1t r (mgcos 30" ) = (0,3)(2 ke{r,sTj f "* lo' I = s,l N

r '
€s rzg sin ro" = (2 ke)l 9.84 ksin 30" ) = s.s N

\ s' ,/

,  (  N \
i e y  2 F ,  = 3 0 N - l  4 9  l : l x - s . l  N  -  e , S  N  =  

[ 1 5 , l -  4 0  r ] N
\  m /

(ahol az r tdvols6got meterben m6rjiik).

A E-( ered6 er6 a rug6er6 miatt az r tlivols6g fiiggv6ny€ben line6-

risan v6ltozik. Mivel -r = 0 helyen a kezdeti 6rtdk

(r ,"ou)o = [ ts, t -+o (o)]= l5, t  t t .

az x: 0,2 m helyen felvett 6rt6ke pedig

F"*d6 = [15,1-40 (0,2)]= 7,1P

Ezert az er6 iiltal vegzett munka a fenti line6ris fiiggv€ny alatti te-
diletnek ezen hat6rok kiiztitti resze:

A teg la lap  te r t i le te :  7 , lNx0,2m =1,42N.m

A h6romsziig teriilete: 1/2 x 8,0N x 0;2 m : 0.80 N.m

A teljes te i let :2,22N.m

Behelyettesitve ezt az 6r16ket a (6-18) munkat6telbe, azt kapjuk,
hogy

lAz ered6 er6 munk6jal = 4.29

722Nm = t !  mv'  -  !  ^ r^ '  I
2 2

f r  I
2 . 2 2 1 1 - = l l 1 2 k s y v r - 0 1

1 2 - l

2 2 ,22Nm ^  ^^ f  .  ) t'=  lu"  =  " 'S ;1Atrendezve:

Elv6gezve a gyiikvon6st:

Megoldis integr616ssal:

Az ered6 er6 munk6ja (a gdrbe alatti te ilet) a

w = [ r  d r
J oed6

integr6llal is meghatiirozhat6. Mivel mind F, mind dr az ;r tengely

pozitiv ir6ny6ba mutat 6s cos 0" : l, ez6rt

,=.flffi=,.0,.
|  \ s /  s

L) k a rug66lland6, po a test 6s a
tejt6 kdzdtti csrisz6 sfrl6drisi
egyiitthat6.

.$

rrg siq30'

kx

ppN rng cos 30.

A test vektor6bnij a

c) A tesfe hat6 ered6 er6 E{ 6b-

r6zol6sa a koordin6ci6s rend-
szerben.

6-25 6bra
A 6-14 p6ld6hoz.

k

b)



0,2
, , , - ,  , ^  |  ,W = 

I  r  \  dx = 
J  l t t . l -+ur l4x
0

Elvlgezve az integr6l6st (GJI fiiggelek) 6s behelyettesitve a hatii-

rokat, ad6dik hogy:

r  ^ 1 0 , 2 m
ttt =lrs,lx - 20x' I o

= [r,oz - o,a]- o = r,zz Nm

A mesoldiis tov6bbi r6sze azonos a fentiekkel.

6-26 hbra
Az 6bra olyan kiiliinleges esetet mutat,

amikor az F1 kiils6 er6 nem v6gez

munk6t a rendszeren. A rendszer
mozgrisi energirij6t a kisliLny izomte-

v6kenys6ge 6s az ehhez sziiks6ges
bels6 enereiaforr6sok fedezik.

6.8 Belsf energiaforrisok

A kezdetben nyugalomban
tev6 kisliny hgy jiin moz-
g6sba, hogy elliiki mag6t a
riigzitett falt6l.

A kisl6ny-kocsi rendszer
vektor6br6j a.

Egyes esetekben a rendszenel kiizdlt energia forr6sai nem nyilv6aval6ak'

Tekintsiink pl. egy vizszintesen gurul6 kocsin elhelyezked6 kisl6nyt. Ha a

kisl6ny irgy jiin mozg6sba, hogy elliiki mag6t egy rdgzitett falt61, akkor,

amrnt azt a 6-26 6bra is mutatja, a kiils6 er6 l6nyeg6ben a kisl6ny-kocsi rend-

szerre hat. Ugyanakkor, noha a rendszer mozg6si energi6hoz jut, az Ft kiils6

er6 nem v,igez munkdt, hiszen a fal elmozduldsa zdrus. Hontan sz{mazlk a

mozg6si energia? Ebben az esetben a kisl6ny izmainak a munkij6t6l- Az

energia rnosl bels6 forr6sb6l sz6rmazik. A helyzet bizonyos 6rtelemben ana-

169 azzal, amikor egy osszenyomott rug6t engediink munkav6gz6s kiizben

,,sz6tugrani".
A bels6 er6k munk6j6ra rijabb p6lda a guggol6sb6l vat6 fel6ll6s A gra-

viti4ci6s potenci6lis energia niiveked6s6t ebben az esetben nem a talaj 61ta1 ^

l6bainka kifejtett kiils6 er6 munk6ja fedezi, hanem izmaink belsd mrultka-

vlpzlsfbll szdrmazik.

b)4



brobdingnagi Gulliver lilliputi

A testsily a hosszm6retek harmadik
hatviinydval v6ltozik, mig a csontok
szil6rds6ga a line6ris m6ret n6gyzet6-
vel ar6nyos. Ez6rt ha a tesl hosszm6-
rete n6, a niivekv6 sr6ly tartisdhoz a
csontoknak a lesltiimegb6l egyre na-
gyobb 6s nagyobb rdszt kell
elfoglalniok. 86r az 6br6n l6that6
l6bak hossz6nak az ar6nya I 6s 12
kiizittt v6ltozik, itt az egyszerlslg
kedv66rt esvenl6 hosszrinak raizoltuk

Egy ember k6t embemyi sirlyt k6pes a
vAlldr megtartani. A m6retar6nyra
vonatkoz6 kiivel-keztet6ssel arra jut-

hatunk, hogy a lilliputiak l6tvrinyos
mutarvdnyra k6pesek - 24 tirsuk s6-
ly6t birj6k el, mig az 6riris
brobdingnagiakb6l hatan kellenek
ahhoz, hogy egy€tlen tixsukat fel-
emelj6k.



Felugr6s ktizben izmaink a ttimegkd-
z6ppontunk emelked6s€vel egYenl6
t6vols6gon v€geznek munket, b6x
kiizben talpunk mindv€gig 6rintkezik
a talaijal. (L6sd a 10.4 ttimegkitz6p-
pontr6l sz6l6 fejezetet.) A tomegkit-
zeppont ily m6don szerzett kinetikus
energi6ja, miutiin a talajt6l elv6lva
felemelkediink, hely zeti eneryi|v 6
alakul. A m€retaninyokb6l ad6d6
gondolahnenet arra vezet, hogy afel-
ugrds magassdga figgetlen az ugr6
ksftnek m4reftt'l. Az atl6t6k felug-
r6skor kb. I m magass6gba emelik
tiSmegkiiz€ppontjukat (ez a testmagas-
s6gnak mintegy fele). A lilliputiak
ugyanilyen magasra. az az testmagas-
s6guk hatszorosdra k6pesek felugrani.
Emiatt a brobdingnagi 6ri6sok viszont
tesfinagass6guknak csak huszonne-
gyed r6sz6t k6pesek ugrani, ami nem
tuls6gosan lenyfgdz6 telj€sitm6ny. Az
6llatvilSg j6l igazolj L ezt a IiSNenyI; a
bolha testhossziinak 200-szoros6ra, a
sziicske 30-szoros6ra, a kutya azonban
mer csak 2-3-szoros6ra tud felugrani,
mig az elefrlnt ugr6sra egyaltaliin nem
k€Des.

A p€ld6k mutatjdk, hogy pusztrin a kiils6 er6k frgyelembev6tele gyakran nem
elegend6 a folyamatbat rlszftev\ iisszes energiaforr6s felderit6s6re. A mun-

katetelben a bels6 energiaforr6sok l/, munk6j6t is figyelembe kell venni,
azaz

lw,u**+wuf= tx (6-26)

6.9 A teljesitm6ny

A teljesitm6ny a ,,munka sebess6ge". Sok esetben nem elegend6, ha azt 1ud-
juk, hogy a munkav6gz6s hatils6ra milyen sebess6get szerez egy test, hanem

drd€mes azt is tudni, hogy milyen gyo$an jutott ehhez a sebesseghez Nem-

csak a munkav6gz6s sor6n 6tadott iiszes energia 6rdekelhet benniiLnket, ha-

nem gyakran a munkav6gz6s sebess6ge kiiliin is figyelmet Erdemel Egy gep-

kocsit ak6r a m6kuskereket hajto aranyhdrcstig is felemelhet n6hAny meter

muga$a., az emel6sre m6gis tiibbnyire olyan g6pet haszn6lunk, ahol a folya-

mat gyorsabb, a ,,munkasebess6g" sokkal nagyobb Az ipari t'irsadalmakban

a t€ljesitm6ny fogalma kiiliiniisen fontos szerepet j6tszik.

Induljunk ki az elemi munka

LW =FLr

definici6j6b6l, ahol All az F er6 6ltal a kicsiny Ar elmozdul6s sor6n vegzett

kicsiny (elemi) munka. Ha a Ar elmozdul6s It id6 alatt ktivetkezik be, ak-

kor a munka id6beli sebessege a

A,W ^ LT

iisszefiigg6ssel adhat6 meg. Ha a At idlti'rtam zerushoz tart, megkapjuk a P

teljesitm6ny defi nici6j6t;

LW r  Ar)r= I *?=F  l I r . * J=F  "

TEIJESiTMf,NY
(6-27)

(6-28)

J6l haszniilhat6 fogalom az 6tlagteljesitm6ny is, amit irgy kapunk'

hogy a hosszabb id6 alatt v6gzett munk6t elosztjuk az eltelt id6vel:

l ^  d w
1 d t
I P : F ' V

- Munka.,'=-iE- (6-2e)



A teljesifin6ny m6rt6kegys6ge az Sl-rendszerben N.m/s, vtgyis J/s, amit
watt-nak (W)' neveziink. A watt 6ltal6nosan haszndlt tiibbszdrdse a kilowatt
(kW), ami 1000 watt. R6gebbi, de n6ha m6g ma is el6fordul6 teljesttm€ny-
egys6g a l6er6 (hp), amit eredetileg egy 6tlagos erejii 16 6ltal hosszabb ideig
szolgaltathato teljesitm€nyk€nt defini6ltak. (Val6j6ban a lovak tiibbs6ge en-
n6l kiss€ kevesebbre k6pes, mig egy ember rdvid ideig ezt meghalad6 telj€-
sitm€myel is dolgozhat.) A l6er6 definici6 szerint:

I hP = 746 *on'

de 6ltal6nosan haszn6lt gyakorlati szab6ly, hogy I hp=374 1*. Bdr a kilo-
wattot 6ltal6ban elektromos egys6gnek tekintik, term6szetesen b6rmely miis
egys6ghez hasonl6aa a fizika minden teriilet6n haszn6lhat6. Manaps6g a
g6pkocsik teljesitm6ny6t is a l6er6 helyett inkdbb kilowattban szok6s megad-
ni. (Erre Magyarorsz6gon tdrv6ny is kiitelez.) A teuesitm6nyegys6gek hasz-
n6lat6ban regebben szok6sos kiiliinbs6gtetehek titrteneti okai vannak, az
elektromos eszkdziik k6s6bb fejl6dtek ki, 6s akkor a metrikus rendszer m6r
ellaiedl, ezerl ezekrc vonatkoz6an a l6er6t sohasem haszn6ltAk.
Szokisos energia (6s nem teljesitm6ny) egysdg a kilowatt-6ra (kW.h), ami
megegyezik azzal a munk6val, amit egy 1 kW 6lland6 teljesitm6nyii beren-
dez6s I 6ra alatt v6sez.

Egy farmotoros cs6nak 16 km/6 6lland6 sebess6ggel mozog. A viz
ellenalllsa 70 N. Mekkora teljesiftnenyt ad le a motor kW-ban?

MEGOLDAS

Mivel a cs6nak egyenletesen mozog, a motor hirz6ereje pontosan
egyenl6 a viz ellen6ll6 erej6vel. lgy a motor teljesihn6nye:

P = F . v = F . v  c o s  0 ' = F  v .

Behelyettesitve az adatokat

nbz6nitnsi i6ye26

. l r r l I
P= 70 N.16+ I  - -+ -  |  =31 l . l  wat t=0 .31  |  kw

o  l ^ - K m  I
l J ' o  '  I
\  o . /

" Az egys€get Sir Jarnes watt (17361819), sk6t feltal6l6r6l, a g6zg6p feltal6l6jir6l neveztdk
el. Watt figyelernremelt6 ercdm6nyek€t 6rt el a kemi6ban, a metallurgiaban 6s ezeket al-
kalmazta, a mechanikai mozgAsok tanulm6nyoz6s6ban, s az ilj gepek tervez6s6ben. Ren-
geteg szabadalom, kdzttttnk a gepek sebess€gszab6lyzojdra vonatkoz6 fiiz6dik nevehez.
watt sikeres iizletember is volt, egy koll6g6j6val v6llalatot alapitott s vegol gazdag 6mber-
k€nt vonult vissza. A g6zg6p tiik€letesltds6vel kapcsolatos tevekenysdget azonban egeszen
83 €ves kodban bekiivetkezett hal6l6ig fol)'tatta.

Egy 60 kg tiimegii fiir 2,5 s alatt rohan fel a 3 m magass6gir l6pcs6-
soron. Mekkora 6tlagos teljesitmenyt fejt ki?



MEGOLDAS

Felt6ve, hogy a frir 6lland6 sebessEggel fut, kinetikus energi6ja nem
yfiltozik. L(bizmai azonban munkit v6geznek, s ez a munka a hely-
zeti energia niivel6s6re forditodik. Az 6tlagos teljesifin6ny:

^ Munka mph
- I d d r

Az adatokat behelyettesitve

/  - \
(60ke)l e.8 , l(3 m)

e., = \ s- '/ =796 Nm =796 1ry- '  (2 ,ss)  s

6.10 A hat{sfok
A gdpeket 6ltal6ban arra haszn6ljuk, hogy valamilyen energiafajt6t hasznos
munk6v6 alakitsunk. A surl6d6s miatt azonban a g6pek 6ltal vdgzett munka
mindig kevesebb, mint a g€p 6ltal felhasznSlt energia. A gepek T hat6sfoket az

A g e p 4
hat6sfoka

Hasznos munka (6-31)
Felhaszni4lt energia

iisszefiigg6ssel defini6ljuk. A hatiisfokot gyak:ran sziaalfkban adjuk meg;
szdzal6kos hatisfok:n 100Vo .

Lejt6s sz6llit6szalagot 3 kW elektomos t€ljesitm6nyii motor mii-
kiidtet. A szalag apr6ra tiirt kiivet sz6llit 10 m magasra 40000 kg/m
sebess6ggel. Mekkora a rendszer hat6sfoka?

MEGOLDAS

A sz'llit6szalag iitzl 1 s alatt v6gzett munka

= l0sel
s

A benipblt energia m6sodpercenk6nt 3 kW = 3000 J/s, azaz a ha-
tr4sfok:

a m6sodoercenk6nt v6szett munka 1089 J / s
n= 

-"'-.--r- '-- '----- -o----" --- 
= ---- - - =0.363 vasy 36,3 9/o' 

a mdsodpercenkent lelvett energia 3000 J /s
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i' Erdekesen t6rgyalja az exponenci6lis ndvekedest Ralph Lapp A logaritmikus sz6zad cimii
kdnyv6b€n (Englewood Cliffs, N.J., Prentice Hall 1973). Hasonl6an erdekes Alb€rt A
Bartlett ,Az energiavals6g elfeledett gydk€rei" c. cikke (American Joumal of Physics 46,
876 l1g78D es a sz.en6 sz6rakoztat6, ,Az exponenci6lis jijv6" c. cikksorozata, amelyet a
The Physics Teacher ![ , 393 (197 6)-t6l ]1.23 (l 979)-ig ted ed6 szimaiban jelentetett meg.



6-27 6hra
A kiildnbtiz6 energia.italakit6k tipikus
hat6sfoka a 99 %-os. nagy hat6sfokf,
hatalmas elektromos gener6torokt6l az
5%-n6l kisebb hatisfokir izz6l6mp6ig
terjed. (Forr6s:,"42 energiadtalakit6s"
Ctaude M. Summers, Copyright 1971
Amerikai Term6szettudom6nyos
Egyesiilet, Minden jog fenntartva.)
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6-28 6bra
Az Androm6da Tiirzs c. novell6ban
(Knopf, 1969) Michel Crichton az
exponenci6lis ntivekedest a kiivetkezd
p6ld6val illusztr6lja. EWeIlen E. k6li
bakt6riumsejt ide6lis ktiriilm6nyek
kiiziitt hrisz percenk6nt oszt6dik.
Crichton arra a kiivetkeztet6sre jut,

hogy ilyen niiveked6si arrhy mellett,
szabiilyoz6s n6lkiil egyetlen E. koli
bakt6riumsejt m6r egy nap alatt a Fiild
tdmeg6vel azonos tiimeg(i 6ri6s-
teny6szett€ fejl6dne. (Meglegy6s: az

ehhez sziiks6ges id6 val6j6ban ink6bb
k6t naD.)

6.11 Erf{tvitel

Sok olyan berendez€s, egyszerf g6p l6tezik, amelynek segitsegevel a kis er6k

6tatakithat6 nagy er6v6. Term6szetesen a semmib6l most sem hozhatunk

l6tre valamit, az eszkdz 6lt^l vegzett munka, ha a srirl6d6s elhanyagolhat6,

egyetll zz iltalunk v6gzett munk|va| azaz ha a kis er6 hosszit titon mozdul

el, akkor a nagy er6 csak riivid tivols6gon v6gezhet munk6t. A 6-29 i,}la

n6h6ny ilyen er66tvitelre szolg6l6 egyszer{ g6pet mutat.

Az egyszerii g6pek j6l jellemezhet6k az er66tviteli t6nyez6vel, ami azt

fejezi ki, hogy h6nyszoros6ra n6velik a munk6t v6gz6 szemdly 6ltal kifejtett

er6t. Az egyszerl g6pekkel tiibbnyire neh6z terhet emeliink fel kis er6vel- Az

egyszerfs6g kedv66rt ebben a fejezetbet a tov6bbiakban a munkiLt v6gz6

szem6ly 6ltal a g6pre gyakorott er6t riividen er6nek (F),a g6p 6ltal megnii-

velt er6t pedig a tr4rgy s:f;lyira utalva tehernek (F ) nevezzik.

A kiiziilt becsl6s igen mertdktario, a vilagszerte elt€rjedt adatok magasabbak, 6s val6ban'

ha figyelembe vesszik a fejl6d6 onz5gok komoly modemiz6l6d6si ig€ny6t' akkor az ener-

giasziikseglet val6szinileg oagyobb adnyban n6

i989-ben p6ld6ul a F6ld nepess6genek naponk6nti n6vekedes€ durvan 230000 i6 volt'

Gonaloljunk csak arm, mi minden sziiks€ges az 6let kiil6nbiiz6 teriiletein az eg'� naP alau

b€kiiv€tkez6 n6pess6gszaporulat eltartis6nak fe.dez6s6re. Tdbb mez6gazdasAgi t'eriiletet

kell megm(velni az 6lelmiszer megtermeles6re, tdbb €nergia kell, ij munkahelyeket kell

nyitni a termel6s niivel6s6re, s az oktatds kdltsegei is nagyot emelkednek.



T6nyleges
erdawltell
l€nyez6

(6:32)

Idedlis esetben, amikor a sirrl6d6s elhanyagolhat6 (6s az egyszerf g6p su-

ly6t6l is eltekinthetiink), fenn6ll, hogy

A befektetett munka = A v6gzett munka

Fpu = Fpo

F t  
= x b

Fb xk

A mozg6 csiga
vektor6bnij a:

r.B.A.r.=teY=+
ero rh

vagyrs

F  : F

H
Y

a.) Az emel6 ide6lis er66tviteli tenyez6je a karok hossz6-

rnak (.,I l., zndnybval egyezikmeg Az tlsszefiigg6st

Archimed6sz fedezre fel az i.e'2' szriaadban Kije-

lentette : ,, Adjatok egy szil6rd pontot es kimozditom a

hely€r6l a Fiildet".

A mozg6 csiga vektordbrdja mutatja, hogy az adott

rendszer ide6lis er6  titel|' 6nyez6ie 2 (Az 6ll6csiga

csak az er6 ir6nybn v6ltoztat, hogy kiimyebb legyen

az eszkiizt kezeini. Ha az 6ll6csig6t elhagyjuk 6s a bal

oldalikiit6lszdrat hriz zuk, az er66tviteli t6nyez6 kett6

b)

marad.)

c) A csavaros emel6 miiktidtetesekor a csavar tengelye- d)

t6l m6rve R hosszus6gir karon fejtiiLnk ki vizszintes €s

a karra mer6leges er6t. Egy teljes fordulattal a csavar-

ra er6sitett teher a menetemelked6s i magass6g6val

t"riit f"U"UU. e, lO"6lis er66witeli t6nyez6 2rRT / h '

629 6bra-
Egyszerfl g6pek egynel nagyobb er66tviteli t6nyez6vel'

A differenci6lcsiga k6t kiiliinbtiz6 rR, 6s R, sugaro

koncentrikusan iisszeer6sltett csig6b6l 6s a k6pen let-

hat6 m6don rajtuk 6tvetett folytonos l6ncb6l 61l A

csie6kon l6v6 fogak nem engedik a liincot megcsusz-

ni."Az egyik l6nc6gat az ebrAn l6that6 m6don lefel6

i.rrzuu u'if teher fJlemelkedik' Az eszkiiz ideiiis er6-

6tviteli t6nyez6je 2R2 I (R2 - Rt) , a tinyez6 igen

nagy lehet, ha a sugarak .R, - X, kiiltinbs6ge kicsi'



Az er6 6s a teher halis6ra l6trejdv6 elmozdukisok ariny6t ideilis er66tviteli
t6nyez6nek nevezzijk.

'd:ili: 
,. Az er6 hatiisiira l6trejijv6 elmozduli4sa - .r,

e r66 tv i te l i  LE.A. r . - f f i= - '  (6 -33)
;;;;rt 

A teher hatds6ra letrejdvd elmozduldsa r*

Altal6nos esetben, (amikor a srirl6d6s nem hanyagolhat6 eI), az egyszerf
Eepek n hat6:fokq:

A vegzett munka Ftxt Fk I Fb T.E,A.T.
' 

A befektetett munka F$t xu/x* I.E.A.T.

Az egyszert gdpek miikdddsdnek tanulmdnyoz6sakor gyakran hasznos ma-
g6nak a gdpnek a vektor6br6j6t felrajzolni.

Tekintsiik a 6-30 6br6n l6that6 6116 6s mozg6 csig6b6l 6116 rend-
szert. a) Hat6rozzuk meg az ide6lis er66tviteli t6nyez6t! b) Ha egy
i/:100 N-os terhet 40 N er6vel tudunk felemelni. mekkora a
t6nyleges er66tviteli tenyez6? c) Mekkora a rendszer hatdsfoka?

MEGOLDAS

a) Ha az F htz6er6 y hat{sira a k6t6l v6ge y tiivolsrignyira mozdul
el lefel6, akkor minden ktit6l6g y/3 hosszirs6ggal riividiil meg.
iev

Az er6 okozta elmozduliisa
I . E . A . T . : =  r  = 3

v / 3A teher okozta elmozduliisa

b) A t6nyleges er66*itelt tEnyez6:

A teher 100 N
Azer6 40 N

c) A hat6sfok

T.E. A.T. 2,5
n -_ - = ..._ = 0,833 vagy 83 ,3 V"'  I .E.A.T.  3

qrr

rlh
\il/'l#i-l -

r I l-ll-l-o !  l a  I
1.fl.]\li/

{

E

_!
3

6-30 6bra
A 6-18 p6ld6hoz. Amikor az F er6vel
hfzott kiitel v6ge y t6vols6ggal lejjebb
keriil, aklor a mozg6 csig6t tano kii-
tetek mindegyike y/3-mal r6vidiil
meg.

0sszefoglahrts

A munka az energia egyik rendszerr6l a m6sikra tdrt6-
n6 6tvitel6nek egyik alakja; amikor olyan er6 hat,
amel)'nek a mozgds ir6ny6ba es6 6sszetey6je nem 26-
rus. Az F d.lland6 er6 Ar elmozdul6s sorin veszelt AW
munk6ja defi nici6 szerint

All/ =F . Lr,

arz = lrllarlcos0

ahol 0 az er6-6s az elmozdul6s vektorok 6lto,l bezift
szdg. Der6ksztigii koordin6trikban:

Lrf = F,N+ F,Ly+ F"Lz

A wiltoz6 er6 mttrrkhjit a
y = lrar
I  H a a z e r 6 6 a z  I

I elmozdulis ininva l--; w = t rga,
L azonos I

tisszefiigg€s adja meg. Grafikusan a munka az F(x)
giirbe alatti teriilettel halirozhat6 meg, ahol a tenge-
lyeken felm6rt mennyis6gek m6rtekegys6g6t is figye-
lembe kell venni.



Az energia jellegzetes tulajdonsdg6t M energia

mesmaradasdnak elve fejezi ki' Ennek l6rryege az'

hoi energia nem hozhato l6tre, de nem is sem-

miiitt et6 tieg, csr,p6n egyik energiafajta 6talakithat6 a

mdsikba. (B6vebben l6sd a 7' feiezetel') Eddig a kii-

vetkez6 energiafajtlkkal fo glalkoztunk:

Mozgisi kinetikus energiaz K =!mv' ' az m

tijmeg mozg6sa kiivetkezt6ben jiinl6tre' A moz-

g6si energia megegyezik azzal a munk6val' amit

i test v€giz, mialatt sebess6ge z6rusra cs6kken'

Ilelyzeti energia: egy rendszer fizikai elrendez6-

d6s6nek a ktivetkezm6nye Fajtr4i:
Gravit6ci6s Potenci6lis energia:

g = asY ahol U"=0 az Y = 0 helYen' (Itt

t"it"ttrii, ttogy g'6ttand6 ) A helyzeti ener-

gia z6rus szintj6t mindig ki kell jeliilniink'

I
Rug6energia: (/. --!kx' z Hookel6winy'

nek (F , : -kx) eleget tev6 rug6ka' ahol /r a

rug6dlland6 6s x a rug6 hossz6nak meg-

v ltozlsa a nyugalmi helyzet6hez kepest

ak6r nyujtris, akrir ilsszenyom6s sordn'

Bels6 energia: E,=frx Gyakliar. termikus ener-

gi6nak is rLevezzitk 6s a mechanikai rendsze-

iekben a sirrl6d6si er6 munk6ja nyom6n kelet-

kezik. Az atomok 6s molekul6k vEletlenszerii

mozg6a6val kapcsolatos mozg6si 6s helyzeti

energia iisszege.

A nunkat6tel pontszer( test eset6n tetsz6leges

tipusir er6hatdsok m"ll"tt k6t egyen6rt6kii alakban fo-

galmazhat6 meg:

[AEF ered6 erd munkija] -, Lrf = LK
I a Pontszerfi testen I

Mdsk6nt:

Kirdisek

1. Mondjunk p6ld5t arra, hogy egy mozgo teste ere-

dO erb haf egy adott id6intervallumban 6s m6g-

sincs munkav6gz6s !
2. Mondjunk tegateUU ot p6ld6t a lak6szob6nkban

lezajl6 energia.italakul6si folyamatokra!

f. ngy food uZgete kiitittt goly6 egyenletes sebess6g-

gJr' ui"."i"t"J torp6ly6n mozog Mekkota munk6t

i€sez esv fordulat alatt az ered6 er6?

l. uiiv"nlttas' a fuik6ban hasm6latost6l elt6r6 je-

lentese van a teljesitm6nY sz6nak?

5. Mon junk p6kl6t olyan rendszerre' amelynek van- 
.*gi"i energ6ja, de nincs ered6 impulzusa! El-

t6pz-ettretO olyan rendszer, amely impulzussal ren-

dikezik, de mozgdsi energidval nem?

Adott Fk kiils6 er6 6ltal
a testen vegzett munka
(ez az er6 kiiliinbiizik LWr = AK + LU c +

azokt6l, amelYek mun- + LU,+L,,
k6j6t a jobb oldali ener-
giatagokkal mfx figy€-
lembe vettiik)

A P teliesltm6ny a munka sebess€ge'

^ d wr = -
dt

amit a

P = F  
d " = F  

t
dt

alakban is felirhatunk.
Az egyszerii g6pek a kiivetkez6k6ppen jelle-

mezhet6k:

Az 4 hattsfokot zz

A vegzett munka

A befektetett munka

( eYzlcan sziza- \
I l6kos hatisfokot I
I adunk meg, ami I
[  4 1 0 0 %  )

ar6nnyal defini6ljuk.
L t6nyteges er66witeli t6nyez6 definici6 szerint:

A teher' l '  F d T =-
Az ero

Az ide6lis er66tviteli t6ny€26:

Az er6 okozta elmozdulds

A teher okozta elmozdul6s

Jegyezziik meg:
T .E.  A .  T .

n = -.  I . E . A . T .

6. G6pkocsi prospektus alapj6n ellen6rizztik' hogy a

gyirto osszeitlA srily-, gyorsuhis- 6s teljesitm6ny-

adatokat kiiziilt-e.
7. Magas Epiilet fels6 emelet6r6l a fiildszintre liftezve

helyzeti energi6nk csdkken' HovA lesz ez az ener-

gia?
8. 6sillagrlszati meretekben milyenek a Fitld gravit'i-

ci6s ter6nek ekvipotencidlis feliiletei?

9. Ecv er6sen tisszenyomott rug6t rtigzilettiink ebben

oi"tyt"t"U.n' -ajd savban feloldottunk' Hov6 len

a rue6ban rirolt helyzeti energia?

10. K6tiegyenlo tiimegfi testet er6s rug6val kittitttiiLnk-- 
ilssze,?ajd a rendszert a padl6ra tettiik irgy' hogy

- "gylt iltt a m6sik felett legyen' Ezutii'n a fels6



Feladalok l5l

testnel fogva dsszenyomtuk a rug6t, majd hirtelen
elengedtiik. Lehets6ges-e, hogy a fels6 test fel-
ftrtia Lz a,ls6t a padl6r6l? Mekkora ered6 er6 ha-
tott a rendszerre? Vegzett-e munk6t az ered6 er6
(azaz volt-e elmozdul6sa)?

fl. A 6-31 6bra egy rosszul mfkiid6 csigasort mutat.
Mi a hiba? Mi titrt6nne, ha a kiit6l szabad v6g6t
rtigziten6nt?

12. Egy dobozb6l - ami egy egysze{i g€pet rejt - k6t
ktit6l 169 ki. Azt tapasztaljuk, hogy az A kiit6l v6-
g6re akasztott l0 N sirly a B kdt6len 30 N terhet
tud egyensflyban tartani.Tegyiik fel, hogy a sirrl6-
d6s elhanyagolhat6. Mondjunk n6hriny lehet6seget
arra, hogy mi lehet a dobozbanl

13. Tegyiik fel, hogy az el6z6 feladalban az A ktit6len
v'gzett 20 J munka 6r6n a gep l8 J munk6t v6gez.
Mekkora a halisfok? Mekkora a g6p er66tviteli t6-
nyez6je'!

Feladatok
6.2 A munka

6AJ Mekkora munka 6r6n vibet6 fel 2 tonna t€t6cser6p
a ibldszintr6l a 9 m magas tet6re?
6A-2 Egy fiir a vizszintessel 25"-os sziigei bez6r6 kii-
t6llel €rdes, vizszintes talajon, egyenletes sebess6ggel
huz egy l6d6t. Mekkora a kiit6ler6, ha a fiir 5 m-es irton
1,2 kJ r.']I'lnk't vegzen?
6A-3 Egy sz6llit6munk6s 27 kg-os burgonyazs6kot vesz
a v6ll6ra, vizszintes irton elviszi 40 m trivols6gba, majd
a talaj felett I m magasan lev6 kiskocsi plat6j6ra teszi.
Fizikai drtelemben mennyi munkat v6gzett?
64-4 Motorvonat mozdonya 8 x l0a N vizszinles erci-
vel, 6lland6 sebess6ggel 27 km t6vols6gba hizza a sze-
relv6nyt. Mennyi munk6t v6gez a mozdony?
6A-5 Egy kert€sz 6lland6 sebess6ggel hizza fel a 7 m
m6ty kritb6l a 14 kg-os vizesv6driit. Mennyi munk6t
vEgez'l
68-6 Egy ember 30 kg-os dobozt emelt a fiil&61 1,5 m
magasba, 6lland6 sebess6ggel. a) Mennyi munk6t v6g-
zett M ember'l b) Mennyi munk6t v6gzett a gravitiici6s
er6? c) Mennyi az ember 6s a gravit6ci6s er6 munk6j6-
nak tisszege?

6.3 Viltoz6 €rd munk6ja

64-7 A Hooke-tdrv6nynek megfelel6en viselked6 rug6
megfeszit6s6hez sziiks6ges er6 0-161 50 N-ra n6, mikiiz-
ben a rug6t nyrgalmi 6llapotb6l 12 cm-rel kihtizzuk. a)
Mekkora a rug66lland6? b) Mennyi munk6t v6geztiink a
rug6 megnyrij Lisa sordn?
6B-8 Egy rug6t nyugalmi 6llapotb6l 4 J munka 6r6n
10 cm-rel nyrijthatunh meg. Mekkora munkavegzes
sziiks6ges tov6bbi 10 cm-rel val6 megnyirjt6s6loz, ha a
Hooke-tiirvdny mindv6gig 6rv6nyben marad?
6E'-9 A. 6-32 6bra k6t kiiltinb6z6 rug66lland6jir, Hooke-
ttirvdny szednt viselked6 rug6b6l 6116 rendszert mutat.

6-31 6bra
A I 1. k6rd6shez

a) Bizonyitsuk be, hogy a rendszer egyetlen, fr + f, ru-
g66llaad6ji rug6val helyettesithet6! b) A rendszerben
t6rolt teljes energia h6nyadr6sze t6rol6dik a &, rug66l-
land6jri rug6ban?

6-32 fibra
A 68-9 feladathoz

68-10 Egy rug6 6ltal kifejtett er6 a Hooke-tiirv6ny he-
Iyett az F = 4d tiirv6ny szednt v6ltozik, ahol & = 200
N/m3. Mennyi munk6t v6gziink, mig 0,1 m-r6l 0,3 m-re
ny'ijtjuk?

6.4 A mozg6si energia 6s a munkat6tel

6A-11 Milyen magass6gb6l kellene szabadon esnie egy
gdpkocsinak ahhoz. hogy ugyanakkora mozgiisi energi-
6ja legyen, mint amikor 100 km/6 sebesdggel halad?
6A-12 Egy l5 g ttimeg( goly6 a fegyver 72 cm hosszri-
s6gri csdv6ben 780 m-/s sebessegre gyorsul fel. A mun-
kat6tel felhaszn6l6s6val halirozzuk meg a goly6t gyor-
sit6 6tlagos er6t!
68-13 Egy 2 kg-os titmegpont a 6-33 6br6n l6thato
helyt6l fligg6 F(x) er6 hat6siira mozog. a) Mennyi mun-
kAI vegez az er6, mig L test az x = 0 helyr6l .r : 2 m-re
jut? b) Mekkora munk'I vegez az er6 az x= 2 m-t6l az
r = 6 m-ig tzrt6 szakaszon? A munkat6tel segits6gdvel
hatarozzuk meg a test sebess6get c) az r = 2 m pontban,
d) az;r = 6 m pontban!



6-33 6bra
A 68-13 feladathoz

6B-14Egy 1,5 kg-os t6gla lezuhan egy magas 6piilet

tetei€rOl]ir'tetkora munkAt v6gez rajta a gravit6ci6s er6

a mozgds els6 k6t m6sodPerc6ben?
6B-15'Egy 5 g tiimegii,600 m/s sebess6gii goly6 fa-

tiirzsbe csap6dva 4 cm mdlyen hatol a f6ba a) Energetl-

kai megfontol6sok alapjdn hatirozzuk meg a goly6t

lassit6 itlagos sfrl6d.isi er6t! b) Felt6ve, hogy a sirrl6-

d6si er6 6ll-and6, hatilrozzuk meg, hogy mennyi id6 telt

el a goly6nak a f6ba val6 behatol6s6ba meg6ll6s6ig!

6.5 A helyzeti energia

6A-16 Egy 4 kg tiimegf csill6r 50 cm hosszir l6ncon 169

a 3,6 m magas mennyezetr6l. Mekkon helyzeti energi

6ja van a csilli,rnak a) a padl6hoz, b) az 1,2 m magas

asztal lapjahoz k6pest?
6A-17 A'fiird6szobai m6rleg lapja egy 780 N stilyf em-

ber alatt 8 mm-t siillyed. a) Mekkora a m6rleg rug6jti-

nak 6lland6ja? b) Mekkora az tisszenyomott rug6ban

tirolt potenci6lis energia?
6A-18' A gyerekek kedves id6tiiltese' hogy cip6ik talp6-

ra rug6t ei6sitve s6Lllnak. Egy gyerek mindk6t 1tib6r-a

teljesin egyforma, a Hooke-tiirvenyt ktivet6 rug6t er6-

sit"tt. ngy iaUo" allva a rug6 a nyrgalmi hossz6hoz k6-

oest 4 Im-rel nyom6clik iissze Ha a gyerek ebb6l a
'helyzetb6l 

fiigg6legesen felugrik, 6s a fels6 holpontt6l

20 cm+ esik, miel6tt a rug6k 6rintkezn6nek Mekkora

Lsz a rug6k maxim6lis tisszenyom6d6sa, ha a fenti

helyzexb6l a gyerek k6t l6b6val egyszerre esll( vlssza a

t taltuf ptm"Ltit: A fels6 holtpontb6l lees6 gyereken

a giavitrici6s er6 munk6t v6gez' Hov6 lesz ez az eter-

gia?)

6.6 A termikus energia & a sfrl6d6s

6A-19 Egy 40 kg-os gyerek 4 m fiigg6leges szintki'i-

tOnUsegrt-vid,Am farki csirszd'in csiszik le Mennyi ter-

ritu, in.rgiu teitOOott a surl6dris miatt' ha a gyerek 3

m/s sebess6ggel 6rkezik a csirszda v6g6re?

6A-20 Egy 20 kg-os, vizszintes padl6n fekv6 dobozt

f = SO liuir"ri"ti. er6vel 4 m t6vols6gba huztunk el' A

doboz 6s a padl6 kiizittt a csrisz6 sirrl6diisi egyiitthat6

O,zOo. vf"*kl(ota rnuot et vlgzett a) az F er6, b) a doboz-

ra hat6 csrlsz6 srirl6d6si er6? c) Hatitozzrtk meg a do-

boz mozg6si energi6j6t a munkat6tellel! d) Mekkora a

doboz v6gsebess6ge?

6A-212 g tomegf papirvattacsom6t 15 m/s sebess6ggel

feldobunk. A vattacsom6 10 m magass6got 6r el az el-

hajitris helye felett. Mennyi munkdt v€gzett a l6gellen-

6ll'is?
68-22 Befagyott tavon egy gyerek a vizszintessel 30o-

os sziiget bezdx6 50 N er6vel hirzza sz6nk6n iil6 j6tsz6-

t6rs6t. A tdxs 6s a szdnk6 egyiittes tiimege 30 kg' a j6g

6s a sz6nk6 kiizdtti csirsz6 sirrl6disi egyiitthat6 0,14'

Energetikai megfontol6sok alapj6n hat6rozzuk meg,

hogfa) Mennyi munk6t v6gzett a gyer€k, mig a kezdet-

be; 6116 sz6nk6t 8 m uivols6gba huzta? b) Mennyi

munk6t v6gzett a sz6nk6n a surl6d6si er6? c) Mennyt a

sz6,nk6 v6gs6 kinetikus energi6ja? d) Igazoljuk a mun-

kateblt azzal, hogy megmutatjuk, hogy az er6k mun-

kdjdnak tisszege megegyezik a mozgdsi energia meg-

v6ltoz6s6val !
68-23 A 6-34 ilorr' szeinl2 kg-os testet vizszirtes' 27

N nagys6gir er6vel tolunk fel egy 20"-os lejt6n A csu-

szasilirtOadsi egyiitthat6 a lejt6 6s a test kiiziitt 0,180

a) Mekkora a teJ gyorsul6sa? b) Hat6rozzuk meg a ki-

nematikai egyenletek felhaszn6l6s6val a nyugalomb6l

indul6 test sibess6g6t abban a pillanatban, amikor 3 m-t

tett meg a lejt6n felfel6l c) V6laszoljunk a b) k6rd6sre a

munkat6tel alkalmaz6s6val!

' J . 2 3

6-34 S.}�ra
A 6B-23 feladathoz

6A-24 A 6-35 6br6n l6that6 ciiliipver6 iit6fej€nek moz-

so ti imeqe 2100 kg. A cii l i ipverSvel hossz[ ac6lgeren-

iat uetiinl a foldbe rigy. hogy a fej 5 m magasr6l sza-

badon esik a gerend6ra, s ennek hat6s6ra a gerenda 12

cm-rel fur6dik beljebb a foldbe. A munkat6tel 6ifogal-

mazotr v ltozetlrtr,k felhaszn6l6s6val hatarozzuk meg'

hogy mekkora 6tlagos er6vel hat a gerenda az \rt6fejre'

mig a fej nyugatomba keriil!

gerenda

6-35 6bra
A 6A-24 feladathoz. CiiliiPver6
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6.7 A munkat6tel ritfogalmazott viltozata

6A-25 Egy asszony 1300 J munka 6riin hilz fel egy 12
kg-os viidrdt a l0 m mdly kritb6l. Mekkora mozg6si
energii4val 6rkezik a viidiir a felszinre?
64-26 Nyugalomb6l inditva, 6lland6 er6vel 6 m hosszri,
a vizszintessel 30o-os sz6get bez6r6, srirl6d6smentes
lejt6n 4 kg ttimegfi l6d6t hirzunk fel. A lejt6 tetej6re
6rve a 16da sebess6ge 2 n/s. a) Mekkora kinetikus ener-
gi6hoz jutott a l6da? b) Mekkora helyzeti energi6t szer-
zett? c) Mekkora munldt vdgeztiink? d) Mekkora, a
lejt6vel p6rhuzamos er6t fejtettiink ki?
6A-27 200 N srilyri gyerek nyugalmi helyzetben 16v6, 3
m-es k6telii hint6n iil. A gyereket bar6tja ugy hinza
oldalra, hogy a hinta kiitele 36,0o-os sziiget alkosson a
fiigg6legessel. Halfuozzuk meg a munkat6tel 6tfogal-
mazott alakj6nak felhaszn6l6s6val, hogy mekkora mun-
k6ra volt sziiks6g ehhez!
6B-28 A 6-36 6br6n l6that6 ember nyugalomi helyzet-
b6l indulva 2,4 m tiwols6gba hriz el egy 23 kg-os l;id6t
az 6rdes (pr = 0,5) padl6n. A l6da v6gsebess6ge 0,6
m/s. A munkat6tel atfogalmazott v6ltozat6nak alkalma-
zitsival hat&ozzuk meg, hogy mekkora d.lland6 er6t
fejtett ki az ember!

6-36 6bra
A 68-28 feladathoz

68-29 Egy 50 kg-os l6da lecsriszik egy, a vizszintessel
30'-os sziiget bez6r6 lejt6n. a) Hal|rozzuk meg a gra-
viiici6s er6 munk6j 6t, mig a l d^ 4 m-t csirszik le a lej-
t6n! b) Mennyi h6 (termikus energia) fejl6dik ezalatt, ha
a l6da 5 m/s sebessdget 6r el?
6B-30 A 6-37 6bra szerinti elrendez6sben az m=2 kg
tdmegii test z6rus kezd6sebess6ggel indul el [gy, hogy
ekkor a rug6 nyugatmi helyzetben van. A csiga 6s a
rug6 tiimege elhanyagothat6. A 2 kg-os test maxim6lis
{iigg6leges elmozdul6sa 20 cm, ezulin a mozgds ir6nya
megfordul 6s a test a fiigg6leges iranyi rezg6 mozg|st
vEgez. Legyen a felfel' ir nyitott z tetgely orig6ja a test
legmdlyebb helyzet6ben. a) A munkat6tel segitsdg6vel
hati.rozzuk meg a /r rug66lland6t! b) Mekkora maxim6-
lis felfel6 mutat6 ered6 er6 hat a testre mozg6sa sodn,
6s hol van abban a pillanatban a test? c) Mekkora ma-
xim6lis lefel6 mutat6 ered6 er6 6bred 6s hol van ekkor a
test? d) A test melyik helyzetdben z'rus a ri hat6 er6k
ered6ie?

6B-31 A tivolij6t6k rug6s kiliiv6szerkezet6nek rug66l-
Iand6ja 1,2 N/cm (6-38 6bra). A kil6tt labda a vizszin-
tessel 10"-os sz'get tnzir6 lejt6n mozog felfel6. Mek-
kora kezd6sebess6ggel indul el a 100 g-os labda, ha a
dugattyrival a rug6t 5 cm-nyire nyomtuk ossze? A str-
16d.is 6s a dugattyri tiimege elhanyagolhat6.

6-38 6bra
A 68-31 feladathoz

68-32 Lapozzunk vissza az 5. fejezet 58-56 feladatri-
hoz! A munkatdtel segitsegevel hat'rozzuk meg a 3 kg-
os test sebess6get, ha a csig6n alkalmazott 20 N er6 ha-
tiisiira nyugalmi helyzetb6l 2 m t6volsiignyira mozdult
el! (Megjegyz6s: Milyen t6volra jut a csiga, mig a test
2 m-t tesz meg? Vegyiik figyelembe a srirl6dris hat6s6t
is ! )
68-33 Egy motor tengely6hez kdtittt ktttel egy 6rdes
lejt6n, a lejt6vel p6rhuzamos 13 N er6vel, 6lland6 se-
bess6ggel 8 m magasra hriz fel egy 3 kg tiimeg(i testet.
A test a mozgds sor6n 3 m-rel keri.il magasabbra. a) Meny-
nyi munk6t v|gez a kot6l? b) Mennyi munk6t v6gez a
gravitrici6s er6? d) Mekkora sirrl6d6si er6 hat a testre?
68-34 Tegyiik fel, hogy az el6z6 feladatban a sitrl6d6s
elhanyagolhat6. Mennyi lenne a nyugalomi helyzetb6l
indul6 test sebess6ge a lejt6 tetejen? Oldjuk meg a fel-
adatot k6tf6lek6ppen is: a) a Newton-tdrvenyek 6s a
kine-matikai egyenletek felhaszniil6siival, b) a munka-
t6tellel!

6,9 A teljesitm6uy

6A-35 Egy 75 kg tdmegii di6k 2,6 s alatt rohan fel a 4 m
magas emelehe. Mekkora az 6tlagteljesitm6nye?
6A-36 Egy vontat6haj6 3 m./s sebess6ggel hivza a fat&-
zsekb6l 6116 tutait. 6s ennek sonin a vontat6k6t6lben 104 N

I
E*

*l_
6-37 6bra
A 68-30 feladathoz

0,6 m/s
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er6 6bred. Milyen sebess6ggel v€gzi a vontatohaj6 a
mrmk6t?
6B,-37 Az elektromos energia 6ra kilowattor6nk6nt 5,6
Ft. Mennyibe keriil, ha egy 100 wattos izz6 egy h6na'
pon 6t (30 nap) folyamatosan 69?
6A-38 Egy 4 x lOa kg ttimegil teherlift I perc 20 m6-
sodp€rc alatt fiigg6legesen 120 m magasra emelkedik.
Mekkora a liftet tart6 k6bel munk6j6nak 6tlagos sebes-
s6ge?
6A-39 Egy 48 km./6 sebess€ggel egyenletesen halad6
g6pkocsira a l6gellen6ll6s 900 N er6vel hal Mekkora
teljesitrn6nnyel dolgozik a motor a l6gellen6ll6s lekiiz-
d6s6re?
68-40 Egy 1500 kg tiimegii g6pkocsi l0 mdsodperc
alatt f€kez le 100 krn/6 sebess6gr6l meg6ll6sig. Haii-
rozztl/i- meg a) a f6k 6ltal v6gzett munkatl b) a f6kek
dlral kifejtett dtlagos teljesitm€nyt!
6B-41Egy kiiteles sifelvon6 600 m hosszti, 30'-os lej-
t6n 3 m/s sebess€ggel maximum 120, 6tlagosar 80 kg
ttimegii szem6lyt sz6llithat. Hatarozank meg, hogy ma-
ximiilis terheles eset6n mekkora dtlagos teljesitm6nyt
fejt ki a felvon6 motorja, ha a s(rrt6d6s elhanyagolhat6.
6B-42Egy b6rka vontatrisritroz a sebess6ggel ar6nyos
er6 sziiks6ges. Hatbrozntk meg, hogy mekkora teljesit-
m6n,'f motor sziiks6ges a barka 4 m/s sebess6ggel ttir-
t6n6 vontat.is6hoz, ha tudjuk, hogy a 3 kw-os motor 3
m/s sebess6ggel mozgalja abaj6t.

6.10 A hat6sfok

64-43 Mekkora teljesitm6nyfi motorral emelhetiink egy
1200 kg-os felvon6t 0,5 perc alatt 60 m magasba, ha a
surl6d6si v€sztesegek lekiizd6s6re a motor teljesifine-
ny6nek 40 %.a haszn6l6dik el?
6A44 HatArozzvk meg, hogy egy 45 Yo-os hat.isfokil
elektromos emel6 motorral 2 kWh energia felhaszn6l6-
s6val mekkora tiimeget emelhetiink fiigg6legesen 3 m
magasra!
6A-45 Hatirozn* meg, hogy mekkon teljesifin6nyt
vesz fel az az elektromotor, amely 900 g tdmegii terhet
0,6 perc alatt egyenletes sebess6ggel fiigg6legesen 140 m
magasra emel! A surl6drisi vesztes6g 20 %.
6B-46 Szem6lyg6pkocsi motorj6nak hasznos teuesitm6-
nye 15Yo (azaz a ftit6anyag el6get6s6b6l szirmaz6 ener-
gilnak l5Yo-a alakithato a jri'rmii mozg6si energi6j6v6).
a) Ha tudjuk, hogy 4,5 I benzin el6getdsekor 1,34 x 10"
J energia keletkezik, hatAtozznk meg, hogy mennyr
benzin sziiks6ges ahhoz, hogy a g6pkocsit nyugalmi
helyzetb6l 25 m/s sebess€gre gyorsitsuk! b) Hdny ilyen
gyorsitdsra futja 4,5 I berzinb6l? c) A kocsi ilyen sebes-
s6g mellett lOO kilom6terenk6nt 7,5 I benzint fogyaszt.
Mekkora teljesinndny ad6dik 6t a kerekekr€, hogy
egyenletes sebess€g mellett a l6gellen6ll6s kiellenst-
lyozhat6 legyen?
6B-47 Egy 450 kg titmegrl versenyaut6 400 m hosszit
6ion gyorsul fel 160 kr/6 sebess€gre. Mekkora a motor
6tlagos teljesitrn€nye ezen a szakaszon, ha a felvett

energia 30 Vo-a haszn6l6drk el a surl6dris 6s a l6gellen-
6llis stb. lekiizd€sere?
6B-4t Az 6tlagos mos6gepmotorok teuesitmenye 350
watt. A napelemek l5%-os hatrisfokkal alakitjiik elekt-
romos energi6v6 a sugdrzdsi energi6t. Hatdxozzuk meg,
hogy a napsug6rz6s ininy6ra mer6legesen mekkora fe-
liiletf napel€met kellene elhelyemiink egy mos6g€p
miiktidtetes6hez! Az egy mrisodperc alatt a Fdld l6gkii-
r6be, a napsugiirz6s ir6nyd.ra merdleges I m2 feliileten
bel6p6 sugrirz6si energia 1370 watt. A l6gkiirben val6
elnyel6d6s miatt ez az energia a tenger szintj6ig (alol a
mos6g6pet is miikildtetjiik) 840 wattra cs6kken.

6.11 Az egysz€ri( g6pek

6A-49 Hatiroznk meg a 6-39 6br6n l6that6 ingasor
ide6lis er66tviteli tenyez6j6t!

6-39 dbra
A 6A-49 feladathoz

6A-50 Hatrirozzuk meg a 6-29a 6br6n l6that6 emel6
idedlis erddtvjteli t6nyez6j€t! Tegyiik fel. hogy az ercik
odrhuzamosak az elmozduldsokkal !-O.L-Sl 

f"gyiik f"t, no gy a 6-17 6br6n l6thato csigasorral
egy k6tyuba ragadt g6pkocsit hrizunk ki. Riigzit6si
pontgj/anant egy kitzeli fa szolg6l. A rendszeren fut6
kiltel melyik v6gdt kell f6hoz ktitni; az egyetlen csig6-
hoz, vagy a kett6s csigehoz csatlakoz6t? Mi6rt?
6A-52 IJat|rozzuk meg a 6-29c 6br6n l6that6 csavaros
pres er6dtviteli Gnyez6j6t!
6A-53 Hatrirozzuk meg,hogy a 6-29c 6br6n l6that6 csa-
varos pr6ssel mekkora terhet emelhetiink fel 80 N er6-
vel, ha a kar 40 cm hosszri 6s a csavar menetemelked6se
8 mm! Az eszkiiz halAsfoka70Yo.
6B-54 A 6-40 6brdn l6that6 m6don egy 20 kg-os moz-
gathato ifl6k6n elhelyezked6 86 kg-os ember csigasor
segits6g€vel emeli mag6t. a) Milyen hosszi kiit6len
kapaszkodik v6gig, amig 2 m-rel magasabbra hirzza fel
magdt? b) Mekkora er6vel mozgathatja mag6t egyenle-
tes sebesseggel felfel6, ha a surl6dris elhanyagolhat6?
c) Hat6rozzuk meg, hogy meklora munk6t v'gez, mig
2 m magasra emeli mag6t, ha a surl6dis elhaayagolhat6.
A munkav6gzest az ember 6ltal kifejtett er6 6s a lehizott
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kiit6l hossz6nak szorzal'vtl hatArozzuk meg. HatAroz-
z\k meg az €mber 6s az iil6ke helyzeti energi6j6nak
ntiveked6s6b6l is! d) Amennyiben a siul6d6s miatt az
embemek 330N er6vel kell huznia a kiitelet, hogy
egyenletesen mozogion felfel6, mennyi a rendszer ha-
tdsfoka? e) Mekkora a t6nyleges er66tviteli knyez6?

6-40 {bra
A 68-54 feladathoz

6B-55 A 6-41 6br6n l6that6 csig6s rendszer stirl6diis
n6lkiil mozog 6s a csigik 6s kiitelek sirlya is elhanya-
golhat6, valamint felnbtelezzik, hogy minden ktit6t fiig-
g6leges. Mekkora er6vel emelhet6 a bejel6lt teher
egyenletes sebesseggel?

6-41 6bra
A 68-55 feladathoz

68-56 Csodr{latos bfiv6szrnutatv6ny, amikor egy fiig-
g6leges kiit6len l6tsz6lag a biiv6sz tekintet6nek hatisfua
- egy giimb fel-le vandorol. A kitt€l kiviilr6l n6zve egy-
szerfen 6t van fllzve a gtimbiin, s a bfiv€sz egyik kez6-
vel fels6, m6sikkal als6 v6g6t fogia. Val6j6ban azonban
a gdmb belsej€ben a kttt6l k6t, kiss6 elter6 sugaru, kon-
centrikusan egymdshoz rtigzitett csig6n van 6tvezetve a
6-42 6br6nak megfelel6en. Ha a kiitelet megfeszitjiik, a
gtimb felfel€, ha kiss6 elernyesztjiik, lefeld mozog. Ha-

tAroz:ntk meg a giimb D emelked6s6t a biiv6sz k6t keze
kitziitt d t6vols6gnak 6s a csig6k R €s r sugar6nak a
fiiggv6ny6ben. Az eredm6ny megmutatja, hogy a bii-
v6sz k6t keze m6g akkor is csak kev6ss6 livolodik, el
egym6st6l, ha a gdmb elmozdul6sa viszonylag nagy.

6-42 6bra
A 68-56 feladathoz

ToY6bbi feladatok

6C-57 Egy testet a koordin6tarendszer orig6j6b6l egye-

nes vonalban 6lland6 F=2i+4i erlvel az r=i+5i

helyre visziink. (Az egyenes vonalir mozg6s fenntart6-
s6hoz termeszetesen egy€b k6nyszerer6k is fell6pnek.)
Hat|rozzvk meg az F er6 munk6j6t. a) kozvetleniil az

F Ar skaliiris szorzattal, b) az lnll{cosS szozattal!

6C-58 Egy fiir a 3 kg ttimegii, 2 m hosszus6gri hajl6-
kony l6ncot egyik v6g6n6l fogva irgy tartja, hogy m6sik
v6ge 6ppen le6r a fijldre. a) Halirozzttk meg, hogy ho-
gyan v6ltozik a gyerek 6ltal kifejtett er6, ha a l6ncot
egyenletes sebess6ggel s tivols6ggal lejjebb ereszti!

UlAz J fds iisszefiigg€s felhaszn6l6s6val sz6mitsuk ki

azt a munkit, amit a gyerek vbgez, mig a teljes l6ncot a
foldre ereszti!
6C-59 Egy sirrl6d6smentes f6lhenger alj6r6l a tetej6re
huzunk fel egy m tiimegii testet a henger tetej6n iitvetett
kittel segits6gevel (6-43 6bra). a) Hatiirozzuk meg a

kiit6ler6t a hely fiiggv€nydben! b) A ,t/ = 
J F/s integrel

segi*6g6vel hat6rozzuk meg azt a munk6t, ami a teshek
a henger alj6r6l a tetej6ig val6 egyenletes sebess6gii
felhirz6s6hoz sziiks6gesl A henger sugara R.

6-43
A 6C-
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6bra
59 feladathoz



6C-60 F€mszalagb6l r sugaru keskeny karik6t k€szitiink

6s a 6-44 6brlnl6+hat6 m6don 6rdes, vizszintes feliiletre

er6sitjiik. Ezutr4n egy m tdmegii, pontsze(i testet liikilnk

be a karik6ba v, kezd6sebess6ggel tgy, hogy a bels6

oldalhoz szorulva folyamatosan ktirbe j6rjon A viz-

szintes sikkal val6 surl6d6s miatt a test sebessege egy

teljes kiir uLi,n 0,8 v6ra cstikken. (A karika menten a

pontszerii test mozgdsa sirl6ddLsmentes ) a) Hatarozzuk

mes a munlatEtel alkalmaz6s6val az els6 k6r megtelele

sonin keletker6 termikus energi6t! b) Mekkora a viz-

szintes lap 6s a test kiiztitti csirsz6 surl6d'isi egyiitthat6?

c) H6ny tov6bbi fordulatot tesz meg meg a test, miel6tt

mee6ll?

6-44 hbra.
A 6C-60 feladathoz

6C-61 Tdrjnnk vissza a 6A-27 feladathoz Tegyiik fel'

hogy a j6tiz6t6rs mindig a hinta mozg6s6nak ir6nyiiba

-ututo e.itttO menti er6t fejt ki. a) HatArozzuk meg azt

az F(0) eftt a ktit6l fiiggdlegessel beziirt 0 szdgenek

fiiggv6ny6ben, ami ahhoz sziikseges, hogy a hint6t ed-

di! a helyzetig h{rzva egyensirlyi helyzetben tartsuk!

b)kdzvetlenijl M inregral kisziimiris6val mutassuk meg'

hosv a hint6nak a o'-os helyzetb6l a 0 kit6r6sfi helyze-

tifval6 egyenletes sebess6gii elmozdit6s6hoz 6ppen a

hJlyzeti energia zglr ndveked6s6vel egyenl6 munk6t

kell v6geznie!
6C-62 Kex, Hooke-tiiw6ny szerint viselked6 tr 6s k2

rugo6llandoj0 rugot a 6-45 drbra szerint egymiis uttin

kittitttiink. a) Mutassuk meg, hogy a rendszer egyetlen

ktk2l(kt + k) rug66lland6jir rug6val helyettesithet6!

ui a id"t tugO""ergi6nak h6nyad teszet r rolja a' kl

6lland6jri rug6?

6C-63 K6t kiildnbiizd &, 6s [, rug66lland6jit Hooke-

rug6t iisszeer6sitettiink €s Z t6vols6gra nyirjtothrnk (6-

46 6bra). A rug6k nyugalmi hossza rendre lr Es lr bs L >

(1., + lr\. Hatirozz* meg a rug6k P csatlakoz6si pontj6-

nak r egyensirlyi helyzet6t!
6C-64 Egy I hosszirs6gri, k rug66lland6jt rug6t k6t, /r 6s

/, hosszirs6gir darabra v6gtunk, atLol lr= nl, es n egesz

v6m. Adjuk meg a rug6darabok fr, 6s k, rug66lland6j6t

z 6s t fiiggvdnY6ben!
6C-65 Egy 2 x i04 kg ttimegii vas(rti p6rekocsi silr16-

d6smentesen 2 m/s sebess6ggel mozog a vizszintes si-

nen. A kocsi beleiitkiizik a p6lya v€g6n riigzitett iitktiz6-

rug6ba 6s 0,5 m-rel iisszenyomja. Hat6rozzuk meg a

raf6 f= ta' er6tiirv6ny6ben a k rug66lland6 nagysbgit

beleertve m6rtekegys€get is !
6C-66 K€t m tiimegii 6s R sugarf giimb egym6st6l D >

2R trivols6gban helyezkedik el 6s kezdetben nyugalom-

ban van. A giimbiik kdziitt a kiizdppontjaik x trivols6gti-

nak n6gyzet6vel forditottan aranyos gravitici6s vonz6-

ef6 hat, azaz , ahol & megfelel6 egYs6gekben

Teljes
er6
(N)

6-41 Abra
A 6C-67 feladathoz

6C-68 Hatirozzuk meg, hogy mekkora az el6z6 fel-

adatban szerepl6 m6sodik rug6 rug66lland6ja!

6C-69 K6t Hooke-f6le rug6t a 6-48 6bnin l6thato m6-

don csis6n 6tvetett kot6l vegeihez er6sitettiink Mutas-

L

m6rt 6lland6. Az egyik gitmbitt riigzitjiik, a m6sikat

azonban engedji.ik szabadon mozogni' Mekkora sebes-

s6ggel iiLtkiizik a mozg6 giimb a nyugv6ba?

ei-fi Agy 6000 kg-os tehervagon elhanyagolhat6 srir-

l6d6sri sinp6ly6n mozog. A kocsi a 6-47 6br6n l6that6

kett6s rug6val val6 iitkiiz6s hat6s6ra meg6ll' (Mindk6t

rug6ra 6rv6nyes a Hooke-ttirv6ny.) Az iitkiiz6s sor6n a

misodik rug6 csak akkor kezd tisszenyom6dni, miut6n

az els6 rug6 m6r 30 cm-rel megriividiilt, s ennek meg-

fetel6en v6ltozik, a rug6k 6ltal kifejtett er6 amifi ez az

6br6n 16that6. Hat6rozzuk meg a tehervagon v, halad6si

sebess6g6t a munkat6tellel, ha tudjuk, hogy az els6 ru-

g6val val6 6rintkez6se utrin m€g 50 cm utat tett meg a

vagon.

6-46 Abra
A 6C-63 feladathoz

ffi---n-'n-_r-r-

6-45 Abrar
A 6C-62 feladathoz

t6vols6g (cm)
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suk meg, hogy a rendszer a csiga teng€ly6n fell6p6 er6-
.  4k,k ,vel szemben egyetlen : rug66lland6jir rug6k6nt

viselkedik! b) Mutassuk meg, hogy a cstga tengelyenek
elmozdul6sa a rug6k .r, 6s x, megnyrilisrinak 6tlag6val
egyenl6! c) A rugalmas energia h6nyad r6sze trirol6dik a
fr , rug66lland6jir rug6ban?

6C-74 EW 2000 kg tiimegii, 2 m/s sebess6ggel egyenle_
tesen siillyed6 felvon6 tart6kibele hirteten etszakad (6_50
iibra), amikor a felvon6szek€ny dppen 20 m-rel van a
2,5 x 10' N/m rug66lland6jri biztons6gi rug6 felett.
A ktit6l elszakad,isdnak id6pontj6ban bekapcsol6dnak a
v6szfdkek, 6s emiatt a vezet6 sinek 18000 N 6ltand6
nagys6gri srirl6d6si er6t fejtenek ki a mozg6 felvon6-
szekr6nyre. a) Mekkora a rug6 maxim6lis iisszenyom6_
d6sa? b) Mekkora magassiigba ugrik vissza a lift az tit_
k6zds ut6n a rug6 maximiilisan ,iisszenyomott helyzet6-
hez k6oest?

6-48 ribra
A 6C-69 feladathoz

6C-70 Nyugalomban l6v6 5 kg-os tdmeg a 6-49 6bra ..--
szennt v6ltoz6 er6 hatiisdra kezd mozosni. Menriii
munk6t v6gez az er6? Otmutat6s: Hat6rLuk nhes a
gyorsul6s-id6, majd ebb6l a sebess6g-id6 fiiggv6nyt 6s
iruren a l: 3 s id6pillanatban el6rt sebess6get!) \

^^ l

Edr$ r:r 
I

id6 G)
\ 6-50 r{bra
\, A 6C-14 feladathoz

.. 6C-75 Egy m tiim,649 Stbra \'. 6c-75 Egy m tiimegf test a gravilici6s er6 haris6ra
A 6c-70 feladarhoz "szabadon 

esik. Mutaisuk -"g, 
-hogy 

ll t6vors6g megt6-

6c-7r vezessiik le a munkat6telb6l a,l: vo2 +,2a(s-so) 
E ="t:H:"':itici6s 

er6 'tlasos teljesitm€nve

kinematikai egyenlererl Tegyiik meg ktizben a tevezelds 
': ' ' '

6rv6nyess6g6hez sztiksdges kikdt6seket! 6C-76 A 15 m/s 6lland6 sebess6gii, 1500 kg-os gdpko-
6C-72 A, m6retar6nyokb6l ad6d6 kiivetkeztet€sekkel csi motorja a srirl6dris 6s a l6gellen6ll6s lekiizdds6re
adjunk magyar6zatot arra, hogy mig a lilliputiak test- 15 kW_ teljesitm6nnyel dolgozik. a) Mekkora M  tlagos

magass6guk hatszoroslra,a broudingnagiar csar J ;:il"jH?:,(ffi,1nr:#?:',t""::tti:":ffi?t ?rHI;
r6sz6re k.pesek hervb6r rerugrani! r.i:rjil:in_i, ilT #fru::'*""iiljrJ1rT:.ff*us"jjj;::duljunk ki abb6l, hogy egy ember teshnagass6g6na& )?n -Tiogtor, r"tf"rermintegy fel6re tud felugrani.

n:i,n{^ :: :i:;x:+'l?tn::'.: j1*:'*:: ffiL* ffi", TH #i"Irffi '%'ygi;;;;
sar.(,-erm6terben,,,-u,do"."b"lx.,'J.io'u';11j,;::_ ;::?.*:,ffi:1ffi",T:fr,Hr#;ll'ffi*'iffiii.r;zuk meg, hogy mekkora munk6t v6gez ez az,er6_a moz.� ir"gv "gy "-u- *:6t s6ly6nak kb. k6tszereset biia el.g6s els6 hdrom m6sodperc6ben! (Utmutaris: Hogyan 

'i€]ltilrtarozzuu 
meg a 6-29d.6br6n l6that6 differen_v5ltozik a sebess6g az ido'ben?) ciiitcsiga ide6lis er6 ittyiteli t6nyez6i6tl



4L-5 126 mls
4L-7 2,72 x l0 | m/s2
4A-9 4,43 m/s

4A-11 a) 87,0 m/s'� b) 8,889
4B-13 a) 7 "90 x 105 m/s' b) 5,58 x 105 m/s'�

48-15 a)  18,3 m/s b)  6.85 r  lOag

48-17 0,821 m/s2;62,4'
4B-19 a) 1,25 mls2 azitr gdrbiileti ktizeppontja fel6

b) -1,67 m/s'
c) 1,85 m/s2;64,4" a radi6lis ir6nyhoz k6pest

h6tralel6
4B-21 a) 2,37 m/s2 b) 4,96 mls'
4C-23 A v'Iasz adolt.
4C-25 0,851 m/s'� b) 5,34 m/s'�

c) 5,41 m/s'�;9,04' a radi6lis ir6nyhoz k6pest
h6tuafel6

4C-27 54,4 m/s2

V. Fejezet

a) 720 N b) 72 kg c) 200 N
d) 20 kg e) 720 N l) 200 N
282 kg
a) 4,00 m/s'� b) 8,00 m
a ) 9 0 N  b ) 3 s
a) 31,25 m b) 12,5 m/s
14,8"
1,63 m/s'�
a) 26,53 N b) 53,1'a horizont alatt
c) egyenes vonalban

58-63 a) 600 N b) 1100 N
5C-6s a) 4,92 N b) 16,7N
5C-67 0,143 m
5C-69 A v6lasz adott.
5C-71 a) 1984 N b) 12,43' c) 1448 N
5C-73 A vrilasz adott.
5C-75 0,209 fordulaVs

VI. Fejezet

6A-1 1,8 x 105 joule
6,4-3 270 joule
6A-5 960 J
6A-? a) 417 N/m b) 3,00 J
6Bl-9 b) ktl(\ + k2)

6,4-11 38,5 m
6B-13 a) 60 J b) l0 J c) 7,75 m/s d) 3,16 m/s

68-15 a) 2,25 x 104 N b) 1,33 x 104 s

6A-17 a) 9,'7 5 x l0a N/m b) 3,1 2 J
6,{-19 1390 J
6A-21 0,029 J
68-23 a) 6,86 m/s2 b) 6,41 m/s
6A-25 124 I
6A-21 115 J
6B-29 a) 980 J b) 355 J
68-31 1,68 m/s
68-33 a) 104 J b) 88,2 J c) 15,8 J d) 1,98 N
64-35 1,154 kW
6B-37 403,2 Ft
6,4-39 l2 kW
68-41 14l kW
64-43 39,2 kW
6A-45 42,92 kW
68-47 35,26 kW
6A-49 4
6,4.-51 egyetlen csiga
6B-53 1,?6 x 104 N
68-55 280 N
6C-57 22,0 J

6c-59 a) .e "orl I I b) mpR" 
\  / i , i

6C-61 A viilasz adott.

5B-r7 b) 3s9 N
58-19 a) 0,102 s b) 0,0255 m

5 B - 2 1  a ) 6 m / s ' b ) 8 1 0 0 N  c )  5 4 0 0  N
sA-23 a)  170N b)  l70N
5A-25 1350 N
5A-27 6,39 N
5A-29 a) 0,300 m/s'� b) 0,900 N

l:----=

5B-l l  r  = 2o, l ' "o" '
\i s

5A-l

5A-3
5A-5
5A-7
5A-9

5A-11
5A-13
58-15

58,33
5B-35
5B-37
sB-39
5A-41
5A-43
5A-45
5A-47
5B-49
58-51
5B-53
5B-55
5B-57
5B-59
5B-6r

a) 2,05 kg b) 16,0 N
a) 3,33 m/s'� b) 24 N c) 0,55 m/s
a) 4,90 m/s'� b) 1,96 m/s'�
4,70 kg
a) 8,40 N b) 1s,7 N
7,00 s
0,364
0,'732
28,7 m
35,25 N
a) 0,204 b) 90,8 N
2 0 1 t 3 N
b) gRlv2
A viilasz adott.
3 1 , 4  N

6C-65
6C-67
6C-69

kJ t  +  k2(L-  12)

k ] +  k 2

9,6 x 105 N/m'�
0,303 m/s
c) k2/(\ + k2)

A v6lasz adott.
242 I
A v6lasz adott.

6C-71
6C-73
6C-15

VII. Fejezet

7A-l a) N m3 b) 2clr3

1A-3 a) -3ax2 +2bx b) x = b /3a


