
KONZERVATIV EROK
ES AZ
ENERGIAMEGMARADAS

Aze ergia t;r6k g/iinydr{isig
William Blake

7.1 Bevezet6s
Az el6z6 felezetben a munka 6s az energia kiiliinbtiz6 form6it t6rgyaltuk, 6s
levezettifurk egy fontos I6telt, a All/= AK munkat6telt. Ebben a fejezetben
tovfbb foglalkozunk az energit fogalm6val, hogy m6lyebben megertsiik a
term6szettudom6nyok egyik legalapvet6bb t€tel6t, az energiamegmaradds
t6mdnydt. Az energia megmaraddsa azt jelenti, hogy energi6t nem lehet a
semmib6l teremt€ni, €s megl6v6 energi6t nem lehet megsemmisiteni; az
energia csak 6tatakulhat egyik alakjdb6l a m6sikba. Fizikatiirtenetet olvasva,
meglep6en hosszirnak 6s f6radts6gosnak tfinik az ilt, amlg a tudom6ny eUu-
tott az energia mai 6rtelmez6s6ig. Sz6leskiirii, gondos kis€rletez6munka ve-
zetett el ahhoz a felismer6shez, hogy az energi6nak sok kiiliinbtiz6 alakja
lehet, 6s hogy az energia mindig megmarad.

Az energia fogalm6t meg6rteni nem kiinny , s ennek azaz egyik oka,
hogy az energia nem anyag'; 6rt6ke a kiiliinbtiz6 ktiriilmEnyeknek megfe-
lel6en kiil6nb6z6k€ppen sz6mithat6 ki, tudva, hogy az energiav6ltoz6sok
iisszege minden fizikai folyamatban z6rus. A folyamatokra csak az energia
egyik alakj6b6l a m6sikba val6 6talakul6s jellemz6. Nincs 6rtelme p6ldr4ul a
kinetikus vagy potenci6lis energi6r6l abszolirt €rtelemben besz6lni, hiszen
6rt6kiik a vonatkoztalisi rendszert6l fiigg6en v6ltozhat. Erthet6 teh6t, hogy
csak tdbb, mint ket 6vsz6zados kutatis utirr ismert6k fel, hogy ezen absztrakt
mennyis6geknek - amit energi6nak nevezibk - az iisszege nem v6ltozik.

86r az energiamegmarad6s ttirv6ny6t axi6mak6nt mondtuk ki, - €s igy
nem ,,bizonyithat6", - oly er6sen hissziik, hogy igaz, hogy ha valamilyen
folyamatban fgy tfinik, mintha az energia megmarad6s6nak az elve nem 6r-
v6nyes0lne, akkor rij energiafajti4t vezetiink be, hogy a tijrv6nyt drv€nyben
tartsuk. Peldriul a h6energi6t 6s az elektrom6gneses t6r energi6j6t eredetileg
csak az energiamegmarad6s tow6ny6nek biztosit6sa c6ljdb6l vezettek be.

' A term6szettud6sok hosszu ideig azt hitt€k, hogy a h6 srilytalan tu l6thatatlan folyad6k
h6anyag- amelyet kalorikumnak is neverek. A h6merseklet niivekedes6t, ill. csijkken6s€t
azzalrnagyar'zlak,bogy a vizsg6lt test h6anyagot vesz fel, ill. ad le. A h6anyagot megma_
md6 mennyisegnek tekintett€k 6s e megmarad6si tiirveny seglts€gevel sok tapaszblati t6ny
is ertelmezhet6 volt (16sd. a 19.4 fejezetet).
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Egy m6sik p6lda erre, hogy Wolfgang Pauli 1930-ban a r6di6aktiv p-sug6rz6

anyag boml6s6t vizsg6lva, kiz6r6lag abb6l a kiivetelm6nyb6l, hogy az ener-

gia- 6s impulzusmegmaradiis tiirv6ny€nek teljesiilnie kell, me&i6solta ^z

egyik leg6rdekesebb elemi r6szecske, a neutrind l6tez6s6t. V6giil 1953-ban

Clyde Cowan 6s Frederick Reines kis6rletileg is 6szlelt6k a neutrin6 l6tez6s6t,

Az energiamegmarad6s titrvenye a a termeszettudom6nyok leggyii-

miilcstiz6bb 6s legsikeresebb gondolata. Ez a hatalmas 6s egyseges ttiw€ny,

betekint6st ny0jt minden biol6giai, k6miai 6s fizikai folyamatba, 6s a koz-

mol6gi6t6l a r6szecskefizikdig minden tudomfuryagat egym6shoz kapcsol-
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7-l 6brs
Az F, gavitiici6s er' mu*6ja az a-

tol D-ig huz6d6 gtirbevonalir p6ly6n,
csak az yu - y. magass6gkiiltinbsegt6l
fiigg 6s teljesen fiiggetlen a k6t pont
kitztitti p6lya alakj6t6l.

7-2 6bra
A gavitdci6s potenci6lis energia

megv|ltozlsa az a 6s b kdztitti tet-

sz6leges p6ly6n ugyanakkora. A kina-

gyitott ivdarab mutatja, hogy a giir-

bevonalir pilyaszakasz kicsiny viz-

szintes €s fiigg6leges szakaszokb6l
6116 l6pcs6sorral helyetlesithet6. A
gravit6ci6s er6 csak a fiigg6leges sza-

kaszokon v6gez munk6t. MinthogY

azonban a fiigg6leges elmozduliisok
ered6je az a €s b koziitti tetsz6leges
p6ly6n ugyanakkora, a gravit6ci6s er6

munk6jdnak is ezeken a tetsz6leges
utakon ugyanakkor6nak kell lennie

T.ZKonzervttiv er6k

A mechanikai rendszereket vizsg6lva c6lszerf megkiiliinbiiztetni: a konzer-

vqtlvat. es a nem-konzemotlv er6ket Bevezet6siil tekintsiink egy speci6lis

peldi4t a konzervativ er6re, ennek 6ltal6nos definici6jiit k6s6bb adjuk meg. A

konzewativ jelz6 ana utat, hogy ez az erltipvs szorosan kapcsol6dik az

energiamegmarad6s (konzerv6l6d,is) t6w6ny6hez.

A 7-1 6bra egy m ttimegii reszecske p lyej mutatja, melyre az f,'* gra-

vit6ci6s er6 mellett egy tetsz6leges m6sik F er6 is hat. Tekintsiik a gravitr{ci-

6s e6 AW- munkrit6t, mialatt a reszecske az adolt p|lybn az a pontb6l a b

pontba jut.'Mivet az F, gravitdcios er6 6lland6 nagys6gir', fiigg6legesen le-

fel6 irdnyul6 er6, a vlgzett munka kisz6mitis6hoz el6g az elmozdul6s '4y

fi.iggcileges komponensdvel szdmolni:

aws- F'Lr = Fs{ cos 180"}/y - -nql&- !.)

L6that6, hogy a gravitdci6s potenci6lis energia v6ltozdsa 6ppen a gravit6ci6s

er6 munk6ja negativ el6jellel:
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Minden gdrbevonalir p6ly6t tekinthetiink irgy is, mintha infinitezim6lisan

kicsiny fiigg6leges 6s vizszintes szakaszok sorozata lenn€, ahol a gravitrici6s

er6 csak a fiigg6leges szakaszokon v6gez munk6t. Igy a munkav6gz6s nem

fiigg a p6lyagiirb6t6l csak az (/r-%) magass6gkiiltinbs6gt6l A 7-2 6hin

l6that6, hogy az a 6s b k6ziitti bdrmely gdrben a graviti4ci6s potenci6lis ener-

gia v6ltoz6sa megegyezik, s igy ugyanalkora a gravit6ci6s er6 munkiija is- A

gravitici6s er6 e tulajdons6ga alapul szolg6l akotzewativ er6 egy lehetseges

definici6j6hoz:

(7-r)

(7-2)Egy erdt konzervativnak neveziink, ha k6t pont kii-

ziitti mozgis sor6n az  ltllz,tegzett munka csakis a k6t

pont helyzet6t6l fiigg, s fiiggetlen a pdlya alakj6t6l.

A gravitfci6s er6 konzervativ er6.

Visszat6rve a7-2 6brdhoz, vegyiik 6szre, hogy b6rmelyik p6ly6n visszafel6,

b-b6l c-ba haladva, a potenci6lis energia v6ltoz6sa (6s a gravittici6s er6 mun-

k6ja is) ugyanaz az odafele sz6mitott 6rt6k negativ el6jellel Ennek az a kii-

vetkezm6nye, hogy a gravitici6s er6 munk6ja tetsz6leges 26ft giirb6re zerus'

P6ld,iul a 7-2  brtur, ha az l-es irton megyiink a-b6l b-be' majd a 3-as 6ton

' Ebben a fejezetben csak a Fiild ktizel6ben €rv€nyesiilti gravilici6s hat'isokkal foglalko-

zunk, ahol S 6lladd6nak tekinth€t6. A Sravitici6s er6 amnban-a Fiildtdl trivoli olyan tarto-

m6nyokban is konzervativ er6, ahol a Sravilici6s gyorsulds 1/rr -tel ardnyos'



7.2 Korl,zerya,tiv er6k 16l

t6riink vissza, akkor a gravitiici6s er6 munk6ja e zirt giirblre z6rus. Ez a teny
akorzeruativ er6 defini6l6sinak egy m6sik m6dj6ra ad lehet6s6get:

Egy ei6 konzenativ, ha tetszdleges z{rt
giirb6tr az 6ltala vdgzett munka z6rus,

(7-3)

K6s6bb megmutatjut, hogy a (7-2) 6s a (7-3) definici6 ekvivalens. Azt, hogy
mikor melyiket haszn6ljuk csup6n k6nyelmi szempontok diintik el.
Matematikai jeliil6sekkel a konzervativ er6 meghatiiroziis6ra szolg6l6 k6t
egym6ssal egyen6rt6kii definici6 a kiivetkez6k6ppen irhat6 fel.

Konzervativ
e16k
eseten

Inte916l-
-alakban

P+4E = [rilland6]

b r " l

f r.d. = | 
uwun- u' 

IJ 
Ldlland6 l

vasv EF.Ar = 0
tctszdleges
zart gi'rbee

vagy 9!' dr = 0 (7-5)

(7-6)

(Az integr6ljelre rajzolt kiir a z6rt gdrbe ment6n vett integriilra utal.)

N6zziink egy konkr€t p6td6t: tegyiik fel, hogy egy testet fiigg6legesen
ftildobunk. A testle hat6 egyetlen er6 a gravit6ci6s er6. Mialatt a test fel-
emelkedik, a gravit6ci6s er6 negativ munk6t v6gez, s ez a test potenci6lis
energi6j6nak ntivekedds6vel p6rosul. Az esdsre az ellenkez6 igaz, a gravitA-
ci6s er6 pozitiv munkit v€gez, mikiizben a test potenci6lis energi6ja csiikken.
A konzervativ er6 kulcsfontossdgf tulajdons6ga, hogy az 6ltala vegzett mun-
ka teljes eg6sz6ben mechanikai energi6v6 alakul, (illetve a folyamat megfor-
dit6sakor a trirolt energia munkav6gz6sre fordit6dik.) A graviteci6s er6 teh6t
konzervativ er6,

Egy m6sik pdlda a konzervativ er6re az ide6lis rug6er6: F*"0= -kx. Ha
a rug6t - nyugalmi helyzet6b6l x, tivols6gra megnyitjuk, akkor a rug6er6 -

j lz,2 negativ munk6t v6gez. A nyugalmi helyzetbe visszat6reskor a rug6er6

pontosan ugyanakkora abszolirt 6rtekii, de pozitiv +\kxl munk6t v6gez.
A munlav6gz6s tetsz6leges zbri gijrb1re z6rus, teh6t a rug6er6 konzervativ
er6. A rug6 potenciilis energ iyjtinak megvdltozdsa akkora mint a rug6erd
dltal vigzett munka negativ elSjellel

AU ̂ "0 = -A.W^*

A konzervativ er6knek fontos csoportj 6I alkorjek azok az er6k, amelyek
nagysiga csakis egy meghatrirozott pontt6l m6rt t6vols6g fiiggv6nye 6s csak
radi6lis komponensiik van. Az adott pontot kezd6pontnak (vagy m6s ndven
kiiz6ppontnak, centrumnaD y'Iasztva, s figyelembe v€ve, hogy az er6 min-
dig e pont fel6, vagy e centrumb6l sug6rirdnyban kifel6 mutat, ezeket az er6-
ket centrilis erdknek nevezziik. A Nap 6s a botyg6k kiizdtt hat6 gravit6ci6s
er6 is ilyen konzervativ, centr6lis er6. Hasonl6k6ppen, az atomokban a pozi-
tiv t6ltesii atommag 6s az elektron kitzdtt fell6p6 elektrosztatikus vonz6er6 is
konzervativ, centr6lis er6.

Ha egy zLri rendszerben csak konzervativ er6k hatnak, akkor a rend-
szert konzervativ rendszernek nevezziik.



7-3 6bra
A nem-konzervativ F = lql etltEt

grafikus k6pe. K6pzeletben egeszit-

stik ki az 6brrit irgy, mintha a sik min-

den pontj6ban meg lenne rajzolva az

er6tiirv6n)'nek megfelelci nagys6gi 6s

ir6nyt er6vektor. (Az er6vektor min-

digy ir6nyf, nagYs6 ga azonban az

adott pont .x koordin6j 6t6l fiigg.)

7.3 Nem-konzervativ erfk

A leggyakoribb p6lda a nem-konzervativ er6re a csirsz6 sirrl6d6si er6 Ha egy

t"sti-6rd", (snri6d5sos) p6ly6n mozgatunk, akkor a surl6d6skor termel6d6

h6 1t".tnitu, "n"tgia) az irt hossz6t6l is fiigg A test a-b6l b-be mo,zgatisa

,onln az ;, csUtrO t i,il6aisi er6 6ltal v6gzett munka kiiliinbiiz6. prily6kon kii-

litnbitz6 iesz, azaz a sirrl6di{si er6 munk5ja nem fiiiggetlen ez irtt6l' -S 
terme-

szetesen z6rt gdrb6re n6zve a munka nem z6rus, hiszenf mindig ellentetes a

mozgds ir6ny6val, s igy az 6ltzb a zirt giirb6n v6gzett (negativ) munka mm-

dis iges. nem zerus 6rt6k. Tehdt a csuszo sirlodiis nem-konzervativ erii'- -,f, 
n".-to-"*ativ er<i m6sik p6ld6j 6t szolglltalja az a p6rhuzamos er6-

rendszer, amelyben az er6 nagys ga az ir6tty&a mer6lege,s ir6nyban m€rt

tivols6gml nigg. ttyen er6 p6ld,iul az -ry sikban bektlvetkez6 mozg6sok ese-

tlrt azi = kxy- eft. Az er6 mindig i n6"iu, azorlbar. az x rdvols6ggal ar6-

nyos. Szemldletes k6pet kaphatunk e'r6l az "er66rr6l" ' ha az er6vektorokat

nyitacsk6t sorozalival 6bnlaoljuk (7-3 6bra) (Pr6b6ljuk ezt a k€pet gondo-

i;;;n tgy kieg6sziteni, hogy i slk minden pontjdba az x koordin6tiival ar6-

"v.r t"iy.agi,-.tOt k6pzeliiLnk.) Ahhoz, hogy megmutassuk' hogy ez Lz erii-

i", ,r"rnLni"*utiu, ,r,i.it"uk ki a vegzetr mur.kat az u-b6l b-be vezet6 ket

kiiltinb6z6 irton. Az O-es szakaszon v6gzett munka z6rus' hiszen az er6 is

z6rus. A @-es szakaszon v6gzett F Ar munka ugyancsak z6rus' mert F me-

r6leges a Ar elmozdul6svektorra. igy a munka az O)@-es irton z6rus A @-

as szakaszon v€gzett munka is z6rus, hiszen F mer6leges Ar-re' viliigos

azonban, hogy a @-es szakaszon a munka valamilyen v6ges' nem z6rus 6rt6k'

igy tehSt eziz erd nem ellgitiki akonzervativ er6 krit6rium6t'

Ndh6ny er6, mint p6ld6ul a repiil6g6pekre hat6 l6gellen6lkis' sebess6g-

fiigg6. Ezek az er6k sern konzervativak, hiszen a v'gzetl murtka sebessiq'

Pli6, s "" n" teyesiti azt a kiivetelm6nyt, miszerint k6t pont kiiztitt- vegzett
'-iitu 

".ut a v6gpontok helyzetet6l fiigg' Hasont6k6ppen' - 
az id6t6l fiigg6

"rOt,.- tonr.r.iutivak Az elektrom6gneses indukci6n6l fell6p6 egyes er6k

szint€n nem-konzervativ tipusirak

Altaliban elmondhatjuk, hogy a sebess6gt6l vagy id6t6l fiigg6 er6k 6s a

srirl6d6si er6k nem-konzervativ er6k Ezekkel a nem-konzervativ er6kkel

te.OUUi f"j"r"t.tt"n fogunk foglalkozni (14 , 30 6s 32 )' most azonban ezek

ktiziil csak a srlrlod'isi ercir6l lesz szo'

T.4Konzervativ er6k 6s a potenciflis energia

Most, hogy ldtjuk a kiilitnbseget a konzervativ 6s a nem-konzervativ er6k

tOrou- reirf."..Uten megvizsg6luk a konzervativ rendszereket' 6s megha-

rhtozz,Jk a konzervativ er6k 6s a potenci6lis energia kdzdtt fennill6 kapcso-

i"i"i ru"g."",J"t , hogy nindei konzemativ erdhiz lLtezik egy potencidlis

energia figgviiy, valamint, hogy a potenci6lis energia 6rt6ke.:nind,:l esetben

"."t'" i"fi"n""#"6trit6l fiigg. A kitvetkez6kben a konzervativ erci 6s a hoz-

iiiz6 potencl li, "n"rgiu kiiztitti kapcsolat meg6llapit6s6val eljutunk a

-"lfr".ifii rendszerek vizsg6latakor nagyon hasznos 6s 6ltalenos mechani-

kai-energia-me gmarad.is t6rv6nyehez
Emfekezzink vissza, hogy mind a gravitiici6s er6' mind az ide6lis rugo-

er6 est6n azt tal6ltuk, bogy Lu =-AW Val6ban, minden kotzervativ ' az x

ielykoor<lin6t6t6l ni gg6-i, efth6z lltnzlk egy U(x) potencidlfiggviny' melv-

re fenniill, hogY:

r(x)u = -a'u

vaEY F(x l=
AU



7.4 Konzeflativ er6k €s a

i l letve differencirifis formdban telirva' : F(xt=-!!
dr

(7-7)

(7-e)

A dU = -F(x) dx egyenletb6l kiindulva a fenti dsszefiiggest integr6l alak-
ban is felirhatjuk. Integr6ljuk az egyenlet mindket otdaht az la,bl intervallu-
mon. Azt kapjuk, hogy:

Uu -U" (7-8)= - l  r \ x ) c l x

A konzervativ er6 6s a
hozz6rendelt potenci6lis
energia kapcsolata

dU
r \ x t = -  

t t x

6 Ub -U" f  - .  ,= - J r t x ) q x

Hasonl6 egyenleteket irhatunk fil az y 6s z koordin6t6kra is. Centralis er6k
eset6n (16.5 fejezet), ahol az er6 sug6r ir6nyri, a megfelel6 koordin6ta a cent-
rumt6l val6 r t6vols6g.

A folyamatok energetikai leir6s5nak a dinamikaival szemben az az e15-
nye, hogy skaldrmennyistgekkel dolgozhatunk. Ha t6bb kiiliinbtiz6 irdnyi
er6 is hat egyszere, akkor a skaldnnernyis6gekkel sokkal egyszeriibben
sz6molhatunk, mint az er6kre vonatkoz6 vektormiiveletekkel. Tov6bb6, ami-
kor kicsiny rendszerekkel, atomokkal vagy atommagokkal foglalkozunk, a
rendszer energia6llapota m6r6ssel sokszor kiinnyen meghatirozhat6, az er6k
azonban nem. EzErt az 6jabb elmdleteket a fizik6ban majdnem minden eset-
ben az energia segits6g6vel fogalmazz6k meg, nem pedig az er6 segits6g6vel.

Iegyezzik meg azonban, hogy egy rendszer energi6ja a vonatkoztat6si
rendszert6l fiigg6en miis 6s m6s lehet. P€ld6ul egy nem z6rus kinetikus ener-
gi6jri tomegpont kinetikus energi6j6m egy m6sik, a tomegponttal egyi.itt
mozg6 vonatkoztatdsi rendszerben z6rus 6rt6ket kapunk.

Figyeljiik meg azt is, hogy a potenci6lis energia mindig a leljes rendszer
tulajdonsriga, s nem csup6n egyetlen r6szecsk6€. A potenci6lis energia kiz6-
r6lag a rendszer alkot6r6szeinek egymiishoz kepest vett elrendez6d6s6t6l
fitgg. lgaz, n6ha besz6liink egy m tiimegid test gravitiici6s potenci6lis energr-
rij6r6l, amely ha a test l, tevols6gra van valamilyen z6rus szintt6l, akkor mg.,
6rt€kii. Pontosabban fogalmazva azonban azt kellene mondanunk, hogy ez a
Fiildhtiz 6s a. tl,r1yhoz, mint rendszerhez tartoz6 potenci6lis energia. Ha fol-
dobunk egy labd6t, a labda folyamatosan gyorsulva esik a Fiild fel6, mikiiz-
ben a Fdld is gyorsulva ktizeledik a labda fel6. Mivel azonban a Fold tiimege
sokkal nagyobb a labda tomegen6l, (m nu,llm r"u), a Fold mozgdsa elhanya-
golhat6, s igy a Fiild mozg6s6b6l sz6rmaz6 kinetikus energi6t gyakorlatilag
z6rusnak tekintjiik. Termeszetesen csillag6szati meretii rendszerekben, ahol a
tiimegek osszemerhet6ek, (p6ld6ul a Fold Hold rendszer), a rendszer eg6sz6t
kell vizsg6lnunk, s figyelemmel kell kis6rniink minden r6sz mozg6s6t. (L6sd
16. fej ezet: A gravitrici6)

Erdekes tulajdons6ga a potenci6lis energienak, hogy ellent6tben a

kdmyen kisz6mithat6 y =!mv2 kinetikus energi6val, nincs egyetlen kitzos

formula, amellyel a potenci6lis energia minden fajteja megadhato. Egy rend-

' Hiromdimenzi6s esetben, amikor U az x, y es z koordin6tinak is Riggv6nye, ez az 6ssze-
fiiggEs az

- '  ( ' u  a '  ' ' u  )
"  

\ a .  a r '  a "  )
alakot 6lti, ahol a aU ta' stb. kif€jez6sek parci6lis deriv6ltak (Ldsd G-v fiigg€l6k). Az
egyenlet jobb oldal6n 6116 kifejez€st az U(x,y,z') ska'l ttuge,/{]r'y negativ gmdiens6n€k n€-
vezziik. Mds jel6l8sel U gmdiense a glad r = V r
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szer potencialis energi6ja minden esetben reszeinek eglnn6shoz viszonyitott

helyiet6t6l fiigg, ak6x rug6kkal dsszekapcsolt tijmegpontrendszerr6l, ak6r

gravitrici6s kiilcsiinhatis 6ltal itsszetartott csillagrendszerr6l, vagy elektromo-

san ttiltiitt r6szecskerendszerr6l var sz6. A potenci6lis energia megv6ltoz6s6t,

mialatt a rendszer egyik elrendez6d6s6b6t a m6sikba megy rit, rigy kell ki-

szbmitani, hogy a rendszert egyetlen eg6szk6nt kezeljiik' Mindig ki kell je-

ldlniink a rendszemek azt az elrendezldls6t, amelyhez tartoz6 potenci6lis

energi6t zerusnak tekintjiik.

7.5 A mechanikai energia megmaraddsa

Most, hogy megismertiik a konzervativ er6 6s a hozz\tartoz6 potencirilis

energia kiiziitt fenn6ll6 kapcsolatot, haszn6ljuk fel ezeket a fogalmakat a

konzervativ rendszerekre felirt munkat6tel  tfogalmazislrra' Tekintsiink egy

konzervativ rendszert, melyet a konzervativ er6kt6l eltekintve titkeletesen

elszigeteltiink a kiirnyezet6t6l, - semmilyen kiits6 er6 nem hat 16 Ekkor a

konz-ervativ er6k 6ltal v6gzett iisszes munka egyenl6 a rendszer potenci6lis

energi6ja negativ el6jelii megv6ltoz6s6val

) [ r  a. ]=-ru_

A munkatetel szerint azonban:

)[r t]=ar

Osszevetve a k6t fenti egyenletet, a kiivetkez6ket kapjuk:

-LU = LK
- \ u  - u o 7 =  r -  Y o

l l o + K o = U + K

(7-10)

(7-11)

(7-r2)

(7-r3)

Ebb6l ana kdvetkeztethetiink, hogy konzervativ rendszerben a telies E: U+K

mechanikei energia megmarad. Ha Eo a mechanikai energia kezdeti 6rteke'

akkor a rendszer E energi6ja minden k6s6bbi id6pontban ugyanemyi lesz Ez

a konzewativ rendszerekre vonatkoz6 mechanikai energia megmaradisi-

nak tiirv6nye.

A mechanikai

Atrendezve:

energia megmaradiis6nak a
tiirvenye
(konzervativ rendszerek eset6n)

I J o + K o = r y 4 Y

B6r a tetel egyszerfinek tfnik, a konzervativ rendszerek rendkivtl m6ly tulal-

dons6g6t fej-ezi ki, 6s ily m6don nagyon hatekonyan alkalmazhat6 a fizikai

folyamatok elemz6s6re.
A tudomri,nyos vizsg6latokbar nagyon fontos azoklak a mennyis6gek-

nek a felkutat6sa, amelyek a fizikai folyamat sor6n 6lland6k maradnak Eze-

ket a mennyis6gek et mozgdsdlland1lorak nevezzii*�" Az .E iisszes mechanikai

energia is ilyen mennyis6g (felt6ve, hogy olyan rendszerr6l van sz6,- melyben

csak-konzervativ er6k hatnak). igy a rendszerben bekdvetkez6 folyamatt6l

fiiggetteniil a rendszer kezdeti energi6ja megegyezik a v6gAllalot energi6j6-

vJ,-s igy nem kell tdr6dnink a kdlcsi;nhatds rtszleteivel, ami jelent6s egy-

sze{isit6stjelent.
Miel6tt r6t6m6nk a mechanikai energia megmarad6s6val kapcsolatos

feladatok t6rgyal6s6ra, ismeteljitrk 6t rlehlrLy fontosabb r6szletet' A mecha-

nikai energia kife.lez6s a kinetikus 6s a potenci6lis energi6ra utal, s kifejezet-



ten kizfu1a a surl6d6si er6 6ltal termelt h6t, illewe b6rmely m6s nem-
konzervativ er6 munk6jdt. Az U potenci6lis energia mindenf6le potenci6lis
energi6t mag6ban foglal, legyen az gravitaci6s, rug6, elekhosztatikus, vagy
egy6b m6s potenci6lis energia. A mechanikai energia megmarad6sdnak tiir-
v6ny6t fethaszn6l6 feladatok megold6sakor nagyon iontos kijeliilniink egy
z6rus konfigur6ci6t vagy illapotot, amelyben a potenciiilis energi6t z6rusnak
v6lasztjuk U = 0. A gravil{ci6s er6t6rben vegzett mozg6sok vizsg6latakor
rendszerint a feladatban szerepl6 legalacsonyabb szintet v6lasztjuk a zerus-
energi6jir szinhrek. Rug6 est€n pedig a nyugalmi 6llapotot a legmegfeleliibb
z6rus potenci6lis energi6jirnak kijeltilni.

Kezdetben nyugalomban l6y6 testet I magass6gb6l a padl6ra ejtiink
(7-4 6bra). Hal rozzuk meg a test sebess6g6t a padl6ra 6rkez6s pilla-
natiiban az energiat6tel segits6g6vel.

MEGOLDAS

Mivel a testre csak a konzeryativ gravit6ci6s er6 hat, ez6rt a teljes me-
chanikai energia E: U+K 6lland6. Az egyszer1s|g kedv66rt rendel-
jiik a padl6 szittjehez (a legm6lyebb ponthoz) a z6rus potenci6lis
energi6ji 6llapotot. Ezt igy irhatjuk ftil: y:0 eset6n % = 0. Mivel a
kezdeti 6s v6gs6 energia egyenl6, azt kapjuk, hogy:

n  - n

\ U " ) r * K o = U c + K

m g y + O = O + ! m v 2
2

u = xJzch

Mivel koordin6tarendszer felfel6 irrinyitjuk, 6s a test lefel6 esik a ne-
gativ el6jel6 sebess6g a megfelel6. (A pozitiv el6jel azt jelenten6,
hogy a test az l, = 0 koordin6tijri helyen v sebess6ggel felfel6 mozog,
s ezt a sebesseg6t az y: ft magass6gri helyen vesziti el. M6s sz6val a
pozitiv el6jel a test olyan lehets6ges mozges|ra voratkozik, ami a fel-
adatban megfogalmazott mozges el6tt zajlolt volna le, igy nem meg-
old6sa a probl6m6nak.)

A feladatot a Newton-tiirvenyek felir6s6val is megoldhattuk volna:

2 F = m a
- m 9 = m a

a = _ g

A megfetel6 6rt6keket a kinematikai egyenletbe behelyettesitve a kii-
vetkez6t kapjuk:

v ' - u ! = 2 a 1 y - r o 1

v ' -o=2 ( -  (o -  h )
v- = zgh

v = l i z g n

Q f i

1
h

I
m#r

v

I
0 r

7-4 6bra
A 7 -l p9ldihoz
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Figyeljiik meg, hogy enn6l a feladatn6l az energiamegmaraddst fel-

haszndlva sokkal egyszeriibben kapjuk meg az eredm6nyt, mint a

Newton-ttirv6ny€k fetir6s6val. Ez az eset 6ltal6ban gyakori, ha csak

konzervativ er6k hatnak.

1-5 6bra
A 7 -2 p6ldihoz

T

7-6 6bra
A7-3 p9ldittoz

t r \

1 - --i-------i-=:i,=o
(4, Egy / hosszirs6glt ktit€lre fiiggesztett m tiimegii ingatestet oldalra hri-

zunt< Ugy, hogy a fon6l a fiigg6legessel 0 sziiget z6rjon be (7-6 6bra)

Ekkor nlugalmi helyzet6b6l elengedjiik. a) Mekkora az ingatest se-

bess6ge amikor a legm6lyebben van? b) Mekkora er6vel fesziti ebben

a pillanatban a test a kiitelet?

MEGOLDAS

a) A leng6 testen a kiiteler6 nem v6gez munk6t. (Mert a ktit6ler6

mindig mer6leges a mozg6s i6nyira) Az egyetlen er5, amely

munk6t v6gez, a gravilici6s er6, s igy a rendszer konzervativ, 6s

f v
-  I  t , ,----r-Jj

v  ' 0
mg
(b)

Egy z ttimegii test vo kezd6sebess6ggel csirszik le egy giirbevonafti
srirl6d,ismentes p6ly6r., (7-5 6bra) s v sebess6ggel 6rkezik le a lejt6
alj6ra. Milyen magasr6l inditottuk el a testet?

MEGOLDAS:

Sirrl6d,ismentes p6ly6n a k6nyszerer6 mindig a feliilet norm6lis6val

egyir6nyir, azaz merlleges a test pillanatnyi elmozdttl{sira. Igy ez a

k€nyszerer6 nem v6gez munk6t, s az energia6talakul6sban nem jdtszik

szerepet. A konzervatiy gravitdci6s er6 az egyetlen hat6 er6, igy €rv€-

nyes a mechanikai energiamegmarad6s t6tele. A z6rus potenci6llt 6lla-

potot a p6lya alj6hoz rendelve a kilvetkez6ket kapjuk:

E  - F

I U - l  + K " = U . . + K
\  I  / 0

l _ t ^
meh  +  l  mv i  =0+ -mv '" 2 " 2

.  ( " ' -u i )
h = -

) o

Megjegyzds: Gyakori hiba az ilyen tipusti feladatokban a t| : vo2+2ay

kinimitikal egyenlet alkalmaz6sa, amely form6lisaa helyes ered-

m6nyre vezet. A kinematikai meggondol6s azonban most fizikailag

helytelen. A test 6ltal megtett rit ugyanis nem ,, 6s a test gyorsul6sa

sem 6lland6. V6ssiik eml6kezetiinkbe, hogy a kinematikai egyenlet

csak egtenesvonali, s dlland| gtorsulasti mozg6s eset6n haszn6lhato'

Vegyiik 6szre tov6bb6, hogy a probldma nem oldhat6 meg a

!F = nt a Newton-tdw6nnyel 6s a kinematikai egyenletekkel. Ehhez

ugylrnis a lejt6 minden pontj6ban tudni kellene a testre hat6 gravit6ci-

6s er6 lejt6vel p6rhuzamos komponens6t, amihez viszont a lejt6 giir-

b6j6nek egyenlet6re lenne sziiks6g.

innen i 6rt6ke:



2gl(l- cos0)

drv6nyes a mechanikai energia megmaradiis6nak ttirv6nye. Legyen
a legals6 pont az U=0 potenci6hi hely.

\ U , 1 0 * X o = I J c + K

m s h + 0 = g + ! n t y ,- 2

l6that6, hogy h=t-kos9= 1(t-cosO) , ezr behe_

gl(l - cos 0') = !:

es lnnen:

ad6dik.

b) 
f,: kiit6lben 6bred6 er6 meghataroz sithoz k6szitsiink vektor6br6t
(7-6b 6bra), melyen a mozg6s legals6 helyzet€ben fettepO erOtei
vessziik fel. A pozitiv irdnyt v6lasszuk a centripet6lis iyorsul6si 6ny 6b a. A mozg se gyenlet:

F, = ma,

r - - g = . u :

,  = , [  g* l )=  ^g+z:z .g1r- � , �osey
\  . )

T = mg(3 - 2cos0)

Az 6br{r6l
lyettesitve:

|Fy .? ,d..g, 
test. I iosszrisilg[ kdtelre erdsitve fiigg6leges siki

kitrpdfydn mozog l7 -7 iibra). A testre a gravitiicios ercin ii a t<-Oreter6n
kivii l  semmilyen mds erd nem har. A reit a korpdtya legfelsr; ponqan
olyan v, sebess6ggel mozog, amely elegend6en "ugy ;hhor. iog;;
kiit6l.mind€niitt feszes maradjono. HatArozzuk meg a test sebess6!'Jt a
kdrp6lya als6 pontj6ban.

MEGOLD,4S

Mivel a test mozgdsa mindig mer6leges a k6t6ler6re, igy a T kiit6ler6
nem vegez munk6t. Az egyetlen er6, amely munk6t v6gez, a gravitA-

:j6: ."."-, : 
igy alkalmazhatjuk a mechanikai "n"rgi" -.t-u.ujaranut

lelel:l 
Vdla::.zuk a gravirricios porenciril en6k6t z€rurnlk u kiirp,ilyu

legalso pontJiiban. Igy:

A fiigg6leges slkt k6rmozg6s vizsg6lsta alapj6n mggy6z6dhetiink an6l, hogy ha a rugo alegfels6 pontban fesziil, akkor mindeniitt feszes marad. M6skeppen fogalma-ia, ha a ki!r_

::-T:j :,":j:.njr't -"uozaiosan 
csdkkenrj_rik, akkor a rug6 a legfels6 pontban iazul m.g€ioszor. (Hasonlo kaivetkeaet6sek ad6dnak egy fiigg6leges hurokban mozg6 testre a p6lya

6ltal kifejtett kenyszerer6re vonatkoz6an.)

v \
l \
I

7-7 6bra
A 7 -4 p9ldihoz

' / /
l > - - - < - - , , : , - ,

- t _ "



6s innen

ad6dik.

F" ldl

\ u s ) t + K l
l "

mg(21.)+ - mvi

, ,  - +

- n

= \ u s l ! + ^ t

=o+!* r?
2

\----- 5 .*--l
7-8 6bra
A 7-5 pflddhoz. A szaggatott vo-
nallal rajzolt krir mutatja, hogy a
kildv6s sor6n hol 6ri el maxim6lis
sebess6g6t a goly6 6s emek megfe-
lel6en hot v6lik el a kiliiv6szerke-
zett6l.

Ius=o ot_

4et+vi

Egy tivolijrit€k automata rug6s dugatt1ruj6val 100 g-os labd6t l6hetiink
ki. A j6t6kt6bla a vizszintessel 8"-os szoget 26r be. Hat6rozzuk meg a
fr rug66lland6 6rteket ha a dugattyt 6ltal 5 cm-nyire iisszenyomott ru-

96 a dugattyri elenged6sekor a labda 80 cm/s kezd6sebess6ggel
liiviidik ki. Tegyiik fel, hogy a dugattyf ttimege 6s a strl6diis hatisa
elhanyagolhat6.

MEGOLDAS

A 7-8 6bra a tabda fligg6leges elmozdul6s6t mutatja, amig a dugattyfi-
val egyiitt mozog. Az 6br6r6l leolvashat6, hogy a labda als6 pontj6nak
(igy tttmegkttzeppontjrinak is) emelked6se: i: (5 cm) (sin 8") =

=0,696 cm: 6,96 x l0-3 m. Mivel a srirl6d6s elhanyagolhat6, a rend-

szer konzervativnak tekinthet6,6s 6rv6nyes a mechanikai energia
megmarad6s6nak tiiry6nye. V6lasszuk a potenci6lis energia z6rus-
szintj6nek az 6brrin megjeliilt szintet, s legyen r a rug6 iisszenyomii-
sdnak hossza.

L a  -  "

(u"), +(u-",), + r D = IJ s + LJ ^e6 + K

o  +  !  b c "  +  o = m g h + o + i m v 2

m(2gh-  v ' �  1
fnnen r = ------- z-

SI m6rt6krendszerben behelyettesitve az adatokat a kiivetkez6 ered-

m6nyt kapjuk:

(0,05 m)'�

N
= 3L1:

m

(0,1 ,(r,s,T)tu,x to-' ̂r.(o,sl)]



7.6 Energiadiagramok
Az egydimenzi6s konzervativ rendszerek fizikai viselked6sdr6l nagyon
szeml6letes k6pet kaphatunl, ha a rendszer U potenci6lis energi6j6t az r kit6-
r6s fliggv6ny6ben 6bn2oljuk. Ez az 6briaol6s nagyon hasznos 6s tiimiir iitte-
kint6st ad, melynek tulajdons6gait 6rdemes tanulmiinyozni. K6t speci6lis eset
segits6g6vel mutatjuk be az 6br6zoliis el6nyeit.

5HM

F F+ < -

I
I

Egyensirlyi helyzet
Az U, rt zervs

A 7-9 6bra egy rug6hoz er6sitett m tdmegii testet 6br6zol, mely sirrl6-
d6smentesen mozoghat egy vizszintes sikon. A rug6 a Hooke-ttirv€ny szerint
viselkedik. Az egyensirlyi 6llapotban x : 0 kit6r6sn6t a rug6 nyugalmi hely-
zetben van, s a teshe hat6 ered6 er6 z6rus. Ha a testet kit6dtjiik egyenstlyi
helyzet6b6l, 6s elengedjiik, a test oda-vissza rezgeseket vegez,6s ezt egysze-
ril harmonikus rezgfimozg{sntk nevezziik'. A fizika nagyon sok teriileten
tal6lkozunk rezg6, m6s n6ven oszcill6l6 rendszerekkel, amelyeknek mozgdsa
az egyszerti harmonikus rezgSmozgis segitseg6vel irhat6 le. N6h6ny p6lda
erre: az ingamozgis, a leveg6 molekul6inak hanghull6mok keltette rezg6-
mozg6sa, vagy az 6r6k leng6kerek6nek oszcill6l6sa.

Az egyszer{i harmonikus rezg'mozgds soriin az ered6 er6 a Hooke-
-torv6nnyel (F,: -kx) adhat6 meg. Az ered6 er6nek k6t jellegzetes tulajdon-
saga van:

a) Visszatirlt6 erd. Ez azt jelefii, hogy ha a testet jobbra t6ritjiik ki az
egyens0lyi helyzetb6l, akkor a testre hat6 er6 balfel6 hivza vissza a
testet, illetve ha balra teritjiik ki, akkor a rug6er6 jobbra h6zza, azaz
visszat6riti a testet. (A negativ el6jel ezt fejezi ki.)

b) Az er6 az egyenstlyi helyzett6t m6rt kitArAssel alqnyos. Az ariinyos-
si,gi tlnyez6 k.

Az 6brdn az egyszer( harmonikus rezg6mozgAs az x tengely ment6n az

(7-1,4)

7-9 6bra
Egyszerii harmonikus rezgg6mozgds.
Az 6br6n feltiintettiik az F : -kx

rug6er6t is a test n6hriny helyzet6ben.
A rugoerri un. visszatdrit6 er6. mert
mindig az egyensrllyi helyzet fel6 mutat.

Rugo
Energia Ur

7-10 6bra
Az r tengely ment6n vegbemen6 har-
monikus rezg6mozg6s energiadiag-
ramja. A berajzolt gtirb6k a K kinetr-
kus, t/, potenci6lis 6s az ,g teljes

energiiit mutatjii*. Adott E iisszenergia

mellett a mozg6s a +l 6s a -l pont
kiiziitt megy vegb€. A hat6rpontokat a
potenci6lis energia gtirb6j6nek az -r
tengellyel vett metszespontai jel6lik

ki. Minden id6pontban teljesiil az 4 +

K: E iisszeliigg6s.

Hooke-torv6ny hat6s6ra megy v6gbe. Az er6hoz tartoz6 potenci6lis energia-
fiiggv€ny:

f r
0 l

l,-e____t

F, = -kx

u , = + k , (7-1s)

Az egyszeni jelz6 ana utal, hogy a mozg6sban csak egyetlen frekvenciahoz tartoz6 rczgas
szer€pel, a hamonikus j€lzti pedig azt jel€nti, hogy a kit€res matematikailag hamonikus
fliggv6nnyel (szinusz vagy koszinusz) irhat6le. Az egyszeni harmonikus mozgdssal a 15.
Rezg€s€k c. fejezetben m6g b6v€bb€n foglalkozunk.

Teljes
E
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A potenc6lis energia 4 = 0 szintj't a mozgis nyugalmi helyzet6hez, Maz az
x= 0 helyhez rendeljnkhozz{.

A nyugalmi helyzell6l m6rt maxim6lis kit6r6st smPlitfd6nak nevez-
ziik, €s l-val jeltiljiik. Az x: X A helyeken a test pillanatnyi sebess6ge 26rus,
mivel 6ppen megv6ltozik a sebess6g irlnya, igy ezekben a sz6ls6 helyzetek-
ben a test kinetikus energi6ja 26rus. Mivel nincs stirl6dtis, a rendszer konzer-
vativ, 6s a teljes mechanikai energi6ra az.r : t I helyen felirhat6 az:

E = U , + K

s = ! a ' + o = ! k A '
(7-r6)

7-ll 6.}�ra
Mindeniit l E:U+K

7-12 ihra
Egydimenzi6s moz g6st vEgz6 16'
szecske mozg6sa kii liinbiiz6 nagys6-
gir E iisszenergia mellett. Az U po-
tenci6lis energia 6s a teles energia
gtirb6k metsz6spontjai jeliilik ki a
mozg6s fordul6pontj ait az adott
dsszenergia mellett. Mindig ferm6ll
ugyanis, hogy.A: U+ K.

iisszefiigg6s. A teljes mechanikai energia teh6t csak a k rug6dlland6t6l, 6s az

A amplitid6tol fugg. Tudjuk, hogy a kinetikus energia mindig lf2 mv'� , igy a

mechanikai energiiira felirhatunt a mozg6s minden pontj6ban 6rv6nyes 6lta-

l6nos eevenletet is:

E = U , + K
1 , . ,  1 . ,  I  ,- k A ' = - k x -  + -  m v -
2 2 2

(7-r7)

A7-10 6bra az energirik kiiztitti kapcsolatot 6br6zolja. Az U potenci6lis

energi6t szaggatott, a K kinetikus energi6t pontozott, s a teljes E mechanikai

energi6t vastag vonal jeliili. Figyeljiik meg, hogy nivel \f2mv'� mindig po-

zitiv, ez'rt az 6bftn l6that6 kinetikus energi6nak csak azon x-6rt6kek eset€n

van fizikai jelent6se, melyekrc a fiiggv6nyg6rbe az.x tengely foldtt helyezke-

dik el. igy a test nem mehel az x.: xA hati4rokon tul, amelyeket a mozg6s

fordul6pontjainak hivunk. Ezekben a pontokban a rendszer iisszes mecha-

nikai energi6ja potencidlis energia atakj6ban t6rol6dik. Harmonikus rezg6-

mozgils eset6n mind a potenci6lis, mind a kinetikus energia giirb6je az egyen-

srilyi helyzetre szimmetrikus parabola.
Az 666r61azt is leolvashatjuk, hogy amikor a K kinetikus energia ma-

xim6lis, akkor az U. potenci6lis energia 6rt6ke z€rus, illetve megforditva,

mikor a potenci6lis energia maxim6lis, akkor a kinetikus energia z6rus igy a

rendszer E = (J , + K teljes energi6j6t ketf6lek6ppen is kifejezhetjiik:

Az iisszes energia: E=|mv'�* (A maxim6lis kiretikus energia) (7-f8)

Az iisszes energia: E = + k 4' (A maximrilis potenci6lis energia) (7 -19\

Jegyezziik meg, hogy az iisszes energia az A amplitid6 nigzetevel ar'nyos.

Konzervativ rendszerek esetdn a potenci6lis energia fiiggv6ny6nek az

6br6zol6sa sokszor megkiinnyiti a mozg6s 6rtelmezds6t. A 7-11 6bra mutatla,

hogy adott ,E 6sszenergia metlett minden pontban teuesiil, hory E: U+ K. L

7-12 6bru egy egydimenzi6s, de a harmonikus rezg6mozg6sn6l bonyolultabb

mozgrist mutat be. Az iisszenergia kiildnbdz6 E 6rt6keire a mozgris kiiliinbii-

z6 tartom6nyokra korl6toz6dik. A rendszer legkisebb E" tisszenergi6jit 6llapota

az, amikor a :r:st az x.^ helyen nyugszik, s nincs kinetikus energi6ja, ekkor

E"= (J. Ha a rlszecskdnek kicsiny kinetikus energi6t adunk €s emiatt jobbra

vagy balra kiss6 elmozdul, akkor a 16 hat6 er6 F = -dU/dx' (a gdrbe mere-

deks€g6nek minusz egtszerese) visszatiitd er6, amely visszahizza a ft-

szecsk6t az r. hely fel6, ezbrt az xo hely stabilis egyenilyi helyzet. E, stabilis

iisszenergia eset6n a r6szecske mozg s|t az x,,, xrfordul1pontok korl{tozzek'

azaz a tlszecske peri^dikusan oszcill6j az x, 6s x, belyek kdz'IIi potencidl'

gdd6rben. A kicsit nagyobb E, iisszenergia eseten k6t potenci6lgtiddr is van,

amelybe a r6szecske befog6dhat, de (kiils6 energia hozz6ad6sa nelkiil ) nem

tud 6thatolni a kiiztiik lev6 tiltott s6von, az ur,- potencidlgdtoz, melyre fenn-

6ll, hogy U>8. M6g nagyobb E energia eset6n, mely a potenci6lg6t legmaga-

Energia

PotenciSlis energia



sabb 6rt6k6vel egyezik meg (nem mutatja az 6bra), a rdszecske az .x, helyen
egyensrilyban lehet. Ez a pont azonban instqbilis egtensilyi helyzet, mert ha
a r6szecsk6t jobbra, vagy balra kiss6 kimozditjuk, akkor a r6szecsk6re hat6
er6 m6gink6bb t6volitani Igyekszik x.-t61. E ,iisszenergirin6l a r6szecske oda-
vissza mozog a fordul6pontok kdziitt, kiss6 lelassulva a potenciiilhegyen val6
6thalad6skor. V6giil ha a r6szecske energi|ja Eo, akkor V < t eset6n a 16-
szecske szabad. A +--b6l erkezve a r6szecske az.x., fordul6pontig hrd balra
mozogni, ahonnan visszapattanva jobbra haladva ism6t +- fel6 tart. A 16-
szecske minden egyes helyzetere 6s minden id6pontban fenn6ll, hogy
E: U+ K.

E gondolatmenet szeml6letesebb6 tetel6re k6pzeljiink el egy srirl6d6s-
mentes hull6mvasrit p6lyrit, melynek alakja a potenciiilgorbe alakj6val egye-
zik meg. A hulliimvasrit p61y6n puszt6n a gravit6ci6s er6 hat6s6ra szabadon
mozg6 test a p6lya fordul6pontjai kitzott ide-oda mozogna, s mozg6sa mind-
iirtikre fennmaradna. A test tetsz6lsges vizszintes kit6rit6sekor a potenci6lis
6s a kinetikus energia ar6nyos az egydimenzi6s mozg|st v6gz6 r6szecske
megfelel6 energi6ival. Az anal6gra alapj6n ktinnyebben eml6kezhettink az
F, = -dU / dx. k6pletben szerepl6 negativ el6jelre is. Ha a test a hull6mvasft
pozitiv meredeksdgii rdsz6n helyezkedik el (a hegytet6 a +; irdnyban van),
akkor balfele fog lecsfszni, igazolva, hogy az er6 -x ir5rry6 (lejt6 menti).

A hullamvasrit anal6gia az6rt haszn6lhat6, mert a hull6mvasriton mozg6
test gmvitiici6s helyzeti energi6ja az U: mgy k6plettel sz6mithat6 ki, .az:az

6pprigy ar6nyos az y magass|ggal, mint a potencielfiiggv€ny egy adott
pontban vett J", (energia) koordin6trival. Ezen anal6gia haszn6latakor azonban
nem szabad elfelejteniink, hogy a vizsg6lt r6szecske tenyleges mozg6sa
egtdimenzi6s mozg6s, mig az emlitett hull6mvasft anal6gia k6tdimenzios.
Tovribb6 a hull6myasft prilydn v6gighalad6 test gyonul6sa sem azonos az
egydimenzi6s r6szecske gyorsul6s6val. Igy. bdr az analogia szeml6letes, csak
kor0ltekint6ssel alkalmazhat6.

Egy 2 kg-os test lx ir6nyban mozoghat olyan er6 hat6s6ra, melynek
potenci6lis e\ereifija U = (6,5Jlm)lrl , alakban irhat6 fel, ahol x az ori-
g6t6l m6rt tavols6g m6terben. (7-13 6bra) A test teljes energirija 10 J.
a) Allapitsuk meg milyen messzire jut el a test az orig6t6l? b) Mekko-
m a test maximalis sebess6ge?

MEGOLDAS

A fordul6pontban a kinetikus energia z6rus. A mechanikai energia
kifejez6s€t felirva, az al6bbi egyenletet kapjuk:

U  + K : E

lo,sl l t ' ." . t*
\  m , i

0 = 1 0 J

b)

1 0 J
,  = _ = t 5 4 m

6  \ -

m

A sebessdg akkor maxim6lis, amikor az U potenci6lis energia mi-
nim6lis (azr: 0 helyen). igy



7 / Konzervativ er6k 6s az

U + K = E

o+!^ui*= e

' . ' , I

S

A plusz vagy minusz el6jel azI jelenti, hogy a test mindk€t ir6nyban

felveheti maxim6lis sebess6g6t. Mindk€t 6rt6k helyes'
7-L3 i.}.ra
A 7-6 p6ld6hoz

Energia

1-14 ihra
A 7 -7 p9ldihoz

Egy k6tatomos molekul6ban a potenci6lis energi6t az al6bbi fiiggv6ny

szerint kdzelithetjiik:

(7-20)c d
U(x )  =  - - -

ahol c 6s d rilland6, 6s r a k6t atom kiizdtti t6vols6g' A (7 -'l4a) i,}�ra az

Ufr) potenci6lgitrbe menetet viuolja. Az abszohit z6rus h6m6rs6klet

feiett 
^a 

moletita aromja;i az 6ket tisszek6t6 egyenes menten rezg6-

mozg6st vegeznek.u Adott E energia eseten a k€t atom kdztitti tAvols6g

"gy i'titti.6lit o 6s egy maxim6lis b 6rt6k ktiziitt v6ltozik' amlnt ezt a

llicU aara mutatja. A h6m6rs6klet cs6kken6s6vel e rezg6s t6gassiiga

kisebb6 v6lik, s az atomok kozitlr i tdvolsdg azon x- cnek fel6 lart '

amelyn6l a molekula potencidlis energidja minimdlis a) Harirozzu*

mee L atomok kiiz otti F(x) er6t az x t6vols6g fiiggv6ny6ben' 6s 6br6-

zoljuk a fiiggv6nyt. b) Sz6mitsuk ki az x, t6vols6got

MEGOLDAS

a) Tudjuk. hogy az erci konzewaliv. ez6rt:

d u  a l c  d 1
F ( x ) = - - - - - = -  . I  " - - l

dr dx lx xl

' A helyzeti energia-gtirb6j€nek aszimmetriejeval magyanizhat6' hogy. meleged6skor a leg-

6Ut ,nv"e ragu'i Mug""ubb h6.6,"6k1"t"k"n E 6rteke nagyobb 6s id6etlagban az atomok

kiiziitti Livolsdg is megnijvekszik

U(r)



A derivdlist elvlgezve (magyaftLzat a G fiiggel6kben) az aldbbi
iisszefiigg€s ad6dik:

,@=3_3
A niggveny menete a7-l4c 6br6nl6lthat6-

b) Azx^ tavols|g neghat rozls hoz vegyiik 6szre, hogy a potenci6_
lis energia gdrb6j6nek meredeks6ge e pontban z6rus. igy a poten_
ci6lis energia deriv6ltjdnak zdrushelye x.-6rt6k6t adja meg.

d u ^_ = u
dx

(  s "  d )
|  - - ; + -  ,  l = o
I x; x'- )

, 9 c
a

rendszerekben
Mivel a bels6 energia is az energia egyik alakja, ezllt az energiamegmarad6s
t6tel6t kiterjeszthetjiik a nem-konzervativ rendszerekre ir, i,int ietaaut usrirt6drisos rendszereke. 26rt rendszer eset6n, csup6n a. E, bels6 energi6val
kell kieg6sziteniink az energiam6rleget

7.7 Az energiamegmarad6s srirl6drisos

F  - i" o  - v

+ lU" l  + lU . l -  +  K^  =  E .  + t J  -  +u  +  K\  o /0  ,u  "  - - - : .  s  ,  "

ftr

z = 2000 kg

, : l 0 m

(7-2r)

A most t6rgyalt esetben a bels6 (termikus) energia nem alakulhat vissza me_
chanikai energi6v6, ez6rt a kezdetben megt6v6 bels6 energia mindv6gig bel_
s6 energia marad. igy a kezdeti bels6 energia csup6n egy,L egyenlei mind_
k6t oldal6hoz hozzdadott konstansk6nt szerepel, amit Jihagyhatunk.
A kezdeti bels6 energi6t z6rusnak tekintve, a v6gillapot bels6 eneiii6la 6p_
pen a nem-konzervativ surl6d6si er6 munk6j6nak eredm6nyek6nt jon l6tre.
86r a bels6 energia kezdeti 6rt6k6t c6lszer( zdrusnak tekinteni, u, "n"rgru-
megmarad6s tetel6nek felir6sakor a szimmetria megtartiisa miatt celszerii az
(frr )o szimb6tumot az egyentet bal oldakira imi.

Tekintsiik a 7-2 p6lda 7-5 i-tr�6j6I, s legyenek a lejt6n lecsrisz6 hut_
ldmvasft adatai a kti vetkez6k:

a kocsi 6s az utasok tiimege:
kezdeti sebess6g a lejt6 tetej6n:
a lejt6 magass6ga

9c
-
cl



al felteve. hogv a surl6des elhanyagolhat6' halirozzuk meg a kocsi

tiu.*egel u rijto "ljrim. b) A surl6d6s hatds6t is firgyelembe v6ve a ko-

"ri r"f."rreg" n f"jt6 ajan 13,8 m/s-nak ad6dik Hatiirozzuk meg a le-

csrisz6s kiizben fejt6d6 h6t

MEGOLDAS

a) Tekintsik a potenci6lis energia Q = 0 z6russzintj€nek-a l:jt6.ali6:

helyezzik ide a koordin6taren dsier y= g hely6t' s irrinyitsuk fel-

fel6. A mechanikai energia megmarad6stinak a t6tel6t alkalmazva

az al6bbiakat kaPjuk;
L 0  -  "

x o + ( U  " ) o =  K + U  "

)nv l  + mgho =)mv2 +o

lnnen:

'='[ ' :*zch

Veeviik 6szre, hogy a test sebessege a lejt<i aljdn val6jriban kisebb'

miii a, im6nr kapott 6rt6ki a ..hidnyz6'' kinetikus energra a surlo-

dds mialt bektivetkezti h6fejl6desben. i l letve a belso energra nove-

kedeseben jelentkezik. A sirlodis okozta bels6 energia valtozasat

is sz6mit6sLa v6ve, az energiamegmarad6sra felirt egyenlet a kd-

vetkez6:

i r , )o +(u,) .  +,<o = E, +11 c + K

O+ + nvi + mgho = E' + i nv' + mgh

E, = 2,l6xl0^ J

b)

r.---------;----:-
=. l f  oa l -+rzr f  s .a I l t ro- )  =ra '64

l l \  ' /  \  s ' l  s

.[,,,]),'.--,,1E, = (2000 kg

/  \ 2

- {  r : ,4I11
\  s , i

2

A mechanikar energta megmaraddsAnak tetete nagyon fontos- ritjelz6

uor, - alar.iao,s "nergia iregmoiadtisi t6tel6nek megfogalmaz|sa fel6.vezet6

;;;. A;;. : a egyeintoseg-net nem engedelm€sked6. kiv6teles esetel felfe-

o"^r", .ri, p€ld6;l a kin;ikus energia eltiin€se' mik6zben a rendszer me-

i""-*T, ot"iti.e" adtak arra, hogv jibban megErtsiik a h6 t:T::1."16t' t "
'"#';;;;;.rcik 

hatis6t eg-v ttljeten irj tudom6nvag' a termodinamika

t'rtf",lorn"g. amikor a bels6 energiit az atomi szinlen tdrolt kinetikus 's

"ri"""lifi, !"".gf"rcnt kezdtek 6rielmezni. Az energiamegmaradisnak a

ii#;;d*;*Ava6 ht"4et"tet6u"l - uj energiafajt'lk' mint hangener-

eia, elektromdgneses energla. atomenergia' stb felismer€sevel -.a fizika egyik

ilr"'";r,.ii"6r*:,,rytu :l,ig,i, r;illff [:,:""-,'""fi:$:lrTH:
voh. s tibb mint k6t €vsziadon K

) '



dolkod6k (sokszor ellentrnond6sra is jutva), ma miir az energiamegmarad6s
ttiw€nye megk6rd6jelezhetetl€niil igaznak tekinthet6. Energi6t nem lehet a
semmib6l teremteni, vagy megsziintetni, az energia csak 6talakulhat egyik
alakj6b6l a mrisikba. Ezt a mindent mag5ban foglal6 tiiryenyt az6rt tudtuk
kimondani, mert atomi szinten mindent visszavezettiink a kinetikus 6s a po-
tenci6lis energirira. Ugy tfnik, hogy szubmikroszkopikus szinten az elemi
reszecskek kiiztitt hat6 eftk is konzervqtiv er6k.

Osszefoglalds

A konzervativ er6k tulajdons6gai:

al kir pont kt;ziiu vAgzett munka figgetlen az
itt6l, s csak a vigpontok helyetit6l f)gg,
vagy

b) tetsz6leges zdrt gdrbEre vett munkoyigzes
zerus.

E k6t kiterium ekvivalens. A n€m-konzerativ er6'k
altal6ban a srirl6d6ssal kapcsolatosak, vagy sebess6gt6l,
ill. id6t6l fiigg6 er6k.

Ha egy rendszerben csak konzenativ er6k vannak
jelen, akkor a rendszert konzeryativ rendszernek ne-
vezziik, 6s ekkor bevezethetiink egy L/ potenciilis
energidt. Ekkor igaz a mechanikai energia megmara-
dis6nak tdtele:

I :  _ E

U u + K o = g a Y

ahol U tetsz6leges potenci6lis energiat jelent, mint p6l-
d,lul LI"= mgh,6s u: l l2kx2. Mindig ki kell jeli i lnnnk
azt a helyzelel, amelyben a rendszer potenci6lis energi-
6ja z6rus; Q eset6n ez rendszerint a probl€m6ban szere-
pet jAtsz6 legmtlyebb helyzet, U eset6n pedig a rug6
szabad v6g6nek helye, nyugalmi 6llapotban.

A konzervativ F er6hiiz rendelt notenci6lt a kdvet-
kez6k6ppen hatrirozhatj uk meg:

differenci6lalakban integr6lalakban

- d u
dx ub-u .=- l  F ,dx

Az egydimenzi6s konzervativ rendszerek sok jellegzetes
sajitoss6g6nak megdrt6s6ben segit az energia6bra fel-
rajzol6sa, melyen a potenciiilis energi6t ribftizoljuk a

Kdrdisek

l. Hatiirozzuk meg milyen form6ban tilrolj6k az energi-
6t az alibbi rendszerek: egy mozg6 repiil6g6p, egy
f'nyk6pez6g'p vaku telepe, egy htimpiilyg6 foly6,
egy megfeszitett gumiszalag, egy adag trinifo-toluol,
egy szelet csokol6d6, egy szikla a Mt. Everest tetej€n.

2. Nevezziink meg olyan kouervativ er6t, ami nem
szerepelt ebben a fejezetben.

3. Figyelembe v6ve, hogy a Fiild, Nap 6s Hold kiiziitt
hat6 er6k dtint6en gravit6ci6s krm'szetiiek (kon-
zervatlv er6), ml okozza a Ftild tengely kiirtili for-
g6s6nak kinetikus en€rgi6j6ban bekiivetkez6 v6lto-
z6sokat? (tekintsiik a2-l 6br{t\

kit6r6s fiiggveny6ben. A 7-15 ibrin vi-r,olt potenci6l-
fiiggv6ny 6ltal kijeliilt potenci6lg0d0rben az E energi-
6jri r6szecske mozgdsa az a S .r 3 D intervallumra kor-
Iritoz6dik. Minden pontban E= U+ K. A hulldmvasit
anal6giq segit a mozg|s elk€pzelds6ben, de mindig
gondolnunk kell a k6tdimenzi6s hipotetikus hull6mvas-
tt 6s a r6szecske egydimenzi6s val6di mozg6sa kiizdtti
kiildnbs6sre.

7-15 hbra
Az energiaAbra

Csirsz6si sirrl6d6s jelenletekor a z6rt rendszerre vonat-
koz6 energia megmarad6sinak t6tele a kiivetkez6
kieg6szit6ssel irhat6 fel :

E o  = 0

/ ^ \  / - . \  / _ , \
\E, l "  +lu e l -  +\U, )"  + Ko = f ,  +U, + U, + K
- - i  '  " / 0  ' u  "  - - !

!gli& t't

Mechanikai rendszerek eset6n, amint ezt e fejezetben
r6szleteztiik, a termikus energia nem alakulhat 6t sem-
mifdle m6s energi6vii, ezeft a kezdeti \Et)o efieket 26-

rusnak v6laszthatjuk.

4. Emtitsiinl meg egy nem konzeryativ er6t a sirrl6d6-
si er6n kiviil.

5. Az emberi test normdlis h6merseklete 37'C, s ez
rendszerint melegebb, mint kitmyezetiint h6m6r-
s6klete. Elemezziik ezen h6m6rs6klet fenntartfs6-
hoz sziiksdges energia6talakul6si folyamatokat,
kezdye az aryagcsere folyamatokkal, s visszamen-
ve v6gs6 energiaforr6shoz, a Naphoz.

6. Rajzoljuk fel annak a potenci6lis energia-giidiimek
a p6ly6jit, amely egy, a vizszintes sikr6l fiigg6-
legesen visszapattan6 labda mozg6s6t korl6tozza.
Tekintsiik az iitkiiz6seket tiik6letesen rusalmasnak.

Energia



(Abrazouuk a potenci6lis energi6t a vizszintes sikt6l

m6rt y t6vols6g fiiggv€nY6ben .)
Z, najzotjuk fel annak a potenciflis energia-giidiimek

u pntyaiet, amely egy ingatest mozg6s6t korl'lazva,
midOn L a fiiggOlegest6l m6rt t90' -os hatrirok kii-

Feladatok
7.4 Konzervativ er6k 6s a potenci6lis energia

7A-1 A konzervativ F(r) er6 csak az orig6t6l m6rt r

suefuir6nYt tdvols6g fiiggv6nye A hozzdtartozo poten-

ci6iis eneigia a kiivetkez6: U(r) = CF, ahol C 6lland6'

a) Haui,roziuk meg a C 6lland6 m6rtekegys€g6t Sl m€r-

t6krendszerben. b) Vezessii* le az F(r) er6 kifejezds€re

vonatkoz6 k6Pletet.
7lv2 A 1-16 6Wa az F(x) kotzewativ er6 hat6s6ra * r

irenyi* -"tgO r€szecskEre hat6 er6t dbrezolja' Abre-

zoliiy az Utxl potenci6lis energi6t az x kiter6s fiiggve-

nyiben, a -4nr <x<F4m intervallumban' a potencidlis

energia defrnici6 szeifi az x = -4 helyen legyen zerus'

Attaiitsuf meq vz r = 0 m, 2 m, 4s 3 m -hez Iarloz6 U

eneigia €ntki:t (Utmutatis: a 2-13 6bra 6tism6dese

hasznos lehet.)

ziltt leng. (Legyen a potenci6lis energia a kittel fiig-
g6legessel bezirt sziigdnek fiiggv6nye )

E. fuunk le n€h6ny energiafomist, mell'nek eredete visz-

szavezethet6 a Nap energi6j6ra. L6tezik-e olyan, amely

nem a Napb6l ered, 6s nincs is hatissal ni a Nap?

7.5 A mechanikai energia megmaradisa

7A-5 Esv labd6t l5 m/s kezd6sebess6ggel fiigg6legesen

feldobulni. Az energia-megmarad.isdnak titrv6ny6t al-

kalmazva hatirozzul meg azr " sebessEget, mid6n a

kiindul6si helyzet€hez kepest 8 m magasan van'

7A-6 A hull6mvasirtikocsi sebessdge, amikor a kocsi a

7-18 6brin l6that6 I helyen van, 3m/s a) Mekkora

a kocsi sebess6ge a p6lya B, pontj6n ha a sfrl6d'is elha-

nvasolhatoan kicsiny? U) Mekkora az a minim6lis giir-

birle-t a I pontban, amelyn6l mdg biztonsdgi ijv hasznd-

lata n6lkiii sem repiilnek ki az iil6sr6l az utasok?

e 4- s

-4-3-2-1,  0 'J-  2  3 4
(m)

7-16 6bra
A'7 A-2 6s 18-14 feladathoz

7A-3 Egy rendszer porencidlis energiiija az IJh) -.ax' -.

-ir' fiigsu6nttv.l adhat6 meg. a) Vezessiik le a hozzir

anor6 Flko-"*utiv er6re vonatkoz6 kifejez6st b) Az

a 6s b konstansok segits6g€vel fejezzik ki F(x) z'rus'

hely6t (ha l6tezik).

1-17 hbra
A 7B-4 feladathoz

TB4Egy r6szecske az x tengelyen pozitiv 4s negatlv

irdnybaln mozogbat. A 7-17 irha a potencielis energra

viiiozisbt mutaija. A grafikon giirbiilt r6szei olyan pa-

rabola ivek, amilyek az x tengely b hosszirs6gir szaka-

szaihoz tartomak: K€szisiik el a r6szecsk6re hatb F(x)

er6 v6ltozfu6t r fiiggv6nY6ben.

7-18 6bra
A 74-6 feladathoz

7 A-1 Egy m tttmegti gytlngy surl6d'ismentesen cstiszik

i" "* JWun mes it iton dioton. amely ft igg6leges siku

koririlvai atkot. tr.lekLora er<it fejl ki a pdlya a gyiingy-

i", iu u gyOngy nyugalmi helyzetb<il indul a kiirp6lya

lesfels6 p;nti6b6l 6s f6lig csuszik le a droton'

zi-g gev zsinor v€gdreir6sitett fl ttimegii labd6t fiig-

sdleses-iikban kiirdznek. A kdr legfels6 pontj6n a zst-

iott"tif"trita er6 2mg. Fejezzik ki rr?g segitsegevel a

zsin6r fesziilts6g€t abbaa az esetben, mid6n a labda a

kiir legm€lyebb Pontj6n van.
;;-tEgy isinoi veg6het er6sitetr m ttimegr'i labda fiig-

gO1"g"t1ibkbun tot- ozgisr v6gez' A zsin6r hossza 0'60

ir. i) Hur;totrut me1 azt a minim6lis sebesseget'

^-"if""i " labdi'nak ali helyzetben rendelkeznie kell'

hosv a zsinor a kiir legfels<i pontj6n is kifesziwe ma-

rart]Ln: b) Az adott feltetelek mellett mekkora a zsrnor

feszit6 ereie, mid6n a labda 6ppen f6l0ton van a legme-

lyebb 6s legfels6 Pont ktiziitt?

u(x)

7-19 hbra
A 7A-10 felaclatltoz



7A-!9,E9\ m tdmegii tdgla rigy van feler6sitve, hogy I
rug66lland6jir rug6t 6ppen csak 6rinti (7'�lg 6bra\.
A t6glet eklor elengedji ik nyugalmi helyzet6b6l. Hatri_
rozzuk_meg, hogy milyen d tivols6gra jut el a 1rrcgla az
elenged6s ufn. {Megjegyzes: a t6gla nem ,"ruJ..g
eooen a pontban. hanem visszaltik6dik 6s folyamatosan
rezg6mozgdst v6gez. E rezg6mozgris legali6 ponqrit
keressiik.)
7A-71Egy lr? tomegii ingatest I hosszits6gri zsin6ron
leng. A leng€s szdlsci. legmagasabb pontjin a zsin6r
0 (<90olszttget ziir be a l i igg6legessel. Az energiatdrelt
lelhaszndlva !, 0, es g segircegevel hatdrozzuk meg az
ingatest sebessegdt a leng6s Iegmdlyebb pontjdn.

18;12 Egy vdsdri akrobata kerekp6ros ri l lo helyzerb6l
indulva sirrloddsmenres pdlyiin gurul le. amely fi igg6-
leges sikri ktiralakri hurokban v6gz6dik , amint ez ail2}
6br6n l6that6. HatArozzttk meg Mt a minim6lis l1 ma-
gassagot, amely sziiks6ges ahhoz, hogy a ker6kp6r min_
den id6pontban 6rintkez6sben maradjon a pdly6val. A
hurkot kdzelit6 kdrp6lya sugara R. (Utmutatris: a hurok
Iegfels6 pontja a kritikus helyzet.)

Y"=0

A7B-13 6s 7 A-32 feladathoz

7B-15 Az n : 80 g tdmegii kis test egy 60 cm hosszir
fonalra van er6sitve. A test fiigg6leges sikf kiirp6ly6n
mozog. Amikor a fonal 30'-os sziiget 26r be a vizszin-
tessel, akkor a test sebess6ge 4 m/s (i 22 6bru\. a) Mek-
kora a test sebess€ge a kdrpdlya legfels6 pontjrin?

b) Mekkora er6 fesziti a fonalat, mid6n a test az 6br6n
l6that6 helyzetben van?

\
\ /\l-ZZ anJra \ z'

A / rr- r) retadatho2

7-23 6bra
A 78-16 feladathoz

78-17 Az m tdmegii r6szecske strl6d6smentesen cst_
szik le az R sugarir kiirp6lyadarabon (7 -24 6bra). A 16_
szecske nyugalmi hclyzetbril indul az A ponrbol, ahol a
p6lya 6ppen figg6leges. a) Mutassuk meg, hogy a 16_
szecske sebessdge a ,B pontban (a kezd1pont alatt R/2
trivols6gban) pontosan /gR . b) Hat rozntk meg a 16-
szecske gyorsul6s6nak tangenciiilis 6s sug6rir6nyir kom_
ponenseit a B ponton val6 6thalad6skor. c) Hatarozzuk
meg annak M etlr'ek az ir|nyit 6s nagys6giit amit a B
pontban a p6lya a r€szecsk6re kifeit.

7-24 6bra
A 7B-l'7 felad.athoz

7B-18 Egy kicsiny, m tdmegii test a sima, r sugaru f6l-
g6mb tetej6n nyugszik. A nyugalmi helyzetb6l kiss6

I
l

7B-16.A.1-23 dbrdn ldthato 2kg-os tegtar a ralajon
nlugatmr hetyzetben tafl juk. majd elengedji ik. Abban a
p ranatban. amrkor a mdsik test lent nekii. i t6dik a ft i ld_
nek a 2 kg-os _t6gla felfel6 irrinyirl6 sebess6get nyer.
Milyen maximrilis magass6gba emelkedik tet i Z t<s_os
tigla. ha a csiga ti imege 6s a surlodds elhanyagolhaio, ?
(A tdgla nem iitkozik bele a csig6ba.)

7-20 6bra
A,78-12,78�-26 6s a 7C-44 feladarhoz

78-lJ Egy 3 kg-os doboz elhanyagolhato srirloddsi
20"-os lejtcin csrlszik Ie tj-21 Atxai. i) Az energiat6relt
haszn|lva hat|rozz\k meg a doboz sebess6g6t 5 m csu-
szds uuin. ha a test ri l l6 hetyzelb6l indul. b.1 Szdmitsuk
ki ugyanezt a seb€ssdget a Newton tiirv6nyek 6s a ki-
nematikai egyenletek felhaszn6l6siival is.
7B-14 Egy 2 kg-os tdrgy a7-16 zbr6n defini6lt er6 hat6-
sara mozog. A targy az x = -l helyr6l 6116 helyzetb6l
indul. Hatirozzuk meg a t6rgy sebess6g6t az aj x = O,
b)x -  2  m.  es  c )x -  4  m he lyze tben,



7 / KonzeNatlv er6k 6s az

kirnozditva, sirrl6d.ismentesen lecsirszik a giimbtin.
A test mindaddig a 6rintkez€sben marad a f€lgiimb fe-
liiletevel, amig el nem 6i a 7-25 6br6,,n vazolthelyzel3t,
mid6n a gtimb kiiz6ppontj6b6l a test fel6 mutat6 vektor
0 szdget z^r be a fiigg6legessel. Ezuttin a test m6r nem
marad a giimbiin, hanem szabadon, parabolap6ly6n esik.
Hat6rozzuk meg a 0 sz6g 6rt€k't. (Utmutatrls: mindad-
dig, amig a test el nem &i a 0 -val jelzett helyzetet, a
gdmb norm6lis irinyri er6t fejt ki a v pillanatnyi sebes-
s6ggel halad6 testre. Abban az id6pontban amikor a test
elhagyja a g6mb felszlnft, ez az er6 z6russ6 v6lik. Vizs-
g6ljuk meg e hat6rhelyzetet.)

7-25 6bra�
A 78-18 feladathoz

7B'-19 Egy m tbmegii labd6t egy / hosszirs6gir, elhanya-
golhat6 tiimegii merev rudhoz er6sitettiink. A rfd fiig-
g6leges sikban, ritgzitett vizszintes tengely kii il forog-
hat (7-26 6bra). A nid a neh6zs6gi er6 hat6s6ra akkor
kezdi meg a mozgds6t. amikor a ftggrilegessel 5f,l '-os
sziiget zrix be. Fejezziik ki m, g 6s L segib9glvel a rud-
ban €bred6 feszit6 erdt, mid6n a labda a tegmdlyebb
ponton lendiil iit.

kicsiny piickiit helyeztiink el, melybe a kdt6l lengEse
sor6n beleakad. Igy a test a legals6 pont el6r6se ut6n
egy l/3 sugaru fiigg6leges kiirp6ly6ra t& et Q-2'1 6bru}
Haliirozzuk meg a fonalal feszil6 er6t az I pontban, ami
a piiciik el6r6se utini legmagasabb helye a ,testnek.
(Feltessziik, hogy a test a mozg6s sor6n nem akad bele a
kiit€l fels6 szakaszdba..;
7B-22 Milyen y tivols6gban kell elhetyezni az el6z6
feladatban szerepl6 p6ckiit a felfi.iggeszt6s alatt, ha azt
akarjuk, hogy a ktit6l a pecekbe akad6s utrln kialakul6
kisebb sugaru kitrp6lya tet6pontj6n m6g 6ppen feszes
maradion?
78-23 Egy egyszerii inga egy 2m hosszri fon6lb6l 6s
egy 3 kg tiimegii ingatestb6l 6ll. Az mgalestet v.:2,4 rn/s
kezd6sebess6ggel elinditjuk mid6n a fonal a fiigg6-
legessel 20"-os szdgel 26r be (7-28 6bra). Az inga ezutdn
szabadon leng. a) Hatiirozzuk meg a maxim6lis 0 sz6-
get, amelyet a fon6l fiigg6legessel bezLr, mid6n az irga
kit6r6se maximiilis. b) Mekkora a fon6l feszit6 ereje,
mid6n az ingatest visszalendiil az eredeti 20'-os hely-
zetebe?

7-26 6bra
A 78-19 feladathoz

7B-20 Tekintsiink a Hooke ttirveny szerint viselked6
rug6t, amely 15 cm hosszri 6s rug66lland6ja 8 N/m.
A rug6t fiigg6leges helyzetben a foldre tessziik, majd
hossais6g6t a fel6re iisszenyomjuk, 6s egy I0 g-os testet
helyeziink 16. Ezut4n a rug6t elengedve fell6jiik a testet.
Milyen maxim6lis magass6gba repiil fel a test?

\ t /\ , /---*-.- -'

0 t- - - - t - - -  - - - - - - t , '

7-28 6bra
A 7B-23 feladathoz

78-24 Egy m tdmegii labd't a 7 -29 6br6n t6that6 m6don
I hosszris6gir kittellel a mennyezethez er6sitettiink.
Alebd t az egyik oldalon az A pontban vizszintes fo-
nallal kikittitttiik fgy, hogy a felfiiggeszt6 fonal a fiig-
g6legessel 0 szi'ger z'r be. A vizszintes kdt6l el6get6se
ut6n a labda lengeni kezd. a).Az energiamegmarad6s
tiirv6ny6t alkalmazva fejezziik ki a labda sebess6g6t a
p6lya legm6lyebb -B pontj6ban m, l, 0, Es g segits€96-
vel. b) Mekkora er6 fesziti a vizszintes fonalat miel6tt a
for.alat azt el6getjiik? c) Mekkora a kiit6l feszit6 ereje a
C pontban? (A leng6s legtivolabbi pontja)

7-29 ihra
A 78-24 feladalhoz

78-25 Egy n tdmegf test kezd6sebess€g n6lkiil, s[rl6-
d6smentesen csfszik le a'7-30 6brin l6that6 p6ly6n.
A p6lya alj6t a test vizszintes ir6nyban mozogva hagyja
el, s a rajzon vdzolt m6don 6r fiildet. A fiild szin6t6l
sz6mitva milyen llmagass6gb6l indult a test?

-1- ̂ l- - -----'i
t t  . ' 1 - - ,  i
i i  |  ' .  . i- \ ,- /  o"""u,,, , '

t )
C
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7-27 itbra iJ---'-'

A 7B-21 feladathoz

TB-2tEgy n tiimegii testet / hosszris6gir rugalmas kii-
t6lre ingak6nt felfiiggesztiink. A test vizszintes helyzet-
b6l indul. A 0 felfiiggeszt6si polJfr'l 2/31. t6vols6gban

B



7R-26 Egy ker6kp6ros a 7-20 6br n l6that6 lejt6 rerej6-
16l kezd6sebess6g n6lkiil, srirl6drismentesen gurul le. A
hurok legfels6 pontjfban a p5lya akkora er6t fejt ki,
hogy az a ker€kp6r 6s a ker6kpriros egyiittes srity6nak
hdrornszorosa. Milyen magasr6l indult a ker6kp6ros?

7-30 dbra 1..- 1'-
A 78-25 feladathoz

78-27 Egy m tdmegii testet fiigg6leges rug6ra helye-
ziink, s emiatt a rug6 d hosszrisiiggal nyom6dik ossze
(7-31 6bra). Ezutiin a testet rovibbi 3d tavotsaggal le-
nyomjuk, 6s elengedjiik. Hat rozzuk meg d fuggvdny5-
ben, hogy milyen magasm ugrik fel a test?

Az egyensrilyi 6llapotban n''ugv6 test

Ebben a helyzetben
engedjiik el zerus

kezd6sebess6ggel a

7-31 6bra
A7B-27 feladathoz

78-28 Kiinnyen hajlithat6 sima dr6tb6l Iiigg6leges sikri
fl sugarf kiirp6ly6t hajlitunk, s kis gyiingydt fiiziink fel
ftL. Az m tiimegfi gyttngydt a kiirp6lya IeIejdr6l kezd6-
sebess6g n6lkiil inditjuk, s az srirl6d6smentesen csirszik
le a dr6ton. a) Mekkora a dr6t 6ltal a gytingyre hat6 er6,
amikor a gyiingy fiigg6legesen m6rve R t6vols6ggal
mdlyebbre ereszkedett? b) Hat6rozzuk meg ebben a
helyzetben a gytingy gyorsul6s6nak ir6ny6t 6s nagysri-
g6t. c) Mekkora er6t fejt ki a dr6t a gyitngyre, amikor az
a legals6 ponton halad i4t?

7.6 Energiadiagramok

78-29 Egy r€szecske az )c teogely ment6n mozoghat
olyan F(x) er6 hatilsiira mely levezelhet1 az U(x) - axJ-
6.x potenciiilis energi6b6l. A 7-32 6bfin kvalitative

vizoltlJk ezt a potenci6lis energi6t. a) Hatdrozzuk meg
az F(x) eftt. b) Ha a r6szecske energi6ja z6rus, akkor a
r6szecske mozg6sa az x- 0 6s az x: x, helyek kozE
korl6toz6dik. HatArozznk meg r, 6rt6k6t! c) Mekkora
ebben az esetben a r6szecske maxim6lis kinetikus ener-
gi6ja? Az eredm6nyeket az q es b konstansok segits6g6-
vel adjuk meg!

78-30 A nyugalmi helyzetben l6v6 rn t6megf labdrit
vizszintes sik felett elengedjiik. A labda tdkEletesen
rugalmasan iitkiizik, s minden visszapattan6s utrin i
magassdgba emelkedik fel. al AUrazotjul az energi6t a
t6vols6g fiiggv6ny6ben a vizszintes sik felett, kiiliin-
kiiliin bemutatva az E teljes energiiit, a K kinetikus ener-
gidt. €s az 4 graviri icios potenci6lis energidt. A poten-
ciiilis energia szintjenek v6lasszuk a visszapattan6s sikjdt.
b) Hatiirozzuk meg a k6t visszapattanAs kiizdtt eltelt id6t!

I
d

T

7 -32 6bra
A 78-29 feladathoz

7-7 Energiamegmaradis sirkid6sos rendszerekben

74-31 Egy 4 kg-os testet vizszintes sikon l0 m/s kezd6-
sebesseggel inditottunk el. A csrisz6 sirrl6d6si egyiitt-
hat6 a test 6s a felszin kiiztitt 0,30. Az energiamegma-
rad6s t6tel6t alkalmazva hatisozzttk meg, milyen mesz-
szire csfszik el a test!
74-32 Oldjuk meg a 78- I 3 feladatot ha hrdjuk, hogy a lejt6
€rdes, s a testre konstans 4 N csriszdsi surl6drisi er6 hat.
78-33 Egy gyerek a 7-33 6br6n lithat6 csfszd6r6l nyu-
galmi helyzetb6l indulva csriszik le. a) A strl6d5st elha-
nyagolva mekkora sebess6ggel 6me le a gyerek a
csfzda alj6ra. b) Ha a gyerek t6nylegesen 2 m/s sebes-
s6ggel 6rkezik le, akkor a potenci6lis energia h6nyadr6-
sze alakult 6t a strl6d6s miatt termikus enerei6v6 a le-
csirsz6s folyam6n.

7-33 ribra
A 7B-33 feladathoz

78-34 A vizszintessel 27"-ot bez6r6 6rdes feliiletii lejt6
tetej6re egy dobozt tettiink. A dobozt 2m/s kezd,6-
sebess6ggel lefel6 megliiktiik, s az 3 m csrisz6s ut6n
meg6llt. a) Az energiamegmaradds t6tel6t alkalmazva
hal'rozzlk meg a lejt6 6s a doboz kdztitti csrisz6si sir-
l6d6si er6t! b) Szrimitsuk ki ugyanezt a kinematikus itsz-
szefiigg€sek 6s a NeMon-tiirv6nyek felhaszn6l6s6val is!
?B-35 A feladat a Nagy Amerikai 6ri6skiir Hull6mvas-
irthoz kapcsol6dik. (A technikai r6szleteket l6sd az 5-28
6br6n.) Mekkora energia v6sz el a srirl6drisi effektusok
miatt, amikor az utasokkal teli vonat az 6ri6sk6r el6tti

l--t'"i
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utols6 szakaszon a lejt6 tetej6r6l a hurok aljrira €r? Ne
felejtsiik el, hogy a lejt6 tetejen m6r van kezd6sebess6ge
a hull6mvasirtnak.
78-36 Az el6z6 feladat hull6mvasftjdr6l mekkora ener-
sia v6sz el a surl6dris miatt, amikor az emberekkel teli
trorLei- a B-C-D hurkon az Abr6n megjel6lt sebess6-
gekkel v6gigsz6guld?

Tov6bbi feladatok

7C-37 Tekintsiik az ry sikon az al6bbi pontok kiizbtti
egyenes szakaszokon v6gbemen6 mozg6st (0,0), (3,0)'
(3,2), (0,2), (0,0); az egys6geket m6terben m6rjiik.

a) Bizonyitsuk be, hogy az F = 6ryi+3;r'f newtonban

m6rt er6 konzervativ, azaz szbmitsuk ki a munk6t a

megadott szakaszokon, s igazoljuk, hogy a z6rt gitrbere

vett dsszeg 26rus. b) Mutassuk meg, hogy az

F = x2 )fr+ xj j er6 nem konzervati'r, azaz az el6z6leg

megadott giirb6n v6gighaladva a munka nem zerus!
7C-3E A -7t/2 6s a zrl2 intervallumban x egyes 6rt6kei
szemponti6b6l az FG) konzervativ er6 viselked6se a
kiiveikez6: F(x) - -k sin x. Abrdzoliuk az FG) et6t es a
hozzi h1artoz6 u(x) polenci'lis energia fiiggvenyt az
adott intervallumban. A potenci6lis energia zerusszintj6t
azx - 0 helyen jeltil j i ik ki.
7C-39 Tetebzzuk fel, hogy egy test mozgasara az
F : -4x+ 3f er6 hat, ahol az er6t newtonban, a kiter6st
pedig m€terben m6rjiik. Hat6rozzuk meg a potenci6lis
inergia v6ltoz6s6t, amikor a test az x = | m-r6l az x = 2
m helyre keriil!
7C-40 Egy rEszecske olyan t6rr6szben mozog, ahol po-
tenci6lis energi6ja az otig6t6l r t6vols6ggal forditott
ariinyban v6ltozik: U(r): Nr, ahol ,4 6lland6. a) Hat6-
rozzuk meg I definici6j6t. b) Hatirozzuk meg a r€-
szecskdre hat6 er6 x 6s y komponenset!
7C-4lEgy test az (J = q + b(x - x.)2 egyenlet 6ltal meg-
had{ozott potenci6lis energi6jir t6rben mozog. a) Milyen r
&t6k eseten nem hat er6 a testre? b) Hatiirozzuk meg a test-
re hato er6 nagys6giit 6s ininydt az x = 0 helyenl

7C43Egy reszecske az U(r) =711 - "ot at) potenciilis

energidjir t6rben mozog. Mutassuk meg, hogy kicsiny x

6rt6kek eseten a r6szecsk€re az F = -Aa2 x nagys6gu. az

r = 0 hel),re visszat6rit6 er6 hat! (Jfinutatis: alkalmazzuk a

cos ar kicsi sziigek eseten 6rv6nyes ktizelit6s6l)
7C-44 T6rjiink vissza a 78-12 feladat ker6kp6ros6loz!
Tegyiik fel, hogy a biciklista 11: 3R magass6gb6l indul,
s a lejt6n sirrl6d5s ndlkiil ereszkedik le. Mekkora a
gyorsukis nagys6ga 6s irdnya, amikor a ker6kp6ros
a hurokban fiigg6legesen felfel6 haladva a talajt6l 6ppen
R t6vols6gban van?
7C-45 Az E ener$|jit r6szecske egydimenzi6s surl6d,is-

menrs mozgdst vegez, melyre igaz az E = j mv'� + l)

kdplet, ahol U a potenci6lis energia. Az iisszenergia

konstans, azaz dE/dt = 0. Mutassuk meg, hogy ebb6l az

dsszefiigg6sbSl Newton m6sodik tiirv6nye levezethet6!

(F = mdv/dt)
7C-46 A 7-35 6br6n l6that6 m':4 kg 6s mr= 5 kg-os
testet akkor engedjiik el, amikor a rug6 nyugalmi hely-
zetben van. A rug6 rug66lland6ja ft= 80 N/m, 6s a lejt6

felszine sima. A csiga ttimeg6t 6s a sirrl6d6st elhanya-
golva, hat6rozzuk meg a) milyen m6lyre jut el n, '! b)

mekkora az n2 test pillanatnyi sebess6ge amikor 20
cm-t haladt?

7 -35 6.}�ra.
A 7C-46 feladathoz

1C-47 Egy zsin6rra er6sitett ru l6meg6 labda fiigg6-

leges sikban ktirmozg6st v6gez. A zsin6r minden id6-
pontban feszes marad. (A sebess6g a kdr legf€ls6 pont-
j6ban tetsz6leges lehet, felt6ve, hogy a fenti felt6tel tel-
jesiil.) Bizonyitsuk be, hogy amid6n a labda a kiir leg-

mdlyebb pontj6n van, a zsin6r feszit6 ercje 6 mg

6rt6kkel haladja me g a feszitl eftI alegfels6 pontban.

1-34 6bra
AiC-42 feladathoz

7C42 Az egydimenzi6s mozgist v€gez6
r6szecske olyan t€n6szben mozog, ahol
energi6ja

A B
U l X l = " " . - - -

x t x

n tiimegii
potenci6lis

11 6s I dlland6k.)
A fliggv6ny menet6t a 7-34 6bla mutatja a) Keressiik-meg
a reszJcske x^ stabilis egyensflyi helyzet6t, s fejeziik ki zt,
I 6s t segits6g6vel! b) Hatfuozzuk meg a potenci6lgiiditr
U^ m6lys6g6t! c) Az r tengely menten haladva. mekkom
nigativ x ir6nyir maxirftilis er6 hat a reszecsk€re?

1-36 6bra
A 7C-48 feladathoz (a) (b)

terheletlen rug6ra n titmegii7C-48 Az s" hosszirsdgf
testet helyezibk, s ennek hatris6ra a rug6 d hosszirs6ggal

iissze nyom6dik. (7 -36 6bra) Most tegy0k 16 a testet a

U(r)



rug6ra fgy, hogy az 6ppen €rints€ a terheletlen rug6t,
majd engedjii& el ebb6l a nyugalmi helyzetb6l. a) Mekkora
a rug6 d* maxirnrilis iisszenyom6disa amint a test lefel6
mozog? b) Mekkom maximilis sebess6get er el a test?
7C-49 Egy 3kg-os test kezd6sebess6g n€lkiil indulva d
tivols6ggal csirszik le a 30"-os sirrl6dSsmentes lejt6n,
ahol a 7-37 6bnin l6thaio elharyagolhat6 tiimegfi rug6ba
iitkitzik. A rug6t iisszenyomva tov6bbi 0,2 m-t csirszik
lefel6, majd iisszenyomva a rug6t, pillanatnyilag meg-
6lI. HatArozntk meg a rug6 6s a test kiiziitti kezdeti d
&ivols6got! (A rug6 rug66lland6ja t = 400 N/m.)

7-37 i.}�ra
A 7C-49 feladathoz

7C-50 A 7 -36a i.*l.ra szeritl eW m tiimeg( test nyugszik
az eredetileg s. hosszirs6gri rug6n, s azt d tivolsriggal
iisszenyomja. Tegyiik fel, hogy a testet meg tovtibbi 3d
tavolsdggal lenyomtuk. a) A rendszert e helyzetben el-
engedve milyen magasra fog a test felugrani, ha nincs a
rug6hoz rdgzitve2 (A eredm6nyt d fiiggv6ny6ben adjuk
meg!) b) Milyen magasra emelkedik a test, ha a rug6hoz
vaa er6sitve?
7C-51 A 7-38 6brin egy lift 6s az m tdmegii ellensirly
16that6. A lift teljes terhel6sekor a lift 6s az utasok t6-
mege 2000 kg, az ellensirly6 pedig 2800 kg. Tegyiik fel,
hogy a f6kberendez6s elromlik, 6s a lift nyugalmi hely-
zetb6l indulva siillyedni kezd, mikiizben az ellensrilyt
megemeli. A tart6 csigarendszer tdmege 6s a surl6d6si
forrdsok elhanyagolhat6k. a) Mekkora a lift lefel€ ir6-
nyul6 gyorsul6sa? b) Mekkora a I feszit6 er6 a k6belben
a lift zuhan6sa kiizben? (Az a) feladatban haszn6ljuk az
energiat6telt.)

7-38 dbra
A 7C-51 feladathoz

7C-52 A 7-39 6br6n egy 400g-os r6szecske U(r) hely-
fiigg6 potenci6lis energiafiiggv6nye l6that6. a) Hol ma-
xim6lis a r6szecsk6re hat6 vonz6er6? (Vonz6er6n itt az
orig6 fel6 mrrlet6, aztz -r ir|nyi er6t 6rtiink. ) b) Hol
z6rus a r6szecsk6re hat6 ered6 er6? c) Milyen r tarto-
m6nybar hat taszit6 er6 a r6szecsk6re? ( Taszit6 er6n a
+r ir6ny0 ef6t 6rtjiik) d) Mekkora az a maxim6lis .E
energia, amellyel a r6szecske rendelkezhet, 6s mozg6sa
m6g mindig v6ges tartom6nyra korl6toz6dik. e) Abban
az esetben, amikor a r6szecske kdtiitt 6llapotban van,
mint p6ld6ul a d) feladatban, becs0ljiik meg, hogy a
potenci6lgdddrbe befogott r6szecske milyen r tarto-
m6nybar mozoghat? f) Tdtelezziik fel, bogy a r€szecske
az r = 3 m helyen instabilis egyensflyi 6llapotban nyu-
galomban van, s egy nagyon kicsit r irbny|ban kimoz-
ditjuk. Hatr4rozzuk meg a r6szecske sebess6g6t az r = 4
m helyen. V6gii1 vizsg6ljuk meg azt az esetet, amikor a
r6szecske nagyon nagy r t6vols6gb6l, ahol kinetikus
energi6ja 3 J, az otrg6 fel6 tart. A kiivetkez6 k6rd6sek a
r6szecske tov4bbi -r ir6nyf mozg6s6ra vonatkoznak. g)
Hol a legnagyobb az orig6 fel€ tart6 r€szecske sebess6-
ge? h) Mekkora a maxim6lis sebess6g? i) Becsiiljiik
meg (a lehet6 legpontosabban), hogy az orig6t mennyire
tudja megkiizeliteni a rdszecske?

7-39 6bra-
A 7C-52 feladathoz.
Ha r -+ - , akkor U(r) z6rushoz tart.

7C-53 Egy r6szecske a poziliv x tengely ment6n mo-
zoghat. ahol az U(x) potencidlis energia: U(r) - 6x2-2.r1.
U |rteket joule-ban, r 6rt6ket meterben m6rjnk. U(x)
kvalitativ menetet a 7-40 6bra mutatja. a) Milyen * tar-
tom6nyban lesz a r6szecsk6re hat6 er6 -, ir6n1u? b)
Mekkora lehet a r6szecske iisszenergi6jinak maxim6lis
6rt6ke, amelyn6l a rdszecske m6g rezg6mozgitstv6gezhet!

7-40 6hra
A 7C-53 feladathoz

m:3 kg

U(')

u(r)



4A-5 126 m/s
4A-7 2,72 x l0-\ m/s'
4A-9 4,43 m/s

4A-11 a) 87,0 nvs' b) 8,88e
4B-13 a) 7,90 x il05 m/s2 b) 5,58 x 105 n/s'�
48-15 a) 18,3 m/s b) 6,85 x loag
48-17 0,821 m/s2;62,4"
488B-19 a) 1,25 m/s2 az tr g'rbiileti koz6ppontja fel€

b) -1,67 m/s'�
c) 1,85 m/s'�;64,4'a radi5lis ir6nyhoz k6pest

h6trafel6
48-21 a) 2,31 rnls2 b) 4,96 m/s'�
4C-23 A v6lasz adott.
4C-25 0,851 m/s'� b) 5,34 m/s'

c) 5,41 m/s'�;9,04" a radirilis ir6nyhoz k6pest
h6trafel6

4C-27 54,4 m/s2

V. Fejezet

5A-1

5A-3
5A-5
5A-7
5A.-9

5A-11
5A-13
58-15

a) 720 N b) 72 kg c) 200 N
d) 20 kg e) 720 N f) 200 N
282 kg
a) 4,00 m/s'� b) 8,00 m
a ) 9 0 N  b ) 3 s
a) 31,25 m b) 12,5 m/s
14,8"
1,63 mlsz
a) 26,53 N b) 53,1'a horizont alatt
c) egyenes vonalban

sB-17 b) 359 N
5B'19 a) 0,102 s b) 0,0255 m
58-21 a)  6 m/s2 b)  8100N c)5400N
54-23 a) 170 N b) 170 N
5A.-25 1350 N
5A-27 6,39 N
5A-29 a) 0,300 m/s'� b) 0,900 N

5B-31 t = 27t

sB-33 a) 2,05 kg b) 16,0 N
58-35 a) 3,33 m/s'� b) 24 N c) 0,55 m/s
58-37 a) 4,90 m/st b) 1,96 m/s'
58-39 4,70 ke
5A-41 a) 8,40 N b) 15,7 N
5A-43 7,00 s
5A-45 0,364
5A-47 0,'�732
5B-49 28,7 m
5B-51 35,25 N
58-53 a) 0,204 b) 90,8 N
5B-55 20113 N
59_57 6) gRlv2
5B-59 A v6lasz adott.
5B-61 3 l ,4  N

5B-63 a) 600 N b) 1100 N
sc-6s a) 4,92 N b) 16,7 N
5C-67 0,143 m
5C-69 A v6lasz adott.
5C-71 a) 1984 N b) 12,43" c) 1448 N
5C-73 A v6lasz adott.
5C-75 0,209 fordulat/s

VI. Fejezet

6,4.-1 1,8 x 105joule
6A-3 270 joule
6A-5 960 J
6A-7 a) 417 N/m b) 3,00 J
6B-9 b) ktl(kt + lq)

6.{11 38,5 m
6B-13 a)  60J b)  l0J c)7,7smh d)3,16m/s
68'-15 a) 2,25 x 104 N b) 1,33 x l0r s
6A-17 a)  9,75 x 10 '  N/m b)3,12J
6A-19 1390 J
6A-21 0,029 J
68-23 a) 6,86 m/s'� b) 6,41 m/s
6A-25 124 I
6A-27 |5 J
6B-29 a) 980 J b) 355 J
68-31 1,68 m/s
68-33 a) 104 J b) 88,2 J c) 15,8 J d) 1,98 N
6A-3s 1,154 kW
68-37 403,2 Ft
6A.-39 l2 kW
68-41 141 kW
6A-43 39,2 kW
6A-45 42,92 kW
6B-47 35,26 kW
6L-49 4
6,4.-51 egyetlen csiga
68-53 1,76 x 104 N
68-55 280 N
6C-57 22,0 J

6C-s9

6C-61

6C-63

6C-71
6C-73
6C-75

6C-65
6C-67
6C-69

a) zgcosl { I b) zgR

A valasz adott.
k t l t + k 2 ( L - 1 2 )

k j + k 2

9,6 x 105 N/m'�
0,303 m/s
a) k2/(kt + k2)

A velasz adott.
242 J
A viilasz adott.

VII. Fejezet

7A-l a) N.m3 b) 2cli
1A-3 a) *3ax2 +2bx b) x = b l3a



Az l-23 fejezelek p6ratlan sz6moz6sri feladatainak mesold6sai A_19

7 A-5 8,26 m/s
7 A-7 2mg
7 A-9 a) 5,42 m/s b) 3ng

7A-rr J2s4r- cosg)
78-13 5,79 m/s
7B-15 a) 3,61 m/s b) 1,74 N

78-17 b) S&/2,S c) 3mg/2, sttgirrftfnyban befel6
7B-19 4,20 mg
7B-21 mg
7B-23 a) 37,6" b) 36,3 N
7B-25 t,45 m
7B-27 8d

7 8 ' - 2 9  a )  - 3 a x !  - b  , J b t q

c) l,,lb' /3a
7A-31 17,0 m
7B-33 a) 7,67 m/s b) 0,932
78-35 1,12 x 105 J
7C-37 A v6lasz adott.
7C-39 -1,00 J
7C-41 a) x,) b) 2bx,,;+x if,'nyban
7C-43 A v|lasz ad.ott.
7C-45 A viilasz adott.
7C-47 A v'lasz adott.
7C-49 0,344 m
7C-51 a) 0,2229 b) 1,52 x lOa N
7 C - 5 3  a )  0 S - r S 2 m  b ) 8 J

VIII. Fejezet
8A-1 1,23 m/s
8A-3 34,3 J
8A-5 l0 m/s a szerelv€ny fel6
8A-7 0,400 m/s
8B-9 7 ,22 m/s; -48,4"

8B-11 0 = arctg I
8B-f3 0,91 m/s 51,3o 6szakkeletre
EB-15 13,0 kg.rn/s;202,6' a +x ir6nyt6l az 6ramutat6

jiLr itsdv al e gy ez6 ir itnyb a
88-17 A valasz adott.
8B-19 0,0466
EA-21 900 N, az eredeti sebessdggel ellent6tesen
8.{ -23 a)  1,20x lOakgm/s b)2,40x l04N
EB-25 6,38 N s felfeld
88-27 7,80 m/s
8B'-29 a) 4,37 x l0r s b)0,153m

c) 1,22 x 10-r J d) 1,23 x 103 J
8B-31 a) 7,80 kg.m/s; 22,6'a horizont fitl i iu

b) 3900 N; 22,6o ahorizo\t foIiSn
8A-33 200 N
EA-35 a)  1,88 N b)3,75N
88-37 4,00 x 103 N
8A-39 535 m/s

88-41
8C-43
8C-45
8C-47

8C-49

8C-51

a) 3,48 x 10" N b) 1659 kg/s
a) 338 m/s b) 56,3 N
a) (M - n)/M
A valasz adott.

/ - \
I  t 2 h  In n g l t + l -  |
\  t 8 i

o,368M

a) 1,50 m b) 24,0 N.m
a) 2bF b) 2bF
A viilasz adott.
t/2
R/12
5- mpl
1 6  "

2,06 m

IX. Fejezet
9A-1 a) -0,167 m/s b) 0,333 m/s
9 A-3 a)42,9m/s,37o dllnyugatra b) 1720 1
9A-5 Nem; 2,80 J elveszett

a) J,41 m I s b) 57 ,4 m/s c) 91 ,6%
A valasz adott.
I ,81 m/s, 2,27 m/s
0,200 m

tL^. !^ t' 1 3  . 1 3

9B-7

9B-9
9B-11
9A-13

9A-15

9B-17 5,35 m
9.{-19 a) 30 m/s, vizszintesen b) 21,2 rnls,45" a viz-

szintes alatt
9B-21 A v6lasz adott.
9B-23 A v6lasz adott.
98-25 7,28 mls
98-27 a) 3,00 m/s b) 3,00 m/s

c )  6 0 8 J e s  8 2 4 J  d ) 0 6 s 2 1 6 J
9B-29 216 I

I  M - n \
9C-31 a)  l#  I  Urugyanaz minr  a)

\ u t + m )

sc-33 4M.tEi;
9C-35 a) 65,2 m/s b) 0,458

sc-37 .tr-n
9C-39 (1,03 m,0,88 m)
9C-41 A v6lasz adott.
9C-43 v^= 0,667 rnls; v, = 0,800 m/s
9C-45 2,21 m/s

sc-41 a) 1, At 4u,
6 l 2
l o  1 l

9C-49 a) ; i v bt I v ( Ez a 8. fejezet 6. k6rdes6re
JU io

adhato mennyis6gi viilasz)

X. Fejezet

l0A-1
10A-3
l0A-5
l0A-7
t0B-9

l0B-11

104-13


