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KONZERVATIV EROK
ESAZ :
ENERGIAMEGMARADAS

Az energia orok gyonydriiség
William Blake

7.1 Bevezetés

Az el6z6 fejezetben a munka és az energia kiilonb6z6 formait targyaltuk, és
levezettink egy fontos tételt, a AW = AK munkatételt. Ebben a fejezetben
tovabb foglalkozunk az energia fogalmaval, hogy mélyebben megértsikk a
természettudomanyok egyik legalapvetdbb tételét, az energiamegmaradas
tirvényét. Az energia megmaraddsa azt jelenti, hogy energiit nem lehet a
semmibd] teremteni, és meglévl energiat nem lehet megsemmisiteni; az
energia csak atalakulhat egyik alakjab6l a mésikba. Fizikatdrténetet olvasva,
meglepSen hossziinak és faradtsdgosnak tlinik az Gt, amig a tudomany elju-
tott az energia mai értelmezéséig. Széleskorii, gondos kisérletez6munka ve-
zetett el ahhoz a felismeréshez, hogy az energidnak sok kiilonboz§ alakja
lehet, és hogy az energia mindig megmarad.

Az energia fogalmat megérteni nem koénnyt, s ennek azaz egyik oka,
hogy az energia nem anyag'; értéke a kiilonbézé koriilményeknek megfe-
lelen kiilénbdz6képpen szdmithatd ki, tudva, hogy az energiaviltozisok
Osszege minden fizikai folyamatban zérus. A folyamatokra csak az energia
egyik alakjabol a mésikba val6 atalakulds jellemzd. Nincs értelme példaul a
kinetikus vagy potencialis energiarol abszolut értelemben beszélni, hiszen
értékiik a vonatkoztatasi rendszert8l fiigg8en valtozhat. Erthetd tehat, hogy
csak tobb, mint két évszazados kutatds utan ismerték fel, hogy ezen absztrakt
mennyiségeknek — amit energidnak neveziink — az 6sszege nem viltozik.

Bér az energiamegmaradas torvényét axiémaként mondtuk ki, — és igy
nem ,bizonyithatd”, — oly er8sen hissziik, hogy igaz, hogy ha valamilyen
folyamatban Ggy tiinik, mintha az energia megmaraddsénak az elve nem ér-
vényesiilne, akkor 1ij energiafajtat vezetiink be, hogy a térvényt érvényben
tartsuk. Péld4ul a héenergiat és az elektromagneses tér energidjat eredetileg
csak az energiamegmaradds torvényének biztositisa céljabol vezették be.

A természettudosok hosszi ideig azt hitték, hogy a h& shlytalan és lathatatlan folyadék —
héanyag- amelyet kalorikumnak is neveztek. A h6mérséklet novekedését, ill. csokkenését
azzal magyardztik, hogy a vizsgélt test hfanyagot vesz fel, ill. ad le. A h6anyagot megma-
radé mennyiségnek tekintették és e megmaradési torvény segitségével sok tapasztalati tény
is értelmezhetd volt (1asd. a 19.4 fejezetet).
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7-1 abra

Az F, graviticios er§ munkdja az a-
t61 b-ig ht1z6d6 gorbevonald palyén,
csak az y, — y, magassagkiilonbségtol
fiigg és teljesen fiiggetlen a két pont
kézotti palya alakjatol.

7-2 abra

A gravitacios potencidlis energia
megviltozdsa az a és b kozotti tet-
sz6leges palyan ugyanakkora. A kina-
gyitott ivdarab mutatja, hogy a gor-
bevonala palyaszakasz kicsiny viz-
szintes és fliggbleges szakaszokbol
all6 1épesdsorral helyettesithetd. A
graviticios erd csak a fiiggdleges sza-
kaszokon végez munkat. Minthogy
azonban a fiigg6leges elmozduldsok
eredbje az a és b kozotti tetszdleges
palyén ugyanakkora, a graviticios er8
munkdjénak is ezeken a tetszdleges
utakon ugyanakkoranak kell lennie.
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Egy misik példa erre, hogy Wolfgang Pauli 1930-ban a rddiéaktiv f-sugirz6
anyag bomldsat vizsgalva, kizirolag abbol a kdvetelménybdl, hogy az ener-
gia- és impulzusmegmaradds torvényének teljesiilnie kell, megjosolta az
egyik legérdekesebb elemi részecske, @ neutrind 1étezését. Végil 1953-ban
Clyde Cowan és Frederick Reines kisérletileg is észlelték a neutriné létezését,

Az energiamegmaradas torvénye a a természettudomdnyok leggyii-
mélcsdzBbb és legsikeresebb gondolata. Ez a hatalmas és egységes torveny,
betekintést nyijt minden biolégiai, kémiai és fizikai folyamatba, és a koz- :
mol6giatol a részecskefizikaig minden tudomanyagat egyméashoz kapcsol.

7.2 Konzervativ erok

A mechanikai rendszereket vizsgalva célszerii megkiilonbdztetni: a konzer-
vativat, és a nem—konzervativ erket. Bevezetésil tekintsiink egy specialis
példat a konzervativ erfre, ennek altaldnos definiciojat késobb adjuk meg. A
konzervativ jelz arra utal, hogy ez az erGtipus szorosan kapcsolodik az
energiamegmaradas (konzervalodas) térvényéhez.

A 7-1 dbra egy m tomegli részecske palyajat mutatja, melyre az F, gra-
viticiés er6 mellett egy tetszleges masik F er6 is hat. Tekintsik a gravitici-
0s er§ AW, munkajat, mialatt a részecske az adott palyan az a pontb6l a b
pontba jut. Mlvel az F, graviticios er6 allando nagysagi’, figg6legesen le-
felé irdnyuld erd, a vegzett munka kiszamitisahoz elég az elmozdulds Ay
fiiggbleges komponensével szdmolni:

AW, 7 F-Aris F(cos 180°)Ay = —mg(y; —¥.)
Léthat6, hogy a gravitdciés potencidlis energia véltozasa éppen a graviticios
er6 munkija negativ elGjellel:

Egi)

Minden gérbevonalu palyat tekinthetiink gy is, mintha infinitezimdlisan
kicsiny fiiggdleges és vizszintes szakaszok sorozata lenne, ahol a gravitacios
eré csak a fiiggbleges szakaszokon végez munkat. gy a munkavégzés nem
fligg a palyagorbétdl csak az (y,—y,) magassagkillonbségtdl. A 7-2 abrin
lathaté, hogy az a és b kozotti barmely gérbén a gravitacios potencidlis ener-
gia valtozasa megegyezik, s igy ugyanakkora a gravitdcios er6 munkaja is. A
grav1tac1os er§ e tulajdonsdga alapul szolgal a konzervativ erd egy lehetséges

e

Egy er6t konzervativnak neveziink, ha két pont ko-
zotti mozgds soran az 4ltala végzett munka csakis a két
pont helyzetétdl fiigg, s fiiggetlen a palya alakjatol.

(7-2)

A gravitacios erd konzervativ erd.

Visszatérve a 7-2 dbrdhoz, vegyiik észre, hogy barmelyik pélyan visszafelé,
b-bél a-ba haladva, a potenciélis energia véltozdsa (és a gravitacios er6 mun-
kéja is) ugyanaz az odafelé szamitott érték negativ el6jellel. Ennek az a ko-
vetkezménye, hogy a graviticios erd munkéja tetsz6leges zart gorbére zérus.
Péld4ul a 7-2 4brén, ha az 1-es Giton megyiink a-bol b-be, majd a 3-as Gton

2

Ebben a fejezetben csak a Fold kozelében érvényesiild gravitacios hatésokkal foglalko-
zunk, ahol g 4llandénak tekinthetd. A graviticiés er6 azonban a Foldtél tavoli olyan tarto-

ményokban is konzervativ er8, ahol a graviticios gyorsulas 1/r* -tel aranyos.
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tériink vissza, akkor a graviticiés er6 munkdja e zart gbrbére zérus. Ez a tény
a konzervativ er definialasinak egy masik modjéra ad lehetSséget:

Egy er6 konzervativ, ha tetszéleges zart (7-3)
gorbén az altala végzett munka zérus.

Kés6bb megmutatjuk, hogy a (7-2) és a (7-3) definicié ekvivalens. Azt, hogy
mikor melyiket hasznaljuk csupin kényelmi szempontok dontik el.
Matematikai jeldlésekkel a konzervativ er8 meghatdrozasira szolgilé két
egymassal egyenérték( definici6 a kovetkez6képpen irhaté fel.

KonzCrvatiy IF-Ar =[4lland6] vagy ZF-Ar=0
erdk tetsz8leges tetsz8leges
v a-bol b-be zért gorbére
eseten vezetd dton
b
ugyanaz az
Integral- jF wde=s, : vagy §F -dr=0 (7-5)
allando
-alakban Sy
tetszéleges

litra

(Az integraljelre rajzolt kor a zart gérbe mentén vett integrélra utal.)

Nezziink egy konkrét példat: tegyiik fel, hogy egy testet fiigg6legesen
foldobunk. A testre hat6 egyetlen eré a graviticiés erd. Mialatt a test fel-
emelkedik, a graviticios er6 negativ munkat végez, s ez a test potencidlis
energidjanak névekedésével pdrosul. Az esésre az ellenkez6 igaz, a graviti-
ci6s erd pozitiv munkdt végez, mikozben a test potencialis energidja csokken.
A konzervativ eré kulcsfontossigu tulajdonsdga, hogy az iltala végzett mun-
ka teljes egészében mechanikai energiava alakul, (illetve a folyamat megfor-
ditisakor a tarolt energia munkavégzésre forditodik.) A graviticios erd tehat
konzervativ er6.

Egy mdsik példa a konzervativ erSre az idedlis rugéerd: F,

c="kt "Ha
rugo
a rugot — nyugalmi helyzetébdl x, tdvolsdgra megnyitjuk, akkor a rugéers —
1

Lkx;* negativ munkit végez. A nyugalmi helyzetbe visszatéréskor a rugoerd

pontosan ugyanakkora abszolut érték(i, de pozitiv +3'kx12 munkit végez.

A munkavégzes tetszéleges zart gorbére zérus, tehdt a rugders konzervativ
er8. A rugd potencidlis energidjinak megvaltozdsa akkora mint a rugéerd
dltal végzett munka negativ eldjellel:
AU, =—AW,; (7-6)

A konzervativ erknek fontos csoportjat alkotjak azok az erék, amelyek
nagysaga csakis egy meghatirozott ponttél mért tivolsig fliggvénye és csak
radidlis komponensiik van. Az adott pontot kezd6pontnak (vagy mas néven
kozéppontnak, centrumnak) vélasztva, s figyelembe véve, hogy az erd min-
dig e pont felé, vagy e centrumbél sugdrirdnyban kifelé mutat, ezeket az er§-
ket centrilis erdknek nevezziik. A Nap ¢s a bolygok kozott hatd gravitacios
erf is ilyen konzervativ, centralis er. Hasonloképpen, az atomokban a pozi-
tiv toltésii atommag és az elektron kozott fellép6 elektrosztatikus vonzéerd is
konzervativ, centralis ero.

Ha egy zart rendszerben csak konzervativ er6k hatnak, akkor a rend-
szert konzervativ rendszernek nevezziik.
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7-3 abra

A nem-konzervativ F = kxy er6tér
grafikus képe. Képzeletben egészit-
siik ki az abrat igy, mintha a sik min-
den pontjaban meg lenne rajzolva az
erdtdrvénynek megfeleld nagysagi €s
iranyt erévektor. (Az erGvektor min-
dig y irdnyt, nagységa azonban az
adott pont x koordinajatol figg.)

7.3 Nem-konzervativ erék

A leggyakoribb példa a nem-konzervativ erbre a csuszo surlodasi erd. Ha egy
testet érdes (strlodésos) palydn mozgatunk, akkor a surlédéskor termel8d6
hé (termikus energia) az ut hosszatol is fiigg. A test a-bol b-be mozgatasa
soran az f; csiszo6 strlodasi erd dltal vegzett munka kiilonbozd palyakon kii-
16nboz6 lesz, azaz a surlodasi erd munkéja nem fiiggetlen az attol. S termé-
szetesen zart gorbére nézve a munka nem zérus, hiszen f, mindig ellentétes a
mozgds iranyaval, s igy az dltala a zdrt gorbén végzett (negativ) munka min-
dig véges, nem zérus érték. Tehat a cstisz6 surlodas nem-konzervativ erd.

A nem-konzervativ er8 masik példajat szolgéltatja az a parhuzamos ero-
rendszer, amelyben az eré nagysiga az, iranyara mer6leges iranyban mért
tavolsagtol fiigg. Ilyen erd példaul az xy sikban bekovetkezd mozgasok ese-
tén az F =kcy er8. Az eré mindig § iranyd, azonban az x tavolsaggal aré-
nyos. Szemléletes képet kaphatunk err6l az ,er6térrél”, ha az erévektorokat
nyilacskak sorozatdval dbrazoljuk (7-3 é4bra). (Probaljuk ezt a képet gondo-
latban \igy kiegésziteni, hogy a sik minden pontjdba az x koordinataval ard-
nyos nagysigl er6t képzeliink.) Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy ez az erd-
tér nem konzervativ, szamitsuk ki a végzett munkat az a-bol b-be vezetd ket
Kiilonbozé Gton. Az @-es szakaszon végzett munka zérus, hiszen az erf is
zérus. A @-es szakaszon végzett F-Ar munka ugyancsak zérus, mert F me-
réleges a Ar elmozdulasvektorra. igy a munka az @->®-es tton zérus. A ®-
as szakaszon végzett munka is zérus, hiszen F merdleges Ar-re, vilagos
azonban, hogy a @-es szakaszon a munka valamilyen véges, nem zérus érték.
igy tehat ez az eré nem elégiti ki a konzervativ er@ kritériumat.

Néhany erd, mint példaul a repilldgépekre hato légellendllds, sebesség-
fiiggd. Ezek az er6k sem konzervativak, hiszen a végzett munka sebesség-
fiiggd, s ez nem teljesiti azt a kovetelményt, miszerint két pont kozott végzett
munka csak a végpontok helyzetétél fugg. Hasonloképpen, az id6t6l fiiggd
erék sem konzervativak. Az elektromagneses indukcional fellépd egyes erdk
szintén nem-konzervativ tipusuak.

Altaldban elmondhatjuk, hogy a sebességtdl vagy 1d6tol fiigg® erék és a
saurlodasi erék nem-konzervativ er6k. Ezekkel a nem-konzervativ erkkel

£ r

Kkésébbi fejezetekben fogunk foglalkozni (14., 30. és 32.), most azonban ezek

a4

kéziil csak a strlédasi erdrdl lesz szo.

7.4 Konzervativ erdk és a potencialis energia

Most, hogy latjuk a kiilonbséget a konzervativ és a nem-konzervativ er6k
kozott, részletesebben megvizsgaljuk a konzervativ rendszereket, és megha-
t4rozzuk a konzervativ erbk és a potencialis energia kozott fennallo kapeso-
Jatot. Megmutatjuk, hogy minden konzervativ eréhiz létezik egy potencidlis
energia fliggvény, valamint, hogy a potencialis energia értéke minden esetben
csak a helykoordinatatol fiigg. A kovetkez6kben a konzervativ er6 és a hoz-
zatartozd potencialis energia kozotti kapcsolat megallapitasaval eljutunk a
mechanikai reridszerek vizsgalatakor nagyon hasznos és éltalanos mechani-
kai-energia-megmaradas torvényéhez.

Emlékezziink vissza, hogy mind a gravitacids erd, mind az idedlis rugo-
eré estén azt talaltuk, hogy AU =—AW . Valoban, minden konzervativ, az x
helykoordinétatol fiiggd F, erbhdz létezik egy U(x) potencidlfiiggvény, mely-
re fenndll, hogy:

F(x)Ax = -AU

vagy F(x):-—%
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illetve differencidlis formaban felirva’ : F(x) =~ % (7-7)
A dU=-F(x)dx egyenletbdl kiindulva a fenti osszefliggést integral alak-
ban is felirhatjuk. Integraljuk az egyenlet mindkét oldalat az [a,b] intervallu-
mon. Azt kapjuk, hogy:

b
U,-U, =-] F(x)dx (1-8)
~ au
A konzervativ erd és a =
hozzarendelt potencialis b (7-9)
energia kapcsolata U, -U, = —j F(x)dx

Hasonloé egyenleteket irhatunk ol az y és z koordindtakra is. Centrdlis erdk
esetén (16.5 fejezet), ahol az erd sugar iranyu, a megfeleld koordinata a cent-
rumtol valo r tavolsag,

A folyamatok energetikai leirdsanak a dinamikaival szemben az az elG-
nye, hogy skalarmennyisegekkel dolgozhatunk. Ha tobb kiilénb6zé iranyu
eré is hat egyszerre, akkor a skaldrmennyiségekkel sokkal egyszeriibben
szamolhatunk, mint az erékre vonatkozo vektormiiveletekkel. Tovabba, ami-
kor kicsiny rendszerekkel, atomokkal vagy atommagokkal foglalkozunk, a
rendszer energiadllapota méréssel sokszor konnyen meghatirozhat6, az erék
azonban nem. Ezért az ujabb elméleteket a fizikaban majdnem minden eset-
ben az energia segitségével fogalmazzak meg, nem pedig az erd segitségével.

Jegyezzilk meg azonban, hogy egy rendszer energiaja a vonatkoztatdsi
rendszert6l fliggen mds és mas lehet. Példdul egy nem zérus kinetikus ener-
giaji tomegpont kinetikus energidjira egy masik, a tomegponttal egyiitt
mozgd vonatkoztatasi rendszerben zérus értéket kapunk.

Figyeljilk meg azt is, hogy a potencialis energia mindig a feljes rendszer
tulajdonsaga, s nem csupan egyetlen részecskéé. A potencialis energia kiza-
rolag a rendszer alkotorészeinek egymashoz képest vett elrendezédésétol
fiigg. Igaz, néha beszéliink egy m tomegt test gravitacios potencialis energi-
ajarol, amely ha a test y tAvolsagra van valamilyen zérus szintt6l, akkor mgy
értékii. Pontosabban fogalmazva azonban azt kellene mondanunk, hogy ez a
Foldhoz és a targyhoz, mint rendszerhez tartozo potencialis energia. Ha f6l-
dobunk egy labdat, a labda folyamatosan gyorsulva esik a Fold felé, mikoz-
ben a Fold is gyorsulva kozeledik a labda felé. Mivel azonban a Fold tomege
sokkal nagyobb a labda témegénél, (m,,,,{(mz;,), @ Féld mozgdsa elhanya-
golhaté, s igy a Fold mozgasabol szarmazé kinetikus energiat gyakorlatilag
zérusnak tekintjitk. Természetesen csillagdszati méretli rendszerekben, ahol a
tomegek osszemérhetbek, (példaul a Fold Hold rendszer), a rendszer egészét
kell vizsgalnunk, s figyelemmel kell kisérniink minden rész mozgasat. (Lasd
16. fejezet: A gravitacid)

Erdekes tulajdonsdga a potencilis energidnak, hogy ellentétben a
konnyen kiszamithat6 K =+ mv* kinetikus energiaval, nincs egyetlen kozos

formula, amellyel a potencialis energia minden fajtdja megadhat6. Egy rend-

Haromdimenzios esetben, amikor U az x, y és z koordinatanak is fliggvénye, ez az 6ssze-
fiiggés az

alakot 6lti, ahol a aU /ax stb. kifejezések parcialis derivaltak (Lasd G-V fiiggelék). -Az
egyenlet jobb oldaldn 4116 kifejezést az U(x,y,z) skalarfliggvény negativ gradiensének ne-
vezziik. Més jeldléssel U gradiense a grad u=V u
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szer potencidlis energidja minden esetben részeinek egymdshoz viszonyitott
helyzetéts] fiigg, akér rugokkal dsszekapcsolt tomegpontrendszerrol, akar
gravitacios kolcsonhatas altal sszetartott csillagrendszerrdl, vagy elektromo-
san toltott részecskerendszerrSl van sz6. A potencidlis energia megvaltozasat,
mialatt a rendszer egyik elrendez6déséb8l a masikba megy at, ugy kell ki-
szAmitani, hogy a rendszert egyetlen egészként kezeljiik. Mindig ki kell je-
16Iniink a rendszernek azt az elrendez&dését, amelyhez tartozé potencidlis
energiat zérusnak tekintjiik.

7.5 A mechanikai energia megmaradasa

Most, hogy megismertiik a konzervativ erd és a hozzatartozd potencidlis
energia kozott fennallo kapcsolatot, hasznaljuk fel ezeket a fogalmakat a
konzervativ rendszerekre felirt munkatétel atfogalmazasara. Tekintstink egy
konzervativ rendszert, melyet a konzervativ erdktl eltekintve tokéletesen
clszigeteltiink a kdrnyezetétsl, — semmilyen kiilso er6 nem hat ra. Ekkor a
konzervativ erk altal végzett Gsszes munka egyenld a rendszer potencialis
energija negativ el&jelli megvaltozasaval.

Y [F:Ar]=-AU (7-10)
A munkatétel szerint azonban:
Y [F-Ar]=AK (7-11)

Osszevetve a két fenti egyenletet, a kovetkezdket kapjuk:

e 7-12
-(U-U,)=K-K, 2
Atrendezve: Ug+K,=U+K

Ebbél arra kovetkeztethetiink, hogy konzervativ rendszerben a feljes £ = U+K
mechanikai energia megmarad. Ha E, a mechanikai energia kezdeti értéke,
akkor a rendszer E energiaja minden késébbi id6pontban ugyanennyi lesz. Ez
a konzervativ rendszerekre vonatkozé mechanikai energia megmaradasa-
nak torvenye.

A mechanikai

energia megmaraddsanak a Bo=iE S,
torvénye , U, +Ky=U+K (7r.
(konzervativ rendszerek esetén)

Bir a tétel egyszerlinek tiinik, a konzervativ rendszerek rendkiviil mély tulaj-
donsagat fejezi ki, és ily modon nagyon hatékonyan alkalmazhato a fizikai
folyamatok elemzésere:

A tudoményos vizsgalatokban nagyon fontos azoknak a mennyiségek-
nek a felkutatdsa, amelyek a fizikai folyamat soran allandok maradnak. Eze-
ket a mennyiségeket mozgdsallandéknak nevezzik. Az E 0sszes mechanikai
energia is ilyen mennyiség (feltéve, hogy olyan rendszerrdl van sz6, melyben
csak konzervativ erk hatnak). fgy a rendszerben bekovetkezd folyamattol
fiiggetleniil a rendszer kezdeti energidja megegyezik a végillapot energiaja-
val, s igy nem kell térédniink a kolcsonhatds reszleteivel, ami jelent6s egy-
szerlisitést jelent.

Mielétt ratérménk a mechanikai energia megmaraddsaval kapcsolatos
feladatok targyaldséra, ismételjiink at néhény fontosabb részletet. A mecha-
nikai energia kifejezés a kinetikus és a potencialis energidra utal, s kifejezet-



7.5 A mechanikai energia megmaradasa 165

ten kizérja a strlodasi erS Aaltal termelt hét, illetve barmely mdis nem-
konzervativ er6 munkdjat. Az U potencidlis energia mindenféle potencialis
energidt magiban foglal, legyen az gravitacios, rugd, elektrosztatikus, vagy
egyéb mas potencidlis energia. A mechanikai energia megmaraddsénak tor-
vényét felhaszndlé feladatok megolddsakor nagyon fontos kijeldlniink egy
zerus konfigurdciot vagy éllapotot, amelyben a potencialis energiat zérusnak
valasztjuk U = 0. A gravitacios erétérben végzett mozgasok vizsgalatakor
rendszerint a feladatban szerepl legalacsonyabb szintet valasztjuk a zérus-
energiaju szintnek. Rugd estén pedig a nyugalmi dllapotot a legmegfelelobb
zérus potencidlis energiajiinak kijelolni.

Kezdetben nyugalomban [év6 testet # magassdgbol a padléra ejtiink
(7-4 abra). Hatdrozzuk meg a test sebességét a padlora érkezés pilla-
nataban az energiatétel segitségevel.

MEGOLDAS

Mivel a testre csak a konzervativ graviticios erd hat, ezért a teljes me-
chanikai energia £ = U+K alland6. Az egyszerliség kedvéért rendel-
jiik a padlo szintjéhez (a legmélyebb ponthoz) a zérus potencidlis

ey

kezdeti és végs6 energia egyenld, azt kapjuk, hogy:

E,=E
(Ug)0+K0 =U, +K

1
migy+0:O+5mv2

v=1=k,20h

Mivel koordinatarendszer felfelé iranyitjuk, és a test lefelé esik a ne-
gativ clfjelii sebesség a megfeleld. (A pozitiv elGjel azt jelentené,
hogy a test az y = 0 koordinataju helyen v sebességgel felfelé mozog,
s ezt a sebességet az y = h magassagh helyen vesziti el. Mds szoval a
pozitiv eljel a test olyan lehetséges mozgdsara vonatkozik, ami a fel-
adatban megfogalmazott mozgas el6tt zajlott volna le, igy nem meg-
oldésa a probléménak.)

A feladatot a Newton-torvények felirdsaval is'megoldhattuk volna:

2F =ma
—mg=ma
a=-g

A megfeleld értékeket a kinematikai egyenletbe behelyettesitve a ké-
vetkez6t kapjuk:

vi—ve =2a(y-y,)
v? —0=2(-g)(0— k)
v: =2gh

v==+.2¢gh

7-4 abra
A 7-1 példahoz
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Figyeljiik meg, hogy ennél a feladatnal az energiamegmaradast fel-
Vo hasznalva sokkal egyszeriibben kapjuk meg az eredményt, mint a
- Newton-torvények felirasdval. Ez az eset altaldban gyakori, ha csak
konzervativ er6k hatnak.

: :
y l -
0—1—— x—+ U =m0 — g

Egy m tomegii test v, kezdGsebességgel csuszik le egy gorbevonalll
: sarléddsmentes palyan, (7-5 4bra) s v sebességgel érkezik le a lejtd
7-5 abra aljéra. Milyen magasrol inditottuk el a testet?

A 7-2 példahoz

MEGOLDAS:

Strlédasmentes pilyan a kényszerer8 mindig a feliilet normalisaval
egyiranyt, azaz merdleges a test pillanatnyi elmozdulésara. fgy ez a
kényszerer$ nem végez munkat, s az energiadtalakulasban nem jatszik
szerepet. A konzervativ gravitacios er§ az egyetlen hato erd, igy ervé-
nyes a mechanikai energiamegmaradis tétele. A zérus potenciali alla-
potot a palya aljahoz rendelve a kovetkezSket kapjuk:

E,=E
(UJD+KO=US+K

mgh+%mv§ = 0+—;~mv2

z(vz —vé)

2g

innen h értéke: h

Megjegyzés: Gyakori hiba az ilyen tipusu feladatokban a Vv =y, +2ay
kinematikai egyenlet alkalmazdsa, amely formdilisan helyes ered-
ményre vezet. A kinematikai meggondolds azonban most fizikailag
helytelen. A test altal megtett Gt ugyanis nem A, és a test gyorsulasa
sem allando. Véssiik emlékezetiinkbe, hogy a kinematikai egyenlet
csak egyenesvonali, s allandd gyorsuldsi mozgds esetén hasznalhato.

Vegyiik észre tovibba, hogy a probléma nem oldhaté6 meg a
TF = ma Newton-térvénnyel és a kinematikai egyenletekkel. Ehhez
ugyanis a lejt minden pontjaban tudni kellene a testre hato gravitdci-
6s erd lejtdvel parhuzamos komponensét, amihez viszont a lejté gor-
béjénck egyenletére lenne szilkseég.

7-3 PELDA

Egy ¢ hosszasagi kétélre fiiggesztett m tomegii ingatestet oldalra hu-

T zunk ugy, hogy a fonal a fligg8legessel 6 szdget zarjon be. (7-6 abra)
Ekkor nyugalmi helyzetéb6l elengedjiik. a) Mekkora az ingatest se-
y bessége amikor a legmélyebben van? b) Mekkora erével fesziti ebben
S 4_,/ a pillanatban a test a kotelet?
0
B MEGOLDAS
(b)

a) A leng8 testen a kotélers nem végez munkit. (Mert a kotélerd
7-6 abra mindig mer6leges a mozgds irdnyara) Az egyetlen erd, amely
A 7-3 példihoz munkét végez, a graviticios erd, s igy a rendszer konzervativ, és
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érvényes a mechanikai energia megmaradasinak torvénye. Legyen
a legals6 pont az U = 0 potencialt hely.

E,=E
(Ug)o +K, =U, +K

mgh+0= 0+—;—mv2

Az dbrarol lathaté, hogy A= {¢—fcosf = E’(I—cosB), ezt behe-

lyettesitve:
gl(l—cosf) = v_2
2
és innen:
v=1/2gt(1-cos0)
adodik.

b) A kotélben ébredé erd meghatirozasahoz készitsiink vektoribrat
(7-6b 4bra), melyen a mozgas legalsé helyzetében fellépd erdket
vessziik fel. A pozitiv irdnyt vdlasszuk a centripetalis gyorsulds
iranyaba. A mozgasegyenlet:

F,=ma,

2

v
T'—mg=m—
g £

2
= m[g+v7J= mg + 2mg(1—cosf)

T =mg(3—2cosd)

Egy m tomegii test, / hosszlisdgii kotélre erdsitve fliggdleges sika
korpalydn mozog (7-7 dbra). A testre a gravitacios erdn és a kétélerén Sherebs

kiviil semmilyen mas er§ nem hat. A test a korpélya legfelss pontjén - ~
olyan v, sebességgel mozog, amely elegendBen nagy ahhoz, hogy a 4 \
kot¢l mindeniitt feszes maradjon’ . Hatdrozzuk meg a test sebességét a / \

kérpélya alsé pontjéban. ||I y ’I
\ \/
MEGOLDAS Yy Jm
&G

Mivel a test mozgédsa mindig merdleges a kotélerdre, igy a T kétélerd o!

nem végez munkit. Az egyetlen erd, amely munkat végez, a gravit-

cibs erd, s igy alkalmazhatjuk a mechanikai energia megmaradéasanak 7-7 4bra
tételét. Vélasszuk a gravitaciés potencidl értékét zérusnak a korpalya A 7-4 példihoz

legalsé pontjdban. fgy:

A fiiggbleges sikii kérmozgds vizsgilata alapjdn mggydz6dhetiink arrol, hogy ha a rugé a
legfels6 pontban fesziil, akkor mindeniitt feszes marad. Masképpen fogalmazva, ha a kér-
mozgds sebességét fokozatosan csdkkentjiik, akkor a rugo a legfels pontban lazul meg
el6szor. (Hasonld kovetkeztetések adédnak egy fliggleges hurokban mozgé testre a palya
iltal kifejtett kényszererire vonatkozdan.)
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7-8 4bra

A 7-5 példahoz. A szaggatott vo-
nallal rajzolt kér mutatja, hogy a
kilévés soran hol éri el maximalis
sebességét a golyo és ennek megfe-
leléen hol valik el a kilovoszerke-
zettol.

Efem =, En’ern’
(Ug)f +K,=(U,) +K,

1 1
mg(zfz')+E mvi =0 $i5 my}

v, = i1f4gf+ vi-

és innen

adodik.

Egy tivolijaték automata rugos dugattyijaval 100 g-os labddt 16hetiink
ki. A jatéktibla a vizszintessel 8%-o0s szoget zar be. Hatarozzuk meg a
k rugdallando értékét ha a dugattyt altal 5 cm-nyire Gsszenyomott ru-
gd a dugattyd elengedésekor a labda 80 cm/s kezdSsebességgel
lovodik ki. Tegyiik fel, hogy a dugattytl témege és a surlodds hatdisa
elhanyagolhato.

MEGOLDAS

A 7-8 dbra a labda fiigg6leges elmozdulasat mutatja, amig a dugattyi-
val egyiitt mozog. Az dbrirdl leolvashato, hogy a labda als6 pontjanak
(igy tomegkozéppontjanak is) emelkedése: A= (5 cm)-(sin 8°) =
=0,696 cm = 6,96 x 10~ m. Mivel a sarlédas elhanyagolhato, a rend-
szer konzervativnak tekinthetS, és érvényes a mechanikai energia
megmaradasidnak torvénye. Valasszuk a potencialis energia zérus-
szintjének az abran megjeldlt szintet, s legyen x a rugd dsszenyoma-
sanak hossza.

T =k
(U8)0+(Un¢g«i)o+Ku =Ug +Urug6 + K

1
0 + %kxz 4 0=mgh+0+§mv

2
_ m(2gh- v?)
x2
SI mértékrendszerben behelyettesitve az adatokat a kovetkezd ered-

ményt kapjuk:
N

(0,1 kg)[z[as —“21](6,96- 107 m)+ (0,8 l“—]]
S S
S5,
(0,05m)’ m

innen k

k=
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7.6 Energiadiagramok

Az egydimenzios konzervativ rendszerek fizikai viselkedésér6l nagyon
szemléletes képet kaphatunk, ha a rendszer U potencidlis energiajat az x kité-
rés fiiggvényében abrazoljuk. Ez az abrazolas nagyon hasznos ¢s tdmor atte-
kintést ad, melynek tulajdonsagait érdemes tanulmanyozni. Két specialis eset
segitségével mutatjuk be az dbrazolas elonyeit.

SHM

7-9 abra

Egyszer(i harmonikus rezggémozgas.
Az dbran feltiintettitk az F' = —kx
rugderdt is a test néhdny helyzetében.

A rugberd un. visszatéritd ers, mert
mindig az egyensulyi helyzet felé mutat.

Egyensilyi helyzet
Az U itt zérus

A 7-9 abra egy rugohoz erdsitett m tomegl testet dbrazol, mely strlo-
dasmentesen mozoghat egy vizszintes sikon. A rugd a Hooke-torvény szerint
viselkedik. Az egyensilyi allapotban x = 0 kitérésnél a rugé nyugalmi hely-
zetben van, s a testre haté eredd erd zérus. Ha a testet kitéritjiik egyensalyi
helyzetébél, és elengedjiik, a test oda-vissza rezgeseket végez, ¢s ezt egysze-
rii harmonikus rezgémozgasnak nevezziik’. A fizika nagyon sok teriiletén
talalkozunk rezgd, mas néven oszcillalé rendszerekkel, amelyeknek mozgasa Tehies
az egyszerii harmonikus rezgfmozgas segitségével irhatd le. Néhany példa E

erre; az ingamozgas, a levegd molekuldinak hanghullimok keltetie rezgs- Energia Eei
mozgasa, vagy az orak lengdkerekének oszcillalasa.

Az egyszerli harmonikus rezgémozgds soran az eredd er6 a Hooke- . _.-"".-;"\- 7
-torvénnyel (¥, = —kx) adhaté meg. Az ered6 erének két jellegzetes tulajdon- v Ak "-. 7
sdga van: \ F."- kinetikuse, /

cenergia &

a) Visszateérité erd. Ez azt jelenti, hogy ha a testet jobbra téritjiik ki az \\ /’ S
egyensulyi helyzetb6l, akkor a testre hato erd balfelé hiizza vissza a \\ P s
testet, illetve ha balra téritjiik ki, akkor a rugderd jobbra hizza, azaz St s ¥
visszatériti a testet. (A negativ elGjel ezt fejezi ki.) i 0 x=[ g

b) Az eré az egyensilyi helyzettSl mért kitéréssel ardnyos. Az aranyos- Rusb
sagi tényez6 k. Energia U,

Az dbran az egyszerili harmonikus rezgémozgas az x tengely mentén az 7_10 4bra

F =-=kx (7-14) Az x tengely mentén végbemend har-

monikus rezgémozgas energiadiag-
ramja. A berajzolt gérbek a K kineti-
kus, U, potencialis és az E teljes

Hooke-térvény hatdsira megy végbe. Az er6hoz tartozo potencidlis energia-
fliggveny:

U, =+ bl (7-15) energidt mutatjak. Adott E dsszenergia
mellett a mozgas a +4 és a —A pont
kézott megy végbe. A hatarpontokat a
potencialis energia gorbéjének az x
tengellyel vett metszéspontjai jelolik
ki. Minden idépontban teljesiil az U, +

Az egyszerii jelz6 arra utal, hogy a mozgisban csak egyetlen frekvencidhoz tartozo6 rezgés
szerepel, a harmonikus jelz8 pedig azt jelenti, hogy a kitérés matematikailag harmonikus K = E 6sszefiiggeés.
fiiggvénnyel (szinusz vagy koszinusz) irhatd le. Az egyszer(i harmonikus mozgdssal a 15.

Rezgések c. fejezetben még bEvebben foglalkozunk.
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Energia

0

7-11 abra
Mindeniitt: E=U+ K

Potencialis energia
3
F_\U
Ey
g- RN G
E =t RE /]
L e <
0 X4 X1 Xo'Xz X3
7-12 abra
Egydimenzios mozgast végzd ré-
szecske mozgdsa kiillonboz6 nagysa-
gh E 6sszenergia mellett. Az U po-
tencialis energia és a teljes energia
gorbék metszéspontjai jeldlik ki a
mozgas fordulépontjait az adott

osszenergia mellett. Mindig fennall
ugyanis, hogy E=U+K.

A potencélis energia U_= 0 szintjét a mozgas nyugalmi helyzetéhez, azaz az
x = 0 helyhez rendeljitk hozza.

A nyugalmi helyzett6l mért maximélis kitérést amplitidénak nevez-
ziik, és A-val jeldljiik. Az x =% A helyeken a test pillanatnyi sebessége zérus,
mivel éppen megvaltozik a sebesség irdnya, igy ezekben a széls6 helyzetek-
ben a test kinetikus energiaja zérus. Mivel nincs surlodas, a rendszer konzer-
vativ, és a teljes mechanikai energidra az x = * 4 helyen felirhaté az:

E=U +Kk
7-16
E=Lpa? 0=t sl
2 2

osszefliggés. A teljes mechanikai energia tehdt csak a k rugédllandorol, és az
A amplitudétol figg. Tudjuk, hogy a kinetikus energia mindig 1/2 mv® ,igy a

mechanikai energidra felirhatunk a mozgas minden pontjiban érvényes alta-
lanos egyenletet is:

E=U +K
e =lkxz+—1—mv2 <l
2 2 2

A 7-10 &bra az energidk kozotti kapcsolatot dbrazolja. Az U potencidlis
energiat szaggatott, a K kinetikus energiat pontozott, s a teljes £ mechanikai
energidt vastag vonal jeldli. Figyeljik meg, hogy mivel 1/2 mv® mindig po-
zitiv, ezért az 4bran lithaté kinetikus energidnak csak azon x-értékek esetén
van fizikai jelentése, melyekre a fliggvénygorbe az x tengely foltt helyezke-
dik el. fgy a test nem mehet az x = +4 hatirokon tal, amelyeket a mozgés
fordulépontjainak hivunk. Ezekben a pontokban a rendszer 6sszes mecha-
nikai energiaja potencidlis energia alakjaban tarolodik. Harmonikus rezg6-
mozgas esetén mind a potenciélis, mind a kinetikus energia gorbéje az egyen-
silyi helyzetre szimmetrikus parabola.

Az 4brarél azt is leolvashatjuk, hogy amikor a K kinetikus energia ma-
ximalis, akkor az U, potencialis energia értéke zérus, illetve megforditva,
mikor a potencidlis energia maximalis, akkor a kinetikus energia zérus. fgy a
rendszer E=U_ +K teljes energidjat kétféleképpen is kifejezhetjiik:

Az osszes energia: E = -;— mv2 (A maximalis kinetikus energia) (7-18)

max

Az bsszes energia: E=+1kA 1 (A maximalis potencidlis energia)  (7-19)

Jegyezziik meg, hogy az 6sszes energia az 4 amplitidé négyzetével aranyos.
Konzervativ rendszerek esetén a potencialis energia fliggvényének az
4brazolasa sokszor megkdénnyiti a mozgas értelmezését. A 7-11 abra mutatja,
hogy adott E 6sszenergia mellett minden pontban teljesiil, hogy £ = Ut K. A
7-12 4bra egy egydimenziés, de a harmonikus rezgémozgdsnal bonyolultabb
mozgdst mutat be. Az dsszenergia kiilonbozé E értékeire a mozgas kilonbo-
z6 tartoményokra korlatozodik. A rendszer legkisebb E, 6sszenergidji allapota
az, amikor a test az x, helyen nyugszik, s nincs kinetikus energidja, ekkor
E,= U. Ha a részecskének kicsiny kinetikus energiat adunk és emiatt jobbra
vagy balra kissé elmozdul, akkor a ra hat6 er§ F = —dU/dx, (a gorbe mere-
dekségének minusz egyszerese) visszatérité erd, amely visszahuzza a ré-
szecskét az x, hely felé, ezért az x, hely stabilis egyenilyi helyzet. E, stabilis
Bsszenergia esetén a részecske mozgdsat az x,, x, fordulopontok korlatozzak,
azaz a részecske periddikusan oszcillal az x, és x, helyek kdzotti potencidl-
gddorben. A kicsit nagyobb E, ésszenergia esetén két potencialgddor is van,
amelybe a részecske befogodhat, de (kiilsé energia hozzdadasa nélkiil ) nem
tud 4thatolni a kodztiik levé tiltott savon, az Gn. potencidlgdton, melyre fenn-
all, hogy U>E. Még nagyobb E energia esetén, mely a potencilgit legmaga-
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sabb értékével egyezik meg (nem mutatja az abra), a részecske az x, helyen
cgyensilyban lehet. Ez a pont azonban instabilis egyensulyi helyzet, mert ha
a részecskét jobbra, vagy balra kissé kimozditjuk, akkor a részecskére hatd
eré méginkabb tavolitani Igyekszik x,-t0l. E, dsszenergianal a részecske oda-
vissza mozog a fordul6pontok kozott, kissé lelassulva a potencialhegyen vald
athaladdskor. Végiil ha a részecske energidja E,, akkor ¥V < E esetén a ré-
szecske szabad. A +eo-bdl érkezve a részecske az x, fordul6pontig tud balra
mozogni, ahonnan visszapattanva jobbra haladva ismét 4eo felé tart. A ré-
szecske minden egyes helyzetére és minden idGpontban fennall, hogy
= liH K.

E gondolatmenet szemléletesebbé tételére képzeljiink el egy sdrlodas-
mentes hullamvasut palyat, melynek alakja a potencidlgorbe alakjival egye-
zik meg. A hulldmvasit palyan pusztan a graviticiés er hatisira szabadon
mozgo test a palya fordulopontjai kozott ide-oda mozogna, s mozgdsa mind-
orokre fennmaradna. A test tetsz6leges vizszintes kitéritésekor a potencialis
és a kinetikus energia ardnyos az egydimenzids mozgist végz6 részecske
megfelelé energidival. Az analdgia alapjan konnyebben emlékezhetiink az
F, =—-dU/dx képletben szerepld negativ el6jelre is. Ha a test a hulldimvasit
pozitiv meredekségii részén helyezkedik el (a hegyteté a +x irdnyban van),
akkor balfele fog lecstiszni, igazolva, hogy az erd —x irdny( (lejté menti).

A hullamvasit anal6gia azért hasznalhato, mert a hullamvasiton mozgd
test graviticios helyzeti energidja az U= mgy képlettel szamithatd ki, azaz
épplgy ardnyos az y magassiggal, mint a potencidlfiiggvény egy adott
pontban vett y (energia) koordindtival. Ezen analogia hasznalatakor azonban
nem szabad elfelejteniink, hogy a vizsgilt részecske tényleges mozgasa
egydimenzidos mozgas, mig az emlitett hullamvasit analégia kétdimenzios.
Tovabba a hullamvasit palyan végighalado test gyorsuldsa sem azonos az
egydimenzids részecske gyorsulasaval. igy, bar az analégia szemléletes, csak
koriiltekintéssel alkalmazhato.

Egy 2 kg-os test +x irdanyban mozoghat olyan er6 hatdsira, melynek

potencialis energidja U = (6,5 I/ m)|x| , alakban irhato fel, ahol x az ori-

gotol mért tavolsdg méterben. (7-13 dbra) A test teljes energidja 10 J.
a) Allapitsuk meg milyen messzire jut el a test az origotol? b) Mekko-
ra a test maximalis sebessége?

MEGOLDAS

a) A fordulopontban a kinetikus energia zérus. A mechanikai energia
kifejezését felirva, az alabbi egyenletet kapjuk:

(& +K=E

[6,51} Xpn )+ 0=10]
m

innen
107
=——=154m

65~
m

max

b) A sebesség akkor maximalis, amikor az U potencialis energia mi-

nimélis (az x = 0 helyen). gy
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U+K=E
Energia s eIk
E 2
} u : i _2£:i M:i&mﬂ
| : u m \J 2kg s
1 [ x
—-A 0 +A A plusz vagy minusz eldjel azt jelenti, hogy a test mindkét iranyban
7.13 4bra felveheti maximalis sebességét. Mindkét érték helyes.

A 7-6 példihoz

U(x) Energia
:
Xm hises a *m b %
0 i o _\ : Lot oo
I | U E
| @ (b)
F(x) II
|
|
!
Xm
' - X
0 v\/_‘
7-14 abra
(c) A 7-7 példéhoz

Egy kétatomos molekuldban a potencidlis energiat az aldbbi fiiggvény
szerint kozelithetjiik:

g st (7-20)

pilex

ahol ¢ és d allando, és x a két atom kozotti tavolsag. A (7-14a) abra az
Ufx) potencidlgdrbe menetét vazolja. Az abszolut zérus hémérseklet
felett a molekula atomjai az ket Osszekdtd egyenes mentén rezgo-
mozgast végeznek. Adott E energia esetén a két atom kozotti tdvolsag
egy minimélis a és egy maximalis b érték kozott valtozik, amint ezt a
7-14b abra mutatja. A hémérséklet csdkkenésével e rezgés tdgassaga
kisebbé valik, s az atomok kozotti tivolsig azon x,, érték felé tart,
amelynél a molekula potencidlis energidja minimélis. a) Hatarozzuk
meg az atomok kézotti F(x) erbt az x tavolsag fiiggvényében, és dbra-
zoljuk a fliggvényt. b) Szdmitsuk ki az x,, tavolsagot.

MEGOLDAS

a) Tudjuk, hogy az erd konzervativ, ezert:

du o Sl
F(x)*tz;:“a[x—v‘;]

A helyzeti energia-gorbéjének aszimmetrijaval magyardzhato, hogy melegedéskor a leg-
t6bb anyag tagul. Magasabb hémérsékleteken E értéke nagyobb és id6atlagban az atomok
kdzoth thvolsig is megnovekszik.
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A derivalast elvégezve (magyarizat a G fiiggelékben) az alabbi
Osszefliggés adédik:

9% d
F)=—5-5
x Y

A fiiggvény menete a 7-14c dbran lithato.

b) Az x, tivolsig meghatirozisihoz vegytik észre, hogy a potencia-
lis energia gorbéjének meredeksége e pontban zérus. gy a poten-
cialis energia derivaltjdnak zérushelye x,,-értékét adja meg.

dU
==
dx
9¢ d
-t =)
; ey
innen X, =—
d
X “32(:'.
= d

7.7 Az energiamegmaradas stirléddsos
rendszerekben

Mivel a belsS energia is az energia egyik alakja, ezért az energiamegmaradas
tételét kiterjeszthetjiik a nem-konzervativ rendszerekre is, mint példaul a
surlédasos rendszerekre. Zart rendszer esetén, csupdn az E, belsé energidval
kell kiegésziteniink az energiamérleget

E; =0
(E’)o "’(Ug)oJf(Ur)ﬁKo=£L+Ug+U,+K (7-21)
1egng Jix

kezdetben zérus

A most targyalt esetben a belsd (termikus) energia nem alakulhat vissza me-
chanikai energidvi, ezért a kezdetben meglévd belsd energia mindvégig bel-
s6 energia marad. fgy a kezdeti belsé energia csupin egy, az egyenlet mind-
két oldaldhoz hozzdadott konstansként szerepel, amit elhagyhatunk.
A kezdeti bels6 energiat zérusnak tekintve, a vegallapot belsd energidja ép-
pen a nem-konzervativ surlodasi eré munkajénak eredményeként jon létre.
Bir a bels6 energia kezdeti értékét célszerdi zérusnak tekinteni, az energia-
megmaradas tételének felirasakor a szimmetria megtartisa miatt célszer(i az

(E,s), szimbolumot az egyenlet bal oldalra fmi.

Tekintsiik a 7-2 példa 7-5 abrajat, s legyenek a lejtén lecsuszé hul-
lamvasit adatai a kdvetkezSk:

a kocsi €s az utasok tomege: m = 2000 kg
kezdeti sebesség a lejté tetején: v, =4 m/s

a lejt6 magassdga h=10m




?»—

———

174 71 Kopere e enmgiamegmw

a) feltéve, hogy a surlodas elhanyagolhat6, hatirozzuk meg 2 kocsi
sebességét a lejtd aljan. b) A surlodas hatdsat is figyelembe véve a ko-
csi sebessége a lejtd aljan 13,8 m/s-nak adédik. Hatdrozzuk meg a le-
cstszas kozben fejlédé hét.

MEGOLDAS

a) Tekintsiik a potencialis energia U, =0 zérusszintjének a lejto aljat,
helyezzilk ide a koordinatarendszer y = 0 helyét, s iranyitsuk fel-
felé. A mechanikai energia-megmaradédsanak a tételét alkalmazva
az alabbiakat kapjuk:

E,=E
K, +(U,), =K+U,
1 mvg +mgh, =1mv? +0

innen:

2
v= v +2gh, = J[4 ﬂ) +(2)[9,85%](10 L
S S S

b) Vegyiik észre, hogy a test sebessége a lejté aljan valbjaban kisebb,
mint az imént kapott érték; a ,hianyz6” kinetikus energia a strlo-
dés miatt bekdvetkez6 hofejlédésben, illetve a bels§ energia nove-
kedésében jelentkezik. A sirloédas okozta belsé energia valtozasat
is szamitasba véve, az energiamegmaraddsra felirt egyenlet a ko-

vetkez6:
E,=E
(E), +(U,), + Ko =E +U +K
0+Lmvy +mghy = E, +Lmyv® +mgh
innen:

AL
E, =m{"° 2" +g(h0—h)]

[4%}-—[13,81:_] +[9,8;“21](10m_0)

2

E, =(2000kg)

E; =2,16x10"J

A mechanikai energia megmaradasdnak tétele nagyon fontos utjelzd
volt az 4ltalanos energia megmaradasi tételének megfogalmazasa felé vezetd
Giton. Az E, = E egyenl&ségnek nem engedelmeskedd kivételes esetek felfe-
dezése, mint példéul a kinetikus energia eltiinése, mikizben a rendszer me-
legszik, sztonzést adtak arra, hogy jobban megértsitk a hé természetét, s a
nem- konzervativ er6k hatésat. Egy teljesen 4j tudomanyag, a termodinamika
sziiletett meg, amikor a belsd energiat az atomi szinten tarolt kinetikus és
potencidlis energiakent kezdték értelmezni.’ Az energiamegmaradédsnak a

‘fizika minden 4gara valo kiterjesztésével — 1 energiafajtak, mint hangener-

gia, elektromagneses energia, atomenergia, stb. felismerésével — a fizika egyik
nagy egyesité elvéhez jutottunk el. Bar a fejlddés e téren kivételesen nehéz
volt, s tobb mint két évszazadon keresztiil birkéztak vele a legnagyobb gon-
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dolkodok (sokszor ellentmonddsra is jutva), ma mar az energiamegmaradis
térvénye megkérdGjelezhetetleniil igaznak tekinthetS. Energiat nem lehet a
semmib6l teremteni, vagy megsziintetni, az energia csak &talakulhat egyik
alakjabol a masikba. Ezt a mindent magéban foglald torvényt azért tudtuk
kimondani, mert atomi szinten mindent visszavezettiink a kinetikus és a po-
tencidlis energidra. Ugy tfinik, hogy szubmikroszkopikus szinten az elemi

részecskék kozott hatd erdk is konzervativ erdk.

Osszefoglalds

A konzervativ erdk tulajdonsagai;

a) két pont kozott végzett munka fliggetien az
uttol, s csak a végpontok helyzetétdl fiigg,
vagy

b) (tetszdleges zart gorbére vett munkavégzeés
ZErus.

E két kritérium ekvivalens. A nem-konzerativ erék
dltalaban a strlodéassal kapcsolatosak, vagy sebességt6l,
ill. i1dé6t8l1 fiiggd erdk.

Ha egy rendszerben csak konzervativ erék vannak
jelen, akkor a rendszert konzervativ rendszernek ne-
vezzilk, és ekkor bevezethetiink egy U potenciilis
energidt. Ekkor igaz a mechanikai energia megmara-
dasanak tétele:

E,=E
Uy+K,=U+K
ahol U tetszleges potencidlis energiat jelent, mint pél-
daul U, = mgh, és U= 1/2 kx* . Mindig ki kell jelolniink
azt a helyzetet, amelyben a rendszer potencidlis energi-
aja zérus; U, esetén ez rendszerint a problémaban szere-
pet jatszé legmeélyebb helyzet, U esetén pedig a rugéd
szabad végének helye, nyugalmi 4llapotban.

A konzervativ F er6hoz rendelt potenciélt a kdvet-

kez6képpen hatirozhatjuk meg:

differencialalakban integralalakban

F=-—
dx

b
Ub % Ud = _“J. ‘Fx dx
Az egydimenzios konzervativ rendszerek sok jellegzetes
sajatossdgdnak megértésében segit az energiaabra fel-
rajzoldsa, melyen a potencialis energiat abrazoljuk a

Kérdesek

1. Hatirozzuk meg milyen formdban tiroljak az energi-
at az alabbi rendszerek: egy mozgé repildgép, egy
fényképezbgep vaku telepe, egy hémpolygé folyo,

egy megfeszitett gumiszalag, egy adag trinitro-toluol,

egy szelet csokoladé, egy szikla a Mt. Everest tetején.

2. Nevezziink meg olyan konzervativ erét, ami nem
szerepelt ebben a fejezetben:.

3. Figyelembe véve, hogy a Fold, Nap és Hold kozott
hat6 er6k dontSen graviticios természetiiek (kon-
zervativ erd), mi okozza a Fold tengely korili for-
gasanak kinetikus energidjaban bekovetkezd valto-
zasokat? (tekintsiik a 2-1 abrat)

kitérés fiiggvényében. A 7-15 4bran vizolt potencial-
fiiggvény altal kijelolt potencidlgédorben az E energi-
4ji részecske mozgasa az a< x < b intervallumra kor-
latozédik. Minden pontban E= U+ K. A hulldmvasit
analogia segit a mozgas elképzelésében, de mindig
gondolnunk kell a kétdimenzi6s hipotetikus hullamvas-
Ut €s a részecske egydimenzios valoédi mozgasa kozoiti
kiilonbségre.

Energia u
e S
| K :
' t
' I
[ u .
| £ 2
0 a b
7-15 abra

Az energiadbra

Csiiszdsi surlodds jelenlétekor a zart rendszerre vonat-
kozo energia megmaradisinak tétele a kovetkezd
kiegészitéssel irhato fel:

Ej=0
(E,)O +(Ug)0+(Ur)0 + K, =£‘,+U3 b/t K

kezdetben

zérus
Mechanikai rendszerek esetén, amint ezt e fejezetben
részleteztiik, a termikus energia nem alakulhat at sem-

miféele mas energidva, ezért a kezdeti (E,) , erteket zé-

rusnak vélaszthatjuk.

4. Emlitsiink meg egy nem konzervativ erét a surloda-
si erdn kiviil.

5. Az emberi test normalis hdmérséklete 37°C, s ez
rendszerint melegebb, mint kérnyezetiink h&mér-
séklete. Elemezziik ezen h&mérséklet fenntartisa-
hoz sziikséges energiaatalakuldsi folyamatokat,
kezdve az anyagcsere folyamatokkal, s visszamen-
ve végs6 energiaforrashoz, a Naphoz.

6. Rajzoljuk fel annak a potencidlis energia-godérek
a palyajat, amely egy, a vizszintes sikrol fliggs-
legesen visszapattano labda mozgasat korlatozza.
Tekintsiik az iitk6zéseket tokéletesen rugalmasnak.
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(Abrazoljuk a potencialis energidt a vizszintes siktol
mért y tavolsag fiiggvényében .)

7. Rajzoljuk fel annak a potencialis energia-gddomek
a palyajat, amely egy ingatest mozgasat korlatozva,
midén az a fiiggblegestd] mért £90° -os hatdrok ko-

Feladatok

7.4 Konzervativ erék és a potencialis energia

7A-1 A konzervativ F(r) erd csak az origbtol mért r
sugdriranyt tivolsag fiiggvénye. A hozzatartozé poten-
cialis energia a kovetkez6: U(r) = C/r*, ahol C allando.
a) Hatarozzuk meg a C allandé mértékegységét SI mer-
tékrendszerben. b) Vezessiik le az F(r) erd kifejezésére
vonatkozo képletet.

7A-2 A 7-16 4bra az F(x) konzervativ erd hatdsara  x
irdnyban mozgd részecskére hat6 erft abrazolja. Abré-
zoljuk az U(x) potencidlis energiat az x kitérés fliggve-
nyében, a —4m < x <t4m intervallumban, a potencialis
energia definicid szerint az x = —4 helyen legyen zcrus.
Allapitsuk meg az x=0m, 2 m, és 3 m -hez tartozo U
energia értékét. (Utmutatds: a 2-13 dbra atismétlese
hasznos lehet.)

—4-3-2-1 0 1 2 3 4

7-16 abra
A TA-2 és 7B-14 feladathoz

7A-3 Egy rendszer potencialis energidja az U(x) = ax’ —
—bx’ fiiggvénnyel adhaté meg. a) Vezessiik le a hozzd
tartoz6 F, konzervativ er6re vonatkozo kifejezést. b) Az
a és b konstansok segitségével fejezziik ki F(x) zérus-
helyét (ha létezik).

7-17 abra
A TB-4 feladathoz

7B-4 Egy részecske az x tengelyen pozitiv és negativ
irdnyban mozoghat. A 7-17 dbra a potencidlis energia
valtozasat mutatja. A grafikon gorbilt részei olyan pa-
rabola ivek, amelyek az x tengely b hosszisagl szaka-
szaihoz tartoznak. Készitsiik el a részecskére hatd F(x)
erd valtozasat x fiiggvényében.

zott leng. (Legyen a potenciélis energia a kotél fiig-
g6legessel bezart szégének fiiggvénye.)

8. Irjunk le néhany energiaforrdst, melynek eredete visz-
szavezethetd a Nap energidjdra. Létezik-e olyan, amely
nem a Napbol ered, és nincs is hatissal ra a Nap?

7.5 A mechanikai energia megmaradasa

7A-5 Egy labdit 15 m/s kezdOsebességgel fliggdlegesen
feldobunk. Az energia-megmaradésanak torvényét al-
kalmazva hatirozzuk meg azt a sebességet, midon a
kiindulasi helyzetéhez képest 8 m magasan van.

7A-6 A hullamvastikocsi sebessége, amikor a kocsi a
7.18 4bran lathaté A helyen van, 3 m/s a) Mekkora
a kocsi sebessége a palya B, pontjan ha a sirlodas elha-
nyagolhatoan kicsiny? b) Mekkora az a minimalis gor-
biilet a B pontban, amelynél még biztonsagi 6v haszna-
lata nélkiil sem repiilnek ki az iilésrél az utasok?

m
3%
A B
14 m ’}\
12 m
7-18 abra
A TA-6 feladathoz

7A-7 Egy m tomegli gyongy slrlodasmentesen csuszik
le egy olyan meghajlitott droton, amely fiigg6leges siki
korpalyat alkot. Mekkora er6t fejt ki a palya a gyongy-
re, ha a gyéngy nyugalmi helyzetbdl indul a korpalya
legfelsd pontjabol és felig csuszik le a dréton.

7A-8 Egy zsinor végére erdsitett m tomegli labdat fiig-
gbleges sikban koroznek. A kor legfelsé pontjan a zsi-
nért kifeszité eré 2mg. Fejezzik ki mg segitségével a
zsinor feszilltségét abban az esetben, midén a labda a
kor legmélyebb pontjan van.

7A-9 Egy zsinor végéhez erdsitett m tomegfi labda fiig-
gbleges sikban kormozgast végez. A zsinor hossza 0,60
m. a) Hatirozzuk meg azt a minimalis sebességet,
amellyel a labdinak als6 helyzetben rendelkeznie kell,
hogy a zsinér a kor legfelsé pontjan is kifeszitve ma-
radjon; b) Az adott feltételek mellett mekkora a zsinor
feszit ereje, midén a labda éppen féliton van a legmé-
lyebb és legfelsd pont kdzott?

"
3
=

7-19 dbra
A 7A-10 feladathoz
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7A-10 Egy m tomeg( tégla tigy van felerGsitve, hogy &
rugdallandojii rugét éppen csak érinti (7-19  abra).
A téglat ekkor elengedjiik nyugalmi helyzetébsl. Hata-
rozzuk meg, hogy milyen d tivolsdgra jut el a tégla az
elengedés utin. (Megjegyzés: a tégla nem marad meg
ebben a pontban, hanem visszalokédik és folyamatosan
rezgbmozgast végez. E rezgémozgds legalso pontjat
keressiik.)

7A-11 Egy m tomeg( ingatest / hossziisagi zsinéron
leng. A lengés szélss, legmagasabb pontjan a zsinér
0 (<90°) szoget zdr be a fiigg6legessel. Az energiatételt
telhasznalva £, 0, és g segitségével hatdrozzuk meg az
ingatest sebességét a lengés legmélycbb pontjan.

7B-12 Egy vésari akrobata kerékparos 4ll6 helyzetbél
indulva sarloddsmentes péalyin gurul le, amely figgé-
leges sikt koralaku hurokban végz8dik, amint ez a 7-20
abrén lathaté. Hatdrozzuk meg azt a minimalis H ma-
gassagot, amely sziikséges ahhoz, hogy a Kerékpar min-
den idSpontban érintkezésben maradjon a palyaval. A
hurkot kozelit6 korpalya sugara R. (Utmutatis: a hurok
legfelsé pontja a kritikus helyzet.)

““ﬁf:‘:ﬂ:‘%‘ R
7-20 dbra
A TB-12, TB-26 és a 7C-44 feladathoz

P e,

7B-13 Egy 3 kg-os doboz elhanyagolhaté strloddsa
20%-o0s lejtén csuszik le (7-21 4bra). a) Az energiatételt
hasznalva hatdrozzuk meg a doboz sebességét 5 m csu-
szas utdn, ha a test 4116 helyzetbél indul. b) Szdmitsuk
ki ugyanezt a sebességet a Newton térvények és a ki-
nematikai egyenletek felhaszndldsaval is.

7B-14 Egy 2 kg-os targy a 7-16 abran definialt eré haté-
sara mozog. A targy az x =—1 helyrél 4llo helyzetbdl
indul. Hatdrozzuk meg a tirgy sebességét az a) x = 0,
b) x =2 m, és ¢) x = 4 m helyzetben.

v,=0

7-21 abra
A TB-13 és 7A-32 feladathoz

7B-15 Az m = 80 g tdmegii kis test egy 60 cm hossza
fonalra van erdsitve. A test fiiggéleges sikii korpéalyan
mozog. Amikor a fonal 30°os szoget zar be a vizszin-
tessel, akkor a test sebessége 4 m/s (7 22 dbra). a) Mek-
kora a test sebessége a korpalya legfelss pontjan?

Feladatok 177

b) Mekkora er6 fesziti a fonalat, midén a test az dbrin
lathat6 helyzetben van?

.

St -~
~
/// \\
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7-22 abra £ ~
A 7B-15 feladathoz e

7B-16 A 7-23 abran lathato 2 kg-os téglat a talajon
nyugalmi helyzetben tartjuk, majd elengedjiik. Abban a
pillanatban, amikor a masik test lent nekiiitédik a fold-
nek a 2 kg-os tégla felfelé irdnyild sebességet nyer.
Milyen maximalis magassiagba emelkedik fel a 2 kg-os
tégla, ha a csiga témege és a strléd4s clhanyagolhato, ?
(A tégla nem iitkdzik bele a csigaba.)

7-23 abra
A 7B-16 feladathoz

7B-17 Az m tomegli részecske surlodismentesen csi-
szik le az R sugarii kérpalyadarabon (7-24 dbra). A ré-
szecske nyugalmi helyzetbél indul az 4 pontbél, ahol a
palya éppen fliggdleges. a) Mutassuk meg, hogy a ré-
szecske sebessége a B pontban (a kezddpont alatt R/2

tavolsagban) pontosan ./gR . b) Hatdrozzuk meg a ré-
szecske gyorsuldsanak tangencidlis és sugarirany( kom-
ponenseit a B ponton valé thaladaskor. ¢) Hatdrozzuk
meg annak az erdnek az irdnyat és nagysagat amit a B
pontban a palya a részecskére kifejt.

7-24 abra
A 7B-17 feladathoz

7B-18 Egy kicsiny, m tomegi test a sima, » sugart fél-
gomb tetején nyugszik. A nyugalmi helyzetb8l kissé
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kimozditva, strlédismentesen lecsuszik a gdémbon.
A test mindaddig a érintkezésben marad a félgémb fe-
lilletével, amig el nem éri a 7-25 abran vazolt helyzetet,
midén a gémb kozéppontjabol a test felé mutatd vektor
0 szoget zar be a fiigg6legessel. Ezutan a test mar nem
marad a gdbmbon, hanem szabadon, parabolapalyan esik.
Hatérozzuk meg a 6 szdg értékét. (Utmutatas: mindad-
dig, amig a test el nem éri a 6 -val jelzett helyzetet, a
gomb normalis irdnyd erdt fejt ki a v pillanatnyi sebes-
séggel halado testre. Abban az idS6pontban amikor a test
elhagyja a gdmb felszinét, ez az er§ zérussa valik. Vizs-
giljuk meg e hatarhelyzetet.)

7-25 dbra
A 7B-18 feladathoz

7B-19 Egy m tomegl labdét egy ¢ hosszusagi, elhanya-
golhat6 tomegli merev ridhoz erdsitettiink. A rad fig-
glleges sikban, rogzitett vizszintes tengely koriil forog-
hat (7-26 4bra). A rod a nehézségi erd hatisara akkor
kezdi meg a mozgasat, amikor a fiiggdlegessel 53,1"-0s
szoget zar be. Fejezzilk ki m, g és £ segitségével a rad-
ban ébredd feszité erdt, midén a labda a legmélyebb
ponton lendiil at.

|
|
5312 m

578

i £ \‘

|

/)'

A /
¢ N s
7-26 abra ieigon i sdn

A 7B-19 feladathoz

7B-20 Tekintsiink a Hooke torvény szerint viselkedd
rugot, amely 15 cm hosszii és rugéédllandoja 8 N/m.
A rugét fliggdleges helyzetben a foldre tessziik, majd
hosszlisdgit a felére dsszenyomjuk, és egy 10 g-os testet
helyeziink rd. Ezutan a rugoét elengedve fellGjiik a testet.
Milyen maximalis magassagba repiil fel a test?

7-27 abra
A 7B-21 feladathoz

7B-21 Egy m tomegii testet ¢ hosszisdgh rugalmas ko-
télre ingaként felfiggesztiink. A test vizszintes helyzet-
b6l indul.' A 0 felfiiggesztési ponttél 2/3¢ tivolsagban

kicsiny pockoét helyeztiink el, melybe a koétél lengése
soran beleakad. Igy a test a legalso pont elérése utin
egy #/3 sugaru fiiggbleges korpalyara tér at (7-27 4dbra).
Hatirozzuk meg a fonalat feszit6 er6t az A4 pontban, ami
a pocok elérése utani legmagasabb helye a testnek.
(Feltessziik, hogy a test a mozgas sordn nem akad bele a
kotél fels6 szakaszéba.)

7B-22 Milyen y tavolsigban kell elhelyezni az el6z6
feladatban szerepl6 pockot a felfiiggesziés alatt, ha azt
akarjuk, hogy a kotél a pecekbe akadds utan kialakuld
kisebb sugarii korpalya tetSpontjan még éppen feszes
maradjon?

7B-23 Egy egyszerli inga egy 2 m hosszi fonalbol és
egy 3 kg tomegii ingatestbol all. Az ingatestet v, =24 m/s
kezdosebességgel elinditjuk midén a fonal a fliggd-
legessel 20 -o0s szoget zar be (7-28 abra). Az inga ezutén
szabadon leng, a) Hatarozzuk meg a maximalis 6 szo-
get, amelyet a fonal fiiggblegessel bezar, midén az inga
kitérése maximalis. b) Mekkora a fonal feszit6 ereje,
midén az ingatest visszalendiil az eredeti 20™-o0s hely-
zetébe?

7-28 abra Vo
A 7B-23 feladathoz

7B-24 Egy m tomegii labdat a 7-29 abran lathaté6 médon
¢ hosszisagh kotéllel a mennyezethez erdsitettiink.
A labdét az egyik oldalon az A pontban vizszintes fo-
nallal kikétottik tgy, hogy a felfiiggeszté fonal a fiig-
golegessel @ szoget zar be. A vizszintes kotél elégetése
utdn a labda lengeni kezd. a) Az energiamegmaradas
torvényét alkalmazva fejezziik ki a labda sebességét a
palya legmélyebb B pontjdban m, ¢, 8, és g segitségé-
vel. b) Mekkora erd fesziti a vizszintes fonalat miel6tt a
fonalat azt elégetjiik? c) Mekkora a kotél feszitd ereje a
C pontban? (A lengés legtavolabbi pontja)

7-29 dbra
A 7B-24 feladathoz

7B-25 Egy m tomeg( test kezdGsebesség nélkiil, sarlo-
dasmentesen csuszik le.a 7-30 abran lathato palyan.
A palya aljat a test vizszintes iranyban mozogva hagyja
el, s a rajzon vizolt moédon ér foldet. A fold szinctél
szamitva milyen / magassagbol indult a test?
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7B-26 Egy kerékparos a 7-20 abran lathaté lejté tetejé-
18l kezdGsebesség nélkiil, surloddsmentesen gurul le. A
hurok legfelsé pontjdban a palya akkora erdt fejt ki,
hogy az a kerékpér és a kerékpdros egyiittes silyanak
haromszorosa. Milyen magasr6l indult a kerékparos?

7-30 abra
A 7B-25 feladathoz

TB-27 Egy m tomegl testet fligg6leges rugora helye-
ziink, s emiatt a rugd 4 hosszusaggal nyomodik dssze
(7-31 4bra). Ezutdn a testet tovdbbi 3d tavolsiggal le-
nyomjuk, ¢és elengedjiik. Hatirozzuk meg d fliggvényé-
ben, hogy milyen magasra ugrik fel a test?

Az egyensulyi allapotban nyugvo test

Ebben a helyzetben
= _l_ engedjiik el zérus
Lg d kezdGsebességgel a

o testet
ST
=
=
=
=
¥
=

7-31 dabra
A 7B-27 feladathoz

7B-28 Konnyen hajlithat6é sima drotbol fiiggéleges sikh
R sugara korpalyat hajlitunk, s kis gydngyot fiiziink fel
ri. Az m tomegli gyongyot a korpalya tetejérdl kezds-
sebesség nélkiil inditjuk, s az sarlédasmentesen cstszik
le a dréton. a) Mekkora a drot altal a gyongyre haté erd,
amikor a gyongy fliggélegesen mérve R tavolsiggal
mélyebbre ereszkedett? b) Hatdrozzuk meg ebben a
helyzetben a gydngy gyorsuldsinak iranyat és nagysa-
gét. ¢) Mekkora er6t fejt ki a drot a gyéngyre, amikor az
a legalso6 ponton halad at?

7.6 Energiadiagramok

7B-29 Egy részecske az x tengely mentén mozoghat
olyan F(x) er§ hatisara mely levezethetd az Ufx) = ax’~
—bx potencialis energidbol. A 7-32 dbran kvalitative
vazoltuk ezt a potencidlis energiat. a) Hatarozzuk meg
az F(x) er6t. b) Ha a részecske energidja zérus, akkor a
részecske mozgdsa az x = () és az x = x, helyek kozé
korlatozodik. Hatirozzuk meg x, értékét! c) Mekkora
ebben az esetben a részecske maximalis kinetikus ener-
gidja? Az eredményeket az a és b konstansok segitségé-
vel adjuk meg!

7B-30 A nyugalmi helyzetben 1év8 m tomegii labdat
vizszintes sik felett elengedjiik. A labda tokéletesen
rugalmasan itk6zik, s minden visszapattands utin A
magassagba emelkedik fel. a) Abrdzoljuk az energiét a
tivolsdg fiiggvénycében a vizszintes sik felett, kiilon-
kiilon bemutatva az E teljes energiat, a K kinetikus ener-
giat, ¢s az U, gravitacios potencidlis energiat. A poten-
cidlis energia szintjének vélasszuk a visszapattanas sikjat.
b) Hatarozzuk meg a két visszapattanas kozott eltelt id6t!

u

7-32 abra
A 7B-29 feladathoz

7-7 Energiamegmaradas sirlodasos rendszerekben

7A-31 Egy 4 kg-os testet vizszintes sikon 10 m/s kezdo-
sebességgel inditottunk el. A cslisz6 shrlodasi egyiitt-
hato a test és a felszin kozott 0,30, Az energiamegma-
radas tételét alkalmazva hatirozzuk meg, milyen mesz-
szire csuszik el a test!

7A-32 Oldjuk meg a 7B-13 feladatot ha tudjuk, hogy a lejté
érdes, s a testre konstans 4 N csiszdsi stirlodasi erd hat.
7B-33 Egy gyerek a 7-33 dbran lathato csiszdarol nyu-
galmi helyzetb6l indulva csiszik le. a) A sarlodast elha-
nyagolva mekkora sebességgel érne le a gyerek a
csiizda aljara. b) Ha a gyerek ténylegesen 2 m/s sebes-
séggel érkezik le, akkor a potencialis energia hanyadré-
sze alakult at a strlodds miatt termikus energidva a le-
csuszas folyaman.

7-33 abra
A 7B-33 feladathoz

TB-34 A vizszintessel 27 -ot bezaré érdes feliiletii lejts
tetejére egy dobozt tettink. A dobozt 2 m/s kezd6-
sebességgel lefelé megloktik, s az 3 m csiiszas utan
megallt. a) Az energiamegmaradas tételét alkalmazva
hatarozzuk meg a lejté és a doboz koz6tti cstszasi sur-
lodasi erét! b) Szamitsuk ki ugyanezt a kinematikus 6sz-
szefliggések és a Newton-torvények felhasznalasaval is!

7B-35 A feladat a Nagy Amerikai Oridskér Hullimvas-
uthoz kapcsolodik. (A technikai részleteket lasd az 5-28
abran.) Mekkora energia vész el a strlodasi effektusok
miatt, amikor az utasokkal teli vonat az oriaskor el6tti
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utolsé szakaszon a lejts tetejérdl a hurok aljara ér? Ne
felejtsiik el, hogy a lejtd tetején mar van kezdGsebessége
a hullimvasttnak.

7B-36 Az el6z6 feladat hullamvasiitjanal mekkora ener-
gia vész el a sirlodas miatt, amikor az emberekkel teli
vonat a B—C-D hurkon az dbrin megjelolt sebesse-
gekkel végigszaguld?

Tovabbi feladatok

7C-37 Tekintsiik az xy sikon az alabbi pontok kozdtti
egyenes szakaszokon végbemend mozgast (0,0), (3,0),
(3,2), (0,2), (0,0); az egységeket méterben mérjiik.

a) Bizonyitsuk be, hogy az F = 6xyX +3x’§ newtonban

mért eré konzervativ, azaz szamitsuk ki a munkét a
megadott szakaszokon, s igazoljuk, hogy a zart gorbére
vett oOsszeg zérus. b) Mutassuk meg, hogy az

F=x’yX+x’§ er nem konzervativ, azaz az el6z8leg

megadott gérbén végighaladva a munka nem zerus!
7C-38 A —7/2 és a /2 intervallumban x egyes értékei
szempontjabol az F(x) konzervativ er$ viselkedése a
kdvetkez8: F(x) = —ksin x. Abrazoljuk az Fix) erbt és a
hozza tartozé6 Ufx) potencidlis energia fliggvenyt az
adott intervallumban. A potenciélis energia zérusszintjet
az x = 0 helyen jeldljiik ki.
7C-39 Tételezziik fel, hogy egy test mozgisira az
= _4x+3x? er6 hat, ahol az er6t newtonban, a kitérest
pedig méterben mérjitk. Hatdrozzuk meg a potencialis
energia viltozasat, amikor a test az x = | m-16l az x =2
m helyre keriil!
7C-40 Egy részecske olyan térrészben mozog, ahol po-
tencidlis energiaja az origotol r tdvolsiggal forditott
ardnyban viltozik: U(r) = A/, ahol 4 dllando. a) Hata-
rozzuk meg A definici6jat. b) Hatarozzuk meg a ré-
szecskére hato erd x és y komponenset!
7C-41 Egy test az U= a + b(x — x,)* egyenlet dltal meg-
hatarozott potencilis energidju térben mozog. a) Milyen x
érték esetén nem hat erd a testre? b) Hatarozzuk meg a test-
re hato erd nagysagat és iranyat az x = 0 helyen!

U(x)

0 [
| tUo

7-34 abra —xp
A 7C-42 feladathoz

7C-42 Az egydimenziés mozgdst végezd m témegi
részecske olyan térrészben mozog, ahol potencialis
energidja

(A és B allandok.)

A fiiggvény menetét a 7-34 dbra mutatja. a) Keressiik meg
a részecske x, stabilis egyensilyi helyzetét, s fejezziik ki m,
A és B segitségével! b) Hatdrozzuk meg a potencialgodor
U, mélységét! c) Az x tengely mentén haladva, mekkora
negativ x irdny maximalis er6 hat a részecskére?

N\

7C-43 Egy részecske az U(x)=A(1 —cos ax) potencidlis
energidji térben mozog. Mutassuk meg, hogy kicsiny x

értékek esetén a részecskére az F = —Aa’x nagysigl, az
x= 0 helyre visszatérit§ erg hat! (Utmutatds: alkalmazzuk a
cos ax kicsi szogek esetén érvényes kozelitését.)

7C-44 Térjiink vissza a 7B-12 feladat kerékparosahoz!
Tegyiik fel, hogy a biciklista H = 3R magassagbol indul,
s a lejtén surlédas nélkiil ereszkedik le. Mekkora a
gyorsulds nagysdga és iranya, amikor a kerékparos
a hurokban fiigg6legesen felfelé haladva a talajtol éppen
R tavolsagban van?

7C-45 Az E energidju részecske egydimenzios sirlodas-

mentes mozgdst végez, melyre igaz az E =1mv? +U

képlet, ahol U a potencidlis energia. Az Osszenergia
konstans, azaz dE/dt = 0. Mutassuk meg, hogy ebbol az
bsszefiiggésbsl Newton masodik térvénye levezetheto!
(F = mdv/dt)

7C-46 A 7-35 4bran lathaté m =4 kg és m,=5 kg-os
testet akkor engedjiik el, amikor a rug6 nyugalmi hely-
zetben van. A rugd rugbillandoja k=80 N/m, €s a lejté
felszine sima. ‘A csiga tomegét és a surlodast elhanya-
golva, hatirozzuk meg a) milyen mélyre jut el m, ?7b)
mekkora az m, test pillanatnyi sebessége amikor 20
cm-t haladt?

7-35 abra
A 7C-46 feladathoz

7C-47 Egy zsinbrra erfsitett m tomegd labda fiiggd-
leges sikban kérmozgést végez. A zsinér minden 1d6-
pontban feszes marad. (A sebesség a kor legfelsé pont-
jaban tetsz6leges lehet, feltéve, hogy a fenti feltctel tel-
jesiil.) Bizonyitsuk be, hogy amidén a labda a kor leg-
mélyebb pontjan van, a zsinor feszitd ereje 6 mg
értékkel haladja meg a feszit6 erét a legfelsé pontban.

7-36 abra 7 .
A 7C-48 feladathoz (a) (b)

7C-48 Az s, hosszisagn terheletlen rugéra m tomegl
testet helyeziink, s ennek hatasara a rugo d hosszlsaggal
ossze nyomodik. (7-36 abra) Most tegyik ra a testet a



rugéra gy, hogy az éppen érintse a terheletlen rugot,
majd engedjiik el ebbSl a nyugalmi helyzetbdl. a) Mekkora
a rugo d,, maximaélis Osszenyomodasa amint a test lefelé
mozog? b) Mekkora maximalis sebességet ér el a test?
7C-49 Egy 3kg-os test kezdGsebesség nélkiil indulva d
tavolsiggal csuszik le a 30"-o0s surlédasmentes lejtdn,
ahol a 7-37 dbrén lathato elhanyagolhato tomeg(i rugoba
litkdzik. A rug6t dsszenyomva tovabbi 0,2 m-t cstszik
lefelé, majd 6sszenyomva a rugot, pillanatnyilag meg-
4ll. Hatirozzuk meg a rugé és a test kozotti kezdeti d
tavolsagot! (A rugé rugdallandoja k& = 400 N/m.)

m=3kg

7-37 dbra
A 7C-49 feladathoz

7C-50 A 7-36a abra szerint egy m témegli test nyugszik
az eredetileg s, hosszisdgi rugon, s azt d tivolsaggal
osszenyomja. Tegyiik fel, hogy a testet még tovdbbi 3d
tavolsdggal lenyomtuk. a) A rendszert e helyzetben el-
engedve milyen magasra fog a test felugrani, ha nincs a
rugdhoz rogzitve? (A eredményt d fliggvényében adjuk
meg!) b) Milyen magasra emelkedik a test, ha a rugéhoz
van erositve?

7C-51 A 7-38 abran egy lift és az m tomegli ellensuly
lathat6. A lift teljes terhelésekor a lift és az utasok to-
mege 2000 kg, az ellensulyé pedig 2800 kg. Tegyiik fel,
hogy a fékberendezés elromlik, és a lift nyugalmi hely-
zetbdl indulva siillyedni kezd, mikézben az ellensilyt
megemeli. A tart6 csigarendszer tomege és a surlodasi
forrasok elhanyagolhatok. a) Mekkora a lift lefelé ira-
nyul6 gyorsulasa? b) Mekkora a I feszit§ er6 a kabelben
a lift zuhandsa kozben? (Az a) feladatban haszniljuk az
energiatételt.)

7-38 abra
A 7C-51 feladathoz
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7C-52 A 7-39 abran egy 400g-os részecske U(r) hely-
fiigg6 potencidlis energiafiiggvénye lathat6. a) Hol ma-
ximdlis a részecskére hatd vonzoerd? (Vonzoberdn itt az
origo felé mutatd, azaz —r iranyu erdt értiink. ) b) Hol
zérus a részecskére hato eredd er6? ¢) Milyen # tarto-
manyban hat taszitd erd a részecskére? ( Taszito erén a
+r iranyl er6t értjiikk) d) Mekkora az a maximalis E
energia, amellyel a részecske rendelkezhet, és mozgasa
még mindig véges tartomdnyra korlatozodik. e) Abban
az esetben, amikor a részecske kotott allapotban van,
mint példaul a d) feladatban, becsiiljik meg, hogy a
potencialgodorbe befogott részecske milyen » tarto-
manyban mozoghat? f) Tételezziik fel, hogy a részecske
az r =3 m helyen instabilis egyensilyi allapotban nyu-
galomban van, s egy nagyon kicsit # iranyaban kimoz-
ditjuk. Hatarozzuk meg a részecske sebességét az r =4
m helyen. Végiil vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a
részecske nagyon nagy r tivolsagbol, ahol kinetikus
energiaja 3 J, az origo felé tart. A kovetkezd kérdések a
részecske tovabbi —r irdnyd mozgdséira vonatkoznak. g)
Hol a legnagyobb az origd felé tartd részecske sebessé-
ge? h) Mekkora a maximalis sebesség? i) Becsiiljiik
meg (a lehetd legpontosabban), hogy az origbt mennyire
tudja megkozeliteni a részecske?

Uir)

7-39 abra
A 7C-52 feladathoz.
Ha r — oo, akkor U(r) zérushoz tart.

7C-53 Egy részecske a pozitiv x tengely mentén mo-
zoghat, ahol az U(x) potencialis energia: U(x) = 6x*—2x°,
U értékét joule-ban, x értékét méterben mérjik. U(x)
kvalitativ menetét a 7-40 dbra mutatja. a) Milyen x tar-
tomdnyban lesz a részecskére haté er6 —x irdnya? b)
Mekkora lehet a részecske Osszenergidjanak maximalis
értéke, amelynél a részecske még rezgémozgast végezhet?
U(x)
|

\

e

7-40 abra
A 7C-53 feladathoz




A-18 Az 1-23 fejezetek paratlan szdmozdsu feladatainak megoldasai

4A-5
4A-7
4A-9
4A-11
4B-13
4B-15
4B-17
4B-19

4B-21
4C-23
4C-25

4C-27

126 m/s

2,72 x 107" m/s?

4,43 m/s

a) 87,0 m/s* b) 8,88g

a) 7,90 x 10° m/s*> b) 5,58 x 10° m/s*

a) 18,3 m/s b) 6,85 x 10°g

0,821 m/s%62,4°

a) 1,25 m/s” az ut gorbiileti kézéppontja felé

b) —1,67 m/s?

¢) 1,85 m/s*;64,4° a radiélis irdnyhoz képest
hatrafelé

a) 2,37 m/s*> b) 4,96 m/s*

A vialasz adott.

0,851 m/s* b) 5,34 m/s?

c) 5,41 m/s*9,04° a radidlis iranyhoz képest
hatrafele

54.4 m/s?

V. Fejezet

5A-1

5A-3
5A-5
SA-7
5A-9
5A-11
5A-13
5B-15

5B-17
5B-19
5B-21
5A-23
S5A-25
5A-27
5A-29

5B-31

5B-33
5B-35
5B-37
5B-39
5A-41
5A-43
5A-45
5A-47
5B-49
5B-51
5B-53
5B-55
5B-57
5B-59
5B-61

a) 720N b)72kg ¢)200N
d)20kg e) 720N £) 200N
282 kg
a) 4,00 m/s* b) 8,00 m
a) 90N b)3s
a)31,25m b) 12,5 m/s
14,8°
1,63 m/s*
a) 26,53 N b) 53,1°a horizont alatt
c) egyenes vonalban
b) 359 N
a) 0,102s b)0,0255m
a) 6 m/s> b)8100N c) 5400 N
a) 170N b) 170N
1350 N
6,39 N
a) 0,300 m/s* b) 0,900 N
lcos6

g
a)2,05kg b)16,0N
a) 3,33 m/s? b)24 N «¢) 0,55 m/s
a) 4,90 m/s*> b) 1,96 m/s’
4,70 kg
a) 840N b) 157N
7,00 s
0,364
0,732
28,7 m
3525N
a) 0,204 b)90,8 N
20113 N
b) gRH?
A vélasz adott.
314N

t=

5B-63
5C-65
5C-67
5C-69
5C-71
5C-73
5C-75

a)600 N b) 1100 N

a)4,92N b)16,7N

0,143 m

A valasz adott.

a) 1984 N b) 12,43° c) 1448 N
A valasz adott.

0,209 fordulat/s

VI. Fejezet

6A-1
6A-3
6A-5
6A-7
6B-9

6A-11
6B-13
6B-15
6A-17
6A-19
6A-21
6B-23
6A-25
6A-27
6B-29
6B-31
6B-33
6A-35
6B-37
6A-39
6B-41
6A-43
6A-45
6B-47
6A-49
6A-51
6B-53
6B-55
6C-57

6C-59
6C-61

6C-63

6C-65
6C-67
6C-69
6C-71
6C-73
6C-75

1,8 x 10° joule

270 joule

960 J

a)417 N/m b) 3,00J

b) k/(k, + k)

38,5m

a)60J b)10J ¢)7,75m/s d) 3,16 m/s
a) 225 % W0*Nwb) 1,33 ¢ F0* 5
a) 9,75 x 10°N/m b) 3,12 ]
139017

0,029 )

a) 6,86 m/s* b) 6,41 m/s

124 ]

1150

a) 980J b)355)

1,68 m/s

a)104]) b)88,2J c)158] d)1,98 N
1,154 kW

403,2 Ft

12 kW

141 kW

39,2 kW

42,92 kW

35,26 kW

4

egyetlen csiga

1,76 x 10° N

280 N

22077

a) mg COS(%] b) mgR
A vilasz adott.
kLl vl (L=1)
kit k.
9,6 x 10° N/m*

0,303 m/s
c) ky/(k, + ky)

A vilasz adott.
242 ]
A valasz adott.

VII. Fejezet

TA-1
TA-3

a) N-m® b) 2C/°
a) 3ax’ +2bx b) x=5b/3a




TA-5
TA-T7
TA-9
TA-11

7B-13
TB-15
7B-17
7B-19
7B-21
7B-23
7B-25
7B-27

7B-29

7A-31
7B-33
7B-35
7C-37
7C-39
7C-41
7C-43
7C-45
7C-47
7C-49
7C-51
7C-53

Az 1-23 fejezetek paratlan szamozds feladatainak megoldasai A—19

R e S D (S RSy ST

8,26 m/s
2mg
a) 542 m/s b)3mg

v2gl(1-cosh)

5,79 m/s

a)3,61 m/s b) 1,74 N

b) gv/3/2,g c)3mg/2, sugiriranyban befelé
4.20 mg

mg

a) 37,6° b)36,3N

1,45 m

8d

a) —3ax* +b b) m
¢) 2vb* /3a

17,0 m

a) 7,67 m/s b) 0,932
151265100

A valasz adott.

—1,00J

a) x, b) 2bx ;+x irdanyban
A valasz adott.

A valasz adott.

A valasz adott.

0,344 m

a)0,222g b) 1,52 x 10°N
a) 0sx<2m b)8]J

VIII. Fejezet

8A-1
8A-3
8A-5
8A-7
8B-9
8B-11
8B-13
8B-15

8B-17
8B-19
8A-21
8A-23
8B-25
8B-27
8B-29

8B-31

8A-33
8A-35
8B-37
8A-39

1,23 m/s

34317

10 m/s a szerelvény felé

0,400 m/s

7,22 m/s; -48,4°

0= arctg k

0,91 m/s 51,3° északkeletre

13,0 kg'm/s; 202,6° a +x irAnytdl az 6ramutatd
Jardsaval egyez6 irdnyba

A viélasz adott.

0,0466

900 N, az eredeti sebességgel ellentétesen
a) 1,20 x 10" kg-m/s b) 2,40 x 10* N
6,38 N's felfelé

7,80 m/s

a)4,37x10"s b) 0,153 m

c) 1,22 x' 1672 1 'dy1,23¢ 10° J

a) 7,80 kg-m/s; 22,6° a horizont folott
b) 3900 N; 22,6° a horizont folott
200 N

a) 1,88 N b)3,75N

4,00 x 10° N

535 m/s

8B-41 a)3,48 x 10°N b) 1659 kg/s
8C-43 a)338m/s b)56,3N

8C-45 a) (M- m)/M

8C-47 A vidlasz adott.

8C-49 nmg[f + JE]
£

8C-51 0,368M

IX. Fejezet

9A-1 a)-0,167 m/s b) 0,333 m/s
9A-3 a) 42,9 m/s, 37° délnyugatra b) 7720 J
9A-5 Nem:; 2,80 J elveszett
9B-7 a) /141 m/s b)574mis c)97,6%
9B-9 A vilasz adott.
9B-11 1,81 m/s, 2,27 m/s
9A-13 0,200 m
9A-15 (—7— m,im)
13 13
9B-17 535m

9A-19 a) 30 m/s, vizszintesen b) 21,2 m/s, 45° a viz-

szintes alatt
9B-21 A valasz adott.
9B-23 A valasz adott.
9B-25 7,28 m/s
9B-27 a)3,00 m/s b) 3,00 m/s
c) 608J¢és 8241 d)0és2161]
9B-29 2161

9C-31 a) (MJ b) ugyanaz mint a)
M+m

9C-33 4M.[gl/m

9C-35 a)65,2m/s b) 0,458

9C-37 J1-d/h
9C-39 (1,03 m, 0,88 m)
9C-41 A valasz adott.
9C-43 v,=-0,667 m/s; v, = 0,800 m/s
9C-45 2,21 m/s

3 25
9C-47 a) SV b) 32,uv
10
i)}
30
adhat6é mennyiségi vélasz)

9C-49 a)

X. Fejezet

10A-1 a) 1,50 m b)24,0 N-m
10A-3 a) 2bF b) 2bF

10A-5 A vilasz adott.

10A-7 [/2

10B-9 R/12

5
11] o ) el s
T

10A-13 2,06 m

b) %v (Ez a 8. fejezet 6. kérdésére



