UX. FEJEZET.

UTKOZESEK

A jatek népszerii neve természet
és millidard és millidrd és millidrd
részecske vég nélkiil jatssza az egészet
ami billidrd és billiard és billiard
PIET HEIN
[,,Atomyriades”, Grooks (1966)]

9.1 Bevezetés

Az iitkozések nagy szerepet jatszanak mindennnapi életiinkben. Az itkdzés
fogalmaba mindazok a gyakori események beletartoznak, amikor két 6ssze-
litkozo test kozott rovid, de intenziv kolesonhatas 1ép fel. Sarkunk minden
lépéskor iitkozik a padléval, vagy akdrmilyen finoman is tessziik le a tedscsé-
szét a csészealjra, a csésze hirtelen gyorsuldssal koccan le, a labdajatékok
soran a labda er6teljesen iitkozik a kiilonboz6 iitckkel, rakettekkel és botok-
kal stb. A repiil8 iirhajok osszekapcsoldsa is {itkdzési folyamat. A fizikusok
nagy gyorsitokat hoznak létre, hogy elektronok, protonok, neutronok, vagy
az o-részecskék dramat iitkoztessék atomokkal, ill. atommagokkal. Az iitko-
zési folyamat elemzése soran fontos adatokhoz juthatunk a részecskéknek a
belsé felépitésére és tulajdonsigaira vonatkozoan.

Az iitkbzés soran nem sziikséges, hogy a részecskék fizikailag is érint-
kezzenek (9-1 4bra). Erintkezésrdl 1ényegében csak makroszkopikus érte-
lemben beszélhetiink, mikroszkopikusan ennek a kifejezésnek tulajdonkép-
pen nincs értelme, hiszen a kolcsonhatds ekkor végsé soron az anyagi
feliiletek elektronjai kozotti elektrosztatikus taszitisra vezethetd vissza, s az
elektronok kozotti tavolsag ebben az esetben nem definidlhaté pontosan. Két
toltott részecske — pl. egy proton és egy o-részecske (egy hélium atommag) —
esetében a pozitiv téltések mar akkor erds elektrosztatikus taszito erdt fejte-
nek ki, amikor a két részecske még nem is érintkezik egymassal. Ezt a fo-
lyamatot szordddsnak nevezzik.

Az iitkozések soran altaldban bonyolult és id6ben gyorsan valtozé erék
lépnek fel, és a legtdbb esetben ezeket az er6ket nem is irjuk le pontosan. Az
iitk6zési folyamatok elemzésének legfontosabb sajatossdga az, hogy anélkiil
jutunk ismeretekhez a folyamatrol, hogy ismernénk a folyamatban szerepld
erbket. A folyamat leirdsdhoz csupan az impulzus- és energiamegmaradis
torvényét hasznaljuk fel. :

Mit is jelent tehat az iitkdzés? A legfontosabb ismérvei a kovetkezdk:

1) Az utkozd testek kozotti kolesonhatds hirtelen 1ép fel és meghata-

rozhaté az a At idGintervallum, amely alatt ez végbemegy. A At
id6tartam elGtt €s utan a testek ko6zott nem lép fel kélesonhatas.,
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2) A At ltkozés kovetkeztében fellépd koélesonhatdsi erék olyan na-
gyok, hogy a rendszerre haté minden egyéb kiils6é eré elhanyagol-

haté. Tly modon csak a rendszer tagjai kozott fellépd belsd erbkkel
kell foglalkoznunk.

Az iitkozési folyamat gyorsasiga, azaz a At intervallum hosszuisaganak meg-
itélése a folyamattol fiiggs. Atommagok itkozésekor ez 107 s, mig galaxi-
sok kolcsonhatisa sordn akar tobb millié év is lehet. Az egyetlen kritérium
az, hogy a kolcsonhatds a At idStartamra korlatozodjék és hogy a folyamatra
jellemz6 egyéb idGintervallumok ennél sokkal hosszabbak legyenek.

a) A makroszkopikus testek iitkd- Ebben a fejezetben még egy fontos fogalmat, a témegkdzéppont fogal-
60 oL testek feliilete mat is definialjuk. Ez a fogalom rendkiviili m6don megkonnyiti a térben bo-
¢rintkezik nyolult mozgassal ,,imbolyg6” kiterjedt testek elemzését és az egymasra hatd

részecskék rendszere mozgasdnak leirdsdt.

9.2 Rugalmas és rugalmatlan iitkozések

Az litkézéseket tokéletesen rugalmasnak, ill. rugalmatlannak nevezziik attol
fiiggden, hogy az litkozés soran a mozgasi energia megmarad, vagy nem. A
rugalmas iitkozés esetén a vizsgilt részecskerendszer tagjainak dsszes kine-
tikus energidja az iitkdzés el6tt és utan megegyez6. (Az ilyen iitk6zést gyak-
ran tokéletesen rugalmasnak is nevezziik.)) Ahhoz, hogy egy Iiitkdzés
orugalmas” legyen, sziikséges, hogy az litk6zés sordn miik6d6 belsé erdk
konzervativak legyenek, azaz az iitkdzési folyamatban potencidlis energidva
alakul6 belsd energia tokéletesen, visszaalakithato legyen kinetikus energia-
va. Ezzel szemben amikor a mozgasi energia egy része ,elvész”, azaz hévé
(termikus energiava), ill. a maradandé deformdci6 soran tarol6dé energiava
alakul, akkor az iitk6zés rugalmatlan. Rugalmatlannak nevezzilk az olyan
koélcsonhatisokat is amelyek pl. a folyamat soran végbemend robbands miatt
kinetikus energia novekedéssel jarnak. Végiil azokat az litk6zéseket, amelyek
lezajldsa utan az osszeiitkoz6 testek egyiitt maradva kdzdsen mozognak to-
vabb, tokéletesen rugalmatlannak nevezzik. Vegyiik észre, hogy a tokéle-
tesen rugalmas és tokéletesen rugalmatlan hatiresetek kozott végtelen sok
egyéb rugalmatlan titkozés is 1étrejohet.
c) A tomegvonzas miatt majdnem A makroszkopikus vildgban tokéletesen rugalmas litk6zés nem johet lét-
dsszelitk6zd csillagok re, a mozgasi energia egy része mindig elvész, atalakul hang, vagy bels6 rez-

9-1 abra
Utkozések és a fellépd er6-ellenerd
parok

b) A pozitiv toltésd részecskék
mar akkor ellokik egymast,
amikor még nem is érintkeznek

T
\
1
|
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mint pl. a billidrd golyok, a hoki korongok vagy a légpirnds sinen csuszd
rugos kiskocsik iitkézése, a folyamat tokéletesen rugalmasnak tekinthetd és
az elveszd mozgasi energia jo kozelitéssel elhanyagolhato. Az elemi részecs-
kék, atomok, vagy atommagok iitkézési folyamatai altalaban tokéletesen
rugalmasak. Amennyiben azonban az iitkoz6 részecskék szerkezete megval-
tozik, vagy 10j elemi részecskék keletkeznek a folyamatban, akkor ezek az
{itkozések is rugalmatlannak tekintend6k (lasd. a 41. és 45. fejezetet.).

A rugalmas iitkozésekben mind a mozgdsi energia (EK,=ZK), mind
pedig az 6sszimpulzus megmarad (Zp, = Zp). Rugalmatlan iitkdzés esetén
azonban csak az utébbi (Zp,= Zp) torvénnyel szimolhatunk. Ezt mutatjak a
kovetkez6 példdk.

Rugalmas litkdzése egy dimenzioban. Az m és 3 m tomegi testek a 9-
2 abran lathatd modon az x tengelyen mozognak egymassal szemben
azonos v, sebességgel. Hatdrozzuk meg a testek végsd sebességét a
frontalis iitk6zés utan.
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MEGOLDAS Ay, ik
P hy ; ; Gl I m
A 9-2 abran lathaté vazlaton a részecskéket 4-val, ill. B-vel, végse- 3m

bességiiket pedig rendre v,~val ill. v,-vel jeldltiik. Fizikai érzékiink a) Utkozés elbtt a testek az x
azt sugallja, hogy az iitk6zés utan a kisebbik test mozgasanak irdnyat
megvaltoztatva jobb felé mozog, a nagyobbik test mozgas iranyat il-
let6en azonban bizonytalanok vagyunk. Tegyiik fel, hogy az iitk6zés
utdn ez a test is jobbfelé mozog, amennyiben ugyanis ez meégsem len-
ne igaz, akkor az eredményben megjelend negativ eljel ezt ugyis

o e 7 . 3 V4 VB
megmutatja. A tengely pozitiv irdnyat, amint azt a kis tengelykereszt - @_» ® >
0 Y m

tengely mentén azonos se-
bességgel kozelednek
egymadshoz

is mutatja ennek megfelelden szintén jobbfelé vettiik fel. Ezutin az
irdnyokat pozitiv, ill. negativ elgjelekkel figyelembe véve felirhatjuk a

; e Aré sk ntralis é
folyamatra az impulzusmegmaradas tételét: &) A mpzecskelca centrilis &s

egyenes litkézés litkozés

Z(p.)o=2p, utin is az x tengely mentén
Bm)vy +(m)(=vy) = Gm)v, +(m)v, (9-1) mozognak
2vy =3V, +v, 9-2 abra

A 9-1 feladathoz. Centrilis ¢és egye-
nes (frontélis) {itkozés

Mivel az titk6zés tokéletesen rugalmas, a mozgasi energia is megma-

rad:
FRVEER
—1-(3m)v§ i mv} = L (Bmw? il mvi
2 2 2 2
vagyis 4vg =3v% +v} 9-2)

A két megmaradasi torvény a v, és v, ismeretlenckre két egyenletet
szolgaltat. A (9-1) egyenletbél

Ve —12v,v, + 92
adodik. Ezt behelyettesitve a (9-2) egyenletbe a
—12vyv, +12v2 =0

egyenlethez jutunk. Innen v, = v, ill. v, = 0. A két eredmény kozott a
kovetkez6 meggondolassal valaszthatunk. Ha v, = v, akkor a (9-1)
egyenlet szerint

2v, =3v, + v,

vagyis  vp =-—v,

A kapott eredmény szerint az iitkdzés utdn mindkét test ugyanakkora
sebességgel mozogna tovabb, mint iitkdzés elétt. Ez azonban azt je-
lentené, hogy bér az eredmény eleget tesz mind az impulzus, mind a
mozgasi energia megmaradisinak, ilyen mozgas csak akkor johetne
létre, ha a testek kélcsonhatds, azaz iitkozés nélkiil athatolnanak egy-
madson. A méasik megoldast kell tehat elfogadnunk, amely szerint

v, =0
€s a (9-1) egyenletbdl V=2V

A megoldas szerint a 3m tomeg( test az iitkzés kdvetkeztében meg-
all, mig az m témeg( test mozgasanak iranya ellentétesre fordul, se-
bessege pedig megkétszerezddik.
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. Vo vo B
0 2 H A
3m m

a) Utkozés elbtt a testek az x ten-

gely mentén azonos sebesseg-
gel kizelednek egymashoz.

b) A tokéletesen rugalmas, pilla-
natszerii iitkozés utdn a testek az
xy sikban mozognak. Ebben a
példéban a B test eredeti
iranyara mer8legesen mozdul
el.

2mvg

\o/

3m vy

c) A vektordbraa Zp,=Zp
impulzusmegmaradasi torvényt

mutatja be.
9-3 Abra
A 9-2 példahoz. Pillanatszer(” titko-

Zes

Tegyiik fel, hogy az el6z6 feladatban az iitkozés pillanatszeri{ien, de
két dimenziéban zajlik le gy, hogy a kisebbik test mozgdsanak irdnya
az eredeti iranyra mer6leges lesz (9-3 abra). a) Hatdrozzuk meg a tes-
tek titkozés utani végs6 sebességét. b) Mekkora 6 szogben szérodik a
nagyobbik test?

MEGOLDAS

a) Av,, vyés 6 ismeretlenck a megmaradési tdrvényekbdl adodo
ZK,=ZK, valamint Zp, =Zp, é¢s Zp, =Zp, egyenletrendszerb6l
hatdrozhatok meg. E helyett azonban most egy mas modszert mu-
tatunk be, ami az impulzusvektorokat hasznélja és az adott esetben
egyszeriibben vezet a megoldashoz. Az impulzusmegmaradast ki-
fejez6 egyenletet a kétdimenzids esetben nem bontjuk dsszetevik-
re, hanem egyetlen vektoregyenletként irjuk fel.

Zp, =1p
3mvy —mv, = 3my, +mvy

(9-3)

vagyis 2mv, =3mv, +mvy

Ez a vektoregyenlet az impulzus megmaradasanak az elvét fejezi
ki, vagyis a rendszer impulzus-vektora az iitkozés eldtt és az litko-
zés utan ugyanakkora. Mivel a B test eredeti iranyahoz képest 90°-
os szogben mozdul el, a két test impulzusdsszegét megado vektor-
haromszog derékszogii (9-3 dbra). A Pitagorasz tétel szerint:

(3v,)’ =(2v)* +v;

R )
4v, =%y, — vy

(9-4)
vagyis

Ez az egyenlet két ismeretlent (v,, és vg) tartalmaz. Tovabbi
egyenlethez jutunk a mozgési energia megmaradasdra vonatkozo

IK, =K

1 1 1 1
E(3m)u§ s my; = E(:sm)vj i mvy (9-5)

vagyis 4y} =3k +v;

bsszefiiggés felirdsaval. A (9-4) és (9-5) egyenletekbdl allo
egyenletrendszert megoldva azt kapjuk, hogy

2
vA:J;vO és vﬁ=s/5vlJ

b) A 6 szog a vektordbrabol hatdrozhaté meg:

sin6=[v5 ): RE = 0577

3v, 2
3=V
30

= arc sin (0,577) = 35,3°

A példa megoldasit nagyban egyszeriisitette, hogy az impulzusvekto-
rokra vonatkozo vektordiagram derékszdgli hdromszodg volt. A vektordiag-
ram alapjan azonban akkor is hasznos osszefliggések nyerhetdk, ha nem de-
rékszogdi haromszogr8l van sz6. Az ehhez sziikséges matematikai ismere-
teket a D fiiggelék tartalmazza.
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9.2 Rugalmas és rugalmatlan litkozések

Igen érdekes eredményt kapunk, ha azt a tokéletesen rugalmas litkdzést
vizsgaljuk, amikor egy test vele egyenld tomegii nyugvo testbe iitk6zik. Meg-
allapithato, hogy ekkor a két test sebességének irdnya az iitkdzés utan mero-
leges lesz egymasra (lasd a 9-4 4brét és a 9C-41 feladatot).

(@

9-4 Abra

a) Egyenld tomegii billiard golyok
litkizésérdl késziilt stroboszkopikus
felvétel. Az egyik golyd kezdetben
nyugalomban volt, ezert kiindulo
helyzetében fehérebb a tobbi golyo
képénél, hiszen a felvétel soran eb-
ben a helyzetben t8bb expozicio is
tortént. Ha az iitkdzés tokéletesen
rugalmas és stirlodasmentes, akkor
clméletileg a golyoknak egymasra
merblegesen kellene elmozdulniok.
Amennyiben azonban a golyok fo-
rognak, vagy jelentSsebb a surlodas,
akkor a szog kissé eltérhet az elmé-

leti értéktsl. Ezt mutatja a felvétel is,

ahol a golyok elmozdulsa 87°-0s
szoget zar be.

felfiiggesztés megakadalyozza,

maradandé deformaciojéhoz

MEGOLDAS

(b)

b) Protonok iitkozése folyékony hid-
rogénes buborékkamrdban. A kozolt
egyetlen felvétel alapjan még nem
kovetkeztethetiink biztonsdggal arra,
hogy a részecskék merdlegesen pat-

tantak el egymdstol, mert nem biztos,

hogy a felvétel sikjaban mozogtak.
Mindazonaltal a stroboszkopikus
felvételek alapjan igazolhat6, hogy
ezek a részecskék mindig merdle-
gesen pattannak el egymastol. (Nagy
energi4jh iitkdzeésekben a relativisz-
tikus effektusok miatt az elpattanas

szdge valamivel kisebb mint 90°.)

A ballisztikus inga gyorsan mozgo kicsi testek, pl. pisztolygolyo sebes-
ségének meghatdrozasira hasznéalhato (9-5 4bra). A bifilaris (kétfonalas)

hogy az M tomegl puha fabol kesziilt
ingatest lengés kozben elforduljon. L&jiink bele a figgdlegesen 16g6 in-
gatestbe egy vizszintesen haladé, m témegii pisztolygolyot. Ha az inga-
test elég vastag fabol keszillt, akkor a goly6 nem iiti t, hanem bele-
dgyazodik. Az ingatest-goly0 rendszer az iitkdzés hatasara kilendiil és A
maximalis magassigba emelkedik. a) Hatérozzuk meg a golyo kezdeti
sebességét, b) Hatdrozzuk meg, hogy a golyo kezdeti mozgasi energia-
janak hanyad része alakul 4t nem mechanikai energiava, azaz az ingatest
szilkséges energiava, illetve héve, vagy
egyéb un. ,disszipativ”’ energidva. '

a) Az iitkdzés tokéletesen rugalmatlan, hiszen a két test, az utkozés
utan kozos sebességgel mozog. Megkonnyiti a probléma clemzé-

sét, ha harom részre bontjuk a folyamatot az iitkdzés elétti, az tt-
kozés soran lezajlo és az iitkozés utani 1észre.

A buborékkamra nagynyomasu, talhi-
tott folyadékot (gyakran hidrogént) tar-
talmaz. A folyadékban mozgo toltdtt ré-
szecskék palyaja mentén ion fiizér
marad vissza. Ezek az ionok a magjai
azoknak a buborékoknak, amelyek a
nyomas hirtelen csékkentésekor a folya-
dékban keletkeznek. A buborékok né-
hany szazadmasodperc alatt fényke-
pezhetd méretiire duzzadnak. Miutan a
részecske nyomat lefényképeztik, a
nyoméds megnovelésével a buborékok
feloldhatok, s a kamra a méasodperc tort
része alatt készen all egy ujabb részecs-
ke utjanak jelzésére.

9-5 abra

A 9-3 példahoz. A ballisztikus inga.
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9-6 abra

Golyo6k rugalmas iitkdzését bemutatod
ingasor. Az eszk6zzel megmutathat
példaul, hogy ha az egyik oldalrol két
golyo iitkdzik az allé golyodsornak,
akkor a masik oldalon is két golyo
lendiil ki. [A helyzet azonban kissé
bonyolultabb, mint amilyennek elsé
latasra tiinik. Attol fiiggden, hogy az
inditas pillanatdban a golyok érint-
keztek-e egymassal vagy nem, né-
hany tovabbi goly6 is csekély sebes-
séggel elmozdulhat az iitkézés utan.
Az impulzusmegmaradas térvénye
természetesen mindenképpen érvé-
nyes.

Reészletesebben: Seville Chapman,
,,Misconception concerning the dyna-
mics of the impact ball apparatus.”
(Téveszmék az iitk6z6 golyosor di-
namikdjaval kapcsolatban.) Am. .J.
Phys. 28. 705 (1960) és Jean C.
Piquette and Mu-Shiang Wu, ,,Com-
ments on ‘Simple explanation of a
well-known collision experiment’”
(Megjegyzések az ‘Egy jol ismert
utkézési kisérlet egyszerii magyara-
zata’ c. cikkhez) Am. J. Phys. 52. 83
(1984).]

Utkézés eldtt a rendszer teljes mozgasi energidja a pisztoly-
goly6 1/2mV* nagysagh mozgdsi energidjaval egyenld.

Az litkézés sordn a mechanikai energia megmaradisa nem
érvényes. A golyd azonban olyan rovid id8 alatt agyazodik be az
ingatestbe, hogy az nem lényegesen mozdul el a helyérdl. Az iit-
kozés At idGtartama tehat olyan rovid, hogy a kiilsé erék, a gravi-
tacios er6 és a kotélerd elhanyagolhatoak a fellépd belsé er6khoz
képest, azaz alkalmazhato vizszintes irdnyban az impulzusmeg-
maradas tétele. (Emlekezziink arra, hogy ha a kiilsé erék elhanya-
golhatoéak, akkor az impulzusmegmaradds tétele a mechanikai
energia megmaradasanak érvényességétdl fliggetleniil mindig tel-
jesiil.) Esetiinkben a vizszintes sebességiriny miatt az impulzus-
megmaradds erre az dsszetevore azért is teljesiil, mert a haté erék
fiiggélegesek. frjuk fel tehat az impulzusmegmaradas torvényeét:

X(p.), = 2o,
myv = (m+ M)V

ahol V' a golyo-ingatest rendszer sebessége kozvetleniil az iitkdzés
utdn, azaz amikor az ingatest még nem mozdult el lényegesen a
helyérdl. Az egyenletbdl a V sebességre

V:( i ]v
m+ M

Utkbzés utén a golyo-inga rendszer szabadon kilendiil a maximalis
h magassagig, Ezen a mozgasszakaszon csak konzervativ erék
miikodnek, amelyek az ingatest sebességét helyzeti energiava ala-
kitjdk. Valasszuk az U, helyzeti energia zérus szintjét az inga leg-
meélyebb helyzetében és alkalmazzuk a mechanikai energia meg-
maradasanak tételét:

adodik.

(9-6)

B =F
U)o+t Ky=U,+K

1
0+E(m+M)V2 = (m+ M)gh+0

Behelyettesitve a (9-6) egyenletbdl kapott V' sebesség kifejezését a
v sebességre

adodik.

{2y

Vegyiik észre, az litkozés folyamatiban az 6sszimpulzus megma-
radt, a mechanikai energia azonban nem, mig az iitkozés utani ki-
lendiilés sordn éppen forditva, a mechanikai energia maradt meg,
az Osszimpulzus azonban valtozott.

b) Az iitkdzés soran a golyo-ingatest rendszer mechanikai energidja-
nak A E/E, relativ véltozésa az

AE  K-Ky . K i 1/2(m+M)V?
E, X, loafe 1/ 2mv?

osszefiiggéssel adhaté meg. Behelyettesitve ide a V' sebességre kapott
(m/(m+M))v értéket, azt kapjuk, hogy

1/2(m+ M) H m:’ij} - i

1

l/ 2my?
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A negativ elGjel azt jelenti, hogy a rendszer mechanikai energidja
csokken. Tipikus esetben példdul az m = 4 g és M = 2 kg adatok fel-

vételével az adodik, hogy a kezdeti mozgdsi energidnak 99,8%-a nem
l mechanikai energiava alakul 4t a sarlédds, a fa rostjainak eltdvoloda-
sa, valamint a goly6 deformalodasa kovetkeztében. Az energia kicsiny
toredéke az iitkozéssel jaré hang keltésére forditodik. Minthogy a me-
chanikai energia egy része az iitkdzés sordn ,.elvész”, a golyé kezdeti
mozgasi energidja nem egyenld a golyo-ingatest rendszer potencidlis
energidjinak maximalis értékével. Masrészt azonban a goly6 kezdeti
impulzusa megegyezik a golyo-ingatest rendszernek koézvetleniil az
iitkdzés utdn mérhetd impulzusaval, hiszen sem a graviticios erd, sem
a kotélerd nem véltoztatja meg a vizszintes irdnyd impulzust az iitk6-
Z€s soran.

9.3 A tomegkizéppont és a tomegkozéppont tétel

Az iitk6zési folyamat elemzése sokkal egyszeriibbé valik, ha bevezetjik a
tomeghkozéppont fogalmat. Az (x,, v, z,), (X, V» 2) (X3 ¥ 2,) ...Stb. helyeken
taldlhaté rendre m,, m,, m, ... stb tdmeg( pontszerd testekbdl &ll6 pontrend-
szer' tomegkozéppontjanak (TKP) helykoordinatai definicid szerint a ko-

vetkezdk:
mx, +myx, Fmy Xyt Emxg
xTK_F == —
my+my +my .. Zm,
A tomeg- MY, My, gyt Emy,
kozéppont (TKP Yixp'= o
ppont (TKP) m, +m, +my+... Zm,
helye
‘ Mz +MyZy +MyZyt...  Xmz,
Z = =
a g m,+m, +my+... Zm,,

‘ A témegkozéppont helyét tehat az egyes m, tomegek helykoordindtdinak a
timegeldel sulyozott dtlaga adja meg. A tomegkozéppont helyét definiald
‘ egyenletek vektoridlisan témorebben is 6sszefoglalhatok:

Zm.r
| Yrer =—Af}-—“— (9-8)

ahol a nevezében a rendszer teljes Zm, = M tomege dll. A 9-7 dbra két pont-
b6l 4ll6 rendszer esetén mutatja be a tomegkdzéppont meghatdrozasanak

i médjat. Ekkor X
[
‘ mr, +m,r, B TKP
Cpgp =———  {(kétrészecskére) (9-9) ! =
i m, +m, O x X
i 0 1y | "o

[ Két tdmegpont esetén a témegkodzéppont mindig a részecskéket Gsszekoto 9

egyenesen a nagyobbik tdmeghez kozelebb helyezkedik el. A rajzos vézlato- Utkozés egy dimenzioban

\ kon a tdmegkdzéppontot kicsiny kereszttel és a TKP betlkkel jeldljik. v "
A tdmegkozéppont sebességét a (9-8) definicios egyenlet id6 szerinti
derivalasaval kaphatjuk meg:
drpp
dt

Vorxh =

A kiterjedt testek tomegkdzéppontjdnak meghatirozasival a kdvetkezd fejezetben foglal- 9-7 :}bra T 5
kozunk. Megmutatjuk, hogy a tomegkozéppont fogalménak bevezetésével a kiterjedt tes- Két tomegpontbol 116 rendszer t6-
‘ teknek a kiils§ erSk hatdsira végbemend halado és forgd mozgasa egyszeriibben irhato le. megkdzéppontja (TKP)

\
1
| Utkzes kit dimenzioban
|
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A tdmegkozéppont Voyp L Emyv, (9-10)

sebessége Ve M
Az Osszefiiggés dtrendezésével a rendszer teljes P impulzusa az alabbi alak-
ban irhat6 fel:

A
részecskerendszer Imv, =P=Mv . (9-11)
P impulzusa

A 9-10 egyenletet id§ szerint derivdlva megkapjuk a tomegkozéppont @y, =
dvp/dt gyorsuldsat:

A tomegkdzéppont Zm,a,

arkp Eyorsuldsa Anee = M (-12)

A szamlaloban levé odsszeg kifejtése definicio szerint Zm,a, = m,a, +
m,a, tm,a,.... Itt az elsé m a, tag megegyezik az m, tomegii részecskére hat6
erok vektori dsszegével. Az eredd er6 a Newton masodik térvény kdvetkez-
tében természetesen mind az m, tomegl részecskére hat6 Z (F,), kiils6 erék
osszegét, mind pedig a rendszer tobbi tagjaitdl szarmazo Z (F,), belsd erdk
Osszegét magaban foglalja, azaz

Z(Fy)y + Z(Fy), = m;a,

Hasonléképpen irhatok fel a mozgasegyenletek a rendszer tobbi tagjara is. a
mozgasegyenletek dsszegezésével pedig a

3(F), + X(F)), = Ema, (9-13)

osszefiiggéshez jutunk. Vegyiik észre tovabba, hogy minden belsé er6hoz,
amit egyik részecske kifejt a masikra, tartozik egy vele egyenl6 nagysagu és
ellentétes iranyu erd, amit a masodik részecske fejt ki az els6re. A bels6 erok
mindig er6-ellener6 parokat alkotnak. Az dsszes ilyen erd-ellenerd par vektori
Gsszegére tehdt zérus adodik eredményiil, azaz Z(F,), = 0. Ennek megfelelGen a
(9-13) egyenlet a

X(F,), = Zma,

alakra egyszeriisddik. Az egyenlet jobb oldaldn azonban éppen Maq,, all.
Fontos kovetkeztetésre jutottunk; A tdmegkdzéppont ugy mozog mintha ben-
ne a rendszer teljes M =ZXm, tomege egyesitve lenne és rd a kiilso erdk
Z(F)), = Z(F), vektori dsszege hatna.

Newton masodik
torvényének
pontrendszerre
megfogalmazott alakja

IF, = May, = % (9-14)

A kapott egyszerii eredmény lényegében a Newton harmadik térvény kovet-
kezménye. Mivel a belsé erék mind erd — elleneré parok és 6sszegik zérus,
ha a pontrendszer tomegkozéppontianak mozgdsdt akarjuk leirni, elegendo
csak a rendszerre hato kiilsé erdket figyelembe venni.

Ebben a fejezetben részecskerendszerek iitkézésével foglalkozunk, s
megallapitottuk, hogy az iitkdzések esetén a rendszer zartnak tekinthetd, va-
gyis a kiils6 erék hatisa elhanyagolhat6’. Ha azonban Z(F), = 0, akkor ap, is
zérus. Zart rendszer tomegkozéppontja tehdt nyugalomban marad, vagy

2

A kovetkezd fejezetben megvizsgéljuk a kiils6 erék hatasat is.
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egyenesvonali egyenletes mozgast végez. A zdrt rendszerre tehat érvényes az
impulzus megmaradasinak tétele.

9-4 PELDA

Egy egyenes mentén az x; = 1 m pontban 2 kg , az x, =3 m pontban
pedig 3 kg tomegii test helyezkedik el (9-8 abra). Hol van a rendszer
tomegkozéppontja?

MEGOLDAS

_mx, +m,X,
Xrgp =

3 (2kg)(lm)+ (3kg)(3m) - 11kgm 3

2.2m
2kg+3kg S5kg

my +m,

9-5 PELDA

Hatarozzuk meg az aldbbi pontrendszer tomegkozéppontjat.

m,=2kg az ( 1m , ‘2m)helyen
3 ke ay (G5 my

4kg a (-1m, -4m)helyen

2 m ) helyen

m2=

i
I

MEGOLDAS

X, + X, X,

Az x dsszetevd: Xqep =

m, +m, +my
_ Ckg)(Im)+Bkg)3m) + (4 kg)(-1m)
2kg+3kg+4kg

X1xp

0,778 m

mytmyy, tmyy,
m, +m, +m,
_ (2kg)2m)+(3kg)2m) + (4 kg)(-4 m)
2kg+3kg+4kg
= -0,667m

Az y dsszetevd

Y xe

Igy a tomegkozéppont a (0,778 m, -0,667 m) pontban helyezkedik el.

9-6 PELDA

Hatdrozzuk meg az alabbi tablazatban megadott adatokkal jellemzett
két részecskébdl 4llo rendszer tomegkozéppontjanak hely- és sebes-
ségvektordt (9-9 abra). (Adjuk meg a vektorok nagysagat és iranyat

is.)

tomeg hely sebesség
m=2kg (Im3m) v=Q2mis)X +(lms)§y
m,=5kg (4dm,1m) v,=2mis)§

3m !
el & =g
0 ﬁ(g lFeRi3ike :
ot ——
9-8 abra

A 9-4 példahoz

Y
meéter| 2kg .
Moo s
et s
Z e %)
1+ @ S ks
le stpediiilasal 90 4. 9
o) S F, e . TS
a) A két részecske hely- és sebes-
ségvektora
L

Irp

m
V'IKP=1?80 ?

$="71,5°

11,57 m
|

Ol

3,14 m

b) A tdmegkdzéppont hely- és se-
bességvektora

9-9 abra
A 9-6 példdhoz
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Az S'rendszer
sebessége

m az S rendszerhez

képest

9-10 abra

Az §" koordinatarendszer V sebesség-
gel mozog a pozitiv x tengely mentén
az S rendszerhez képest. Az dbra azt
az id6pontot mutatja, amikor a mozgo
rendszer O' origdjanak a helyvektora a
nyugvo koordinatarendszerben h.

MEGOLDAS

mr tmyr,  Qkg)(m)i+@mgl+ S ke)@ mx + (1m)j]

Trxp =

m, +m, 2kg+5kg
(2X+6y+20%+5y) kgm (22% +11y) kgm
5 Tkg 7 Tke
= (3,14 m)x +(1,57)y
mv,+m,v,
Nopicns S o

m; +m,

@ kg)[(z?)ﬁm%i]ﬂs kg)[w)h(z ?)&}

2kg+5kg

e TR
(4x+2y +10y) ——

S (05TIR+1,715)—
5 Tkg S0 T

A sebességvektor nagysaga €s irdnya:

m m
Vae =057 +(1L7D? —=180—

"% LS
o vl el e

¢ = arc tg(2,99) = 71,5° (amint az dbra is mutatja.)

9.4 A relativ sebességek meghatirozasa geometriai
modszerrel

Tekintsiink egy m tdmeg( tdmegpontot, amely az S inerciarendszerben az r
helyen van és v sebességgel mozog. Vegylink fel ezutin egy mdsik §'
inerciarendszert, amely az el8z6hoz képest V sebességgel mozog (9-10 db-
ra.). (Az egyszer(iség kedvéért a két koordindtarendszer y és ), ill. x €s x'
tengelye legyen parhuzamos és az S’ rendszer mozogjon az S rendszer pozitiv
x tengelye mentén.) Az dbran mutatott id6pontban az S’ rendszer O’ origdja
az S rendszer h helyvektort pontjaban van és V' = dh/dt. A 9-10 abra vektor-
diagramjarol leolvashato, hogy

r=r'+h (9-15)

ahol r' az m tomeg helyvektora a mozgd koordinatarendszerben. A témeg-
pont az S rendszerhez képest v = dr/dt sebességgel mozog. Ezt felhasznilva a
(9-15) egyenlet derivalasaval osszefiiggést dllapithatunk meg a kiilénbozd
koordinata-rendszerekben mért sebességek kozott:

dr _dr’ . dh
dr——dt, i
azaz
A Galilei féle
sebességdsszeadasi v=v'+V (9-16)

torvény
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ahol v és v' rendre az m tomeg S, ill. S’ rendszerben mért sebessége, V pedig
az §' koordinatarendszernek az S koordinatarendszerhez képest vett sebessé-
ge. Jegyezzilk meg, a vessz4s mennyiségek mindig a vesszds koordindta-
rendszerhez képest mért értékeket jelentenek.

A (9-16) sebességosszeadasi torvény id6 szerinti derivaltjat képezve azt
kapjuk, hogy

ﬂ_ dv’
dt dt

av
pE e
dt

Ez az eredmény — mivel az inerciarendszerekre dV/dt = 0 — azt jelenti, hogy
az egymdshoz képest egyenletes sebességgel mozgo koordindtarendszerekben
a testek gyorsuldsa azonos.

A gyorsuldsok

kozotti kapesolat a=a’
Galilei szerint

(9-17)

A Galilei féle (9-16) sebességisszeaddsi torvény jol hasznalhatod, ha
csak ket relativ sebesség V és v' szerepel a problémdban. Felmeriil azonban a
kérdes, hogy hogyan kell szamolni azokban a bonyolultabb esetekben, ami-
kor tobbféle kiillonbozd relativ sebesség is szerepel egyszerre. Szerencsére
egyszer modszer adhaté ezeknek a kérdéscknek a kezelésére is. Tetszés
szerinti relativ sebességek esetén harom lényeges lépést kell a szdmitasok
soran megtenniink:

Elgszor rajzoljunk fel minden sebességvektort és a jeldlés
egyértelmiive tételére irjuk a vektor kezddpontjdhoz annak a
koordindtarendszernek a betifjelét, amelyben a sebességet
mérjiik, a vektor végpontjihoz pedig irjuk oda annak a ré-
szecskenek a nevét, amelynek sebességét jelenti a vektor. A
9-11a dbra mutatja be ezt a lépést.

Rajzoljuk Gjra a vektordbrat Ggy, hogy a vektorokat olymo-
don toljuk el, hogy az azonos koordindtarendszer és részecs-
ke jelzések azonos helyre keriiljenek. Tegyiilk meg ezt attol
fiiggetleniil, hogy a vektorok ennek eredményeként kezd&-
pontjukkal, végpontjukkal, vagy ezekkel a pontokkal vegye-
sen csatlakoznak egymashoz. A vektorok iranyanak és nagy-
saganak megtartdsara azonban gondosan {igyeljiink. (Ezt az
eljarast -a kozismert jatékra utalva — gyakran ,,domin6” maéd-
szernek nevezziik.)

Az utobbi diagramon barmely vektor kezd6pontjat egy masik
vektor végpontjaval 6sszekotd vektor a végponthoz tartozo
tomegpontnak a kezddponthoz tartozo koordindtarendszerhez
viszonyitott sebességét adja meg (9-11b dbra).

1. 1épés:

2. lépés:

3. 1épés:

Rovid meggondolassal igazolhatjuk, hogy a fentickben alkalmazott jel6lés-
rendszer és az erre alapozott geometriai szerkesztés fizikailag alatimaszthato,
¢s a szerkesztés nagysagra és iranyra nézve helyesen adja a kiilonb6z6 koor-
dintarendszerekhez képest mért relativ sebességeket.

9-7 PELDA

Egy vonat 4 m/s sebességgel vizszintes egyenes sinpalyan kelet felé
halad. Egy kislany az iilések kozott délr6l északra huzodo kozon a
vonathoz képest 2 m/s sebességgel labdat gurit el a padlon. Mekkora a
labda sebessége a Foldhoz rogzitett koordinatarendszerhez képest?

b)

v
Si——— 5"
A kezd6 és a végpontjukban
Jelzett sebességvektorok

v it

Az §'jelnél dsszeillesztett se-
bességvektorok. A szaggatottan
megrajzolt nyil az m tomegnek
az S rendszerbeli sebességét
mutatja. Leolvashato, hogy v =
V+v'.

9-11 abra
A relativ sebességek geometriai meg-
hatarozasa
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: m
talaj 1% vonat
labda
m
25
vonat
labda
,
vV ’/”
- By
- °
talaj Pt E\ 20
m
45 vonat
9-12 abra

A 9-7 példdhoz

9-13 abra
A 9-8 példahoz

MEGOLDAS

Rajzoljuk meg a sebességvektorokat majd ezek segitségével készitsiik el
a vektorabrat (9-12 dbra). A Pitagorasz tételbol a sebesség nagysigara a

oo o2 22) (2] e

értéket kapjuk. A v sebességvektor irdnya a € szoggel adhaté meg,
amelyre felirhatd, hogy tg 6 = v, /v,.

i

tg0={—21=05
m
A=z
s
Innen

északkeleti irdnyban

0 = arc tg(0,5) = 26,6

9.8 PELDA

hajo

A

talaj /

11 km

A kovetkezd abszurd példa arra szolgil, hogy megmutassuk milyen
konnyen tajékozodhatunk sokféle relativ sebesség kozott is a vektor-
abrak segitségével.

Egy hajo fedélzetén egy ember a hajohoz képest 2 km/h sebesség-
gel sétal nyugati irAnyban. A hajo a vizhez képest 11 km/h sebességgel
észak felé, mig a viz a Foldhoz képest 7 km/h sebességgel kelet felé
mozog. Az ember vallan az emberhez képest 1 km/h sebességgel északi
irAnyban légy maszik. Mekkora a légy sebessége a Foldhoz képest?

MEGOLDAS

Az adott vektorok segitségével készitsiik el a vektordiagrammot. Az
eredd vektor szolgaltatja a 1égy sebességvektorat a foldhoz képest (9-
13 4bra).

Mivel a feladatban csupa egymdisra merdleges vektor szerepel, a
vektordiagram, amint azt az abra is mutatja derékszogli haromszoggé

ember <@ hajo /
h i e /

. /
legy 7 "

7
ember / /

viz
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egyszeriisithetS. EbbSl a Pitagordsz tétel alkalmazisaval adédik,

hogy:
2 2 2
V:J(skﬁ) +(12-k,ﬂ] =J169(i’} LG
(8] O (0] (0]

Megjegyezzitk még, hogy a diagramrol egyszer{ien leolvashat6 példa-
ul a hajonak a Foldhoz képest vett, vagy a légynek a vizhez képest
vett sebessége is.

9.5 Pontrendszer impulzusa és mozgdsi energidja

Az impulzus
A (9-14) egyenlet szerint
dP
F, = -
S
+ Zartrendszer esetén a kiils6 erdk ereddje zérus, ezért

dP
= = 9-18
= (9-18)

azaz az impulzus nem valtozik. Masként fogalmazva

Az

impulzusmegmaradas

térvénye P,=P 9-19)
(zart pontrendszerben)

ahol P = Zm.v,

A mozgasi energia

A rendszer teljes mozgdsi energidja megegyezik az egyes részecskék mozgasi
energiajanak osszegével:

1 2
K= EE m, vy (9-20)

Ez az 6sszefiiggés természetesen csak akkor érvényes, ha a rendszer minden
tagjinak sebességét ugyanabban a koordinatarendszerben mérjiik a. A kineti-
kus energia kiszdmitdsdra tetsz6leges koordinatarendszert hasznalhatunk, az
osszenergia értéke azonban, minthogy az egyes részecskék sebessége is fligg
a koordinatarendszertél, a koordinatarendszer fliggvényében kiilonbozs le-
het. A kovetkez6kben Gsszefliggést keresiink a kinetikus energidnak a to-
megkdzépponthoz rogzitett koordinitarendszerben mért értéke, valamint to-
megkézépponthoz képest mozgo koordinatarendszerben mért értéke kozott.
A Galilei féle sebességosszeaddsi torvénnyel a részecskéknek az utobbi
rendszerben mért v, sebességét a tomegkozépponthoz képest vett v, ' sebes-
ségek és a tdmegkozéppont vy, sebességének Gsszegeként irhatjuk fel, azaz

Vy = Vi + Ve Mivel v2 = v-v, a rendszer kinetikus energijat meghatérozé

(9-20) osszefiiggés a
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1
K=25mk("ﬂ +Voxe)®

1

K=E-5mk[(v;-v,")+2(v; s e (VY S ) i (9-21)
g : 1

it = EE m Vi +(Zm v, Ve +(zzmk WVixe

alakra irhato at. Vizsgaljuk kissé részletesebben a kapott harom tagot. Az
elsé tag a vesszdvel elldtott, azaz a tomegkozépponthoz rogzitett koordinata-
rendszerben mért kinetikus energia. Gyakran belsé mozgasi energidnak is
nevezzik és K,-vel jeloljiik.

A masodik tag zérus. Ezt egyszerlien beldthatjuk, ha figyelem-
bevessziik, hogy v, =V, — V- irjuk be ezt a masodik tag zaréjeles ténye-
z0jébe, azt kapjuk, hogy

Zmy (Vi = Vagp) = ZmyVy —Zm Vogp = Va2 = Vyep 2y =0

A harmadik tag éppen egy v, sebességgel mozgd M = Zm, tomegl
anyagi pont mozgési energidja. Ezt a tdmegkozéppont K, mozgasi energi-
ajanak nevezziik.

A tomegkozéppont K,y 1

2
Kogp = 5 Mvyyep

mozgasi energiaja (9-22)

Osszevetve a kapott egyenleteket, lathaté, hogy a pontrendszer mozgasi
energidja két tagbol tehet dssze.

A pontrendszer mozgasi 1 2
energidja K=K, + EMV”‘P (322)

Itt K, a részecskék belsé mozgdsaval kapcsolatos és a toémegkdzépponthoz
rogzitett rendszerben mért mozgisi energiat, EMvm,z pedig maganak a

tomegkozéppontnak az energidja, amit ugy szdmitunk ki mintha a rendszer
teljes M tomege egyetlen pontba lenne egyesitve és vy, sebességgel mozogna.

A merev testek, bar pontjaik relativ tdvolsdga nem véltozhat, forgasba
johetnek tomegkézéppontjuk kériil, igy a tomegkdzépponthoz rogzitett koor-
dinatarendszerben is rendelkezhetnek mozgasi energidval. (Ezzel a mozgés-
sal részletesebben a 13. fejezetben foglalkozunk.) Mikroszkopikus skalan
azonban még az un. ,;merev’ testek részecskéi sincsenek sohasem nyugalom-
ban, hanem folyamatosan rezgd mozgast végeznek egyensiilyi helyzetiik ko-
riil. Hasonloképpen belsé mozgast végeznek a gazok és folyadékok atomjai,
ill. molekulai is. A véletlenszerti rendezetlen mozgasbol szairmaz6 mozgasi €s
potencidlis energidt nevezziik a testek belsd vagy termikus energidjanak. A
merev testek makroszkopikus haladé és forgd mozgasinak vizsgalatakor a
belsé energiatol altalaban eltekintiink, mert az tobbnyire dlland6. Az egyetlen
kivétel, ha a mozgas soran csiszé surlodasi erd is fellép, mert ennek hatasara
hé fejlédik, ami megndvelheti a rendszer belsé energidjat. A mechanikai
energidnak belsé energiava val6 dtalakulisit az energiamérleg felirasakor
mindig figyelembe kell venni.
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Egy m,= 1400 kg tomegli 10 m/s sebességli gépkocsit egy masik
m; = 1000 kg tomegti személyautd kdvet 25 m/s sebességgel. A Fold-
héz régzitett koordindtarendszerben hatdrozzuk meg a) a két gépkocsi
teljes mozgasi energidjat és b) a két auté tomegkozéppontjanak moz-
gasi energidjat. ¢) Hatdrozzuk meg a tdmegkozépponthoz képest vett
»bels8” mozgdsi energidt és igazoljuk a K = K, + K, dsszefiiggést.
d) Mennyi a rendszer 0sszimpulzusa a Foldhdz rogzitett koordinata-
rendszerben? ¢) Mennyi a tomegkozépponthoz régzitett koordinéta-
rendszerben az dsszimpulzus?

MEGOLDAS
a)

1 2
K=—mvi+—m,v
2 AN 2 7

K*I

2 i
=L 1400k 102 +Lo00ke) 25T =383:10%7
2 E S 2 S

b) A (9-10) egyenletbdl azt kapjuk, hogy

_mv tmpvy (1400 kg)(10m/s)+ (1000 kg)(25m/s)

e
S m,+m, (1400 kg +1000 kg)
Yoy = 16,25?

igy a tomegkozéppont mozgasi energija:

2
1 I
Koy = (my +my Jv” == (1400 kg +1000 kg)[le,zsm]
S
Ky =317-10°]

¢) Alkalmazzuk a Galilei féle v = v’ + v, sebességdsszeadasi

torvényt és hatarozzuk meg az autdk sebességét a tomegkozép-
ponthoz rogzitett koordinatarendszerben:

et =[10%_16,25f£)=—6,25%’

Wiy [253— 16,25£J =875—
S S S
igy
1
Fis =5mdvi +Em3v§

2

2
K, =~ (1400kg){ =6,252 | +L 1000 kg) 8752
2 s 2 s
K, =6,56:10*]

A K=K, + K, Osszefliggés igazolasahoz adjuk 6ssze a megfeleld
adatokat

3,83:10°1=6,56-10"J+3,17-10°J

3,83-10°7 =3,83-10°J

d) A Foldhoz rogzitett rendszerben mért dsszimpulzus:
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a.) A LAB rendszerben a témeg-
kbzéppont v, sebessége litko-
zés eldtt és utdn is ugyanakkora

ex ®
@
id6 ®

®

b) A TKP rendszerben a tomeg-
kozéppont mindvégig nyuga-
lomban marad.

9-14 dbra

Pillanatfelvétel sorozat tokéletesen
rugalmatlan iitkozésr6l. Az iitkozés
soran a testek egymashoz ragadnak

P=m,v, +myv, = (1400 kg)(lOEJ +(1000 kg)[25-tp-]
S s

P =1390-10"kgm

e) Az odsszimpulzus a tdmegkozépponthoz rogzitett koordinatarend-
szerben:

P=mv, +myv, = (1400 kg)[— 6,252} +(1000 kg)(SJSEJ
S s

f e

A tomegkdzépponthoz rogzitett koordinatarendszert emiatt neve-
zik gyakran zérus impulzusu rendszernek is.

9.6 Utkozések leirasa tomegkozépponthoz rogzitett
koordinatarendszerben

Az elemi részecskékrdl szold ismereteink nagy része az atomok ill. az atom-
magot alkoté részecskék itkozési folyamatainak elemzésebdl szarmazik. A
kisérletek egyik fontos valtozatiban a beesd részecske (amit tobbnyire vala-
milyen nagyenergiaji gyorsito bocsat ki) egy kezdetben nyugvé M tomegii
cél-részecskébe (target) iitkozik. Az itkdzés kovetkeztében tobbnyire mind-
két részecske mozgasba jon. Mint a megel6z6 pontban megmutattuk, a beesd
részecske kezdeti K mozgdsi energidjinak egy része a tomegkdzéppont

I o= EMvm.,2 energiajat adja. A tomegkOzéppont azonban az iitkozeés

utdn valtozatlan sebességgel mozog tovibb, igy a K, témegkdzépponti
energiat a mozgas mintegy csapddba zdrja, ez az energia semmiképpen sem
hasznalhato fel a részecskék bels6 energidjanak, vagy témegkozépponthoz
képest vett mozgési energidjanak megvaltoztatisira. Az iitkozési folyamat
egyetlen igazi energiaforrdsa a tomegkozépponthoz képest mért K, belsd
mozgdsi energia.

Példaként foglalkozzunk azzal az esettel, amikor mozgo6 proton litkozik
nyugvé hélium atommagba (m,, = 4m,). A laboratoriumi rendszerhez (LAB)
képest a beesS proton mozgasi energidjanak egydtod része van lekotve a to-
megkozéppont mozgasi energidjaként. Ily modon a proton LAB rendszerhez
képest mért energidjanak dtodrésze nem vehet részt a reakcioban. Amennyi-
ben a proton helyett a nagyobb témegli He magot litkdztetnénk a nyugvo
protonnal, akkor a helyzet még rosszabb lenne, mert a LAB rendszerben mért
mozgasi energia négy 6todrésze a reakcioban nem venne részt.

A 9-14 4bra egy tokéletesen rugalmatlan un. ,befogasi” reakciot mutat
a LAB és a TKP rendszerben. A folyamat elemzése az utobbiban sokkal egy-
szerlibb. A TKP rendszerben mozgasi energiaként pl. csupan az litkdzési re-
akcidban felhasznalhaté energia van jelen, hiszen K, = 0. A TKP rendszer-
ben az iitkdzés el6tt €s utdn is zérus az 6sszimpulzus.

Azt, hogy tetsz&leges részecske rendszer impulzusa a tomegkozépponti
koordinatarendszerben zérus (Zm,v,' = 0), egyszer(ien belathatjuk a kdvetke-
z6 médon. A v = v' + V Galilei sebességosszeadasi torvényben most
V = v, v a tészecske LAB, v' pedig a TKP rendszerben mért sebessége. A
rendszer tetsz&leges m, részecskéjére

— \
MV =MV + Vg
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a.) A laboratériumi rendszerben a tdmegkdzéppont Vrgp b) A tomegkozépponti rendszerben a tomegkozéppont
sebessége allando. nyugalomban marad. Ebben a rendszerben az egyes
testek sebessége litkozes eldtt és utdn ugyanolyan
nagysagu. Bz nagyban megkénnyiti a probléma elem-
9-15 dbra zését a TKP rendszerben.

Pillanatfelvételek két test tokéletesen rugalmas centrélis és
egyenes titkdzesérdl a laboratoriumi (LAB) és a tomegks-
zépponti (TKP) rendszerben.

Az ilyen tipusu egyenleteket a rendszer minden részecskéjére Gsszegezve:
— ¥
Emy, =EZmN' +ZmVoy

A (9-11) egyenlet szerint azonban Zm,v, = Zm Ve Behelyettesitve ezt az
el6z6 egyenletbe, azt kapjuk, hogy

— Ll
Zmy, =Zmy', +Zmy,,

és ebbél 0=Zm,v",

A 9-15 abra ket test tokéletesen rugalmas, centralis és egyenes litkozé-
sét mutatja a laboratoriumi (LAB) és a témegkézépponti (TKP) rendszerben.
A 9C-51 feladatban az impulzusmegmaraddsi és energiamegmaradasi tétel
felhasznalasaval megmutatjuk, hogy ezekben az iitkdzésekben a testek iitk-
zés elbtti kozeledésének relativ sebessége megegyezik az {itkozés utini t-
volodas relativ sebességével. Kimutathaté tovabbd, hogy tdmegkodzépponti
rendszerbdl nézve a rugalmas {itkdzés szimmetrikussa valik, abban az érte-
lemben, hogy az egyes részecskék iitkozés el6tti és iitkozés utini sebes-
ségeénak nagysiga megegyezik. Az ilyen szimmetriaji esetek kénnyen tar-
gyalhat6k (9C-52 feladat).

Az atomfizikai szoraskisérleteket gyakran Ggy tervezik, hogy két ré-
szecskenyaldb centrélisan ¢s egyenesen iitkozzon egymassal. Amennyiben a
részecskék impulzusa ellentétes irdny(, de egyenld nagysagi, akkor a labo-
ratoriumi koordinatarendszer egyben a tdmegkozépponti rendszer is, s ekkor
a gyorsitoban megszerzett teljes kinetikus energia hasznosithat6 az iitkdzési
reakcioban. A szembe taldlkozé sugirnyalabok Gsszeiitkdztetése energetika-
ilag azonban még akkor is elényos lehet az egyetlen sugdrmyalabnak a nyug-
vo celtargyra valo iitkoztetéséhez képest, ha a nyalibokban mozgé részecs-
kék impulzusanak abszolut értéke nem egyezik meg egymassal.
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T T e e G R s S T e e s SR
9-10 PELDA

Egy m tomegl v sebességli proton centralisan és egyenesen litkdzik
egy 2m tomegi deutérium maggal (9-16 dbra). a) Hatarozzuk meg,
hogy a LAB koordinatarendszerhez képest a rendszer kinetikus ener-
gidjanak hanyadrésze tarolodik a tomegkdzéppont mozgisaban.
b) Hatirozzuk meg, hogy kezdetben mennyi energidval rendelkezik a
rendszer a témegk6zépponthoz rogzitett koordinatarendszerben.
c) Mutassuk meg, hogy az a) és b) kérdésben meghatarozott energiak
Osszege éppen a LAB rendszerbeli kezdeti mozgdsi energidval

egyenl6, azaz (K, ;) = (Kp)mxr ~ 1/2Mvy,".

MEGOLDAS

a) A LAB rendszerben a kezdeti kinetikus energia

1 1 1
K =—mvi+—mi=—m’+0
( J'.AB)O 2 AYA 2 B" B 2

A (9-10) egyenlet felhasznaldsdval meghatarozhatjuk a tomegkd-
zeéppont sebességét a LAB rendszerhez képest:

mavtmgyy  mut0 . omyo 1
Virgpi= = = e
m,+m, it Sy my 3
Ezért a tomegk6zéppont mozgési energiajara a LAB rendszerben

az

9-16 abra

A 9-10 példshoz frezdeti X jetyisiig Jdsssh o fia
—Mvi, =—(m+2m)| —v| =—Cmi=v)==(=
2 Vrkp 2(’” m)[?,v} 2( m)(gv ) 3(2mv )

eredmény adodik. Lathato tehat, hogy a LAB rendszerben a kez-
deti mozgisi energia harmadrésze a tomegkozéppont mozgasi
energidjaként le van kétve.

b) A TKP rendszerében a két részecske a kovetkezd sebességgel ko-
zeledik egymashoz:

Vo= wtEtas == 18y =10/ 3y
Vg = Vg — Vagp, = 0= 1/3v = — 1/3v
Kéovetkezésképpen a TKP rendszerben a teljes kinetikus energia:
1

’ . 1 3 1 2 1 1
(Kie)y =5 mavid 45 mpvy? == ()0 += @m)(= <)

g myiadides g Al 8 gecidel vaod
(KTKP)O_EmV +§mv —E(Emv)

¢) Igazolni kivanjuk, hogy

Kip)e = (K'(, dee T 1/2M"'§[@
A fenti értékek helyettesitésével

lmv2 =—mv® + lmv2
2 3 6
adodik, vagyis az
1
T ??’1V2 = l mv2
) %
azonossaghoz jutunk.

Tehat (K, ,5), valoban az a) és b) feladatrészben kapott energidk 6sszege.
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Osszefoglalds

A részecskék kozotti iitkozések osztalyozasa a kovetkez6:

rugalmas, ha a mozgdsi energia megmarad

rugalmatlan, ha'az iitkdzés sordn a mozgasi energia
egy tésze ,elvész”, azaz mas energiaformava,
pl. belsé energiava alakul, vagy a maradando
deformaci6 energiasziikségletét fedezi. A rob-
bandsi folyamatokat, amelyek sordn kinetikus
energia tobblethez jut a rendszer szintén ru-
galmatlannak tekintjiik.

tikéletesen rugalmatlan, ha az iitk6zés utin a tes-
tek egymashoz tapadva kozos sebességgel mo-
zognak tovabb. '

Zart rendszerekben az impulzusmegmaradds mindig
érvényes, a mozgdsi energia azonban csak rugalmas
litkbzésekben marad meg.

Két részecske timegkozéppontjanak (TKP) a ko-
ordinatai:
harom dimenziéban
_ mr +mr,

egy dimenziéban
_ mXx,tmyx,

Trkp

Xrkp
mtm, m; +m,

A tomegkozéppont sebessege:

myv, +m,v,
Vrkp =
m, +m,
A tomegkozéppont helyét és sebességét tetszoleges
szaml részecske esetén a kovetkezd dsszefliggések ad-
jak meg:
zm,v,

Zm, 1,
Ekrs e S Ve
M M
ahol M=Zm,
Pontrendszer tomegkézéppontja gy mozog, mint-
ha benne a rendszer teljes tomege egyesitve lenne és a
rendszerre hato kiilsd erék ereddje hatna ra.

Newton masodik
torvénye pontrendszerekre YRoo= Mags

A pontrendszer P impulzuséra és kinetikus energidjara a
1

BP=Zm,v, ¢s K=K,‘,+2

2
My

Kerdesek

1. Egy k6darabot a Folre ejtettiink, s az ott nyugalom-
ban maradt. Hova lett a kének a foldetérés pillana-
tAban meglévd impulzusa?

2. Mit jelent az, hogy két részecske ,érintkezik” az
iitkdzés soran? Hogyan zajlik le két proton litkozé-

osszefiiggések irhatok fel, ahol K, a tomegkdzépponti

rendszerben mért un. ,belsé” kinetikus energia,

1/2 J\/J'VT,G.J2 pedig a tomegkozéppont mozgasi energidja.
Egy tomegpontnak az S, ill. §' inerciarendszerben

mért sebessége kozott a Galilei féle relativitdsi elv te-
remt kapcsolatot.

Galilei-féle szabaly

r
; 2 X v=x +V
sebességvektorok 0sszeadasédra :

ahol v és v' rendre az §, ill. § rendszerben mért sebes-
ségek, V pedig az S' rendszer sebessége S-hez képest. A
felsé vesszd () mindig az §' koordinitarendszerben mért
mennyiségek jeldlésére szolgal, a vessz6 nélkiili jelek
pedig az S rendszerre vonatkoznak

A szordsi kisérletek, amelyekben egy (kezdetben
nyugvd) céltirgyra esd részecskék szoérodasat vizsgal-
juk, fontos eszkoz az atom és atommag szerkezetének
felderitésében, valamint a magerk tanulmanyozasaban.
Bar a mérések a LAB koordinatarendszerben zajlanak,
az eredmények kiértékelése gyakran egyszeriibb a TKP
rendszerben, mert a témegkozéppont sebessége az litkd-

. . - . - 2
zés soran nem valtozik. Illy médon az 1/2 My~ moz-

gasi energia a témegkozépponthoz van koétve, ami az
{itkdzés sordn lezajlo folyamatban nem vesz részt. A
szimmetridkbol szarmazo elényok mellett ez az oka
annak, hogy az iitkézések vizsgalatira a tomegkdzép-
ponthoz kotott koordindtarendszer alkalmazasa a leg-
megfelel6bb.

A relativ sebességekre vonatkoz6 meggondoldsok
(¢s a TKP és LAB rendszer kozotti sebességtransz-
formdcid) legegyszeriibben a kovetkez6  geometriai
modszerrel kovethetbek:

1) Vegyiikk fel a sebességvektorokat és kezdo-
pontjukat jeloljik a koordinatarendszer jelével,
amelyben az adott sebességet mértiik, vég-
pontjukhoz pedig irjuk oda a tdmegpont jelét,
amelynek sebességérdl szo van.

2) Toljuk el 6nmagukkal parhuzamosan a vekto-
rokat ugy, hogy az azonos betiijelii pontok fe-
désbe keriiljenek. (A vektorok iranyan és nagy-
sdgan kozben ne véltoztassunk.)

3) Barmely vektor kezdSpontjat egy masik vektor
végpontjaval 6sszekGtve, megkapjuk a végpont-
nak megfeleld tomeg relativ sebességét a kez-
ddponinak megfeleld koordinatarendszerben.

se, amelyek azonos toltésitk miatt mar viszonylag
nagy tivolsigban taszithatjdk egymast?

3. Az A test és a kezdetben nyugvo B test kozott egy-
dimenzids rugalmas iitkozés zajlik le. Hatarozzuk
meg az m,/m, tdmegaranyt ugy, hogy a B test a) a
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lehetS legnagyobb sebességhez jusson, b) a lehets
legnagyobb impulzushoz jusson, c) a lehets legna-
gyobb kinetikus energidja legyen, d) B sebessége a
lehetd legkisebb legyen, ) Az iitkdzés utén az A4 és
B test sebesség egyenl6 legyen.

4. Nukledris részecskék iitkozése sordn az egyik ré-
szecske eredetileg nyugalmi helyzetben volt. Ma-
gyardzzuk meg, hogy miért talalhatd a részecskék
palyaja litk6zés eldtt és iitkdzés utan ugyanabban a
sikban. Teljesiilne-e ez akkor is, ha mind iitkézés
elétt, mind pedig iitkézés utdn mindkét részecske
mozogna?

9-17 abra
Az 5. kérdéshez

Feladatok

9.2 Rugalmas és rugalmatlan iitkozés

9A-1 Az 1 kg témeg( kiskocsi légparnds sinen csiszva
50 cm/s sebességgel tokéletesen rugalmasan beleiitkézik
a kezdetben nyugalomban 1év6 2 kg tomegii kiskocsiba.
A megmaradasi tételek alkalmazdsival hatdrozzuk meg
a kiskocsik iitk6zés utini sebességét.

9A-2. Egy m tomegii, v, sebességli test beleiitkozik egy
M tomegii nyugalomban levé testbe és hozziragad. A
két test az iitkdzés utdn v sebességgel kezd mozogni.
Hényadrésze veszett ¢l a kezdeti mozgasi energidnak az
titk6zés soran?

9A-3. Kezdetben nyugalomban 1év8 10 kg tomegii test
harom részre robban szét. Egy 4,5 kg témegfi darab
¢szak felé kezd mozogni 20 m/s sebességgel, egy masik
2 kg tomegii rész pedig keletre 60 m/s sebességgel. a)
Hatarozzuk meg a harmadik darab sebességének iranyat
€s nagysagat. b) Mennyi energia szabadult fel a robba-
nds soran?

9A-4 Egy 5 m/s sebességgel mozgd billiard goly6 vele
egyenld tdmegi nyugalomban 1év6 golyodba iitkdzik és
iitkdzes utdn eredeti irdnydhoz képest 30°-08 szogben
4,33 m/s sebességgel mozog tovabb. Feltéve, hogy az
litk6zés tokéletesen rugalmas és a surlédasbél, valamint
a golyok forgdsabol adodé hatdsok elhanyagolhatoak,
hatdrozzuk meg a meglokétt golyé sebességének nagy-
sdgat és iranyat.

9A-5 A 4 kg tomegii és a pozitiv x tengely irAnyiban
5 m/s sebességgel mozgo test a kezdetben nyugvé 10 kg
tomegii testbe litkozik, majd visszapattan és 2 m/s se-
besseggel mozog a negativ x tengely iranyba. Rugalmas
volt-e az iitk6zés? Ha nem, akkor mennyi a kinetikus
energia veszteség, ill. nyereség?

*

5. Egy ,jit8kocsin” (9-17 dbra) 4ll6 személytsl azt
koveteljiik, hogy a kezében tartott nagykalapaccsal
folyamatosan iitéseket mérve az alvdzra a kocsi
mozduljon el a talajon. Meg tudja-e ezt tenni? Ha
igen, akkor adjuk meg, hogy mekkoranak kell len-
nie a személy és az alvaz kozotti tapadasi sarlodis
és az alviz és a talaj kozotti csiszé sirlodasi
egyiitthaté ardnyanak. Amennyiben a mozgis valo-
ban megvaldsithatd akkor magyardzzuk meg, hogy
a rendszer (személy, kalapacs, alvaz) tomegkozép-
pontja miért nem pusztin belsé erdk hatisara csi-
szik el.

6. Padlora tett zart kartondobozban egy egér iil. El
tud-e mozdulni dobozostol? Milyennek kellene len-
nie ehhez a doboz és a padlé koézétti surlodasi
egyiitthatonak — elegendden nagynak? , elegendéen
kicsinek? esetleg elhanyagolhaténak?

7. Hogyan ugrik le a mexikéi ugrébab az asztalrol
anélkiil, hogy megsértené az impulzusmegmaradés
torvényét? Mi a helyzet ebben az esetben az
energiamegmaradissal?

9B-6 Az m és 2m tomegl test derékszoget bezérd
irdnybol kozeledve iitkozik és dsszeragadva 2 m/s se-
bességgel egyiitt mozog tovabb. A mozgas irdnya 37°-
os szoget zar be a m tomegii test eredeti iranyaval.
Mekkora sebességgel mozogtak a testek az iitkdzés
el6tt?

9B-7 Fabol késziilt 800 g témeg(i ballisztikus ingatestbe
vizszintes irdnybdl 20 g tomegii 6lomsdrétet 16ttink. A
lengésbe jové ingatest 10 cm magassagba emelkedik. a)
Mekkora kdzos sebességgel indul az ingatest—sorét
rendszer? b) Mekkora v, sebessé¢ggel csapédik az ingaba
a golyo? A sorét kinetikus energidjanak hinyadrésze
veszett el, azaz forditodott a fa deformalaséra, ill. fel-
melegitésére? Adjuk meg ezt az ardnyt szazalékosan is:
(AK/K)x100%.

9B-8 Egy grandt palydjanak tetSpontjan. két darabra
robban szét. Az egyik 2,5 kg-os darab vizszintesen 100
m/s sebességgel délnyugat felé, a masik 3,5 kg-os rész
ugyancsak vizszintesen 70 m/s sebességgel észak felé
repiil. Milyen irdnyban mozgott vizszintesen a granit
kozvetleniil a robbands el5tt?

9B-9 Egyenes mentén egymadssal szembe v, ill. v, se-
bességgel mozgd, azonos m tomegii test iitkdzés utdn
k6zds sebességgel mozog tovabb. Bizonyitsuk be, hogy
a mozgdsi energia vesztesége 1/4m(v, — v,)*

9B-10 Ballisztikus ingdval végzett kisérlet soran azt
kivanjuk elérni, hogy a felfiiggesztéshez alkalmazott
fondl kitérése a fligg6legessel maximdlisan 20° -os szd-
get zarjon be. Milyen hosszn fonalra késsiik a 3 kg to-
megii ingatestet, ha tudjuk, hogy a 8 g tomegii golyo
400 m/s sebességgel csapodik az ingaba? A feladat
megoldasat kezdjiik az alapvet6 fizikai elvek felirdsaval.
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9B-11 A 3 kg tomegili, kezdetben nyugalomban 1év§
testbe 5 m/s sebességgel centralisan beleiitkizik egy
1 kg tomegii test. Utkozés utdn a két test kiilon-kiilsn az
1 kg témegi test eredeti palydjan mozog tovabb. Ha az
litkozés soran a kezdeti kinetikus energia negyedrésze
veszett el, mekkora a két test végso sebessége?

9B-12 Egy kezdetben 16 m/s sebességgel észak felé
mozgé 50 kg témegii test tokéletesen rugalmasan {itké-
zik egy kelet felé halad6 20 kg tomegi mésik testtel. Az
litkdzés az 50 kg-os testet kelet felé, a 20 kg-os: testet
pedig észak felé tériti el. Mekkora a testek végsebessé-
ge?

9.3 A tomegkozéppont és a tomegkozéppont tétel

9A-13 Az 1 kg-os és a 4 kg-os pontszerii test 1m tdvol-
sdgra van egymastol. Milyen tavol van a 4 kg tomegii
testtdl a rendszer tdmegkdzéppontja?

9A-14 Két pontszerii test 2 m tivolsigban van €gymas-
tol. Tomegkézéppontjuk 0,40 m-re van a 2 kg tomegii
testtdl. Mekkora a masik test?

9A-15 Hatarozzuk meg a kovetkezd harom részecskébdl
allo rendszer tomegkozéppontjanak a koordinatdit, ha a
2 kg-os test a (1 m, 2 m) pontban, a 4 kg-os test a (3 m,
1m) pontban és 7 kg-os test a (-1 m, —1 m) pontban ta-
lalhato.

9A-16 Egy 20 m/s sebességgel kelet felé mozgd 7,5 kg
tomegii testet 5 kg témegii test kdvet 15 m/s sebességgel
ugyanabban az irdnyban. a) Hatdrozzuk meg a tomeg-
kézéppontjuk sebességét. b) Mekkora az egyes tomegek
sebessége a tomegkdzépponthoz képest? ¢) Mekkora az
egyes testek impulzusa a tomegkozéppontra vonatkozo
koordinatarendszerben?

9B-17 Milyen tivolsigban van a kévetkezd hdrom
pontszerii testb6l 4116 rendszer tomegkozéppontja az
5 kg tomegii testt61? A rendszer elemei egy 5 kg tomegii
test a (2m, —5m) pontban, 3 kg-os test a (0 m, 6 m)
pontban és egy 2 kg témeg a (3 m, 4 m) pontban.

9.4 A relativ sebesség meghatirozasa geometriai
médszerrel

9A-18 Egy 900 kg témegli 4gyabol 100 kg tomegii go-
ly6t 18nek ki vizszintesen 75 m/s sebességgel az agyi-
hoz képest. Mekkora sebességgel 16kédik vissza az
dgyu a talajhoz képest?

9A-19 Egy 63 cm atmérdjii kerekekkel felszerelt gép-
kocsi 54 km/h sebességgel halad. Hatdrozzuk meg a) a
kerék legfelsS pontjanak, b) a kerék legell 1évE pontja-
nak a talajhoz képest vett pillanatnyi sebességét.

9B-20 Ha egy motorcsénak orrat a partvonalra merdle-
gesen éllitva szeli at a 30 m széles és 1,8 m/s sebesség-
gel dramlé folyot, akkor az a partvonallal 53,1%o0s sz-
get bezdro irdnyban halad. (9-18 dbra) Tegyiik fel, hogy
a motorcsonak orrdt ligy irdnyitjuk, hogy az a partvonal-
ra merSlegesen szelje 4t a folyét. Hatdrozzuk meg, hogy
ebben az esetben mennyi id8 alatt ér 4t a motorcsénak a
tilsé partra.

A folys
sebessége
30m ]
1.8 m/s
5339

9-18 abra
A 9B-20 feladathoz

9B-21 Mutassuk meg, hogy amennyiben egy adott ko-
ordindtarendszerb8l nézve egy iitkdzési folyamatra ér-
vényes az impulzusmegmaradas térvénye, akkor ez tet-
sz6leges, az el6z6 rendszerhez képest V sebességgel
egyenletesen mozgé koordinatarendszerben is érvényes
marad. (Utmutatds: frjuk fel teljesen altaldnosan a
megmaradasi tételt az adott koordinitarendszerben az
iitkoz6 részecskék kezdé és végsebességeivel. Ezutin
minden sebességhez adjunk hozz4 V-t.)

9B-22 Egy motorcsonak 2 m/s allandé sebességgel szeli
at a folyét. a) Milyen iranyba kell allitani a csénak OITat,
hogy pontosan az induldsi hellyel étellenes pontban érje
el a tilsé partot, ha a folyé 1 m/s sebességgel nyugat
felé folyik és a csénak a déli partrél indul. (Utmutatds:
A csbnak orrat olyan mértékben kell keleti iranyba el-
forditani, hogy a sebességvektorok ereddje pontosan
¢szaki irdnyba mutasson.) b) Mekkora sebességgel ha-
lad a csénak a Féldhoz képest az a) esetben c) Ha a fo-
ly6 50 m széles, akkor mennyi id8 alatt teszi meg a cso-
nak az oda-vissza utat? d) Ha a visszatt sordn a csénak
nem az eredeti kiinduldsi pontban, hanem folyasirdny-
ban 50 m-rel lejjebb érkezik a déli partra, és azutan tér
vissza a kiindulasi pontba, akkor mennyi ideig tart az
oda-vissza ut? e) Mennyivel hosszabb vagy rovidebb ez
az id8, mint a folyéra mer6legesen megtett oda-vissza
Gt ideje? f) Ha a haj6 orra mindig pontosan a tilsé part
felé mutat, akkor elsodrodik és folyasirdnyban lejjebb ér
partot. Mennyi id§ alatt ér 4t ebben az esetben? g) Mo-
zoghat-e a csénak olyan irdnyban, hogy az atkelés ideje
rovidebb legyen, mint az f) kérdésben megadott feltéte-
lek mellett. Hogyan?

9B-23 Egy repiil6gép naponta egyenes vonalban repiil-
ve oda-vissza megteszi az 4 és B varosok kozdtti L ti-
volsagot. A gép a leveg6hoz képest ¥ sebességgel ha-
lad. Hatirozzuk meg az oda-vissza ut megtételéhez
sziikséges id6t, ha a szélsebesség a Foldhoz képest v és
a) a szél az 4 varos fel6l a B varos felé fiaj, b) a szél-
irdny merdleges az 4 — B egyenesre. c) Bizonyitsuk be,
hogy ha a szélirdny parhuzamos az 4 — B irannyal, ak-
koraz oda — vissza ut

1
-szerese
o

Vl

a merbleges szélirdny esetén sziikséges idének.




224 9/ Utkozések

9B-24 Egy repiilégép a leveg6hoz képest 160 km/h se-
bességgel halad, s bar a gépnek nyugat felé kellene re-
piilnie, a pilota azt észleli, hogy a gép a Foldhoz képest
200 km/h sebességgel 20°-0s szogben délnyugat felé
repiil. a) Hatirozzuk meg, hogy a F6ldhoz képest mi-
lyen irdnyt és b) milyen sebességii szél fiij.

9B-25 Egy régi tipusu, szénfiitésii mozdony 20 m/s se-
bességgel észak felé huzza szerelvényét, mikdzben
nyugati szél filj. A mozdonyvezets azt tapasztalja, hogy
a mozdony fiistje a szerelvény irdnydval 20%os szbget
alkot. Feltéve, hogy a mozdonyfiist azonnal felveszi a
sz€] sebességét, hatdrozzuk meg, hogy mekkora a szél
sebessége a Foldhoz képest?

9B-26 Egy folyami csénak a vizhez képest 2,4 m/s se-
bességgel uszik kelet felé egy déli irdnyt, a Foldhoz
viszonyitva 1 m/s sebességii folyon. Egy madar észak-
keleti irdnyban repiil vizszintesen, a leveg&hoz képest
1,5 m/s sebességgel, mig a levegd nyugatfelé, a Foldhoz
viszonyitott 1,2 m/s sebességgel mozog. Hatirozzuk
meg, hogy milyen sebességgel mozog a madir a csénak
fedélzetén napozé utashoz viszonyitva.

9.5 Pontrendszer impulzusa és mozgasi energiaja

9B-27 A befagyott té6 kozepén egy 75 és egy 60 kg t6-
megl korcsolydzo Gsszekapaszkodva 3 m/s allando se-
bességgel keleti irdnyban egyiitt mozog. Ekkor ellokik
magukat egymast6l és ennek hatisdra a 60 kg tomegi
korcsolydzo tovabbra is keleti iranyban, de 5 m/s sebes-
séggel mozog tovabb. Tételezziik fel, hogy a korcsolyd-
z0k és a jég kozott elhanyagolhato a surlodds. a) Mek-
kora a korcsolyazok témegkozéppontjanak sebessége a
szétvalds el6tt? b) Mekkora a tomegkozéppont sebessé-
ge a szétvalds utdn? c) Mekkora a korcsolyazok teljes
mozgdsi energidja a tbhoz képest szétvalasuk elbtt és
utdn? d) Mekkora a korcsolyazok mozgdsi energidja a
tomegkozépponti koordindta rendszerben a szétvalas
eldtt és utin? e) Magyarazzuk meg, hogy a d) esetben
kapott méasodik eredmény miért egyenlé a c) esetben
kapott két eredmény kiilonbségével.

9A-28 Az 1200 kg tomegli, 100 km/h sebességii gépko-
csit 1500 kg tomegli, 130 km/h sebességli rend6raut6d
iildozi. Szamitsuk ki, hogy a) mennyi a két gépkocsibol
all6 rendszer tdmegkozéppontjanak sebessége? b) meny-
nyi a személygépkocsi impulzusa a tomegkozépponti
rendszerben? c) mennyi a rendGraut6é impulzusa a to-
megkozépponti rendszerben? (Vegyiik észre, hogy a két
kocsibol 4llé rendszer impulzusa a tomegkodzépponti
rendszerben zérus.)

9.6 Az iitkozések leirdsa a tomegkozépponthoz rig-
zitett koordinitarendszerben

9B-29 Egy 4 kg tomegii 1ovedék abban a pillanatban
robban szét két részre, amikor sebessége 30 m/s. Egyik,
1 kg tomeg(i darabja mozgasiranyanak valtoztatdsa nél-
kiil a Foldhoz képes 48 m/s sebességgel repiil tovabb.

Hatdrozzuk meg, hogy a tdmegkdzépponthoz rogzitett
koordinatarendszerben a robbanas mekkora bels§ ener-
giat szolgaltatott.

9B-30 Egy 5 kg tomegii nyugvo test felé 3 kg tomegi,
16 m/s sebességfi test repiil. Hatirozzuk meg az 5 kg-os
nyugalomban 1évé testhez rogzitett koordinatarendszer-
ben a) a témegek teljes impulzusat, b) és mozgasi ener-
gidjat. c) Mekkora a két témeg impulzusa és d) teljes
mozgdsi energidja a tdmegkodzépponthoz rogzitett koor-
dinitarendszerben?

Tovabbi feladatok

9C-31 Az m toémegii tokéletesen rugalmas v, kezdeti
sebességli test centralisan itkozik a kezdetben nyuga-
lomban 1év6 M tomegii testtel (M>m). a) Hatirozzuk
meg a m tomeg esetében a

végso kinetikus energia
kezdeti kinetikus energia

ardnyt. b) Cseréljiik fel a m és M tomeg szerepét és ha-
tarozzuk meg a fenti ardnyt a M tomegii testre vonatko-
zban.

kiindulo helyzet 4

3m

9-19 abra
A 9C-32 feladathoz

9C-32 Fiiggoleges siku, R sugari korré hajlitott, merev
huzalon a ra fiizétt m témeg(i gydngy a 9-19 dbran 1at-
haté modon lecsiszik. A korpalya oldalso pontjabol
nyugalombél 1év6 gydngy pusztan a graviticid hatdsdra
lecsuiszik €s rugalmasan iitkozik a kor legmélyebb
pontjadban nyugalomban 1évé 3 m tomegl masik
gyonggyel. a) Hatdrozzuk meg az R sugdarral kifejezve,
hogy milyen magasra emelkednek a gyéngyok az iitk6-
zés utan? b) Az iitkozés utdn a gydéngyodk sirlodasmen-
tesen folyamatosan tovdbb mozognak és jra rugalma-
san {itkoznek. Hatarozzuk meg, hogy mekkora a
gyongyok sebessége kozvetlenill a masodik iitk6zés
utan.

9C-33 Egy m tomeg(i v sebességi pisztolygolyo a 9-20
abran lathaté modon keresztiil iiti az M tomegii inga-
testet, mikozben sebessége v/2-re csokken. Az ingatest /
hosszlisdgi, elhanyagolhatd tomegl merev radon fligg.
Mekkora minimalis v sebességgel rendelkezzen a golyod,
hogy a kilendiil6 inga teljes kort irjon le.
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9-20 Abra

A 9C-33 feladathoz

9C-34 Egy 2 m/s sebességgel mozgd 0,25 kg tomegi
test rugalmasan iitkézik egy kezdetben nyugalomban
lévs 0,75 kg tomeg( testtel, s ennek hatdsara eredeti
iranyatol 36,9°-os szogben eltér (ez a szog a 3-4-5 tipu-
st haromszog egyik szoge). a) Milyen sebességgel mo-
zog a két test az iitkdzés utan? b) Hatarozzuk meg a
0,75 kg tomegl test mozgasdnak irdnyat az iitkdzes
utdn.

9C-35 Nagy sebességli stroboszkopikus felvételek sze-
rint a golfuit6k 200 g tomegl feje 55 m/s sebességgel is
érkezhet az Ut6kupon nyugvo 46 g-os golflabddhoz.
Utkdzés utdn a fej sebessége irdnyvdltozds nélkiil 40
m/s-ra csokken. a) Mekkora sebességgel indul a golf-
labda? b) Hatarozzuk meg a golfiités ¢ iitkdzési szamat.
Az ttkozési szam definicio szerint: (lasd 9C-36 felada-
tot)

relativ sebesség az iitkdzés utan
relativ sebesség az litkozés elott

gE=—

(A negativ elGjel biztositja, hogy az iitk6zési szAm po-
zitiv legyen.)

9C-36 Acél csapagygolyot h, magassagbol egy rogzitett
vizszintes acéllemezre ejtjiik. A golyd a lemezen pattog,
§ az egyes pattandsok soran egyre kisebb és kisebb ma-
gassagba emelkedik, mivel az iitkézés nem tokéletesen
rugalmas (9-21 4bra). A tokéletesen rugalmas titkozés-
t6l vett eltérés az e iitkozési szammal jellemezhetd,
amit a rogzitett feliilettel valo iitkdzés esetén az

. sebesség az litkdzés utdn
~ sebesség az litkozés el6tt

osszefiiggéssel adhatunk meg. Az iitkozési szam |1
(tokéletesen rugalmas iitkdzés) és 0 kozott ( tokéletesen
rugalmatlan litk6zés) véltozhat. Az & titk6zési szam ér-
teke lényegében dllando kozepes sebességtartomany-
ban. Adjuk meg h,, ¢ és n fiiggvényében, hogy az n-ik
visszapattanas utdn milyen magasra emelkedik a csap-
agygolyo.

9C-37 Egy labda egyenletesen pattogva halad lefelé egy
lépcsdsoron gy, hogy mindig a 'd magassagh 1épcsc-
fokok kozepére esik (9-22 abra). Minden titkozés telje-
sen egyforma, mert a labda minden egyes lépcséfokra
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ugyanolyan s magassagbol esik rd. Hatdrozzuk meg h
és d fliggveényében az & litkozési szamot. (Az ttkozési
szam definicioja a 9C-35 és 9C-36 feladatban talalhato.)

9-21 abra
A 9C-36 feladathoz. A palydk valdjaban fuggdlegesek,
az érthetoség kedvéért azonban kissé elcsusztatva abra-
zoltuk Gket.
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9-22 abra

A 9C-37 feladathoz.

9C-38 Az m, tomegi test tokéletesen rugalmasan iitko-
zik az m, tdmegii nyugvo testtel. Az iitk6zés utan az m,
tomegli test eredeti irdnyatol 90°-os szogben tér el. a)
Milyen szdgben szorodik (a beesd részecske iranydhoz
viszonyitva) az m, tomegi részecske? b) Mutassuk meg,
hogy az adott feltételek mellett m, nagyobb kell hogy
legyen, mint m,.

9C-39 Csapagygolyokat gyarté cég a selejtes golyok
kivalasztasdra litk6zésen alapuld vizsgdlatot végez. A
csapagygolyokat a 9-23 abran lathaté médon 1,2 m ma-
gassagbol a vizszinteshez 15°-o0s szdgben hajlo tdmor
acel aljzatra ejtik. A jo mindségl golyoknak a vissza-
pattanas utan at kell jutni a B akadaly felett. Az akadalyt
gy kell elhelyezni, hogy csak a tokéletesen rugalmasan
iitk6z6 golyok juthassanak 4t felette. Hatarozzuk meg a
visszapattand golyok palyacstcsinak a koordindtait, és
azt, hogy hovi kell az akadalyt elhelyezni. (Utmutatas:
Tokéletesen tugalmas iitk6zés esetén a beesésnek és a
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