
UTKOZESEK

A jdftk nepszer{i neye term4szet
6s millidrd 6s millidrd es milliird
riszecske vig ntlkilljdtssza qz eghzet
ami billidrd ds billidrd is billidrd

PIET IIEIN

l,,Atomyriades", crooks ( I 966)]

9.1 Bevezet6s
Az iitkiizdsek nagy szerepet j6tszanak mindennnapi Eletiinkben. Az tkjzis
fogalm6ba mindazok a gyakori esem6nyek beletartoznak, amikor kdt iissze-
iitkdz6 test kdztitt riivid, de intenziv ktilcstinhat6s l6p fel. Sarkunk minden
l€p6skor iitkcizik a padl6val, vagy ak6rmilyen finoman is tessziik le a te6scs6-
sz6t a cs6szealjra, a cs€sze hirtelen gyorsul6ssal koccan le, a labdaj6t6kok
sodn a labda er6teljesen iitkdzik a kiilonbiiz6 iit6kkel, mkettekkel €s botok-
kal stb. A repiil6 iirhaj6k dsszekapcsol6sa is iitkiiz6si folyamat. A fizikusok
nagy gyorsit6kat hoznak l6tre, hogy elektronok, protonok, neutronok, vagy
az c-r6szecsk6k iiram6t iitkitztessek atomokkal, ill. atommagokkal. Az iitkii-
z6si folyamat elemz€se sor6n fontos adatokhoz juthatunk a r6szecskeknek a
bels6 fel6pitds6re 6s tulajdons6gaira vonatkoz6an.

Az iitkiiz6s sor6n nem sziiks6ges, hogy a r6szecsk6k fizikailag is 6rint-
kezzenek (9-l 6bra). 6rintkez6sr6l l6nyeg6ben csak makroszkopikus erte-
lemben besz6lhetiink, mikroszkopikusan ennek a kifejez6snek tulajdonk6p-
pen nincs 6rtelme, hiszen a ktilcstinhatis ekkor v6gs6 soron az anyagi
feliiletek elektronjai kiiztitti elektrosztatikus taszitiisra vezethet6 vissza, s az
elekhonok kiiziitti t6vols6g ebben az esetben nem defini6lhat6 pontosan. K6t
tiilttttt r6szecske pl. egy proton 6s egy c-rdszecske (egy h€lium atommag)
eset6ben a pozitiv t6lt6sek m6r akkor er6s elektrosztatikus taszit6 erSt fejte-
nek ki, amikor a k6t r6szecske m6g nem is 6rintkezik egymrissal. Ezt a fo-
ly amalol s z 6 r 6 d d s n a k nev ezzik.

Az iitkiiz6sek sor6n 6ltal6ban bonyolult 6s id6ben gyorsan v61toz6 er6k
l6pnek fel, 6s a legtiibb esetben ezeket az er6ket nem is irjuk le pontosan. Az
iitktiz6si folyamatok elemz6s6nek legfontosabb saj6tossiiga az, hogy an6lkiil
jutunk ismeretekhez a folyamatr6l, hogy ismemenk a folyamatban szerepl6
er6ket. A folyamat leir6s6hoz csupan M impulzus- 6s energiamegmarad6s
tiiw6ny6t haszndljuk fel.

Mit is jelent teh6t az iitkiiz6s? A legfontosabb ism6rvei a kiivetkez6k:

1) Az iitktiz6 testek kdziitti kitlcsiinhat6s hirtelen l6p fel 6s meghatii-
rozhal6 az a /r id6intervallum, amely alatt ez v4'gbemegy. A At
id6tartam el6tt 6s ut6n a testek kiiztitt nem l6p fel kdlcsdnhatas.
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a) A makoszkopikus testek iitkti-
z6se sor6n a testek feliilete
6rintkezik

2) A ,^l iitkiizds kiivetkezteben fell6p6 kiilcsiinhatrisi er6k olyan na-
gyok, hogy a rendszene hat6 minden egy6b kiils6 er6 elhanyagol-
hat6. Ily m6don csak a rendszer tagiai kitziitt fell6p6 bels6 er6kkel
kell foglalkoznunk.

Az iitktiz6si folyamat gyorsasfga, azaz a At inlewallum hossztis6g6nak meg-
it6l6se a folyamatt6l fiigg6. Atommagok iitkiizesekor ez 10-2r s. mig galaxi-
sok k6lcsdnhatisa sordn akiir ttibb milli6 6v is lehet. Az egyetlen krit6rium
az, hogy a kiilcsiinhat6s a // id6tartamra korl6toz6dj6k 6s hogy a folyamatra
jellemz6 egy6b id6intervallumok enn6l sokkal hosszabbak legyenek.

Ebben a fejezetben m6g egy fontos fogalmat, a tdmegkdzippont fogal-
m6t is defini6tjuk. Ez a fogalom rendkiviili m6don megkiinnyiti a t6rben bo-
nyolult mozg6ssal ,,imbolyg6" kiterjedt testek elemz€s6t 6s az egym6sra hat6
16szecsk6k rendszere mozg6s6nak leir6s6t.t
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c) A tdmegvonz6s miatt majdnem
osszeiitktiz6 csillagok

9-1 6bra
Utkdz6sek 6s a fell6p6 er6-ellener6
pdrok

---- 9.2 Rugalmas 6s rugalmatlan iitktiz6sek

, Q"t"t'""tu'
, \

b) A pozitiv ttilt6sii r€szecsk6k
m6r akkor ell6kik egymiist,
amikor m6g nem is 6rintkeznek

Az iitkiiz6seket tiikeletesen rugalmasnak, ill. rugalmatlannak nevezziik att6l
fiigg6en, hogy az iitkiiz6s sor6n a mozg6si energia megmarad, vagy nem. A
rugalmas iitkdzes eset6n a vizsg6lt r6szecskerendszer tagjainak tjsszes kine-
tikus energi6ja az iitkdz6s el6tt 6s ut6n megegyez6. (Az ilyen iitkoz6st gyak-

rut tdk4letese rugalmasnak is nevezziik.) Ahhoz, hogy egy iitktizds

,,rugalmas" legyen, sziiks6ges, hogy az iitkiiz6s sor6n miikiid6 bels6 er6k
konzervativak legyenek, azaz az iitkiiz6si folyamatban potenci6lis energi6vii
alakul6 bels6 energia tiik6letesen, visszaalakithat6 legyen kinetikus energi6-
v6. Ezzel szember' amikor a mozg6si energia egy r6sze ,,elv6sz", azaz h6v6
(termikus energi6v6), ill. a maradand6 deformSci6 sor6n tirol6d6 energi6vii
alakul, akkor az iitkiiz6s rugalmatlan. Rugalmatlannak nevezzik az olyat
kiilcsiinhatisokat is amelyek pl. a folyamat sor6n v6gbemen6 robban6s miatt
kinetikus energia ndvekedessel j6rnak. Vegiil azokat az iitkiiz6seket, amelyek
lezajl6sa ut6n az 6sszeiitkiiz6 testek egyiitt maradva kdziisen mozognak to-
v6bb, tiik6letes€n rugalmatlannak nevezziik. Vegyiik 6szre, hogy a tcikile-
tesen rugqlmqs 6s tdkiletesen rugalmatlan hat6resetek kdztitt v6gtelen sok

egy6b rugalmatlan iitktizds is l6trejiihet.
A makroszkopikus vil6gban ttik6letesen rugalmas iitkozes nem jithet l6t-

re, a mozg6si energia egy r6sze mindig elv6sz, 6talakul hang, vagy bels6 rez-
g6sek, ill. mamdand6 deform6ci6 energi6j6v6. Egyes esetekben azonban,
mint pl. a billi6rd goly6k, a hoki korongok vagy a l6gprim6s sinen csirszo
rug6s kiskocsik iitkiiz6se, a folyamat t6k6letesen rugalmasnak tekinthet6 6s

az elvesz6 mozg{si energia j6 kdzelit6ssel elhanyagolhat6. Az elemi r6szecs-

k6k, atomok, vagy atommagok iitkiiz6si folyamatai 6ltal6ban tdk6letesen

rugalmasak. Amennyiben azonbat az iitkdz6 reszecsk6k szerkezete megv6l-

tozik, vagy rij elemi r6szecsk€k keletkeznek a folyamatban, akkor ezek az

iitkiiz6sek is rugalmatlannak tekintend6k (l6sd. a 41. 6s 45. fejezetet.).
A rugalmas iitkiiz6sekben mind a mozgdsi energia (2Ko: ErK), mind

pedig az iisszimpulzus megmarad Gpo: >p). Rugalmatlan iitkiiz6s eset6n

azonbdl csak az ut6bbi (Epo = Ep) tiirvennyel sz6molhatunk. Ezt mutatj6k a

k6vetkez6 p6ld6k.

Rugalmas iitkiizese egy Az n 6s 3 m tiimes( testek a 9-
2 6bftn l6thut6 m6don az .r tengelyen mozognak egymiissal szemben
.vonos v0 sebess6ggel, Hat rozntk meg a testek v6gs6 sebessdg6t a
fronlilis iitkiiz6s utia.
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A 9-2 6brin l6that6 vialaton a r6szecsk6ket A-val, ill. B-vel, v6gse_
bess6giiket pedig rendre v,-val ill. vr-vel jeliiltiik. Fizikai 6z€k-iink
azt sugall ja. hogy az i i*i iz6s utin a kisebbik test mozgiisiinak iri iny4r
me,gv6ltoztatva jobb fel6 mozog, a nagyobbik test mozg6s ir6ny6t il_
letden azonban bizonlalanok vagyunk. Tegyiik fel, hogy az iitkOz6s
utrtu ez a test is jobbfele mozog, amennyiben ugyanis ez m6gsem len-
ne igaz, akkor az eredm6nyben megjelen6 negativ el6jel ezt 6gyis
megmutatJa. A tengely pozitiv i-I�6ny l, amint azt a kis tengelykereszt
is mutatja ennek megfelel6en szint6n jobbfel6 vettiik fel. Ezutln az
irinyokatpozitiv, ill. negativ el6jelekkel figyelembe v6ve felirhatjuk a
f oly amala az impulzusme gmarad6s t6tel6t:

t .
0 l 6L +l

3 m m

2(p,)o =2p"
(3tt )vo +(tntx-vo ) = (3m\v,a + lm)v B

a) Utkiiz6s el6tt a testek az x
tengely ment6n az onos se-
bess6ggel kiizelednek
eglmiishoz

#-' g'3
b) A r6szecsk6k a centriilis 6s

egyenes iitk<iz6s iitktiz6s
utdn is az x tengely mentdn
mozognak

9-2 6bra
A 9-l feladathoz. Centr6lis 6s egye-
nes (fronuilis) iitktizes

(e-r)
2vo =3vn*v"

Mivel az iitkdz6s tdkAletesen rugalmas, a mozg6si energia is megma-
rad:

vagyls (e-2)

6s a (9-l ) egyenletb6l

v t  = o

v" = 2vo

zKo =A(
l . ^  ,  I  ,  l . -  ,  I: ( 3 m ) v 6 + - m v i  =  

l l 3 m t v  
j  + -  n v , u

4vf; = 3uz *'z

A k6t megmarad6si t6rv6ny a v, 6s v, ismeretlenekre k6t egyenletet
szolg6ltat. A (9-1) egyenletb6l

v'a = 4vi -lTvov,t +9v,u

ad6dik. Ezt behelyettesitve a (9-2) egyenletbe a

- l2vovu +  l2v )  =0

egyenlethez jutunk. Imen vo - vo.i l l . vo - 0. A k6t eredm6ny koztif l a
kiiretkez<i meggondoldssal vdlaizthanurk. Ha v, - vo, akkor a tS-l)
egyenlet szerint

2 v o = 3 v o * v "

vagYis  rs=- ro

A kapott eredm6ny szerinl az iitkdzes ut6n mindket test ugyanakkora
sebessdggel mozogna tov6bb, mint iitkiiz6s e16fi". Ez azonban azt je-
lenten€, hogy biir az eredm6ny eleget tesz mind az impulzus, mind a
mozg6si energia megmarad6s6nak, ilyen mozgiis csak akkor jiihetne
l6te, ha a testek ktilcsdnlat6s, azaz itkijzes n6lkiil 6thatolndnak egy-
m6son. A m6sik megoldist kell teh6t elfogadnunk, amely szerint

A megoldiis szednt a 3m tiimegf test az iitkdz6s kiivetkezt6ben mes-
dll. mig az m titmegfi test mozgdsdrak irdnya ellentetesre tordul, si-
bess6ge pedig megk6tszerez6dik.
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i  f  " r  - -u.
3 m m

a) Utkiiz6s el6tt a testek az x ten-
gely ment6n azonos sebess€g-
gel ktizelednek egYm6shoz.

v
I

0 l  
. .

b) A tiik6letesen rugalmas, Pilla-
natszerf iitkiizes utifu a testek az

xy sikban mozognak. Ebben a

p6ld6ban a B test eredeti
iriiny6ra mer6legesen mozdul

e l .

c) A vektor6bra a >Po: >P
impulzusmegmara.diisi tiirv6nyt
mutatja be.

9-3 Abra
A 9-2 p4ld6hoz.,.Pillanatszeni" ijtkti-

zes

---<t1
t 9 0 "
I

1",

A pelda megoldis6t nagyban egyszerfsitette, hogy az impulzusvekto-

rokra vona&oz6 
-vektorcliagrim 

der6kszdgt h6romsziig volt A vektordiag-

rarn alapj6n azonban akkoi is hasmos tisszefiigg6sek nyerhet6k' ha. nem de-

r6kszOjii hriromszOgr6l van sz6. Az ehhez sziiks6ges matematikai ismere-

teket a D fiiggel6k tartalmazza.

Tegyiik fel, hogy az el5z6 feladatban az iitkiiz6s pillanatszeriien, de

k6t dimeDzi6ban zajlik le irgy, hogy a kisebbik test mozg6s6nak ir6nya

az eredeti ir6nyra mer6leges lesz (9-3 6bra) a) Hatfuozntk meg a tes-

tek iitkiizes utini v6gs6 sebess6g6t. b) Mekkora 0 szdgben sz6r6dik a

nagyobbik test?

MEGOLD,4S

a) A v,. v,6s 0 ismerellenek a megmarad6si tt irv6nyekbcil ad6d6

2K;-2"K. valamint !po*= Ep* €s Epor-lEp, egyenletrerdszerbril

hatiirozhatok meg. E helyett azonban most egy mas modszen mu-

tatunk be, ami az impulzusvektorokat haszn6lja 6s az adott esetben

egyszeriibben vezet a megold6shoz. Az impulzusmegmarad6st ki-

fejez6 egyenletet a ketdimenzi6s esetben nem bontjuk iisszetev6k-

re, hanem egyetlen vektoregyenletk6nt irjuk fel'

EPo = EP

3mvo - mvo =3mvA + mY R

vagyis 2rnvo =34Yn 1*r"

0 = arcsin(0,577) = 35,3"

(e-3)

Ez a vektoregyenlet az impulzus megmarad6s6nak az elvlt feiezt

ki, vagyis a rendszer impulzus-vektora az iitkiiz6s el6tt 6s az iitkii-

z6s ut-6n ugyanakkom. Mivel a B test credeti ir6ny6hoz k6pest 90"-

os sziigben mozdul el, a k6t test impulzusiisszeg6t megad6 vektor-

hiiromsziig der6ksziigii (9-3 6bra) A Pitagodsz tetel szerint:

l3v  a  r l  = l2vo l2  +v ' �B  
(9 -4)

vagYis 4v2o = g'z - 'z

Ez az egyenlel kdl ismeretlent (v,a. 6s vs) tartalmaz Tovdbbi

egyenlelhcz jutunk a mozgdsi energia megmaradasara vonatl(ozo

s z  -  t r z
! r 0  -  4 ' r

I  |  '  ! (3^tr ' .  * ! . r ' .  (9-5)
1(3n\vo 

+- nv;  = 
, .  2 -

vagYis 4vl = 3v2 aY2

iisszefiigg6s felir6srival. A (9-4) 6s (9-5) egyenletekb6l 6U6

egyenlehendszert megoldva azt kapjuk, hogy

12 r :
u ,  :  

l Juo  
es  Y,  = {zYo

b) A g sziig a vektor6bnib6l hat6rozhat6 meg:

( _  l
,i,g =fl'.l=l .lzl" l=o.stt,r",, [rJ3" ,l

2 m v o



Igen 6rdekes eredm6nyt kapunk, ha azt a tiik6letesen rugalmas itkiiz€st

uirrg-6"1j;, u-ikot " gy test vele egtenlT tdnegii nyugv| testbe iilkiizik Meg-

6llr;1d"r6,hogy ekkor a k6t test sebess6g€nek ir6nya az iitkiiz6s utin mer6-

t"g", lev egymisro (l6sd a 9-4 6br6t 6s a 9C-41 feladatot)'

9-4 hhra
al EeyenlS t6megii billiard goly6k

iii'tti)is arcl ksztitt stroboszkopikus

febercl. Az eg1ik golY6 kezdetben

nvuealomban volt, ez6rt kiindul6

helyzet6ben feh6rebb a titbbi goly6

k6p6n6l, hiszen a felv6tel sor6n eb-

ben a helyzetben tiibb expozici6 is

ttirt6nt. Ha az iitktizes tiik6letesen

rugalmas 6s surl6d6smentes, akkor

elm6letiteg a golY6knak egym6sra

me16le gesen kellene elmozdulniok'

Amenn-yiben azonban a golYok fo-

rognak. vagy jelentrisebb a srlrlodtls'

aklor a sziig kisse elterhet az elme-

leti 6rtekt6l. Ezt mutatja a felv6tel is,

ahol a goly6k elmozdul6sa 87qos

szdgelzitr be.

b) Protonok tkiiztse .folydkony hid-

rog,lnes bubortkkamraban. A kdzi5lt

esYetlen felvetel alaPj6n meg nem

k-dvetkeztethetiink biztonsag gal arra,

hogy a r6szecsk6k mer6legesen Pat
tantak el egym6st6l, mert nem blztos,

hogy a felv6tel sikj6ban mozogtak'

Mindazoniiltal a stroboszkopikus

felv6telek alapj6n igazolhat6, hogy

ezek a 16szecsk€k mindig mer6le-

sesen pattannak el egym6st6l (Nagy

!n.rgi, i iu t itkot6t"kben a relativisz-

tikus effektusok miatt az elpattanas

sz6ge valamivel kisebb mint 90' )

A bub orikkqmr a nagynyom5sir, tirlhii-

tittt folyad6kot (gyakran hidrogent) tar-

talmaz. A folyad6kban mozg6 tiiltdtt 16-

szecskek pdlydja ment€n ion l i iz6r 
.

marad vissza. Ezek az ionok a maglar

azoknak a bubor6koknak, amelYek a

nyom6s hirtelen csiikkentesekor a folya-

ddkban keletkeznek. A bubor6kok ne-

heny szazadmdsodperc alatt fdnyke-

oezhetti m6rettire duzzadnak Miuuin a

i6szecske nyom6t lefdnyk6peztiik, a

nyom6s megnijvel6sevel a bubor6kok

feloldhat6k, s a kamra a m6sodperc tiirt

r6sze alatt k€szen 6tl egy rijabb r6szecs-

ke irtj6nak jelz6s€re.

!,!: !:r' :*;,:,€:,:1"2;T#:"'f^[t Hth,l !'']iifl li]?ii'ii:r

ffi i..;i't'$#,r;{:J-'i';tril;fi I##,T','rH-,'r',ffi :f t1t
ri*hit:,,n:::,1-Tili'i#,1,"i',11"*:r"ur,:liryqi?
;#ff#il;;e;"'Zg;u?-'"N"oL' a)HatArozzuk mes a solv6 kezdeti

,J.,iieei.bliauiiozzukmeg*%f :_'J,".ff fo1?JJ;'#'J:[:i:li'#*.[iltJt#:fl "u:15j"i,$'::lffi 
r"s energi6v6. i I I e rve h6v6' vagv

egydb un. ..disszipativ" energidv6'

MEGOLDAS

a) Az iil.kiizes tijkiletesen rugalmatlan hiszen a ket test' az iilkiizes
-' 

",a" lOtOt sebess6ggel mozog Megktinnyiti a problema elemze-

,ei, ftu fta.orn r6szrJ bontjuk a folyamatot az iitkitz6s el6tti' az iit-

ktiz6s sor6n lezajl6 6s az iitkiiz6s ut6ni r6szre'

m

9-5 6bra
A 9-3 peld,ihoz. A ballisztikus inga'
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9-6 hbra
Goly6k rugalmas iitkiiz6s6t bemutat6
ingasor. Az eszkiizzel megmutathato
p6ld,iul, hogy ha az egyik oldatr6l k6t
goly6 iltkdzik az 6lt6 goly6somak,
akkor a mdsik oldalon is k6t goly6
lendiil ki. [A helyzet azonban kiss6
bonyolultabb, mint amilyennek elsri
l6risra tiinik. Att6l fiigg6en, hogy az
inditis pillanatdban a goly6k 6rint-
keztek-e eglrl6ssal vagy nem, n6-
hriny tov6bbi goly6 is csekdly sebes-
s6ggel elmozdulhat az iitkiiz6s ulin.
Az impulzusmegmarad6s tdrv6nye
termeszetesen mindenk6ppen 6w6-
nyes.
R6szletesebben: Seville Chapman,

,,Misconception conceming the dyna-
mics ofthe impact ball apparatus."
(T6veszm6k az iitkiiz6 goly6sor di-
namik6j6val kapcsolathar.) Am. J.
Phys. 28.705 (1960) 6s Jean C.
Piquette and Mu-Shiang Wu, ,,Com-
ments on 'Simple explanation ofa
well-known collision experiment"'
(Megjegyz6sek az 'Egyj6l ismert
iitkoz6si kis6rlet egyszerii magyar6-
zab' c. ciklhez) Anl J. Phys. 52.83
( 1e84).l

Utkitz6s el6tt a rendszer teljes mozg6si energi6ja a pisztoly-
goly6 1/2ml nagys6gf mozg6si energiij6val egyenl6.

Az iitktiz6s sor6n a mechanikai energia megmaradiisa nem
6renyes. A goly6 azonban olyan riivid id6 alatt 6gyaz6dik be az
ingatestbe, hogy az nem l6nyegesen mozdul el a hely6r6l. Az iit-
kiiz6s / / id6tartama teh6t olyan riivid, hogy a kiils6 er6k, a gravi-
uici6s er6 6s a kiit6ler6 elhatyagolhat6ak a fell6p6 bels6 er6khiiz
k6pest, azaz alkalmazhat6 vizszintes ifinyban az impulzusmeg-
marad6s t6tele. (Eml6kezziink ana, hogy ha a kiils6 er6k elhanya-
golhat6ak, akkor az impulzusmegmarad6s t6tele a mechanikai
energia megmarad6s6nak 6rv6nyess6g6t6l fiiggetlen0l mindig tel-
jesiil.) Esetiinkben a vizszintes sebessdgir6ny miatt az impulzus-
megmarad6s erre az iisszetev6re az6rt is teljestil, mert a hat6 er6k
fiigg6legesek. i{uk fet ieh6t az impulzusmegmarad6s tdrv6ny6t:

z(p,) " =>r,
ay = (tn + M)V

ahol I/a goly6-ingatest rendszer sebess6ge ktizvetleniil az iitktizes
ul5n, azaz amikor az ingatest m6g nem mozdult el l€nyegesen a
helydr6l. Az egyenlelb6l a ,/sebessegre

. . (  n  )  . .v =l - lv ad6dik. a9-6)
\ n + M )

Utkijz6s utfu a goly6-inga rendszer szabadon kilendiil a maxim6lis
i magass6gig. Ezen a mozgisszakaszon csak konzervativ er6k
m(kiidnek, amelyek az ingatest sebess€g6t helyzeti energi6v6 ala-
kitjdk. V5lasszuk az U.helyzeti energia z6rus szintjet az inga leg-
mdlyebb helyzet6ben 6s alkalmazzuk a mechanikai energia meg-
maraddsenak t6tel6t:

t i  - t i

( u s ) o  + K o  = u s + K

l ^
0+- (m+ M)Y '  =  (m+ M)gh+0

Behelyettesitve a (9-6) egyenletb6l kapott I/ sebess6g kifejez6s6t a
v sebessesre

( n+ M\ ;-7v = l -  l l  t g n

Vegyiik 6szre, az ii&iiz6s folyamatdban az 6sszimpulzus megma-
radt, a mechanikai energia azonban nem, mig az iitkdz6s utiini ki-
lendiilds sor6n 6ppen forditva, a mechanikai energia maradt meg,
az tisszimpulzus azonban v6ltozott.

b) Az iitkiiz6s sor6r a goly6-ingatest rendszer mechanikai energi6j4-
nak A E/E" rclativ v{Itoz sa az

AE K-Ko K r l2 (n+ M)V ' �-r=-----"----]---r
Eo Ko rKo l/ 2m.,

tisszefiiggessel adhat6 meg. Behelyettesitve ide a ,/ sebessegre kapott
(m/(m+I4))\, er6ket, azt kapjuk, hogy

ad6dik.



A negativ el6jel azt jelenti, hogy a rendszer mechanikai energi6ja

csiikken. Tipikus esetb€n p6ldAul az m:4 gEs M=2kg adatok fel-

v6tel6vel az ad6dik, hogy a kezdeti mozg6si energi6nak 99,8Yo-a nem

mechanikai energi6v6 alakul 6t a sirrl6d6s, a fa rostjainak elt6volodii-

sa, valamint a goly6 deform6l6d6sa kiivetkezt6ben. Az energia kicsiny

tiiredeke az iitkiiz6ssel j6r6 hang kelt6s6re fordit6dik. Minthogy a me-

chanikai energia egy rlsze az iitkdz6s sor6n ,,elv6sz", a goly6 kezdeti

mozg6si energi6ja nem egyenl6 a goly6-ingatesi rendszer potenci6lis

energi6j6nak maximdlis 6rt6k6vel. M6sr6szt azonban a goly6 kezdeti

impulzusa megegyezik a goly6-ingatest rendszemek kiizvetleniil az

iitktiz6s utiin m6rhet6 impulzus6val, hiszen sem a gravitici6s er6, sem

a ktit6ler6 nem v6ltoztatja meg a vizszintes ir6nyri impulzust az iitkti-

z6s sor6n.

9.3 A tiimegkiiz6ppont 6s a tiimegkiiz6ppont t6tel

Az iitkiiz6si folyamat elemz6se sokkal egyszeriibb6 v6lik, ha bevezetjiik a

ttimegkiizippont fogalm|t. Az (r, y u " ), (x, y, z) (xn y, zr) ...stb. helyeken

tal6lhat6 rendre nrp m2t rr\... stb t$megii pontszer( testekb6l 6116 pontrend-

szer' ttimegkiiz6ppontj6nak (TKP) helykoordindt6i definici6 szednt a kii-

vetkez6k:

A tiimeg-
kitz€ppont (TKP) ! rxe

helye

_  m t y  |  +  m 2 y 2 +  m  r y \ + . . .  = 2 r  r Y  "

m t  +  m 2 + m 1 + . . .  E ^ o

m F t  +  m 2 z  2 +  m J z J + . . .  _ 2 m k z k
m \ + m 2 + m 3 + . "  z a r

A tiimegkiizeppont hely6t teh6t az egyes mk tdmegek helykoordindtdinak a

tdmegekkel s lyozott dtlaga adja meg. A t6megkitz6ppont hely6t defini6l6

egyenletek vektori6lisan tiim6rebben is dsszefoglalhat6k:

,,* =4!.!- (9-8)
M

ahol a nevez6ben a rendszer teljes I n* = M tdrmege 6ll. A 9-7 6bra k6t pont-

b6l 6t16 rendszer eset6n mutatja be a ttimegkiizeppont meghat6roz6s6nak

m6dj6t. Ekkor

m,r,  + m.r"
frxp:-# {ketrcszecskere)

f f i t + f l z

(e-e)

Ket titmegpont eseten a tiimegkiizeppont mindig a reszecskeket iisszekiit6
egyenesen a nagyobbik t6meghez kiizelebb helyezkedik el. A rajzos v6zlato-
kon a tiimegkiiz6ppontot kicsiny kereszttet 6s a TKP betiikkel jeliiljnk.

A tiimegkiiz6ppont sebess6get a (9-8) definici6s egyenlet id6 szerinti
deriv6l6s6val kaphatjuk meg:

Utkiizes e gy dimenzi6ban

Y m l

9-7 6bra
K6t tdmegpontb6l 6116 rendszer tti-
megkiiz6ppontja (TKP)

dr"" "
' d t

' A kitededt testek tdmegkdzeppontjaflak m€ghatdroz6s6val a k6vetkez6 fejezetben foglal-

kozunk. Megmutatjuk, hogy a tdmegk6z€ppont fogalmdnak bev€zetes€vel a kit€rjedt tes-

teknek a kiilsd €rtik hatasira v6gbemen6 halad6 €s forg6 mozgasa egyszeriibben lrhat6 le'

Utktiz6s k6t dimenzi6ban
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A t6megkiizeppont vrxp
sebess6ge

- ,  _ Z m r Y  *I rlJ - 
M

Zmov, =P = My ro (9-11)

(e-10)

Az iisszefi.igg6s 6trendezds€vel a rendszer teljes P impulzusa az al6bbi alak-
ban irhat6 fel:

r6szecskerendszer
P impulzusa

A 9-10 egyenletet id6 szerint deriv6lva megkapjuk a ttimegkiiz6ppont ao" =

dvo",/dl gYorsul6s6t:

A tiimegktizeppont
a"o gyorsul6sa (e-72)

A sz6ml6l6ban lev6 iisszeg kifejt6se definici6 szerint ! rzran = z,a, +
m2a.2 +m3L'... Itt az els6 m|t lag megegyezik az ml tiimegii r6szecsk6re hat6
er6k vektori iisszegdvel. Az ered6 er6 a Newton m6sodik tiirv6ny kitvetkez-
t€ben termeszetesen mind az mr tdmegii r€szecsk6re hat6 > (Fr)r kiilsd er6k
iisszeg6t, mind pedig a rendszer tiibbi tagjait6l sz6rmaz6 E (Fr)o bels6 er6k
iisszeg6t mag6ban fo glalla, azaz

L(Ft)* + I(Ft)o= z'a,

Hasonl6k6ppen irhat6k fel a mozgdsegyenletek a rendszer tt ibbi lagt6ra is. a
mozg6segyenletek iisszegezds6vel pedig a

E(F,)u + E(F,)o: En,a, (e-13)

iisszefiigg6shez jutunk. Vegyiik 6szre tov6bb6, hogy minden bels6 er6hdz,
amit egyik r6szecske kifejt a m6sika, tartozik egy vele egyenl6 nagys6gri 6s
ellentdtes ir6nyri er6, amit a m6sodik r6szecske fejt ki az els6re. A bels6 er6k
mindig er6-ellener6 piirokat alkotnak. lz dsszes ilyen er6-ellener6 pdr velcori
dsszeg,lre tuhdt zirus ad6dik eredmatyiil, azaz 2(Fr)o: 0. Ennek megfelel6en a
(9- l3) egyenlet a

I(F,)u : Dz,a,

alakra egyszeriisiidik. Az egyenlet jobb oldal6n azonban 6ppen MarKp 6ll.
Fontos kdvetkeztet6sre jutottunk; A tdmegl<dz4ppont gt mozog mintha ben-
ne q rendszer teljes M-Zrx, tdmege egyesitve lenne 6s rd a hils6 erdk
>(F)k = >(FI vektori tisszege hatna.

Newton m6sodik
tiirv6ny6nek
pontrendszerre (9-r4)

megfogalmazott alakia

A kapott egyszerf eredm€ny l6nyeg6ben a Newton harmadjk tiirv6ny kitvet-
kezm6nye. Mivel a bels6 er6k mind er6 - ellener6 p6rok 6s 6sszegiik z6rus,
ha a pontrendszer tdmegkdzAppontjdnak mozgdsdt akarjuk le{m| elegend1
csak a rendszerre hat6 k ls6 erdket Jig)elembe venni.

Ebben a fejezetben r6szecskerendszerek iitkiiz6s6vel foglalkozunk, s
meg6llapitottuk, hogy az iitktiz6sek eseten a rendszer zfutnak tekinthet6, va-
gyis a kiils6 er6k hatisa elhanyagolhato'. Ha azonban E(F.1*: 0, akkor aro is
zer'''s. Z rI rendszer ttimegkitzepponda tehdt nyugalomban marad, vagy

2m,.a,.ur", = -fi-

2Fu=Maru=4!

' A kijvetk€26 fejezetben megvizsgdljuk a kiilxi er6k hat6s6t is.



egyenesvonalir egyenletes mozg6st v6gez, A z6rt rendszene teh6t 6rv6nyes az
impulzus megmarad'6s6nak tetele.

Egy egyenes men6n az x, = I m pontban 2 kg , az xr: 3 m pontban

pedig 3 kg tiimegii test helyezkedik el (9-8 6bra). Hol van a rendszer
tomegkiiz6ppontja?

MEGOLDiS

m t x t + m 2 ) 1  ( 2 k e X l m ) + ( l k e x 3 m )  l l k g m

n  + m .  2 k g + 3 k g  5 k g

3 m ------l

9-8 {bra
A 9-4 p6ldrihoz

Hat6r azzuk me g az al6bbi pontrendszer tdmegkozeppontj6t.

m t =  2 k g  a z (  l m ,  2 m ) h e l y e n

m z =  3 k g  a  (  3 m ,  2 m ) h e l y e n

m t =  4 k g  a  (  - 1 m ,  - 4 m ) h e l y e n

MEGOLDAS

-  f l t x t t m r x t l  m ; ,
A:  x osszcle|o;  x. lKP -  -

m l i  m 2 i  m 1

.. (2 kg)(l m) + (3 kgx3m) + (4 kg)(l m)
" . r * o _ @

x.r*" : 0,778 m

n  ! t L  m 2 v 1 + m , Y ,
Az!osszelero: )rKI - --=-- 

.  
-

' ' _  
m l  F m r  + m '

_. _ (2kg)(2m)+ (3kgx2m) + (4 kgx-4 m)
Y n 'P  

,k i l  l kg  (kg

yo"  =  -0 ,667m

igy a tiimegktiz6ppont a (0,778 m, -0,667 m) pontban helyezkedik el.

m6ter
3

2

1

v2

5 K g

1 , 2 3 4 5

a) A k6t reszecske hely- 6s sebes-
s6gvektora

Hat|rozzuk meg az al bbi tAbliLzathan megadott adatokkal jellemzett
k6t rdszecsk6b6l 6116 rendszer ttimegkoz6ppontj6nak hely- 6s sebes-
s6gvektoret (9-9 6bra). (Adjuk meg a vektorok nagys6g6t 6s ir6ny6t
l s . )

tiimeg hely sebess6g
m , : 2 k g  ( l m , 3 m )  v , : ( 2 m l s ) i  + ( l  m / s )  i
m r : 5 k g  ( 4 m ,  1 m )  v r - ( 2 m i s ) f

b) A tdmegkitz6ppont hely- 6s
bess6gvektora

9-9 6bra
A 9-6 p6ld6hoz

i t" '*{ .fKp i
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MEGOLDAS

m\r r+  m212
"o=-iJ." =(z te)[(rm)l + (:m)i]+(s te)[(+ mX + (t m)i]

2 k g + 5 k g

(22i+1l f )kgm(2i + 6f + 20i + s!) kgm
7kg

= (3,14 m)i + (1,s7)!

m t v t + m z v 2

m t + m )

7kg

Az S'rendszer
y, sebessdge

az S rendszerhez
k6pest

9-10 6bra
Az ^9' koordin6tarendszer V sebesseg-
gel mozog a pozitiv r tengely ment6n
az,5 rendszerhez k6pesl. Az dbra azt
az id6pontot mutatja. amikor a mozg6
rendszer O' orig6j6nak a helyvektora a
n1ugv6 koordin6tarendszerben h.

1z rg{12sy* * lrell]*rs re{1op. 1z lyl]

2 k g + 5 k g

kem
( 4 i r - 2 i + l o i ) :  

_ .  . _ " ^  -= ---;;:-------- = (0.57 r* + r,7 ti ) T/Kg

A sebess6gvektor nagys6ga 6s irdnya:

f ,, I f r,7rmls )' b Y  
l v , J  l 0 , s 7 l  m / s /

0: arctg(2,99): 71,50 (aininr az 6bra is mutarja.)

(0,571) ' �+(1.71) ' �

9.4 A relativ sebess6gek megha,tilrozflsa geometriai
m6dszerrel

Tekintsiink egy rt ttimegii tiimegpontot, amely az S inerciarendszerben az r
helyen van 6s v sebess6ggel mozog. Vegyiink fel ezutin egy m6sik S'
inerciarendszert, amely az el6z6hoz k6pest V sebess6ggel mozog (9-10 Ab-

ra.). (Az egyszerfs6g kedv66rt a k6t koordin6tarendszer y 6s y', ill. ;r 6s -x'

tengelye legyen pArhuzamos 6s az S'rendszer mozogion az S rendszer pozitiv

x tengelye ment6n.) Az 6br6n mutatott id6pontban az ,S' rendszer O' orig6ia
az S rendszer h helyvektoru pontj6ban van 4,s I/: dh/dt A 9-10 6bra vektor-
diagramj 616l leolvashat6, hogy

r  =  r ' +  h (e-1s)

ahol rr az m tdmeg helyvektora a mozg6 koordin6tarendszerben. A tiimeg-
pont az ,S rendszerh ezklpest v = drldt sebess6ggel mozog. Ezt. felhasznllva a
(9-15) egyenlet deriv6l6s6val iisszefiigg6st 6llapithatunk meg a kiiliinb6z6
koordin6ta-rendszerekben m6rt sebess6sek kdzittt:

A Galilei f6le
sebess6giisszead6si
tiirveny

dr dr' dh- = - + -
dt dt dt

(e-16)



ahol v 6s v' rendre az m t6meg S, ill. S' rendszerben m6rt sebess6ge, V pedig
az ,S' koordin6tarendszernek az ,l koordin6tarendszerhez k6pest vett sebess€-
ge. legyezzik meg, a vessz6s mennyisdgek mindig a vesszds koordinatq-
rendszerhez kdpest m6rt 6rt6keket jelentenek.

A (9-16) sebess6gitsszead6si tiirv6ny id6 szednti deriv6ltj6t k6pezve azt
kapjuk, hogy

dv _ dv' 
*dY

dt dt dt

Ez az eredm6ny mivel az inerciarendszerekre dlldt:0 - aztjelenti, hogy
az egymds hoz k4pest eg)enletes sebessdggel mozg6 koordindtarendszerekben
a testek g)orsuldsa azonos.

A gyorsul6sok
ktiziitti kapcsolat
Galilei szerint

a = L ' (e-17)

A Galilei f6le (9-16) sebessdgiisszead6si tiirv6ny j6l haszn6lhat6, ha
csak &lt rclativ sebess6g V 6s v' szerepel a probl6m6ban. Felmeriil azonban a
k6rd6s, hogy hogyan kell sz6molni azokban a bonyolultabb esetekben, ami-
kor ttibbf6le kiildnbtiz6 relativ sebess€g is szerepel egyszerre. Szerencs6re
egyszerf m6dszer adhat6 ezeknek a k6rd6seknek a kezel6s6re is. Tetsz6s
szednti relativ sebess6gek eset6n h6rom lenyeges l6p6st kell a sz6mit6sok
soriin megtenniink:

1. l6p6s: El6sziir rajzoljunk fel minden sebessegvekto 6s a jeliil6s
egyertelmiiv6 r6tel6re irjuk a yektor kezd6pontjd.hoz annak a
koordiruitarenclszernek a betiijel4t, amelyben a sebesseget
m6rjiik, a vcktor vigpontjdhoz pedig irjuk oda atnak a ri-
szecsktnek a nev6t, amelynek sebess6g6t jelenti a vektor. A
9-l la 6bra mutatj a be e^ a lepest.

2.l6p6s: Rajzoljuk rijm a vektodbr6t [gy, hogy a vektorokat olym6-
don toljuk el, hogy az azonos kooniindtarewlszer 6s riszecs-
ke jelzisek azonos helyre keriiljenek. Tegyiik meg ezt att6l
fiigg€tleniil, hogy a vektorok ennek eredm6nyek6nt kezd6-
pontjukkal, v6gpontjukkal, vagy ezekkel a pontokkal vegye-
sen csatlakoznak egym6shoz. A vektorok ir6ny6nak 6s nagy-
s6g6nak megtartiisiira azonban gondosan tigyeljiink. (Ezt az
eljdx6st -a kozismert j6t6kra utalva - gyakran ,,domin6" m6d-
szemek nevezziik.)

3. l6p6s: Az ut6bbi diagramon b6rmely vektor kezd6pontj6t egy m6sik
vektor vegpontj6val iisszektit6 yektot a v4gponthoz ta 026
tdmegpontnak q kezd6ponthoz tartoz6 koordindtarendszerhez
viszonyitott sebess6g6t adja meg (9-1 1b 6bra).

Riivid meggondol6ssal igazolhatjuk, hogy a fentiekben alkalmazott jeliil6s-
rendszer es az erre alapozott geometdai szerkeszt6s fizikailag al t'maszthat6,
6s a szerkeszt6s nagys6gra 6s i{nyta n|zve helyesen adja a kiiliinb6z6 koor-
din6tarendszerekhez k6pest mert relativ sebessegeket.

Egy vonat 4 m./s sebess6ggel vizszintes egyenes sinp6ly6n kelet fel6
hatad. Egy kisl6ny az iil6sek kiiziitt d6lr6l 6szakra h[26d6 kiiz6n a
vonathoz kepest 2 m/s sebess6ggel labd6t gudt el a padl6n. Mekkora a
labda sebess6ge a Fdldhdz rtigzitett koordin6tarendszerhez k6pest?

v 5 ,

b) Az S'jeln6l iisszeillesztett se-
bessegvektorok. A szaggatottan
megrajzolt nyil az rn t6megnek
az S rendszerbeli sebess6g6t
mutatja. Leolvashat6, hogy y =

9-11 6bra
A relativ sebess6gek geometriai meg-
hat6roz6sa

a)

s + s '
A kezd6 6s a v6gpontjukban
jelzett sebess6gvektorok

5 ----?z
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4 = - vonattalai
MEGOLDAS

Rajzoljuk meg a sebess6gvellorokat majd ezek segits6g6vel k6szitsiik el
a vektonibr6t (9-12 6bra). A Pitagonisz t6telb6l a sebess6g nagysiig6ra a

D , r , r l ^ ,
./l +11l *l zll l =.lzd ' I = +,a7I1
y \  s /  \  s . i  y  \ s /  s

labda

i _
l2 r -
I

vonat 6rt€ket kapjuk. A v sebess6gvektor ir{nya a d sziiggel adhat6 meg,
amelyre felirhat6, hogy tg0 ' vr/v,

t , " .  )
t ' ^ l

t s9= l - - - - r l =0 ,5
l + l 1 l
\  s ' /

9-12 6bra
A 9-7 p€ldittoz

9-13 {bra
A 9-8 p6ld6hoz

legy

,t,
i l

t i
t i

. . k ^  /  j
r J  

h ,  I"  
I  l r r  ! E

i  l * h
l l

l l
l q

a l
t i

, oar" I
t___-_'_:__J
tatal 5f

0 = arc tg(0,5) = 26,6' €szakkeleti idnyban

A kovetkez6 abszurd p6lda arra szolg6l, hogy megmutassuk milyen
kiinnyen trij6koz6dhatunk sokfdle relativ sebess6g kiiziitt is a vektor-
6br6k segitsdg6vel.

Egy haj6 fed6lzet6n egy ember a haj6hoz kepest 2 km,/h sebess6g-
gel s6iil nyrgati ir6nyban. A haj6 a vizhez k6pest I I km,/h sebess6gget
6szak fel6, mig a viz a Fdldhdz k6pest 7 km/h sebess6ggel kelet fel6
mozog. Az ember v6lkin az emberhez k6pest 1 krn/h sebess6ggel 6szaki
ir6nyban l6gy m6szik. Mekkora a l6gy sebess6ge a Fiildhiiz k6pest?

MEGOLDAS

Az adott vektorok segits6g6vel keszitsiik el a vektordiagrammot. Az
ered6 vektor szolg6ltatja a l6gy sebess6gvektor6t a {iildh6z k6pest (9-
13 6bra).

Mivel a feladatban csupa egym6sra mer6leges vektor szerepel, a
vektordiagram, amirfi azI az 6bra is mutatja der6ksziigii h6romszdgg6

lery , k m
nhal6 z km

1*4
|  ^ k m

I "m", 
'T 

nuiu

l" +**,
I  t '+
I 

ember

iz

hajo

. ,  km" T-

I

I

I
t

I

I

ta-lai - km
n

. k m
n



9.5 Pontrendszer impulzusa 6s mozgisi energidja

K =  2 !  m ,u l
2  " "

Az impulzus

A (9-14) egyenlet szerint

Z6rt rendszer esetdn a kiils6 er6k ered6ie zerus- ezeri

(e-18)

azaz az impulzus nem vdltozik. Miisk6nt fogalmazva

impulzusmeg'rnaradds
tiirydnye Po : P (e-1e)
(zdrt pontrendszerben)
ahol P = Ezr,v,

A mozgrisi energia
A rendszer teljes mozgiisi energi6ja megegyezik az egyes r€szecsk6k mozgrisi
energi6j6nak ossze96vel:

egyszerfsithet6. Ebb6l a Pitagor6sz tdtel alkalmaz6s6val ad6dik,
hogy:

l - , , t ,  .  r  - ^

J['+)'.[''T)' =J -(+)' ='�3oe
Megjegyezziik m6g, hogy a diagramr6l egyszerfen leolvashat6 p6ld6-
ul a haj6nak a Fdldhiiz kepest vett, vagy a l6gynek a vizhez k6pest
vett sebess6se is.

(9-20)

r,. = /P^ d t

dP

clt

Ez az osszefiigg6s termeszetesen csak akkor 6rv6nyes, ha a rendszer minden
tagl6nak sebess6gdt ugyanabban a koordin6tarendszerben m6rjiik a. A kineti-
kus energia kisz6miuis6ra tetsz6leges koordin6tarendszert haszn6lhatunk, az
dsszenergia 6rt6ke azonban, minthogy az egyes r6szecsk6k sebess6ge is fiigg
a koordin6tarendszert6l, a koordin6tarendszer fiiggv6ny6ben kiiltinbiiz6 le-
het. A ktivetkez6kben iisszefiigg6st keresiink a kinetikus energiiinak a tii-
megkozepponthoz riigzitett koordin6tarendszerben mert 6rt6ke, valamint t6-
megkdz6pponthoz k6pest mozg6 koordin6tarendszerben m6rt 6rt6ke koziitt.

A Galilei f6le sebess6giisszead6si ttirv6nnyel a rdszecsk6knek az ut6bbi
rendszerben m6rt vu sebess6g6t a tiimegktiz6pponthoz k6pest vett vi'sebes-
segek 6s a tiimegkoz6ppont vrKp sebess6g6nek tisszegekent irhatjuk fel, azaz

v. = vf + vro Mivel v'� : v v, a rendszer kinetikus energiiij6t m eghathroz6
(9-20) iisszefiigg6s a



K =L in r0 ' *+v  r " * ) '

l r ' r
K =2. ;  n t l lv ;  v 'u)+2(v ' r  'v"o)+(v ' ' * '  v ' * ' ) l  (9-21)

1 r .
K = Etntv'u' + (>rrrv; )vff? +(2 

,nr)tt i*,

alakra irhat6 6t. Vizsg6ljuk kiss6 reszletesebben a kapott h6rom tagot. Az

els6 tag a vessz6vel ell|totI, azaz a tiimegkdz€pponthoz riigzitett koordin6ta-

rendszerben m6rt kinetikus energia. Gyakran b€lsd mozgisi energi6nak is

nevezz0k 6s ,("-vel jel6ljiik.
A mrisodik tag 26rus. Ezt egysze ien bet6thatjuk, ha figyelem-

bevessziik, hogy vi = vn - v"*r. irjuk be ezt a miisodik tag z6r6jetes t€nye-

z<ij6be. azt kapjuk. hogy

Izo(vu -vt*") = Emov u -2mov r*t = v.*"Ezlo -v"o'Irz* = 0

A harmadik tag 6ppen egy vr*" sebessdggel mozg6 M = Zmk tdmegid

anyagi pont mozg6si energi6ja. Ezt a tiim€gkiiz6ppont Kto mozg6si energi-

6i6nak n€vezziik.

A ttimegkdz6ppont Krp

mozg6si energi6ja

Osszevetve a kapott egyenleteket,
energi6ja ket tagb6l tehet6 itssze.

A pontrendszer mozg6si
energirija

l6that6, hogy a pontrendszer mozg6si

Kro = ! M'r*'

K= Kr+ i.r,,*'

(9-22)

(9-23)

Itt Ko a r6szecsk6k bels6 mozg6s6val kapcsolatos 6s a tiimegktiz6pponthoz

riigzitett rendszerben m6rt mozg6si er,ergi6!, -Mvro" pedig mag6nak a

tiimegkiizeppontnak az energi|ja, amit rigy sziimitunk ki mintha a rendszer

teljes M tiimege egyetlen pontba lenne egyesitve 6s vt*t sebess6ggel mozogna.

A merev testek, b6r pontjaik relativ t6volsiiga nem vdltozhat, forgiisba
j6hetnek tomegkiizeppontjuk kttriil, igy a tdmegkiiz6pponthoz rdgzitett koor-

din6tarendszerben is rendelkezhetnek mozg6si energi6val (Ezzel a mozgAs-

sal r6szletesebben a 13. fejezetben foglalkozunk ) Mikroszkopikus sk6l6n

azonban m6g az un. ,,merev" testek r6szecsk6i sincsenek sohasem nyugalom-

ban, hanem folyamatosan rezg6 mozg6st vegeznek egyensirlyi helyzeti.ik kit-

riil. Hasonl6k6ppen belsS mozg6st v6geznek a g6zok 6s folyad6kok atomlai.

ill. molekul6i is. A veletlenszerii rendezetlen mozg6sb6l sz6rmaz6 mozgdsi ds

potenci6lis energi6t nevezziik a testek belsd Yagy termikus energidjdnak' A'

merev testek makroszkopikus halad6 6s forg6 mozg6s6nak vizsg6latakor a

bels6 energirit6l 6ltal6ban eltekintiink, mert az tiibbnyire 6lland6. Az egyetlen

kiv€tel, ha a mozg6s sor6n csfsz6 sirrl6d.{si er6 is fell6p, mert ennek hatistua

h6 fejl6dik, ami megndvelheti a rendszer be1s6 energi6j6t. A mechanikai

energianak bels6 energi6v6 val6 6talakul6s6t az energiam6rleg felir6sakor

mindig figyelembe kell venni.



Egy mn= 1400 kg tiimegfi 10 m/s sebess6gii g6pkocsit egy m6sik
zr: 1000 kg tiimegii szemelyaut6 k6vet 25 m/s sebess6ggel. A Fiild-
hdz rogzitett koordin6tarendszerben hat6rozzuk meg a) a k6t gepkocsi
teljes mozgiisi energirijrit 6s b) a ket aut6 ttimegk6z6ppontjiinak moz-
gisi energi6j6t. c) HatArozzuk meg a tiimegkiiz6pponthoz k6pest vett
,,bels6" mozg6si energi6t 6s igazoljuk a K = Kut Kro tisszefiigg6st.
d) Mennyi a rendszer iisszimpulzusa a Foldhdz riigzitett koordiniita-
rendszerben? e) Mennyi a tiimegktiz6pponthoz rogzitett koordin6ta-
rendszerben az iisszimpulzus?

MEGOLDAS

a)

- - I " l
K  = -  m A v ;  + : m s v ;

'  = 11'oooo*1(roi)' * jr'*ourr(zra)' =:,a: ro,:

b) A (9-10) egyenletb6l azt kapjuk, hogy

_.  _M. t r . t+mBvB _  (1400 kg) (10  m/s)  +  (1000 kg) (25  m/s)
" u -  , , a a "  

-  
( 1 4 0 0 k g + 1 0 0 0 k g )

vrn, = 16,2511
S

igy a tiimegkiizeppont mozgiisi energi6ja:

c) Alkalmazzuk a Gali lei f6le v : v'+ vr*. sebessegcisszead6si

tory6nyt 6s halArozzuk meg az aut6k sebess6g6t a tomegkdz6p-
ponthoz riigzitett koordin6tarendszerben:

,  ( . ^ m  . .  ̂ - m )  ^ - mv  a  =  v  4  -  v  r K P  =  
[ ' r s -  

r o . l ) - J  -  - b . l ) -

,  ( ^ - m  -  - - - \  . - - m
v 'R =  v  R -  v  t ,p  =  25- -  16 ,25-  =8 ,75=' -  

\  s  s  )  s

igv
- _  1  ,  I
K b  =  - m  A v )  + - m  s v ;

r, = jtr+oore{-e,zsr) *jrrooors{a,zsl)'

K t = 6 , 5 6  l O a I

A K: Kb+ KrKp iSsszefiigg6s igazol6s6hoz adjuk 6ssze a megfelel6
adatokat

3 ,83 .  105 J  =  6 ,56 .  l0o  J  +  3 ,17 .  l0 t  J

3 , 8 3 . 1 0 5  J  =  3 , 8 3 . 1 0 s J

d) A Fdldhiiz riigzitett rendszerben m6rt dsszimpulzus:

r,* = 
I@ ^ + m o)v,*,2 = 

; 
(l 400 kc + l 000 r,s)( r o,zs l)'

K rxr =3,17 105 l



e) Az iisszimpulzus
szerben:

p = m uv n + m "v " = (t400kgr[- e,xl)- coooe{a,zsl)

9.6 Utkiiz6sek leirf sa tiimegkiiz6pponthoz rtgzitett
'  t , . . r - r . - -  

- - l

i m 
VtxP M nyugszik) i

:---> x> a
. __t*ri
i -+ x>O

, r x a

: ro+1'*o i
: l. id6 I .e* :
:
. .O*

a.) A LAB rendszerben a tiimeg-
ktiz6ppont vro, sebess6ge iitkii-
zes el6tt 6s utiin is ugyanakkora

m M
O----+X--a

_l_* r,
>>;'a1 0"

. x  a

, ' O
. . , . Iroo I oO

.a
(nyyga-l9r_np9 k9{ l )  _. . . . . .  j

b) A TKP rendszerben a ttimeg-
kiiz6ppont mindv6gig nyuga-
lomban marad.

9-14 6bra
Pillanatfelv6t€l sorozat ttik6letesen
rugalmatlan iitkiizesrtl. Az iitkiizes
sor6n a testek egym6shoz ragadnak

/ - \ / * \
P = mnvn + mov " = (t400kg)U0-J+ (1000 kc{25=J

P = 3,90.104 kgm

a tiimegkdz6pponthoz rdgzitett koordin6tarend-

P = 0

A ttimegkiiz6pponthoz r'ogzil€tt koordin6tarendszert emiatt neve-
zik gyakan z6rus impulzusu rendszernek is.

koordinritarendszerb en

Az elemi r6szecsk6k6l s2616 ismereteink nagy r6sze az atomok ill. az atom-

magot alkot6 r6szecsk6k iitkdz6si folyamatainak elemz€s6b6l szirmazik- A'

kis6rletek egyik fontos virltozat6bat a bees6 rbszecske (amit t6bbnyire vala-

milyen nagyenergi6ji gyorsit6 bocs6t ki) ogy kezdetben nyugv6 M tiimeg(

cdl-rbszecsktbe (tqrget) ntkdzik. Az iitkbz6s ktivetkeztdben tiibbnyire mind-

ket reszecske mozg6sbajiin. Mint a megel6z6 pontban megmutattuk, a b€es6

r6szecske kezdeti ,l( mozg6si energi6j6nak egy r6sze a tdmegkitzeppont

1 ^
Ku, = ) Mvro' energi6j6t adja. A ttimegk6z€ppont azonban az iitkiizes

ut6n v6ltozatlan sebess6ggel mozog tov6bb, i.gy a Kr*, tdmegktizepponti

energi6t a mozg6s mintegy csapd6ba zirja, ez az energia semmik6ppen sem

haszn6lhat6 fel a r6szecsk6k bels6 energi6j6nak, vagy tiimegkiiz6pponthoz

kepest vett mozgdsi energi6j6nak megv'lrozlates|ra. Az iitk6z6si folyamat

egyetlen igazi energiaforr6sa a ttimegk6z6pponthoz kdpest mefi Kb belsd

mozgdsi energia.
P6tdak6nt foglalkozzt:rk azzal az esettel, amikor mozg6 proton iitkdzik

n1ugv6 h€lium atommagba (mu"- 4nr,). A laborat6riumi rendszerhez (LAB)

k6pest a bees6 proton mozgasi energi6j6nak egydtdd resze van lekiitve a t6-

megktiz6ppont mozg6si energi6jak6nt. Ily m6don a proton LAB rendszerhez

kepest m6rt energirijrinak iitiidresze nem vehet r6szt a reakci6ban Amennyr-

ben a proton helyett a nagyobb tiimegii He magot iitkiiztetn6nk a nyugvo

protonnal, akkor a helyzet m6g rosszabb lenne, mert a LAB rendszerben m6rt

mozg6si energia n6gy dti idr6sze a reakci6ban nem venne rdszt.

A 9-14 6bra egy tdklletesen rugolmatlan un. ,,befog6si" reakci6t mutat

a LAB 6s a TKP rendszerben. A folyamat elemz6se az ut6bbiban sokkal egy-

szerfbb. A TKP rendszerben mozg6si energiak6nt pl. csup6n az iitktiz€si re-

akci6ban felhaszn6lhat6 energia van jelen, hiszen ,(r* = 0. A TKP rendszer-

ben az iitkitzes el6tt 6s utdn is z6rus az tisszimpulzus.
Azt, hogy tetsz6leges r€szecske rendszer impulzusa a tdmegkiizepponti

koordin6tarendszerben z6rus (Emrvn' : 0), egyszerfien bel6thatjuk a kiivetke-

z6 m6don. A v = v' + V Galilei sebess6giisszead,isi tiirv€nyben most

Y = vro, v a rlszecske LAB, v' pedig a TKP rendszerben m6rt sebessege A

rendszer tetsz6leges zu rdszecsk6j6re

mk\k= mtv \+ m*vl(t
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a.) A laborat6riumi rendszerben a ttimegkdz6ppont vrKp

sebess6ge iilland6.

9-15 6bra
Pillanatfelv6telek k6t test tiikeletesen rugalmas centralis 6s
egyenes iitkdzes6r6l a laborat6riumi (LAB) 6s a tomegko_
z€pponti (TKP) rendszerben.

b) A tiimegktizdpponti rendszerben a tiimegkdz6ppont
nyugalomban marad. Ebben a rendszerben az esves
tesrek sebess6ge ijrkiizes ej6n 6s utdn ugyanolyin
nagys6gir. Ez nagyban megkiinnyiti a probl6ma elem-
zes6t a TKP rendszerben.

Az ilyen tipusu egyenleteket a rendszer minden r6szecsk6j6re iisszegezve:

Emkvk:2mkv'k+E mkyr{Kp

A (9-l l) egyenlet szerint azonban Lm*vu: Em*vr*". Behelyettesitve ezt az
e16z6 egyenletbe, azt kapjuk, hogy

6s ebb6l

Dmrvu:2m*v'"+ 2movu,

O:Zmov 'u

A 9-15 ribra k6t test tdk6letesen rugalmas, centr6lis 6s egyenes iitkriz6-
s6t mutatja a laborat6riumi (LAB) 6s a titmegkdz6pponti (TKp) rendszerben.
A 9C-51 feladatban az impulzusmegmarad6si €s energiamegmaradisi t6tel
felhaszndliisdval megmutatjuk, hogy ezekben az iitkoz6sekben a testek iitkii-
z6s el6tti ktizeled6 senek relqt[y sebessdge megegyezik az iitkoz6s ut6ni te_
v olodds relativ s eb ess 6givel. Kimutathat6 tov6bb6, hogy tiimegkdzepponn
rendszerb6l n6zve a rugalmas iitkiiz6s szimmetrikussri vdlik, abban az 6rte_
lemben, hogy az egyes r6szecsk6k iitk6z6s el6tti 6s iitkitz6s ut6ni sebes_
s6g6nak nagysiiga megegyezik. Az ilyen szimmetri6jr.i esetek kiinnyen t6r_
gyalhat6k (9C-52 feladat).

Az atomfizikai sz6r6skis6rleteket gyakran igy teryezik, hogy k6t 16_
szecskenyaliib centr6lisan 6s egyenesen iitk6zzitn egym6ssal. Amennyiben a
r€szecsk6k impulzusa ellentetes ir6ny[, de egyenl6 nagys6gt, akkor a labo_
mt6riumi koordin6tarendszer egyben a tiimegktizdpponti rendszer is, s ekkor
a gyorsit6ban megszesett teljes kinetikus energia hasznosithat6 az iitkiiz€si
reakci6ban. A szembe tal6lkoz6 sug6myal4bok iisszeiitkiiztetese energetika_
ilag azonban m6g akkor is el6nyds lehet az egyetlen sugiimyal6bnak a nyug-
v6 celtdrgyra val6 iitkiiztet6sehez k6pest, ha a nyaliibokban mozg6 r6szecs-
k€k impulzusrinak abszolut 6rteke nem egyezik meg egym6ssal.



220 9 /,(J*6zasek

9-16 6bra
A 9- l0 p6ldrihoz

Egy m tomegii v sebess6gii proton centralisan 6s egyenesen iitkiizik
egy 2m t6megf deut6rium maggal (9-16 6bra). a) Hat6rozzuk meg,
hogy a LAB koordin6tarendszerhez kepest a rendszer kinetikus ener-
gi6j6nak hrinyadr6sze trirot6dik a tdmegkiiz6ppont mozg6s6ban.
b) Hatirozzuk meg, hogy kezdetben mennyi energi6val rendelkezik a
rendszer a tiimegktiz6pponthoz tdgzitett koordin6tarendszerben.
c) Mutassuk meg, hogy az a) 6s b) k6rd6sben meghatdrozott energi6k
iisszege 6ppen a LAB rendszerbeli kezdeti mozg6si energi6val
egyenl6, azaz (K rn)o : (6)r"" + ll2Mvr*f .

MEGOLDAS

a) A LAB rendszerben a kezdeti kinetikus energia

t t , t , -
I  K  ,  o "  7 o  = -  m ^ v i  + -  m u v i  = -  a Y '  1 Q

A (9-10) egyenlet felhaszn6l6s6val meghatirozhatjuk a ttimegkd-
zdppont sebess69€t a LAB rendszerhez k6pest:

mav j  +  mByB mav+O f l t r  1
v N P  = -

m ) + m R  m a + m s  m A + m R  3

Ez6rt a tomegktiz6ppont mozgasi energi6jiira a LAB rendszerben
az

z ,  r ]
! t u , t , i " " -  ! t n + 2 n t l  ' , 1  =  '  r 3 . x  

'  
, 2 1 = ! 1 ! ^ r z ,

2  '  2  \ 3  )  2  9  3  2

eredmEny ad6dik. Lrithat6 teh6t, hogy a LAB rendszerben a kez-
deti mozg6si energia harmadr6sze a ttimegkozeppont mozgiisi
energi6jak6nt le van kiitve.

b) A TKP rendszer6ben a k6t r6szecsk€ a kovetkez5 sebess6ggel kii-
zeledik egymiishoz:

v 'e=  vo  -  Vrx r  :  v  -  l /3v  :  2 /3v

v i  =  v u  -  Y r * r  : 0  -  1 / 3 v :  -  l / 3 v

Kiivetkez6skdppen a TKP rendszerben a teljes kinetikus energia:

. t ^ l
l K '  \  - - -  \ . ' t  ! - : m  \ ' ' 2  = ! t m \ 1 v t ,  + ! t 2 m l ( - ! v t 2\ , ' f t P l 0 _ 2 , ' | A " ' 1 | 2 " | 3 " 3 ) ' , ' . ' , ] ' ' 2 , - ' , ' , , 3 ' ,

2  ,  |  , 2 l
\K  ;M,  )  ̂  =  :  mv '  + -  mv '  =  - l -  mv-  |" v 9 1 2

c) Igazolni kivinjuk, hogy

( K r * ) o : G . ) o r + \ / 2 M v ; l e

A fenti drtekek helyettesites6vel

l l l ,- m v '  = - m v '  +  -  m v '
2 3 6

ad6dik, vagyis az
1 " 1 .- m v -  - - m v '
2 2

azonoss6ghoz jutunk.

Teh6t (K,*)o val6ban az a) 6s b) feladatr6szben kapott energi6k iisszege.



Osszefoglalds

A r6szecsk6k kdz6tti iitkdz6sek osztilyozSsa a kiivetkez6:

rugalmas, ha a mozg6si energia megmarad
rugalmatlan, ha az iitk6z6s sor6n a mozgiisi energia

egy r6sze ,,elv6sz", azaz m6s energiaform6v6,
pl. bels6 energi6v6 alakul, vagy a maradand6
deform6ci6 energiasziiks6gletdt fedezi. A rob-
ban6si folyamatokat, amelyek sor6n kinetikus
energia ttibblethez jut a rendszer szinten ru-
galmatlannak tekintjiik.

tiik6let€sen rugalmatlan, ha az i.itkiiz€s ut6n a tes-
tek egym6shoz tapadva koztis sebess6ggel mo-
zognak tov6bb.

Z6rt rendszerekben az impulzusmegmaradds mir'dig
6rv6nyes, a mozgtisi e ergiq azonban csak rugalmas
iitktiz6sekben marad meg.

K6t r6szecske ttimegkiiz6ppontj6nak (TKP) a ko-

ordin5t6i:

m 1 y 1 + m 2 y 2
r TKP _

m t + m 2

A tiimegkitz€ppont hely€t 6s sebess€g6t tetsz6leges
sz6mil r6szecske eset6n a kiivetkez6 iisszefiigg6sek ad-
j6k meg:

. ,  - E  ^ n u

ahol M=2nr
Pontendszer ttimegktiz6ppontja rigy mozog, mint-

ha beme a rendszer teljes tiimege egyesitve lenne es a

r€ndszerre hat6 filsd er6k ered6je hatna 16.

Newton m6sodik
tiirvenye pontrendszerekrc EF, = Ma"*"

A pontrendszer P impulzus6ra 6s kinetikus energi6j6ra a

P  -  E z , v *  6 s  K  =  K "  * ) u , , u '

Kirddsek

1 . Egy k6darabot a F6lre ejtettiink, s az ott nyugalom-
ban maradt. Hov6 lett a k6nek a fiildet6res pillana-

liban megl6v6 impulzusa?
Mit jelent az, hogy k6t reszecske ,,6intkez1k" az
iitkdzds sor6n? Hogyan zajlik le k6t proton iitkiiz6-

6sszefiigg6sek irhat6k fel, ahol K, a tdmegkiiz6pponti

rendszerben mert un. ,,bels6" kinetikus energia,

lf Z Mv ,*"' pedig a ttimegktiz6ppont mozgiisi energi6ja.

Egy tdmegpontnak az S, ill. S' inerciarendszerben
m6rt sebess€ge kizdtt a Galilei fdle relativitdsi elv te-
remt kaDcsolatot.

Galilei-f6le szabrily
sebess6gvektorok tisszead6s6ra

ahol v 6s v' rendre az ̂ !, ill. ,9 rendszerben m6rt sebes-
s6gek, V pedig az ,9 rendszer sebess€ge S-hez k6pest. A
fels6 vessz6 (') mindig az ,9 koordin6tarendszerben m6rt
mennyis6gek jeliil6s6re szolg6l, a vessz6 n6lkiili jelek

pedig az S rendszerre vonatkoznak
A sz6rdsi kisirletek, amelyekben egy (kezdetben

n1.ugv6) c6tt6rgyra es6 r6szecsk6k sz6r6d6set vizsg6l-
juk, fontos eszkdz az atom 6s atommag szerkezetenek
felderit6s6ben, valamint a mager6k tanulm6nyoz6s6ban.
86r a mdr6sek a LAB koordin6tarendszerben zajlanak,
az eredm6nyek ki6rt6kel6se gyakran egyszeriibb a TKP
rendszerben, mert a tiimegkiiz6ppont sebess€ge az iitkii-

zds sor6n nem vdltozik. l ly modon az lf2 Mvrrr' moz-

giisi energia a tiimegktizepponthoz van kiitve, ami az

iitkdz6s sor6n lezajl6 folyamatban nem vesz reszt. A
szimmetri6kb6l sz6rmaz6 el6nytik mellett ez az oka
annak, hogy az iitkiizesek vlzsg'latAra a ttimegkdz€p-
ponthoz kiitiitt koordin6tarendszer alkalmazasa a leg-
megfetel6bb.

A relativ sebessigekre vonatkoz6 meggondol6sok
(6s a TKP 6s LAB rendszer kttziitti sebessegtransz-
form6ci6) legegyszerfbben a kiivetkez6 geometriai
m6dszenel kiivethet6ek:

1) Vegyiik fel a sebess6gvektorckat es kezd6-
pontj ukat )eloljiik a koordin6tarendszer jel6vel,

amelyben az adott sebess6get m6rtiik, vrig-
pontjukhoz pedig irjuk oda a titmegpont jel6t,

amelynek sebess6g6r6l szo van.
2) Toljuk el dnmagukkal pdrhuzamosan a vekto-

rokat irgy, hogy az azonos betiijeli pontok fe-
ddsbe keriiljenek. (A vektorok ir6ny6n 6s nagy-
s6g6a ktizben ne v6ltoztassunk.)

3) B6rmely vektor kezd6pontjiit egy m6sik vektor
vegpontj6val iisszekiiwe, megkapjuk a vAgpont-
nak megfelel4 tdmeg relati'v sebess6g't a kez-
d6 p o ntnak meglbleld koordin6tarendszerben.

se, amelyek azonos tiilt6siik miatt m6r viszonylag
nagy livols6gban taszithatj 6k egym6st?

3. Az I test 6s a kezdetben n)'ugv6 I test ktiziitt egy-
dimenzi6s rugalmas iitkiiz6s zajlik le. Hatlrozz,tk
meg az mAlmB tiSmegarrinyt irgy, hogy a -B test a) a

egy dim€nzi6ban

mrx  r+  m2x2
xrKP : --'--- 

,-
f f i t i f l z

A tiimegkiiz6ppont sebess6ge:

2m,r,.
rro = -i- es

h6rom dimenzi6ban
mrr \  +  mzr  2

m r +  m 2
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lehetd legnagyobb sebess€ghez jusson, b) a lehet6
legnagyobb impulzushoz jusson, c) a lehet6 legna-
gyobb kinetikus energi6ja legyen, d) .B sebess6ge a
lehet6 legkisebb legyen, e) Az iitkdz 6s ut6n az A 6s
B test sebess6g egyenl6 legyen.

4, Nukleriris r6szecsk6k iitkdz6se sor6n az egyik 16-
szecske eredetileg nyugalmi helyzetben volt. Ma-
gyarLzzuk meg, hogy mi6rt tal6lhat6 a r6szecsk6k
p6ly6ja iitkiiz6s el6tt 6s iitkilzes utiin ugyanabban a
sikban. Teljesiilne-e ez akkor is, ha mind iitkdz6s
et6tt, mind pedig iitktizes ut6n mindket reszecske
mozoqna?

9-17 6bra
Az 5. k6rd6shez

Feladatok
9,2 Rugalmas 6s rugalmatlan iitktiz6s

9A-1 Az I kg tdmegf kiskocsi l6gpirnris sinen csriszva
50 cm/s sebess6ggel ttik6letesen rugalmasan beleiitkdzik
a kezdetben nyrgalomban l6v6 2 kg tdmegii kiskocsiba.
A megmaradiisi t6telek alkalmaz6sdval hat6rozzuk mes
a kiskocsik iitkiiz6s utini sebessdg6t.
9A-2. Egy m tdmegii, vo sebess6gii test beleiitkiizik egy
M tirmegl nyugalomban lev6 testbe 6s hozz6ragad. A
k6t test az iitkiiz6s utrfu v sebess6ggel kezd mozogni.
Hdayadr6sze veszett el a kezdeti mozg6si energi6nak az
iitkiiz€s sordn?
9A-3. Kezdetben nyugalomban l6v6 10 kg tttmegii test
hiirom r6szre robban sz6t. Egy 4,5 kg tiimegf darab
6szak fel6 kezd mozognt 20 rt/s sebess6ggel, egy mrisik
2 kg titmegii r6sz pedig keletre 60 m/s sebessdggel. a)
Hatfuozztk meg a harmadik darab sebessdg6nek ir6ny6t
6s nagysdg6t. b) Mennyi energia szabadult fel a robba-
n6s sor6n?
9A-4 Egy 5 m,/s sebess6ggel mozg6 billi6rd goly6 vele
egyenl6 tiimegii nyugalomban l6v6 goty6ba iitkiizik 6s
iitkiiz6s utrin eredeti ir6ny6hoz k6pest 30o-os sziigben
4,33 m,/s sebess€ggel mozog tov6bb. Fett6ve, hogy az
iitkitz6s tiik€letesen rugalmas 6s a srirl6ddsb6l, valamint
a goly6k forgrisrib6l ad6d6 haLisok elhanyagolhatoak,
hatArozzttk meg a megl6kittt goly6 sebess6g6nek nagy-
sdg6t 6s irfutydt.
9A-5 A 4 kg titmegii 6s a pozitiv r tengely iliny6ban
5 m,/s sebess6ggel mozg6 test a kezdetben nyugv6 l0 kg
tiimegii testbe iitktizik, majd visszapattan 6s 2 m./s se-
bess6ggel mozog a negativ .x tengely ir6nyba. Rugalmas
volt-e az iitkiiz6s? Ha nem, akkor mennyi a kinetikus
energia vesztes6g, ill. nyeres6g?

5. Egy ,,iit6kocsin" (9-17 6bra) 6116 szemllylbl zzt
kiiveteljiik, hogy a kez6ben tartott nagykalap6ccsal
folyamatosan iit6seket m6rve az alvizra i kocsi
mozduljon el a talajon. Meg tudja-e ezt tenni? Ha
igen, akkor adjuk meg, hogy mekkor6nak kell len-
nie a szem6ly 6s az alvia kiiztitti tapad6si srirl6dris
6s az alv6z 6s a talaj kiiz6tti csirsz6 srirt6drisi
egytitthat6 aninyAnak. Amennyiben a mozgris val6_
ban megval6sithat6 akkor magyarrizzuk meg, hogy
a rendszer (szem6ly, kalap6cs, alvriz) ttimegkiiz6p-
pontja mi6rt nem puszt6n bels6 er6k hatris6ra csir_
szik el.

6, Padl6ra tett z6rt kartondobozban egy eg6r iil. El
tud-e mozdulni dobozost6l? Milyennek kellene len-
nie ehhez a doboz 6s a padl6 kiizdtti srirl6d6si
egyiitthat6nak - elegend6en nagynak? , elegend6en
kicsinek? esetleg elhanyagolhat6nak?

7, Hogyan ugrik le a mexik6i ugr6bab az asztab6l
an€lkiit, hogy megs6rten6 az impulzusmegmarad6s
tiirvdnydl? Mi a helyzet ebben az esetben az
energiamegmarad6ssal?

98-6 Az m 6s 2m tiimegf test der6ksz6get bez6r6
ir6nyb6l kdzeledve iitkdzik 6s 6sszeragadva 2 m/s se-
bess6ggel egyiitt mozog tov6bb. A mozg6s irlnya 37.-
os szitget zir be a m tiimegii test eredeti ir6ny6val.
Mekkora sebessdggel mozogtak a testek az titktizds
el6tt'!
9B-7 F6b6l k6sziitt 800 g tdmegii ballisztikus ingatestbe
vizszintes ir6nyb6l 20 g t6megf 6loms6r6tet l6ttiint. A
leng€sbe jriv6 ingatest 10 cm magass6gba emelkedik. a)
Mekkora ktlziis sebessdggel indul az ingatest-siiret
rendszer? b) Mekkora vo sebess6ggel csap6dik az ing6ba
a goly6? A s6r6t kinetikus energi6j6nak h6nyadr6sze
veszett el, azaz fotdil6dolt a fa deform6l6srira, ill. fel-
melegit6s6re? Adjuk meg ezl az ariinyt sziizal6kosan is:
(^KtnxI0O%.
9B-8 Egy gianit p6ly6jinak tet6ponrj6n k6t darabra
robban sz6t. Az egyik 2,5 kg-os darab vizszintesen 100
m/s sebess€ggel d6lnyugat fel6, a m6sik 3,5 kg-os r6sz
ugyancsak vizszintesen 70 m/s sebess6ggel 6szak fel6
repiil. Milyen inlnyban mozgott vizszintesen a gr6n6t
kiizvetleniil a robban6s el6tt?
9B-9 Egyenes menten egym6ssal szembe v, ill. v" se-
bess6ggel mozgo. azonos ,r riimegfi rest tiliizes utin
kiiziis sebess6ggel mozog tov6bb. Bizonyitsuk be, hogy
a mozg6si energia vesztes|ge 1/4m(v, * vr)2
9B-10 Baltisztikus ing6val v6gzett kis6rlet sonin azt
kivdnjuk el€mi, hogy a felfiiggeszt6shez alkalmazott
fon6l kit6r6se a fiigg6legessel maximdlisan 2ff -os szii-
get zrirjon be. Milyen hosszf fonalra kiissiik a 3 kg tti-
megii ingatestet, ha tudjuk, hogy a 8 g tiimegii goly6
400 m,/s sebess6ggel csap6dik az ing(.lra2 A feladat
megoldrlsSt kezdjiik az alapvet6 fizlkai elvek felir6s6val.



98-11 A 3 kg titmegii, kezdetben nyugatomban l6v6
testbe 5 r/s sebess6ggel centr6lisan beleiitkdzik egy
I kg tiimegii rest. Utkdz6s urrin a k6t test ktilon-kiiliin L
I kg tttmeg( test eredeti p6ly6jin mozog tov6bb. Ha az
iitkdz6s sonin a kezdeti kinetikus energia negyedrdsze
veszett el, mekkora a k6t trest v6gs6 sebess6ge?
98-12 Egy kezdetben 16 m/s sebess6ggei 6szak fel6
mozg6 50 kg ttimegii test tok€letesen rugalmasan iitk6_
zik egy kelet fel6 halad6 20 kg tiimegii m6sik testtel. Az
iitk<iz6s az 50 kg-os testet kelet fel6, a 20 ks_os testet
pedig 6szak fele teriti el. Mekkora a testek vJssebesse_
ge?

9.3 A tiimegkiiz6ppotrt 6s a tiimegkiizdppont t6t€l

9A-13 Az I kg-os 6s a 4 kg-os pontszerf test lm tivol-
sagra van egym6st6l. Milyen t6vol van a 4 kg ttimegfi
testt6l a rendszer tiimegkdz6ppontj a?
9.{-14 Ket pontsze{i test 2 m tiivols6gban van egym6s_
t6l. Tiimegkiiz6ppontjuk 0,40 m-re van a 2 kg tdmegii
testt6l. Mekkora a mesik test?
9.4.-15 Hatrirozzuk meg a kdvetkez6 h6rom r6szecsk6b6t
iill6 rendszer tiimegkiiz6ppontjrinak a koordin6t6it. ha a
2 kg-os test a (1 m, 2 m) pontban, a 4 kg-os test a (3 m,
lm) pontban 6s 7 kg-os test a (-l m, _l m) pontban ta-
ldihato.
9A-16 Egy 20 m/s sebess6ggel kelet fel6 mozg6 7,5 kg
ttimegil testet 5 kg tdmeg( test kovet 15 m/s sebess6ggel
ugyanabbar az ir6nyban. a) Hatlrozzrtk meg a tdmeg-
k<iz6ppontjuk sebess6g6t. b) Mekkora az egyes ttimegek
sebess6ge a tiimegkiizdpponthoz k6pest? c) Mekkora az
egyes testek impulzusa a tomegkdz6ppontra vonatkoz6
koordin6tarendszerben?
9B-17 Milyen tivols6gban van a k<jvetkez6 h6rom
pontszedi testb6l 6116 rendszer tomegkitz6ppontja az
5 kg titmegf testt6l? A rendszer elemei egy 5 kg tdmegf
test a (2m, -5m) pontban, 3 kg-os test a (0 m, 6 m)
pontban ds egy 2 kg ri imeg a ( 3 m,4 m) pontban.

9.4 A relativ sebess6g meghatdrozisa geometriai
m6dszerrel

?t-lS 
Eev 900 kg titmegii 6gyrib6l 100 kg tdmesf go_

ly6t l6nek ki vizszintesen 75 nvs sebess6gget az 6gyit_
hoz kepest. Mekkora sebess€ggel liik6dik visszi az
6gyrl a talajhoz k6pest?
9A-19 Egy 63 cm 6tm6r6jii kerekekket felszerelt g6p-
kocsi 54 km.4r sebesseggel halad. Hatrirozzuk meg a) a
ker6k legfels6 pontj6nak, b) a ker6k legeltil l6v6 pontj6_
nak a talajhoz k€pest vett pillanatnyi sebess6g6t.
98-20 Ha egy motorcs6nak orr6t a partvonalra mer6le_
gesen 6llitva szeli 6t a 30 m sz6les 6s l,g m/s sebessds-
gel dramto [oly6t, akJ<or az a partvonallal 53,1"-os szI_
getbeztu| iriuliyban halad. (9-18 6bra) Tegyiik fel, hogy
a motorcs6nak orr6t tgy ilinyitjuk, hogy az a parivonal-
ramer6legesen szelje 6t a foly6t. Hat6ro zzuk meg, hogy
ebben az esetben mennyi id6 alatt 61 6t a motorcs6nak a
h.rls6 Dartra.

9-18 6bra
A 98-20 feladathoz

98-21 Mutassuk meg, hogy amennyiben egy adott ko_
ordin6tarendszerb6l n6zve egy iitk6z6si folyamatra 6r_
v6nyes az impulzusmegmaradds tiirvdnye. aklor ez tet_
sz6leges, az el6z6 rendszerbez k6pest V sebess6ggel
egyenletesen mozg6 koordin6tarendszerben is 6rv6nyes
marad. (Utmutat6s: i4uk fel teljesen 6lralinosan a
megmarad6si t€telt az adott koordin6tarendszerben az
iitkdz6 r6szecskdk kezd6 6s v6gsebess6geivel. Ezutiin
minden sebess6ghez adjunk hozz6 y_t.)
98-22 Egy motorcs6nak 2 m/s 6lland6 sebess6gget szeti
6t a foly6t. a) Mityen ininyba kell dllitani a cs6iik orr6t,
hogy pontosan az indul6si hellyel dtellenes pontban 6rje

:l i lls6 
partot, ha a foly6 I m/s sebess€ggel nyugat

fel6 folyik 6s a cs6nak a d6li parh6l inaut. iUtmuiatl:
A cs6nak orr6t olyan m€rt6kben ke[ keteti irdnyba el_
forditani, hogy a sebess6gvektorok ered6ie oontosan
dszaki irdnyba mutasson.) b) Mekkora sebessjggel ha_
lad a cs6nak a Fdldh oz kepest az a) esetben c) Ha a fo-
lyo 50 m sz6les. akkor mennyi id6 alatt teszi mes a cs6_
nak az oda-vissza utat? d) Ha a visszait soriin alsonak
nem az eredeti kiindul6si pontban, hanem fotyiisirdnv_
ban 50 m-rel tejjebb erkezik a d6li partra, 6s aartdn ter
vrssza a kiindul6si pontba, akkor mennyi ideig tart az
oda-vissza rit? e) Mennyivel hosszabb vagy r6videbb ez
az id6, mint a foly6ra mer6legesen megtett oda_vissza
[t_ tdeje? D Ha a haj6 orra mindig pontosan a tfls6 part
fel6 mutat, akkor elsodr6dik 6s foly6sir6nyban lejjebl 6r
partot. Meruryi id6 alatt €r 6t ebben az esetben? g) Mo_
z-oghat-e a cs6nak olyan ir6nyban, hogy az 6tkel6; ideje
riividebb legyen, mint "z 0 k6rd6sben megadott felt6te_
lek mellett. Hogyan?
9B-23 Egy repiil6gdp naponta egyenes vonalban repiil_
ve oda-vissza megteszi az,4 ds B viirosok kitzdtti t td_
volsigt't. A g6p a leveg6hiiz k6pest I/ sebess€ggel ha_
lad,. HatArozntk meg az oda-vissza tt mest6tel6hez
sziikseges id6t. ha a szdlsebesseg a Fiildhiiz klpest v 6s
a) a szel az I viiros felSl a B vdros fel6 f0j. b) a sz6l_
ir6ny mer6leges az A - B egyenesre. c) Bizonyitsuk be,
hogy ha a sz6liriiny piirhuzam os az A _ B ir6nnval. ak_
kor az oda - vissza it

I__._szerese

L v -

\ '-v
a mer6leges sz6liliny eset6n sziiks6ges id6nek.

A foly6
sebess€ge

-.>
1.8 m/s
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98-24 Egy repiil6g6p a leveg1hdz kdpest 160 km/h se-
bess6ggel halad, s b6r a g€pnek nyugat fel6 kellene re-
piilnie, a pil6ta azt 6szleli, hogy a g6p a Ftildhiiz kdpest
200 km/h sebess6ggel 20o-os sziigben d6lnyugat fel€
rcpijl. a) HatArozntk meg, hogy a Fiitdhtiz k€pest mi-
lyen ir6nyf 6s b) milyen sebess6gii sz6l fuj.
98-25 Egy r€gi tipusir, sz6nfiit6s{i qrozdony 20 m,/s se-
bess6ggel 6szak fel6 htaza szerelvEny'L mikiizben
nyugati szel fiij. A mozdonyvezetf azt tapasztaljq hogy
a mozdony fiistje a szerelv6ny ir6ny6val 20'-os sziiget
alkot. Felt6ve, hogy a mozdonyfiist azonnal felveszi a
sz6l sebess6g6t, hatArozz,,tk meg, hogy mekkora a sz6l
sebess6ge a Fiildhiiz k6pest?
98-26 Egy folyami cs6nak a vizhez k6pest 2,4 nls se-
bess6ggel fszik kelet fel6 egy d€li ir6ny6, a Fiildhiiz
viszonyitva I m./s sebess6gfi foly6n. Egy mad6r 6szak-
keleti iranyban repiil vizszintesen, a leveg6hiiz kepest
1,5 m,/s sebess6ggel, mig a leveg6 npgatfeld, a Fdldhiiz
viszonyitott 1,2 m/s sebess6ggel mozog. HalArozzuk
meg, hogy milyen sebessdggel mozog a madrir a cs6nak
fed6lzet6n napoz6 utashoz viszonyitva.

9.5 Pontrendsz€r impulzusa 6s mozg6si energi6ja

9B-27 A befagyott t6 kiizep6n egy 75 6s egy 60 kg tii-
megii korcsolySz6 iisszekapaszkodva 3 m/s 6lland6 se-
bess€ggel keleti irdnyban egyiitt mozog. Ekkor elliikik
magukat egym6st6l 6s ennek hatis'ra a 60 kg tiimegii
korcsoly6z6 tov6bbra is keleti irfnyban, de 5 m/s sebes-
s6ggel mozog tov6bb. T6telezziik fel, hogy a korcsoly6-
z6k 6s a j6g kiiziitt elhanyagolhat6 a srirl6d,is. a) Mek-
kora a korcsoly6z6k tiimegkttz€ppontj6nak sebess6ge a
sz6w6l6s el6tt? b) Mekkora a t6megk6z6ppont sebess6-
ge a szdw6l6s utdn? c) Mekkora a korcsoly6z6k teljes
mozgiisi energi6ja a t6hoz kepest sz6tv6l6suk el6tt.6s
utdn? d) Mekkora a korcsoly6z6k mozg6si energi6ja a
tiimegktiz€pponti koordin6ta rendszerben a sz6w6l6s
el6tt €s ut6n? e) Magyarizzttk meg, hogy a d) esetben
kapott m6sodik eredm6ny mi6rt egyenl6 a c) esetben
kapott k6t eredmdny kiiliinbs6g6vel
9A-28 Az 1200 kg tttmegfl, 100 km/h sebess6gfi g6pko-
csit 1500 kg tiimegfi, 130 km/h sebess6gf rend6raut6
iildiizi. Sz6mitsuk ki, hogy a) mennyi a kdt g6pkocsib6l
6116 rendszer tiimegkiiz6ppontj6nak sebess6ge? b) rneny-
nyi a szemdlyg6pkocsi impulzusa a tdmegkiiz€pponti
rendszerben? c) mennyi a rend6raut6 impulzusa a tii-
megktiz€pponti rendszerben? (Vegyiik 6szre, hogy a k6t
kocsib6l 6116 rendszer impulzusa a tiimegkiiz€pponti
rendszerben 26rus.)

9.6 Az iitkiiz6sek leirisa a tiim€gkiiz6pponthoz riig-
zitett koordinitar€ndsz€rben

98-29 Egy 4 kg ttimegii liived6k abban a pillanatban
robban sz6t k6t reszre, amikor sebess6ge 30 m/s. Egyik,
I kg tttmegii darabja mozgrisiniay6nak v6ltoztatisa n6l-
kiil a Fiildhtiz k6pes 48 m/s sebess6ggel repiil tov6bb.

Hatdrozzuk meg, hogy a tiimegkdz6pponthoz rijgzitetl
koordindtarendszerben a robbanSs mekkora bels6 ener-
gi6t szolg6ltatott.
98-30 Egy 5 kg titmegii nyugv6 resr fel6 3 kg titm€gii,
16 r/s sebess6g{i test repiil. Hat6rozzuk meg az 5 kg-os
n1'ugalomban l6v6 t€sthez rdgzitett koordin6tarendszer-
ben a) a tiimegek teljes impulzusit, b) €s mozg6si ener-
gi6jdt. c) Mekkom a ket tttmeg impulzusa 6s d) teljes
mozgrisi energi6ja a tdmegkiiz6ppontho z r6gziott koot-
din6tarendszerben?

Tov6bbi feladatok

9C-31 Az m tismegr ttik6letesen rugalmas vo kezdeti
sebessdgii test centr6lisan iitkiizik a kezdetben nyuga-
tomban l6v6 M lbmegr testtel (M>m). a) HatArozzuk
meg a m tiimeg eseteben a

vdgs6 kinetikus energia
kezdeti kinerikus energia

ar6nyt. b) Cser6ljiik fel a m 6s M tbmeg szerep6t €s ha-
t6rozzuk meg a fenti afiny,t a M t6meg6 tesfe vonatko-
zOan.

kiinduld helyzet m

3m

9-19 6hra
A 9C-32 feladathoz

9C-32 Fiigg6leges sikri, R sugaru k6rr6 hajlitott, merev
huzalon a ri ffiz|tt m tdmegii gydngy a 9-19 6br6n 16l-
hat6 m6don lecsriszik. A kiirp6lya oldals6 pontj6b6l
nyugalomb6l l6v6 gytingy pusztdn a gravit6ci6 hat6s6ra
lecsriszik 6s rugalmasan iitkiizik a kiir legm6lyebb
pontj6ban nyrgalomban t6v6 3 m ttimegii m6sik
gytinggyel. a) Hatlrozzuk meg az R sugdrral kifejezve,
hogy milyen magasra emelkednek a gyiingytik az iitkii-
z6s ut6n? b) Az itkiiz6s unin a gyitngydk sfrl6d6smen-
tesen folyamatosan tov6bb mozognak 6s irjra rugalma-
san iitkiiznek. Hat6rozzttk meg, hogy mekkora a
gyiingyiik sebess6ge kiizvetleniil a m6sodik iitkiiz6s
ut6n.
9C-33 Egy n tiimeg{i v sebess6gii pisztolygoly6 a 9-20
6br6n t6that6 m6don kereszttil ]ij.ti az M tbnegii inga-
testet, mikiizben sebess6ge y/2-re csiikken. Az ingatest /
hosszirsdgri, elhanyagolhat6 tiimegii merev rudon fiigg.
Mekkora minim6lis v sebess6ggel rendelkezzen a goly6,
hogy a kilendiil6 inga teljes kdrt i{on le.

A n o  I

I
I
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9-20 hbrt
A 9C-33 feladathoz

9C-34 Egy 2 m/s sebess6ggel mozg6 0,25 kg tiimegii
test rugalmasan iitkiizik egy kezdetben nyugalomban
l6v6 0,75 kg ttimegii testtel, s ennek hat6s6ra eredeti
ir6ny6t6l 36,9"-os sz6gben elt6r (ez a sziig a 3-4-5 tipu-
sir hiromsztig egyik sziige). a) Milyen sebess€ggel mo-
zog a k6t test az iitktiz6s utdn? b) Hat6rozzuk meg a
0,75 kg tiimegii test mozg6sinak ir6ny6t az iitkoz6s
ulan.
9C-35 Nagy sebess6gii stroboszkopikus felv6telek sze-
rint a golfit6k 200 g tttmegii feje 55 m/s sebess6ggel is
lrkezhet az iit6kirpon nyugv6 46 g-os golflabd6hoz.
Utkdz6s ut6n a fej sebess6ge ir6nyv6ltoz6s ndlkiil 40
m/s-ra csiikken. a) Mekkora sebess6ggel indul a golf-
labda? b) Hatrirozzuk meg a golfi.it6s s iitkoz6si sz6mft.
Az iitk6z6si sz6m dcfinici6 szerint: (liisd 9C-36 felada-
tot)

(A negativ el6jel biztositja, hogy az iitkdz6si sziim po-
zitiv legyen.)
9C-36 Ac6l csap6gygoly6t in magass6gb6l egy rogzitett
vizszintes ac6llemczrc ejtjiik. A goly6 a lemezen pattog,
s az egyes pattan6sok sor6n egyre kisebb 6s kisebb ma-
gass6gba emelkedik, mivel az iitkiiz6s nem tiikeletesen
rugalmas (9-21 6bra). A tok6letesen rugalmas iitktizes-
t61 vott elt6r6s az e ijtkiizgsi sz6mmal jellcmezhet6,
amit a rdgzitett feliilettel val6 iitk6z6s eset6n az

sebess6e az iitkdz6s ut4n
'- sebess€c az i i lki iz6s eldtt

tisszefiigg6ssel adhatunk meg. Az iitkiiz6si sz6m I
(tdk6letesen rugalmas iitktiz6s) 6s 0 kiiziitt ( tiik6letesen
rugalmatlan iitktiz6s) v6ltozhat. Az e iitkiiz6si sziim 6r-
t€ke l6nyeg6ben iilland6 kiizepes sebessegtartom6ny-
ban. Adjuk meg hu, t 6s n Iiiggv6ny6ben, hogy az n-Ik
visszapattanAs utin milyen magasra emelkedik a csap-
6gygoly6.
9C-37 Egy labda egyenletesen pattogva halad lefel6 egy
l6pcs6soron [gy, hogy mindig a d magass6gir l6pcs6-
fokok kdzepdre esik (9-22 6bra). Minden i.itktiz6s telje-
sen egyforma, mert a labda minden egyes l6pcs6fokra

ugyanolyan rlt magass6gb6l esik 16. Hat6rozzuk meg i
6s d fiiggv6ny6ben az e iitkdz6si sz6mot. (Az iitkiiz6si
sz6m definici6ja a 9C-35 6s 9C-36 feladatban tal6lhat6.)

9-21 6bra
A 9C-36 feladathoz. A p6ly6k val6jriban fiigg6legesek,
az 6rthet6seg kedv66rt azonban kissd clcstsztatva ribrri-
zoltuk 6ket.
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9-22 hbra
A 9C-37 feladathoz.

9C-38 Az m r tiimegii test tdkdletesen rugalmasan iitko-
zlk az m2 ti:megft nyugv6 tcsttol. Az iitkdz6s ut[Ln dz ml
tomcgfi tcst crcdcti ir6nyit6l 90"-os szogben t6r el. a)
Milycn szogben sz6r6dik (a bees6 r6szecske ir6ny6hoz
viszonyitva) az m2ttimegii rdszecske? b) Mutassuk meg,
hogy az adott feltetelek mellett ll', nagyobb kell hogy
legyen, mint m r.
9C-39 Csap6gygoly6kat gy6rt6 c6g a selejtes golyok
kiviif asztrisrira iitkozesen alapulo vizsgiilatot v6gez. A
csaprigygoly6kat a 9-23 i,}:rin l6that6 m6don l,2mma-
gass6gb6l a vizszinteshez 15"-os sztigben hajl6 tomiir
ac€l aljzatra ejtik. A j6 min6s6gii goly6knak a vissza-
pattanes ut6n 6t kell jutni a .B akad6ly felett. Az akad6lyt
(rgy kell elhelyezni, hogy csak a tok6letesen rugalmasan
i.itkiiz6 goly6k juthassanak 6t felette. Haterozzuk meg a
visszapattan6 goly6k prilyacsircs6nak a koordin6tiiit, 6s
azt. hogy hovi kell az akaddlyt elhelyezni. (Utmurards:
Tiik6letesen rusalmas iitkatzes eset'n a beesisnek is a

relativ sebessdg az iitkiizes utAn
relativ sebess6g az iitkiizes el6tt
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