
FORGATONYOMATEK
ns roncAsr EGYENSULY

Mig a forgannyomatikon gondolkodtam forogni kezdett velem a vildg
(EGY TANULO MEGJEGYZESE)

10.1 Bevezet6s
A testek mozg6s6t mindeddig rigy kezeltiik, mintha pontszer( r6szecsk6k

mozogn6nak, s igy nem vettiik figyelembe a testek tiimegktiz6ppont kdriili

forg6s6t. De a val6s vil6gban minden fizikai testnek v€ges kiterjeddse van,6s

a forg6s (a rot{ci6), akrircsak a halad6s (a transzl6ci6), gyakran kdz6s tulaj-

dons6ga a mozgdsnak. Ebben a fejezetben a v6ges kiterjedesii testek tanul-

m6nyoz6sdt kezdjiik el, 6s megvizsg6ljuk, mit6l liigg ezek nyugalmi 6llapota,

vagy forg6sa 6tland6 sziigsebess6ggel, tov6bb6 mi az oka annak, hogy olyan

forg6si gyorsul6ssal rendelkeznek, amely megv6ltoztatja a sziigsebess6get. A

legegyszeriibb esettel kezdjilk: a merev test trirgyal6s6val. A merev test 16-

szecskdi megtartj6k egymdshoz viszonyitott helyzetiiket, m6g akkor is, ha a

teshe hat6 kiiltinbdz6 er6k kiivetkezt6ben az bonyolult transzl6ci6s 6s rot6ci-

6s mozg6st v6gez.
Ha egy tesfe hat6 er6k iisszege z6rus, akkor Newton m6sodik ttirv6nye

szerint a test mozg6s6llapota nem vdltozik meg. Ha a test n)'ugalomban van,

akkor nyugalomban is marad; ha mozg6sban van, mindaddig megtartja illan-

d6 sebess6g6t, amig a rii hat6 er6k iisszege:)f =O. De tekintsiik a l0-1 6br6n

l6that6 testet! J6llehet a 16 hat6 er6k iisszege z6rus, nyilv6n m6gsincs teljes

egyensirlyban, mert forogni kezd. Ezert az ilyen test forg6si egyensirly6nak

meshat6roz6s6hoz tov6bbi felt6tel sziiks6ges.

10-1 6bra
Egy merev rudra k6t egyenl6 nagystigti
ellent6tes ininyi er6 hat. Annak elle-
nere. hogy IF 0 6s igy a transzldcios
egyensrilyi felt6tel teljesiil, a nid nincs
rot6ci6s egyensflyban.



A,,, -
(c) r 6s F, vektorok 6ltal bez'rt

0 ,sz6g meghatArozisa.

l0-2 6bra
LengSajt6 feliilr6l n6zve. A csuk-
l6sp6nt a bal oldalon van.

10.2 A forgat6nyomat6k
T6rgyal6sunkat azzal kezdjitk, hogy megvizsg6ljuk, mik6nt gyakoroljunk
er6t egy leng6ajt6ra, hogy kinyiljon. A l0-2 6br6n a leng6ajt6 feliilnezetben
l6that6, forg6stengelye a bal oldalon l6v6 csukl6sp6nt.

A csillag szimb6lum (+) a papir sikjira rner6leges
riigzitett forgist€ngelyt jelent.

A l0-2a 6brib6l nyilv6nval6, hogy ha az ajt6ra mer6leges F er6 az r, t6vol-
sigban hat, az nem annyira hat6kony, mint amikor az F er6 az r, tivols6gban
hat. igy F er6nek a tengelyt6l m6rt r mer6leges tiivoisiiga igen jelent6s t6-
nyez6. Tov6bbri ugyancsak fontos "z r 6s az F ktizdtt l6v6 A sz6g: mert adott
r mellett menn6l nagyobb a 0 (< 90o) sziig, anniil ercisebben nyitja az F er6
az ajt6l. (Yal6ban, ha 0 : 0, akkor az ajt6 egy6ltal6n ki sem nyilik.) V6giil,
az F er6 nagys6ga is fontos. E h6rom t6nyez6 segits6g6vel defini6ljuk az M
forgat6nyomat6k fogalm6t. A forgat6nyomat€k egy testre hat6 er6rrek azt a
hat6s6t fejezi ki, amely a testnek a riigzitett tengely kttriili forgiis6t eredm6-
nyen.

Az M forgat6nyomat6k
(* tengelyre)

M: rF sin9 o0-1)

Ebben az esetben r a * tengely 6s az F er6 t6mad6spontj6nak t6vols6g6t, I
az r 4,s az F irdnya eftal bez6rt kisebbik sztiget jelenti, amelyet fgy kapunk
meg, hogy az r 6s F vektorokat (p6rhuzamosan eltolva) egy k<jzos kezd6-
pontb6l mediik fel (10-2c ibra), ahogyan azt a l0-2c 6bra mutatja. A forga-
t6nyomat6k egys6g e' a newton-mdter (N .m) .

A l0-3 6bra egy, a *-gal jeldlt helyen riigzitett merev testet mutat,
amelyre az r helyvektorri pontban a kiils6 F er6 hat. Jegyezziik meg, hogy a
:k tengely kiiriili forg6s szempontjrib6l az erfrLek csup6n az r vektona me-
r6leges F. komponense hat6sos. (Az r vektorral p6rhuzamos -F-o komponens a
tengelyre csak hriz6er6t fejt ki.) A mer6leges komponens d = F.sin9 , igy a
forgat6nyomat6k (10-l) dsszefiiggesnek megfelel6en r'F-= rF.sinq , azaz

(10-2)

Hat6svonal 6s er6'kar (nyomat6kkar)

A forgat6nyomat€k meg6rt6s6nek m6sik m6dja az erfkar (nyomatdkkar)
fogalmiihoz kapcsol6dik. Ehhez el6sztir az F er6 hat6svonal6nak definid-
l6sa sziiks6ges. A hatasvonal az er6veklor ment6n rajzolt, mindket irany-
ban meghosszabbitott egyenes vonal. A l0-3 6brfn a nyomatikkar (vagy
er6kar, emel6kar) a forgiistengelyt6l az e16 hat6svonal6ig m6rt mer6leges
t6vols6sz.

(Nyomat6kkar) = r cos(90'-0) = r sino (10-3)

ahol 0 az r 6s az F ir6nya kdzittti kisebbik sziig. Teh6t a forgat6nyomatekot
igy is kifejezhetjiik:

Annak ellen€re, hogy az er6 €s a tdvolsrg szorzadnak ugyanaz a dimenzi6ja mint a mun-
k6€, az el6bbi magsem eneryiaeglsAg A fo€at6nyomadk SI egyseget soha nem szabad
joule-nak nevezni. A.lb rgat6ryohatAk Cs a $unka telj€sen m6s fogalmak.
Eml6kezziink vissza, hogy valamely * pontnak egy adott egyen€st6l m6rt t6volsiga a *
pontb6l az egyenesig m6rt mer6leges t6volsag. Itt a *tengely val6jAban a papir sikj6ra me-
6leges eg)enes, netn pedig €gy pont. Ket egym6ssal nem perhuzamos egyenes t6vobeg6t,
mint a kdziittiik l6v6 legrdvidebb szakasz hosszat defini6ljuk, 6s ez a szakasz mindk6t
egyenesre mer(il€ges. Ez esetiinkben megfelel a felt6teleknek.



Forgat6nyomat€k
( * tengellre)

M=(er6)x(er6kar)
M: Fr sin 0

(a) Ha az F er6t az r veklorral p6rhu-
zamos es arra mer6leges kompo_
nenseivel helyettesitjiik, akkor
csupan az Ff komponens gyako_
rol forgat6nyomat6kot a * ten-
gely kdriil.

,/\hat6svonala

(b) A er6kar a rf forg6stengely 6s
es az F er6 hatiisvonala kdziitti
triyols6g.

l0-3 6bra
A merev test szabadon forog a riig_
zitett rt tengely kiiriil. A ktils6 F, er6
tiimad6spontja az r vektor 6ltal kije-
liilt pont.

F r : 4  N

(Fr)r: (4 NXsin 60')
:31464 N

:8,863 N
(c)

l0-4 6bra
A l0-l p6ld.ihoz.

o0-4)
A forgat6nyomat6k teh t az F er6 adott tengelyr€ vonatkoz6 nyomat6ka.

Adott forgat6nyomat6k hatiisrira egy test vagy az 6ramuiat6 j6r6s6val
megegyez6, vagy azzal ellentltes ir6nyban forog, a megfigyel6 nlzipontlirt(tl

Ygc6e.n. ll:ndig vegik figetembe o yorgoiryo-oieiho" nrirZ furgasirdnydt. Feladatok megold6sakor iisszegezni fogjuk a testre hat6 tbrga_
tonyomatekokat, hogy a teljes (ered6) forgat6nyomat6kot meghatilrozzuk. A
rajzokon a k6t forg6si ir6ny ktiziil az egyiket pozitivnak v6lasz-tjuk, 6sAvagy
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@szimb6lummal jeliiljiik. Az igy v6iasztoial ellent6tes irdayri ioigutOnyo-
mat6kok negativak'. Ha kiiliin forgat6nyomat6kokat dsszegeziink, akior ezek
pozrtiv vagy negativ el6jel6t figyelembe kell venni. Minthogy a forgiisten-
gely hely6nek megv6ltoz6s6val az er6karok hossza (6s ".iitnt u forguro_
nyomat6kok nagysdga) megv6ltozik, az6ft mindig fontos annak a ;* tengely-
nek a megaddsa, amelynek alapjLn a forgat6nyoiat1kot svimitiuk.

A l0-4a 6br6n l6that6 50 cm hosszri ridra az F, 6,s az F. er6 hat.
A rud egyik vdge a hosszdra mer6leges tengellyel van elLitva.
Hatdrozzuk meg a *-gal jeliilt tengelyre vonatkoz6 forsat6nvo-
mat6kok ereddjdr!

MEGOLDAS

A l0-4b 6brin az er6k 6s a helyvektorok ir6nyai 6ltal bezirt szi5gek
l6that6k. A forgat6nyomatdkok ellent€tes forgiisi drtetmiiek, 6s iem
vil6gos, hogy melyikiik a nagyobb. Ez6rt (iink6nyesen) az 6ramu_
tat6 jdr6s6val ellentetes iriinyi forgiist v6lasztjuk pozitivnak, 6s ezt
a@ szimb6lummal ieldliiik.

Ez azzal a u,d,lasztAsi szabads6ggal anal6g, amellyel 6lve a jobb vagy a bal oldali irdny
k6ziil azt vAlasz$uk pozitl\arak, amely az adott feladatnak jobban megfelel. Amik6nt ezr a
vdlaszott ininyt kicsiny lyilak*al jel<ilj iik, ugyantgy a v6lasztott forg6si ir6nyt a zA vagy a
4 szimb6lummal ldtjuk el.

Fz:9  N

Fr:4 N

Fz:9  N

(Fz)r : (9 NXsin S0.)



\U =4f ,  s in9,  - r rF,  s inO,

(*-ra)

l,u = io,s m11+ l)(sin 60" ) - (0,2sm)(9N)(sin 100" ) = -0,484 Nm

(*-ra) fffi,,ffi,
Az erd merdl€ges (F.) kornponens6t felhaszn6l6 m6sik megol-

d6s:

A 10-4c 6bra a helyvektorokra mer6leges d er6komponenseket

mutatja be.

lu =,,
(*-ra)

! iv = 1o,s m11r,+64 N) - (0,2sm)(8,864 N) = -0,484 Nm

(*_ra) i:,T,,ffi,
Megjeg)zAs: Jegyezzik meg, hogy amikor forgat6nyomatekokat

.ra--i,i"t, aklro-i minden er6kart 6s mrrrden efiit pozitiv 
.:"A:ki:'.

vesziink figyelembe Csak azt kiivet6en, hogy az egytr torgast

inirryt ,,po#unut" v6lasztottuk, l6tjuk el az egyes forgat6nyomate-

kokat a megfelel6 el6jellel.

lA x Bl = l,B sino

10.3 A forgat6nYomat6k-vektor

A forgiisi mennyis6gek meghatiiroz6s6ra l6tezik egy nagyon k6nyelmes mii-

u"f"t."g, u ̂ Uu"t.t k6t vektor vektoriilis szorz6sa A x B -nek irjuk' 6s "A

kereszt B'Lnek mondjuk. Ez a szorzal egy harmadik vektort defini6l' mely-

nek nagys6ga 
o

ahol g az A 6s a B vektorok ir6nya 6ltat bez6rt kisebbik sziig Az AxB szor-

zatvektor ir6nya de fnici6 szeint mer6leges az A 6s aB vektorokat tartalna-

;" t:i;. i;r";;, elhez a sikhoz k6t mei6leges ir6nv is tartozik .A 
kett6b6l'

;";;kp;;;;;;;, a l0-5 6br6n illusztr6lt jobbkez-szabilvnak megfelel6

ir6nyt v6lasztjuk.'

(10-s)

Az A vektomak 0 sziiggel B ir nY6-

ba val6 forgat6sa egy forg6si ir6nyt

hat6roz meg. Ha jobb keziink ujjait

ebben a forg6si ir6nyban begiirbitjiik,

akkor kinyrijtott hiivelykujjunk a

C = AxB vektor ir6nyiiba mutat'

A vektor6lis
szotzava
vonatkoz6
jobbk6z-szab6lY

; ceometriailag u, I I t el abszohit 6rt€k annak a parallelogramm6nak a temlet6vel

"gyenl6, umeiynek az oldalai az A €s a B vektorok A vektorilis szorzat Descartes koordi-

nttliit aletermin6ns segits6g6vel irhatjuk fel:

I r r 4
AxB= lA ,  A ,  A " l

la, ri' a,l
A jobbkez-szabdly v6laszt6sz konzisdens zzzal' hogf rr,indig jobbsodrdsi koodindtarond-

;;:;; ;;;;;i - *svis olvannal, amelvikben a z tengelv k6riiti eo'-os jobbsodr6s(r el-

forgads az, tengelyt az)' tengelybe vlszr at teh6t ixi=i Hasonl6k6ppen !x2=i 6s
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(a) Az A €s a B vektor az x.1., sikban van.
AzAvektor0 szdggel B vektorba
val6 forgat6sa egy forgdsir6nyt tiiz ki.
Ha jobb kezink ujjair ebbe a forg6s-
ir6nyba gdrbitjiik, akkor kinyrijtott hii-
velykujjunl a C = AxB vektor iriny6-
ba mutat. A C vektor a z tengely
pozitiv ir6ny6ba mutat, azaz mer6le-
ges az A 6s a B vektorokat tartalmaz6
sika.

( , / lAxB)=nr(AxB)

Megjegyezziik, hogy ,,balk6z-szab6ly" ellent6tes iriinyir vektort produkilna.
Meg;egyezziik tov6bb6, hogy ha a vektorokat forditott sorendben szorozzuk
6ssze, akkor az ered6 vektor ellent€tes ir6nyir lesz:

( A x B ) : - ( B x A ) (10-6)

A forg6ssal kapcsolatos fogalmak vektorok segits6g6vel val6 kifeje-
zese nagyon k6nyelmes, mert az igy kapott egyenletek minden koordinila.�
rendszerben 6rv6nyesek, pl. a der6ksziig(, apolfu, a giimbi, stb. koordinii_
tarendszerben is. Tov6bb6 a vektori ir6sm6d egyszeriibb, mint az
egyenletek komponensenkdnt, skal6r alakban val6 felir6sa. De m69 alapo-
sabb ok az, hogy a vektor-egyenletek akkor is megtaftjak alqkjukat, , ha a
koordin6tarendszer egy fj helyzetbe eltol6dik, vagy elfordul. Tudjuk, hogy
a fizika ttirv6nyei a koordin6tarendszer eltol6s6val 6s elforsatds6val szem-
ben v6ltozatlanok6, igy a vektorokkal valo felirds a legatkat-masabb a fizika
alapvet6 kapcsolatainak megad6siira. (b)

igy teh6t a vektort6nyez6k sorrendje agyon fontos. V6giil: ha a k6t vektor
egyike egy skal6rral van megszorozva, akkor a szorzatvektort ilgy is felir-
hatjuk, mint a vektor6lis szorzat skal6rszoros6t. isv:

(b) Ha jobbmenetes csavart
fadarabba csavarunt, a
csavar abba az ir6nyba
halad, amely - meg-
egyez6en a jobbk6z-
szabiillyal * a forg6s-
ininyhoz a forgasten-
gely ir6nyiiba mutat6
vektoft rendeli. Ha a
csavart kicsavarjuk a
f6b6l, a csavar mozg6sa
tov6bbra is konzisztens
marad ajobbk6z-
szab|llyal.

(10-7)

10-5 dbra
A vektor6lis szorzatra vonatkoz6
jobbk6z-szab6ly.

f=- Ritgzitett
i forgiistengely

Az .ry sikban fekv6 test a fig-
g6leges * tengellyel van riig-
zitve. A r vektoral meghat6ro-
zott helyen t6mad6 vizszintes F
er6 a testre (rt ktiriil) forgat6-
nyomat6kot fejt ki.

Az r 6s az F vektorok ir6nya
kiiziitti kisebbik 0 sziig meg-
hatiiroziis6ra a vektorokat piir-
huzamosan - eltolva egy pont-
b6l m6rjiik fet.

l0-6 6bra
Az M forgat6nyomatek-vektor az
M: r,<f iisszefiigg6snek megfelel6
jobbk6z-szab6ly szerint a * tengely
iranyiiba mutat.

(4,

' E kijel€Dt6s miigdtt az az alapvet6 feltetelez€s, hogy a ter homogen € s izotrop. A honogen
kifejezes annyit jelent, h ogy ̂  ter a helltijl trtgletl€niil mindeniitt ugyanolyan tulajdons6-
Eit, mlg az izotrop kil9jez6s arra utal, bogy a t6r tulajdons6gai fiiggetlenek ez bdnyt6t. Ha
ezek a t€ne vonatkoz6 feltetelezes€k helf6ll6ak, akkor nem sz6mit, hogy hol vdlasrjuk
meg koordinebrendszeriink orig6j61 6s, hogy milyen ininyba a itjuk a teng€lyeker.



Felhaszn6ljuk a vektori6lis szozat jel6l6st a forgat6nyomatek vektor-
egyenlettel va16 me ghatlr oz6s 6r a7 :

M forgat6nyomat6k
(*teng€lyre)

(r0-8)M = r x  F
( * t€ngelyre)

lM = rF sinO.

A M forgat6nyomat6k a jobbk6z-szab6lynak megfelel6en defini6lt vektor.
(L6sd a 10-6 6bdt.) Athalad a * ponton 6s a forg6stengellyel prirhuzamos.
Vegyiik 6szre, hogy ez a vektor kiss6 szokatlan: ugyanis remmifele fizikqi test
nem mozog ebben a (obbkez-hiivelykujjal deJinidlt) irdnyban. Ezzel szemben
specidlis m6don a lbrsds irdnvdt. (6s nagsdgit) fejezi ki <indll6 vektorkint.
A jobbk6z-szab6ly a forg6s ir6ny6t az M vektor forg6stengely menti, alkal-
masan valasztott ireny6val kapcsolja tissze."

Ha egy riigzitett tengellyel elletott teste kiilonbtiz6 forgat6nyomat6kok
hatnak, akkor az egyes forgat6nyomat6k-vektorok a tengely egyik vagy

l0-1 hbra
P6ld6k a riigzitett tengely kiiriil M for-
gat6nyomatekot kifejt6 er6k alkalma-
z sira.

(a) Egy henger szabadon forog a
ritzitett * tengely k6riil. Az
ll1 tiimegii testet tart6 kittel-
ben 6bred6 T feszit6er6 M
forgat6nyomatekot gyakorol
(a * tengely ktiriil) a papir
sikj6ra mer6legesen befel6
mutat6 idnyban. A forgat6-
nyomat6k-vektor a * for-
giistengely ment6n fekszik.

(c) A doboz E 6l kori.il t6rt6n6
lelbillent6s6hez sziiks6ges,
hogy a dobozra az iibrin 16t-
hat6 m6don alkalmazott er6
(az E 61 ktiriil) a pozitiv r ten-
gely ir6ny6ba mutat6 M for-
gat6nyomat6kot gyakoroljon.

(b) A csavaranya csavarors6r6l
t6rt6n6 lecsavar6s6hoz a csa-
varkulcsra az 6br6zolt m6don
F er6t gyakorolunk. Ez az
er6 a papir sikjrib6l !!ft!!
mutat6 M forgat6nyomatdkot
eredm6nyez. A forgat6nyo-
mat6k-vektor a rt csavar-
tengely mentdn fekszik.

(d) A kilincsgombnak 6mmutat6
j6r 6s 6v al me ge gy ez6 ir 6ny -

ban val6 csavar6sa a kilincs-
gomb tengely6ben hat6 M
forgat6nyomat6k-vektort l6-
tesit.

A foryat6nyomateknak a (10-8) vektoddlis szonattal val6 definici6ja 6ltal6ban ncm tengel'.re,
hanem pontra (a koordin6tarendszer orig6j6ra) vonatkoz6 mennyis6get defini6l! A szerz6k azon-
ban most nyilvenval6an csak sikbeli erorendszerel foglalkozDak, ahol a forgdstengely merfleges
az erorendszer sikjAm, s a koordiDdtarendszer kezd6pontjit a tengcly 6s a sik ddfespontjdba helye-
zik. Ebben az eselben a forgaionyomatEk-vektor a tengely ininyaba mutat, s a pontra definidlt
vektoridlis szoral megegyezik a teng€lyininyu dsszet€v6vel (A fordit6 megjeglz€s€.).
Az igy d€finidlt vektorok matematikai tulajdonsagai mdsok, mint a ,,kdzons6ges" vektoro-
k6, amilyen€k peldliul az elmozdul6s €s a sebesseg. Hogy €zt a k6t vektorcsoportot meg-
kiildnbijztessiik, azokat, amelyek forg6ssal kapcsolato$k, dridlis- vagy psaudovek-

torcknak, mig a ,,k6z6nsdges" vektorokat pollirve ktoroknak nevezzjjk.



m6sik ir6ny6ba mutatnak, 6s ezek a pozitiv forg6si ir6ny v6lasztis6t6l fiigg6
pozitiv 6s negativ el6jelfi vektorokk6nt ad6dnak 6ssze. M ir6ny6nak megha-
tinozisim n6mi gyakorlatot nyfjt a l0-'l 6bra.

10.4 A sflypont 6s a tiimegkiiz6ppont
Miel6tt a kitededt testekre hat6 lorgat6nyomat6kokat gravit6ci6 jelenleteben

vizsg6lni kezden6nk, sziiks6ges, hogy a gravitici6s er6r61 r6szletesebb isme-
reteket szerezztnk. Minden, a Fiild kdzel6ben lev6 testre olyan gravitici6s
er6 hat, amely a tiixgyon szetosztva, annak minden egyes atomj6t befoly6sol-
ja. Ez a t'ny izgalmas kdrd6st vet fel: Ha egy tirgyra gravitiici6s er6k kiivet-
kezGben hatnak forgat6nyomat6kok, akkor vajon hogyan iisszegezhetjiik ezt
az 6ri6si sz6mri bonyolult nyomat6kot, amelyeknek mindegyike egy-egy
egyedi atomra hat6 gravit6ci6s er6 6s ezen atom saj6t er6kalAnak szorzata-
k6nt 6llithat6 el6?

Szerencs6re ezt a keptelen sok sz6mol6si miiveletet egyetlen egyre
csiikkenthetjiik a test sirlwontj6nak (SP) meghat6roziisa r6v6n;

A S{ILYPONT (SP) az a pont, ahol a W gravitici6s erdhatist €gyesitve
k6pzeljiik, az6rt, hogy a gravit6ci6t6l szirmazi
forgat6nyomat6kot kisz6mitbassuk.

Csup6n ennek a megfontol6snak a segitseg6vel vagyunk k6pesek az egyes
r6szecsk6ke 6w6nyes Newton tiirvenyeket a gravitiici6s terben mozg6 ki-
te{edt test 6ltal6nos eset6re kite{eszteni.

Tekintsihk egy vekony f6mlemezb6l kiv6gott, tetszesszednti testet! Al-
litsuk fiigg6legesen, 6s csatlakoztassuk egy (r6gzitett) vizszintes, a testre me-

(a) Minden l?li tiimegii r6szecsk6re
w,: mg gravit6ci6s er6 hat,
mindegyikhez tartozlk egy x;
ercikar. igy a * lengelyre vonat-
koz6an minden r6szecske x1w1
forgat6nyomatekol letesil. Ezek-
nek a ;k tengelyre vonatkoz6
forgatonyomal6koknak az tissze-
ge a gravilicios erci ered6 forga-
t6nyomat6ka.

(b) Ha a leljes W gravitdci6s er6nek
a srilypontban t6mad6si pontja
van.ak lo ra  *  lenge ly re  ronat -
koz6 forgat6nyomat6k ugyanaz,
mint az (a) esetben sz6mitott.

10-8 6bra
A 10-2 p6lddhoz.

Egy test forg6stengelye a koordin6tarendszer z tengelye. A tfugya a
(2 m, 1 m, 0) pontban F = 3i + 4i er6 hat. Halirozzuk meg az oig&a

vonatkoz6 forgatonyomaGk nagys6g6t 6s fuiny6t! (L6sd a l0-8 6br6t.)

MEGOLDAS

Az F er6

sz0ge

nagysaga )- = 5N, az r tengellyel bezrirt

Az r helyvektor sziige

{(-f *1r^f =z,zze^.
ir6nyaival bezert szog:

,  =  u . " ,n1=  53 .13 '  .'  - 3

I
O = arc ts- = 26.57". naevsdsa- 2

l g y a z t l e s a z r

@ = (53,13"  -26,57")=26,s7 ' .

Itul = l'llrl'ine = (2,236 m)(s N) sin(26,57" ) = 5,00 N m.

Mivel r 6s F az ;ry sikban fekszik, a jobbk6z-szab6ly szednt r x F a

z tengely iliay6ba esik
Vektori6lis jeliil6ssel a megold6s:

M = rxF = (2 i+ l i )  x(3 i+4i )

Tekintettel ana, hogy ixi = 9xi = 0 (hiszen sin 0' : 0), 6s mert

ix j  -  i ,  s76r t  M=2ix49+11x3i=82-32=(5,00N)2

( : N ) ' +(4 N) '



(b )

10-9 dbra
A fiigg6leges sikban fekv6, tetsz6-
leges alakf lemez a gravit6ci6s er6
hat6s6ra szabadon forcghat a viz-
szintes * tengely kdri.il.

10-10 6bra
Az el5z6 iLbrttn szerepl6 testet az 6ra-
mutat6 jririisdval megegyez\ irinyban
90'-kal elforgatva megkapjuk a sfl;-
pont lsp koordin6t6j6t.

Frild

10-11 {bra
Az inhomog6n gravit6ci6s t6rben a
test tdmegktizeppontja 6s srilypontja
nem esik egybe. (Ha sirlypont egydl-
tal6n defini61hat6. A ford.)

jelii16sm6d

Y6gessz6mf taimegpontra

(r0-e)

integrdl alakri jelail6sm6d

folytonos tiimegeloszl6sra

t ,
I  x a w

r r " = 1 r ,  ( 1 0 - 1 2 )

J o *

(Az eg6sz teste integr6lva)

r6legesen 6116 forg6stengelyre! Koordin6tarendszeriink O kitz6ppontjit a*
forg6stengely egyik pontj6ba helyezz0k. A test teljes M t6meg6t igy tekinr
hetjiik, mintha sz6mos, egyenk6nt n i elemi tdmegr€szecsk6b6l 6llna. igy:

M  =  m \  +  m 2  +  m ,  + . . .  = \ m

Elk6pzelhetiink n4'h6ty sz6z, vagy, ha a neh6zs6gi er6 hat6s6t minden je-
lenl6v6 atomra figyelembe akarjuk venni, akkor 1023 nagys6grendnyi elemi
tomeget. A l0-9 6bra n6h6ny tdmegelemre hat6 neh6zs6gi er6t szeml6ltet.

Mi lesz az iisszes egyedi tdmegelemre hat6 gravitrici6s er6 tt tengelyre
vonatkoz6 teljes I>M forgat6nyomat€ka? Minden egyes w,: mg er6nek x,
er6karja van, igy a gravit6ci6s forgat6nyomatek, amit az egyes tiimegelemek
*-ra vonatkoztatva l6tesitenek, jr'w,-vel egyenl6. Ezert a *-tengelyre vonat-
koz6 teljes forgat6nyomatek

M:  xyr  +  x2w2+ x jw3+ '  '  ' :>J l r ,

(* -ra)

Az x.o t6vols6got most irgy defini6ljuk, hogy az az SP srilypont nyomatek-
karja legyen. igy

IM =t,r!w,

( * -ra)

A kdtf€le forgat6nyomat6ki egyenlet tisszehasonlit6s6b6l .r.:

(10-10)

A srilypont xsr =

(x koordin6t6j a)

(r 0-r r)

Felteteleztiik, hogy az cg€sz testre (mint a tiibbi, e kiinyvben tergyalt eset-
ben is) g mindeniitt egyenl6 (homogdn). A (9-10) egyenlettel val6 iissze-
vet6sb6l l6thatjuk, hogy egy test silypontjs megegyezik a test tdmegkdzep-
pontjdval, .felttve, hogy a test minden pontja homos2n gravitticios mez6ben
van.

Az SP pont 1, koordiniit6jAt oly m6don kapjuk meg, hogy a testet 90'-
kal elforgatjuk [gy, hogy a gravitdci6 az eredeti ]r tengely ment€n hasson,
l6sd a 10-10 6br6t. H6romdimenzi6s testekre zsp 4'ftek& is megtal6lhatjuk.
Olyan rendszerre, amelynek csak n6h6ny tiimegpontja van, az iisszegez6s
kozvetleniil is elv6gezhet6. Kitededt testekre, amelyek anyageloszl6sa foly-
tonos, olyan sz6mitrisi elj6r6st alkalmazunk, amely a v6ges dsszeget az lnfr-
nrtezimtiis dm tdmegelemekre hat6 dw gravit6ci6s er6vel szdmolva integrdl-
ba vtszr ii. Egyenletekkel kifejezve:

' A homog€n rud tdmegkijz6ppontja a geometriai kijz6ppontban van. Azonban inhomogen
gravit6ci6s t6rben sirlypontja a 10-11 6bnin l6tbat6 helyzetben kisse a rud als6 r6sze fel€
tol6dik €1, mert erre, minthogy k6zelebb van a Fdldhdz, nagyobb graviteci6s efti bat. Az

,,€gyenstlyi pont" kijzvetleniil a stlypont alatt van. MAs h€lyz€tekben a stlypont m6shova
keriil. Persze a tdmegkozeppont minden helyz€tben egyazon helyen marad, metl a4 a gra'
vir6ci6s mez6re hivatkoz6s ndlkiil defini6ltuk. (lnhomog€n l6rben a silypont defini6l6sa
tdbbnyirc 6rtelmetlen. A fodit6 megtegyz6s€.)

TKP



Hasonl6 kifejez6s irhat6 fel y""-re 6s 2".-re is. A h6rom komponens egyenlete
egyetlen r." = x r"i+ y uj + z r"2 vektoregtenletbe foglalhat6 tissze:

o0-13)
Asilypont Lr,r.
helye: t  " =-;

(Az egesz testue
integr6lva)

ahol r, (vagy r) a w,: mg (vagy a dw = g.dm) srilyri n, (vagy drz) elemi tii_
meg helyzet-vektora. Vegyiik 6szre, hogy mindk6i kifejez6s eset6n a nevez6
nem mAs. mint a test teljes ,t/ srilya.

Nem sziiks6ges, hogy a test sirlypontja a test val6s6gos anyag6n beliil
legyen. P6tddul egy fdnt< (siitemdny) srilypontja iireg6nek geometriai kiiz6p_
pontjiban van. A homogdn (egyenletes siir(s6g6), szimmetrikus testek sirly-
portla mindig a szimmetriaktiz6ppontban van. De a sflypont akkor rs a
szimmetdatengelyen van, ha a test siiriisege a szimmetdatengelyt6l kifeld
csak radi6lisan v6ltozik. S6t, a tfugyak szimmetri6ja gyakran kulcsa a srily_
pont meghatiiroz6s6nak, 6s a szimmetriatulajdonsrigok megfigyel6se r6v6n a
srllypont hely6t gyakran r6n6z6ssel is meg lehet 6llapitani.

Tiimegktiz6ppont szf mftf sok

Minthogy ebben a kiinyvben csak homog6n gravit6ci6s t6rben l6v6 testekkel
foglalkozunk, ez6rt a srilypontru vonatkoz6 sz6mitiisaink megegyeznek a
tiimegkdzdppontra vonatkoz6akkal. Trij6koztatisul 6lljanak itt a (9-8)
egyenlettel megadott defi nici6k:

A tttmeskiiz6pDont
ffKP) hitye: 

- ' \ ' . ^ '
' , r o= - ;

L

J r d m (r0-14)

(rntegr6lva az
eg6sz teshe)

Hatfuozznk meg a l0-l2a ihr6n l6that6, homog6n lemezb6l kiv6_
gott L alakri test tdmegkdz6ppontjatt

MEGOLD/IS

A sz6mol6s egyszerfisitds6re osszuk fdl kEpzeletben a testet k6t
szimmetrikus darabra (10-l2b ribra). Tudjuk, hogy mindk6t r6sz to_
megkciz6ppontja a geometdai kiizdppontban van. A Lemez A tagys6-
gu tedilet6nek ,n tdmege: m = (A) @ siiriisdg) (l vastags6g). igy:

T
l

2 r

I
I+

A r6sztest tiimege
(teriilet)(p t)

A tiimegkp. koord.
(x,y)

10-12 6bra
A l0-3 p6ld6hoz.

( a )

(l mxl mxpr)
(3 m)(2 m)(pr)

(0,50 m; 2,5 m)
(1,5 m; I m)



Teh6t

xtmt+x2m2 (0.50 mXl  mXl  mXpr)  + (1,5 mX3 mX2 mXpt
x ' u =  

^ 3 7 1 1 ,  
=  

( l r n l l t r x p t ) - ( 3 - I r r " X p r )

(2,5 m)( l  m)( l  mxpr)+( l  mX3 mX2 m)(pr)
(1 mX1 mxpt)+ (3 m)(2 m)(pt)

(m/ L

(m)

(a )

|  
' \ 2

l \

v,-1,.1
| ,-fl-T I
| --'d^|tr y I

-JZ--l--)--B-l--- x
0 r _1f_ a,

(b)

10-13 6bra
A 10-4 p6ldrihoz.

Tehdt a tiimegkdz6ppont koordiruitdi: (1,36m, 1,21 m)

A 10-13 6br6n l6that6 hriromsziig alakri test homog6n anyagf le-
mezb6l k6sziilt. Keressiik meg a ttimegktiz6ppontj6t!

MEGOLDAS

Minthogy az ar,yag homog6n, az6rt siirfs6ge (p = tiimeg/t€r-
fogat) 6lland6. Jeliiljiik a lemez vastags6g6t t-vel! (Sz6mit6saink
sorin mind p, mind I ki fog esni.) Ebben az esetben a dru tdmeg-
elemek dsszegez6s6re integr6l6st alkalmazunk. P6ld6nkban 16-
nyeges szempont, hogy a 10-13b 6br6n l6that6an a kivilasztott
dm tiimegelem minden pontjinak abszcissz6ja ugysnaz az x
6rt6k. A dm tdmegelem magass6ga az integr6l6s sor6n v6ltozik,
haIfuil az y: x/2 egyenes k6pezi.

l|losl a dm tiimegelemet integr6l6sra alkalmas v6ltoz6 segit-
s6g6vel fejezziik ki . Mindig Jigyelembe kell vmniink, hogt

4^=p dV,

ahol dV a dm tdmegetem t6rfogata. A 10-13b 6bdb6l 
_

dI'= (magassdg)(vastags6g)(sz6less6g; = y t ax = | i lt ax
\ 2 1

igy dn :pt(x/2)dx. Ezzel dm -et a dx v6ltoz6val fejeztiik ki.

f ,
I xdm

xrp = j c-i-:- =

J d .

r4ll"
\ . 3 / "  2 l o ^  8  ^ - -

=  -  = - x l  = - m = . . : . b / m

f , , ) 1 " ' 3 l o  3
( 2 / "

t: *,(I)*
t'.l;)*

(r:)t '^ ,,*
\ 2 / *

Tr |J^*
\ 2  ) ' o

Teh6t a tiimegkdz€ppont .x koordin6kija a der€ksziigii haromszdg

csrics6t6l m6rve a h6romsziig x tengelyen lev6 oldal6nak 2/3-6ban
van. Hasonl6 m6don dllapithatjuk meg a tiimegkiiz€ppont y koor-

dinbtAjit az x tengellyel pdthuzamos dy sz6less6gli dm tamegelem



v6laszkissal. Az im6ntihez hasonl6 sz6mit6s az yro=O,667 m
eredmenyr€ vez6t. Teh6t a tdmegkitz6ppont koordin6trii

(2,67 mt 0,66'7 m\

Altal6ban minden tetsz6leges, 6lland6 s(ir{is6gf anyagb6l k6szitett
hdromsztig (nem csup6n a der6kszdgii hdromsziig) tiimegkiizep-
ponda b6rmelyik csicst6l a szemk6zti oldal kiiz€ppontj6hoz hizott
egyenesen, a csfcst6l sz6mitva annak 2 l3-irbar^ van.

A,,negativ" tdmeg m6dszere. Ha valamely test kis kieg6szit6ssel
szimmetrikussf tehet6, akkor a tdmegkiiz6ppont meghatiiroz6srira
hasznos az al6bb ismertetett m6dszert alkalmazni. A m6dszert az
el6bbi p6lda most kdvetkez6 megoldris6val iltusztr6ljuk. El6sz6r a
10-14 6br6n l6that6 testhez tov6bbi k6t kock6t illesztiink az6rt,
hogy a 10-15a 6brrin bemutatott, 6M tomegl szimmetrikus test ke-
letkezz6k. E test titmegktiz6ppontj6nak x €s y koordin6tii szimmet-

10-14 hbra
A 10-5 p6ld6hoz.

10-15 6bra
A 10-6 p6ld6hoz.

N6gy, 6lland6 siir(s6gii, / 6lhosszus6gri kocka a 10-14 6br6n l6that6
m6don L alakf testt6 van dsszeragasztva. Keressiik meg a test tti-
megkoz6ppontj6t!

MEGOLDAS

A szimmetri6b6l kitvetkez6en minden egyes kocka t6megkdzep-
pontja a geometriai kiizeppontban van. Minthogy ezek a kdzlp-
pontok mind a z= t/2 sikban vannak, az6rt ebb6l kdvetkez6en a
tdmegk6z6ppont z koordin6tdja is ebben a z.o= l/2 sikban, helyez-
kedik el.
Az x 6s az y kootdin6trik kisz6mit6sdhoz tekintsiik a l0-14b 6br6t,
6s k6pzeljiik a rendszert olyan elrendez6snek, amely a kock6k
geometdai kiizeppontj6ban l6v6 pontszerii Mtilmegekb6t 6tl. igy:

_  _  m1x |  +  m2x2 +  m3x3 +  m4x 4^rre ----^j.,aljil-

3l
4M +  M + M + M

mlr+ m2y2 + m3y3 +m4y4

m t + m 2 + m 3 + m 4

5/

4

f J 1  5 1  1 )
I enat a lomegKozeppont u 

[?,4,t./ 
ponlban van.

,(t)* v(1!)* u(!\. r( !\
\ 2  )  \ 2  )  \ 2 )  \ 2 )

M + M + M + M

,(!)* r(!)* r(t). r(y)
\ 2 )  \ 2 )  \ 2 )  \ 2  )

v

{

(b )



ria folyt6n (l; 3l/2). Ezutin tekintetbe vessziik azt a -2M tilrmegli
,,negativ" tiimeget, melynek tiimegkiiz€ppontja, amint ezt a l0-15b
iibra mutatja, a (31/2; 2I) pontban van. V6giil a k6t testet
,,tisszeadjuk". Az elj6r6s sor6n l6trejdn a l0-5 p6ldriban szerepl6
eredeti L alakri test. A tdmeg-kitzeppont sz6mit6sa a kiivetkez6:

m , y ,  +  m , y ,
l r x p = - # =

m r + u 2

2

A titmeskiizeppont ^ 
ititi 

pontban van.

(6M\ l :  l+G2M\(2A
\ 2 /  s /
6M + (-2M)

10-16 6bra
A l0-7 p9ldihoz.

Homog6n anyagri, vdkony f€mlemezb6l k6sziilt R sugani kiirtapb6l
R/2 sugani ktiralakir l1.uk van kiv6gva. A lyuk sz6le a ktirlap pere-
m6t 6rinti. Hatdrozzuk meg a tiimegktiz6ppont trivols6g6t az eredeti
teljes k6rlemez ktiz6ppontj 6t6l !

MEGOLDAS

A lyukat irgy kezeljiik, mint az eredeti hi6nytalan, k6rlemezzel
egyesitett ,,negativ t6megii" testet. (Ha majd a kett6t iisszeadjuk,
akkor a lyuk-tartom6ny z6rus tdmegii lesz.) Szimmetria okb6l a
tomegkiiz6ppont a l0-16 6bra y tengelyen van, ez'rt xro= 0. Az m
tdmegiinek tekintett eredeti kdrlap kiiz6ppontj6ba helyezett orig6-
val sz6molva:

Tdmeg tiimegkiiz6ppont

Eredeti (teljes) kdrhp

Negativ tdmegii lyuk
m

m z =  - j

(o; o)
(0; N2)

,(0)*r-z)rr)
m t y t + m . y )  \  4 ) \ 2 )  R

rwttrr ) fKP
m t + m ,  (  n \  6

\ n ) + l _ ;  I

/  p \
A (imegkiiz€ppont a | 0:-; I pontban van.

\  o . /



V6kony, homog6n anyagri dr6t R sugaru f6lkiirr6 van hajlitva. Ha-
t6rozzuk meg a tiimegkiizdppontj6t! L6sd a l0-17. 5br6t!

MEGOLDAS

A &6t ment6n kiv6lasztunk egy d/ hosszris6gir elemi r6szt. Ez ki-
fejezhetf dl = R d0 alekbqn. Az elell:ri ftsztiimege dm = ), dl, altol L
a dr6t fajlagos ttimege: l: a dr6t t6mege/a dr6t hossza. (A,X. fak-
tor sz6miiisainkban ki fog esni.) Igy dz = L Rd9 , 6s 0 az integr6l6-
si v6ltoz6. A szimmetri6b6l kdvetkeztetjiik, hogy xro:0; yro ki-
szitmitAs{hoz figyelembe vessziik, hogy y = R sin9. Az 6ltal6nos
kifejez6ssel sz6molva

I ya^ l{n "in o)Anae1 n" t ' 1""i" e ae

la .  t ' Ja r  ) ' tR

R r '  \ r r  R r  ,  2 R
/ f t r  = ; [ ( -  c o s  9 . 1 ] .  = ; [ - ( - l ) - t - r ] J = -

.  (  r P \
Igyat t imegk6z6pponta I  0 l  :  I  pontbanvan.

\  l t /

10.5 Egyensfly
A m6miikiik sz6m6ra fontos k6rd6s az egyes m(szaki szerkezetek stabilitisa
€s egyensrilya a gravitrici6s t6rben. Minden er6t 6s forgat6nyomat6kot, amr a
szerkezeti elemekre hat, figyelembe kell venniiik, hogy olyan hidakat tudja-
nak €piteni, amelyek nem szakadnak le, olyan €pi.ileteket teryezhessenek,
amelyek nagy szdlben sem d6lnek fel, olyan g6takat, amelyeket a viz nyomd-
sa nem ttir 6t. Ezek a problemaktiriik a mechanika sln tikdnqk nevezeff ag|hoz
tartoznak. A statika (egy inerciarendszene vonatkoztatottan) a statikqi egyen-
srtQban 16v6, vagy pedig a dinamikai egyensirlyban l6v6 (transzl6ci6s vagy
sziiggyorsul6s n6lkill, 6lland6 sebess6ggel mozg6) testekkel fogtalkozik

t{rcsinak
egy szelete

gy 6irii

10-17 6bra
A 10-8 p6ld6hoz.

10-18 dbra
Szil6rd testek egyensftyi helyzetei.

(a) Stabilis (biztos)
egyensrily.

(b) Instabil (bi-
zonytalan)
egyensfly.

(c) Semleges
egyensfly.



(a) (b)

10-19 dbra
A szabdlytalan alaki test silyponrja
a test ket tetsz6leges pontban t6rten6
felfiiggesztes6vel me ghatfu ozhat|.
A felfiiggesztesi ponton dtmenci fiig-
g6leges egyenesek a srllypontban met-
szik egym6st.

Gravitici6 jelenl6teben a trirgyak stabilitisa att6l fiigg, hogy a srily-
pontjuk az al6t6masziisukhoz k€pest hogyan helyezkedik el. Ha a trirgy fgy
van al6timasztva, hogy csek6ly elmozdul6s (vagy elfordut6s) emeli a sily-
pontj6t, akkor azt mondjuk, hogy stabilis egyensrilyban van. Az6rt stabilis,
mert ekkor a graviteci6t6l szArmaz6 forgat6nyomat6k igyekszik visszaallitani
a tiirgy eredeti helyzetat . Ha a srilypont kicsiny elmozdul6s vagy elfordul6s
kiSve*ezt|ben s llyed, akkor atfugy instabil €gyensilyban van - a gravitri-
ci6 hat6s6ra a srilypont tov6bb siillyed. V6giil, ha a titugy an6lkiil mozdul el,
hogy s(rlypontj6nak magass6ga megvdltozna, s€mleges egy€nsflyban van. A
l0-18 6bra ezt a h6rom esetet illusztr6lja.

Az egyes egyensrilyi helyzetekben a testek nem hajlamosak a forg6sra
(b6r az instabil egyensrily ebb6l a szempontb6l is meglehet6sen bizonytalan
6llapot). Ennek oka az, hogy a sflyponton iltmenl W er6t6l sz6rmaz6 forga-
t6nyomat6k er6karja a felfiiggeszt6si vagy az al|tdmaszt6si pontra vonatko-
z6an zdras. igy forg6st okoz6 forgat6nyomat6k nincs jelen.

Altal6ban, az egy pontban felfiiggesztett test nyugalmi allapotban irgy he-
lyezkedik el, hogy srillpontja a felfiiggeszt6si pont alafi, az ezen 6trnen6 fiigg6le-
ges egyenesen van. Ez egyszerfleha6s|get ad az olyan, szab6lytalan alaki testek
stilypontj6nak kis6rleti meghatirozdsiira, amelyeke a (10-14) egyenlet szerint
vegzend6 matematikai sz6molis nehezen volna kivitelezhet6. Ahogyan ed a.
10-19 6bra illusztnilja, ha a test tetsz6sszerinti I pontj6ban van felfiiggesztve, ak-
kor srill.prontja az ,4 ponton 6anen6 fiigg6leges egyenesen van. Valamely m6s B
pontra vonalkoz6an megism6telt eljfuds egy miisik egyenest tiiz ki. A sflypontot a
k6t egyenes metszespontja adja meg.

10.6 Merev testek statikai egyensrilyban
Ahhoz, hogy egy test egyensflyban legyen, k6t felt6telnek kell tetjesiilnie:
Sziiks6ges, hogy a testre hat6 er6k ered6je 6s a testre hat6 forgat6nyomaft-
kok ered6je is zirus legyen:

Els6
felt6tel

M6sodik
feltetel

ff"�iifi;" xF*u*u=o

l?tt"Tlo,, EM*0,,n:0 Gemerv*tengervre)

Brirmely statikai probl6ma vizsgrilatdnak a m6dszere mindig azonos:

(a) Vektor6br6t kell kdsziteni a testr6l, amelyen a testle hat6 6sszes kiil-
s6 er6 liithat6.

(b) Alkalmaznunk kell a k6t egyensrilyi felt6telt:
Els6 feltetel: !Fuu,,u: 0

M6sodikfelt6tel: EM.u,,u=0 (minden*tengelyre)

Gondosan iigyelni kell az er6vektorok pontos elhelyez6s6re az!r1, hogy a
rajzb6l a forgat6nyomat6kok sz6mititsithoz a helyes nyomat6kkarok egy6r-
telm(en leolvashat6k legyenek. Az is fontos, hogy a pozitivnak v6lasztott
ir6nyokat (kicsiny koordin6ta tengetyekkel) 6s a pozitivnak v6lasztott for-
g6sirrinyokat @r vagy A szimb6lummal) kijelttljiik. Egyens*lyi felt'telek ese-
fuben a forgat'nyomaftk{)k szam{hisdhoz szabadon vdlaszthatjuk meg a *
tengelyt akd.r a testen beliil, atuir rajta kiviil. A l0C-45 feladatban t6tni fog-
juk, hogy egtensily eseftn, ha a forgat6nyomatikok dsszege eg) tengelt\.e
vonatkoz6an ztrus, ak:kor bdrmely mds, ezzel pdrhuzaruos tengelyre is zarus.
A feladatok megold6sa gyakra4 egyszeriibb6 v6lik, ha a forg6spontot (tt)
rigy v6lasztjuk, hogy egy vagy ttibb ismeretlen er6 hatdsvonala is 6tmenjen

(10-1s)

(r0-16)
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rajta. Minthogy a forg6sponton 6tmen6 er6k er6karja z€rus, azei ezek az

er6k a nyomat6ki egyenletben nem szerepelnek. V6giil egy tan6cs: Tekintve,

hogy ezek az er6k az egyenletben nem jelennek meg, ezert el6ny6s a miso-

dik egyensirlyi felt6tellel k€zdeni - gyakran m6r maga a nyomat6ki egyenlet is

v6laszt ad a feltett k6rd6sre.
A kiivetkez6 p6ld6kban sz6nd6kosan,,hangosan gondolkodunk", eziital

indoklasaink kiiliintisen vil6gosak lesznek. Minden statikai probl6ma ugyan-

ezeket a megkdzelit6seket haszn6lja, ezEn az al bbi bevezet6 peldak nagyon

hasznosak.

A 10-21 6br6n egy vizszintes rtd 200 N terbet tart. A rrid a falhoz

csukl6s tengellyel csatlakozik, amely igy tetszdleges irdny er6t

{b )

10-20 6bra
A l0-9 p6ldtihoz.

K6t gyermek, egy 150 N 6s egy 200 N sirlyri, 3m hosszri, 250 N

srilyir pall6 kdt v6g6n iil. (a) Hatdrozzuk meg Mt az al6tilmasztisi
pontot, amely a pall6 egyensirlyban maradiis6t biztositja! (b) Hat6-

rozntk meg azt az eftt, amelyet az al|t6masztiis gyakorol a pall6ra.

MEGOLDAS

(a) A 10-20b 6br6ban a pall6ra hat6 fiigg6legesen felfel6 mutat6 is-

meretlen F er6, ami az al|timasztist6l sz6rmazik, a pall6 bal ol-

dali v6g6t6l ismeretlen d t|vols|gra van. A forg6spontot (*) az

aldtdmasztiisi pontban vdlasztjuk. ig,,a * tengelyre vonalkozo

forgat6nyomatik szamitasdhoz az ismeretlen F er6re nem lesz

sziiksigi.ink. A pall6 egyenletes tiimegeloszl6sir, igy a gravit6ci6s

er6t geometriai kiiz6ppontj6ban vehetjiik fel. Bejeloljiik a pozitiv

x 6s y ird;nyt, az 6ramutat6 j|r6sSnak ir6ny6ba vAlasztott pozitiv

forg6sir6nyt, valamint a * tengely hely6t. A m6sodik egyensflyi

felt6telt alkalmazva kapjuk, hogy

> M : 0
( * tengelyre)

(200N)(3m - d) - (250NXd - l,sm)-(lsoN)(d) =0

(e7sNm) - (600N)(d) =0

d :  | ,63  m.

legyezzik meg, hogy a forgat6nyomatekok sz6mitisakor min-

den nyomatekkart es eftt pozitir szdmmal veszij'tk figyelembe.

A megfelel6 pozitiv vagy negativ el6jelet csak akkor alkalmaz-

zuk, amikor a forgat6nyomatekokat dsszegezziik, m6gpedig att6l

fiigg6en, hogy melyik forg6si ir6nyt v6lasztottuk pozitivnak.
(b) Az ismeretlen F er6 meghatiiroz6s6ra az els6 egyensirlyi felt6telt

alkalmazzuk:

t F v : o
(I'- 150N - 2s0N 200N) :o

F : 6 O O N

l l r
zso N of* 

-r 200 N



Fr:+ *

(a) A vizszintes rfd 200 N
sirlyf terhet tart.

Fy I s i n d

w:200 N

(c) Vektor6bra
az e160sszetev6kkel

!V:200 N

(b) A rfd vektor6bnija.

(d) A csukl6 6ltal a rudra gyako-
rolt et6 ir{nya a vizszintessel
@ szdget 26r be.

T - J M

'?t I
c l

10-21 6bra.
A 10-10 p€ld6hoz.

gyakorolhat a. rtdm, forgat'nyomatikot azonban nem fejthet ki.'r,
Annak felt6telez6sevel, hogy a rrid srilya elhanyagolhat6, hatiiroz-
zuk meg (a) a kot6lben 6bred6 T feszit6er6t 6s (b) azt az F er6t,
amit a csukl6s tengely gyakorol a rridra.

MEGOLD4S

(a) El6sziir is elk6szitjiik a rird vektor6blij6t (10-2lb 6s a l0-2lc
6bra). Minthogy a csukl6s tengelyt6l sz6rmaz6 er6nek sem
nagys6g6t, sem irdry6t nem ismerjiik, az6rt egyszer(bb lesz, ha
az et6 F, vizszinks 6s { fiigg6leges komponensdt kiiltin * kiiliin
hatdrozzuk meg. Iriinydkat kiinnyen elk6pzelhetjiik: Ha elven-
n€nk a csukl6s tengelyt, akkor a gravit6ci6 hatiis6ra a r0dnak ez
a v6ge leesne, ezert Fy felfele kell, hogy mutasson; a ?" k6t6ler6
vizszintes komponens6nek kompenz5l6sa miatt pedig F,-nek
jobbra kell ir6nyulnia. (Az ilyen meggondol6sokat mindig j6
el6zetesen elv6gezni,hogy az erldiagram a lehet6 legkonektebb
legyen. Ha m6gis helyteleniil diintiink, akkor az er6komponensre
kapott numerikus eredm6ny negativ lesz, jelezve, hogy a t6nyle-
ges er6 a felt6telezettel ellent6tes ir6nyir.)

A csukl6s tengelyen k6t ismeretlen er6 hatiisvonala halad
6t, ezeft mi most ezt a pontot v6lasztjuk a forgat6nyomatekok
meghatiroz6sdra. (Minthogy a k6t ismeretlen er6 karja most z6-

Ha a rud szildrdan be lenne igyazva a falba, akkor a huzalt feszit6 er6t tetsz6leEeseD m€s-
ndvelhetn6ok anelkijl, hogy a rud hely.,ete eziiltal megvdltozna. (A fal a rud ve-gere ettei-
t€tes forgal6nyomat6kot gyakomlna, hogy a huzah6l szirmaz6 megndvekedett forgat6nyo-
mateknak ellenrilljon.) Az ilyen tipusri feladattal nem foglalkozunk, a rudat minden esetben
csukl6s tengellyel er6sitjiik a falhoz.
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rus, az6rt ezek nem gyakorolnak forgat6nyomat6kot a csukl6ra.)
V6lasztiisunkat a rajzon csillag * jelzi. EzutiLn pozitivnak v6-
lasztjuk az 6raj6r6ssal ellent6tes irrinyir forg6st - ezt a rajzon aA
szimb6lum jel6li. Az st 6s azy tengelyek pozitiv idny6t is beraj-
zoltuk. Most pedig a m6sodik egyensirlyi felt6telt alkalmazzuk:

t M : 0
(a csukl6s t€ngelyre)

Ts in0  L - I l / d -0
w d fzoo N t(: m)

? - ___jj__1 - _l__________lj__ - '^z \

s i n 0 . L  ( s i n 5 0 " ) ( a m )

(b) Most az els6 egyensrilyi feltetelt alkalmazzuk.
x irdnyban >F,  =0

T c o s  0  = 0
= Tcos 0 : (196 N)(cos 50') = 126 N

y iranyban IF" = 0

F y  W + T s i n  0  = 0

F ' : I l /  T s i n '

4  
: 2 0 0 N - ( 1 9 6  N ) G i n  5 0 " ) : 4 9 , 9 N

A csukl6s tengely 6ltal a nidra hat6 er6 nagys6ga:

F = F : + F ' � + (49,9) '� N = 136 N

6s az er6 ir6nya ( l0 -2ld 6bra)'.

F  4 q q N
/g@ = -:- = -:--: = 0.196' 

F, 126 N

@ = arc 190,396 = 21,6"

Ezekben a p6ld6kban el6nyiis volt a >F:0 felt6tel alkalmazdsa el6tt a
lM: 0 forgat6nyomatek felt6tellel inditani. Egyensflyi 6llapotok vizsg6la-
l6hoz gyakran ez a legjobb hozz66ll6s, mert a vonatkoz6si pont gondos mer-
legel6ssel tiirt6n6 megv6lasztisa a forgat6nyomatek sz6mit6s6ra felirt egyen-
letb6l egy vagy tiibb er6t is kikilsziibiilhet, amelyek egy6bk6nt az er6k 6sz-
szeg6re felirt egyenletben megjelerut6nek.

Egy / hosszris6gri, elhanyagolhat6 tiimegii l6ha sima falnak t6-
maszkodik. A l6ta 60'-os szoget 26r be a vizszintessel. A talajon a
nyugalmi srirl6d6si egyiitthat6 0,50. Milyen (!lel kifejezve) magas-
s6gra m6szhat fel egy ember, an6lkiil, hogy a l6tra megcstiszna?

MEGOLD,4S

A l0-22b 6brrin a l6hir6l keszitett vektoriibra l6that6. Ahhoz, hogy a
l6tra ne csisszon meg a talajon, a talajnak 6rdesnek kell lennie, hogy
kell6 m€rt6Ki vizszintes surl6d6si er6t biztositson. Meg kell azonban
emlitenink, hogy a talajt6l a letrara hat6, a d6l6ssziigt6l fiigg6 ered6
er6 ryu a l61[�a irir]yiba hat. (Az a t€vhit, hogy ez a l6ha ment€n hat,
el6g gyakorif) Minthogy a lalajt6l sz6rmaz6 er6nek sem az ir6nyit,
sem a nagys6g6t nem ismediik, az€rt ezt az { 6s -{ komponenseivel
vessziik figyelembe. Mivel a fal ,,sima", a l6fta fels6 v6g6n a srirl6d,is
elhanyagolhat6; azaz a falon F,= 0. A pozitiv forg6sininyt, az x 6s az

Sima fal

4 ' :0 ,50
(a)

,a

I
I

o1--

10-22 6bra
A 10-1 I p6ld6hoz.



/ tengelyeket, valamint azt a pontot, amelyihe a nyomatekokat sz6-
moljuk, a megfetel6 szimb6lumokkal jeldljiik.

A masodik egyensrilyi felt6telt alkalmazva:

I "u  =o
id alej ponLa)

t , ^ - . ^ 1
lng d cos9 - F,., /sin0l= 0

' - F ' ' ' l E e  '
mg

Az els6 egyensflyi leltetelt alkalmazva

x irdnyban;

y irdnyban: Y r  = o
(F, - mg) =Q

F .  = m s

Azt is tudjuk, hogy a letriira hat6 p, srirl6d.isi er6

F, = p" F, (a matimdlis statlkrts sfrl6d6s eset6n)

A fenti egyenletekb1l Ftt etteke kifejezhet6, ezzel a (10-17)

egyenlet a ktivetkez6 alakot iilti:

,  p "ng l  tgq
a l = -

m8

d = p " I Ee = (0,50x/s60o ) = 0,866/

K6t egyforma, 100 N sflyt deszka csukl6s tengellyel csatlakozik
egymdshoz, 6s sfrl6d6smentes, vizszintes feliiletre t,imaszkodik a
10-23 {bftrr l6lhat6 m6don. A szdtcsrisz6s megalad.ilyoz6siira a k6t
deszka kiizep6re elhanyagolhat6 srilyir l6nc van er6sitve. Hat6roz-
zuk meg (a) a l6ncban 6bred6 er6t, valamint (b) a csukl6s tengely
6ltal a deszkikra hat6 er6t!

(10-17)

S r ' = n

l ,"rso"l

t. sin 50'
I

.i
v

#
10-23 6bra
A I0- 12 p6ldihoz.

(b) A rendszer eg6sz6nek vektordb-
rija.

(c) A bal oldali pall6 vektor6bnija.



MEGOLDAS

A talaj 6ltal az egyes deszkikra hat6 felfel6 mutat6 er6t a l0-23b
6br6n l6that6 vektorabra tiinteti fel. Ebben az esetben a csukl6s ten-
gelyre 6s a l6ncra hat6 bels6 er6ket (mivel a testet 6s a kiimy€zet6t
elvdlaszto hat6ron belti l  hatnak) figyelmen kivii l  hagyhatjuk.
Szimmetria meggondol6sb6l. es abb6l. hogy ) F, = 0. arra kiivet-
keztetiink, hogy

F r  = 4 =  l 0 0 N

A l6ncban 6bred6 er6 meghat6roz6s6nak c6ljrib6l a l6ncot egy
k6pzeletbeli ,,elkiil6nit6" hat6rvonallal ket rdszre osztjuk. (A titbb
egys6gb6l 6116 t6rgyak eset6ben gyakran hasznos egy vagy tiibb
egyseget igy ,,elkiiliiniteni", hogy a meghatarozand6 er6k egyetlen
er6diagramban megjelenhessenek.) IIy m6don a 10-23c iibriin csu-
p6n az egyik, / hosszirs6gir deszka er6v6zlatdt adjuk meg. Minthogy
a csukl6s tengely 6ltal a deszk6kra hat6 er6 ir6nyrit nem ismerjiik,
az€rt ennek csak az F, -mal, illetve az Fo -gyel jeliilt -r illetve y
komponenseit tiintetjiik fel. A forg6s ir6nya, valamint r 6s l, t€ngely
pozitiv ir6nya jeltilve van. Az egyensrilyi felt6telek alkalmaz6saval
a kiivetkez6ket kapjuk:

Ir,, =o
l 0 0 N - 1 0 0 N + F 4  = 0

4 = o
Hasonl6k6ppen \  r '  =o

10-24 hbra
A Chongqing Akrobata Csoport tagiai.
Amikor a kinai akrobauik fel6pitik ezt
a tdk6letesen kiegyensf lyozott tor-
nyot, 61land6an biztositaniuk kell,
hogy a sflyponton 6tmen6 fiigg6leges
egyenes ne essen az asztal ndgy lribd-
val meghat6rozott ndgyzeten kiviil.

Minthogy a csukl6n ismeretlen er6k haladnak 6t, ezeft, ezt a *
pontot v6lasztjuk ki a forgat6nyomatekok meghat6roz6s6ra, az er6-
karokat a v6zlat mutatja.

,""^r."y=o
t 1

(100N)(/ cos 50') - (100N)(; cos s0') - 7(  ̂  sin 50') = 0" 2  ' 2

l 0 0 N - 5 0 N - 1 l c 5 0 " = 0
2 '

7 , _  l 0 0 N  _  l 0 0 N  _ a r o N l
' "E t  ,g  50"  l . l9 l8

Abb6l hogy 4 = 7, a csukl6s tengelyre hat6 er6:

4 : 83,9 N; (vizszintes, balra iriinyul6)

0sszefoglalds

A tttengelyre vonatkoztatott M forgat6nyomatek defi-
nici6ja:

14= (er6).(er6kar)
ahol az er6kar a forg6stengel)461 az F er6 hatiisvonal6ig
hrizott mer6leges trivols6g. Az egyik forg6sirrinyt a 4t
vagy a A jellel pozitivnak ketl v6lasztani, az ellent6tes
ir6nyi forg6s negativ el6jelii.

A * tengelyre vonatkoz6 M forgat6nyomatdk-
vektor defnici6ja:

M =rFs in9 ,

ahol 0 az r 6s az F vektorok ir6nya 6ltal bezirt szog. Az
M vaktor az r 6s F iiltal meghatiirozott sikra mer6lege-
sen a jobbk6z-szab6lynak megfelet6 ir6nyban 6ll:

Jobbk6z- Forgassuk 6t az r vektort az F vektorba
szabily a kiiziittiik l6v6 kis€bbik sziig ment6n!

Giirbitsiik b€ jobbkeziink ujjait ebbe a
forg6sirinyba! Kinyljtott hiivelykuj-
junk most M irrinyaba mutat. Az M vek-
tort a * teng€ly pontjiban az r 6s F vek-
torok sikjira mer6legesen vessziik fel.

M  - r x F



Az r"" srilypont az a pont, amelybe a W gravit6ci-

6t6l szitrtnz6 iisszes er6t egyesithediik abb6l a c6lb6l,
hogy a gravitici6t6l szfumaz6 forgat6nyomat6kokat
kisz6mitsuk. Ha g mindeniitt egyenl6 (mint ahogyan e
k6nyv feladataiban felt6telezziik), akkor r." ugyanaz a
pont, mint az rrra tbmegkiizeppont.

tfl Tr tiimegpontokbdl Fol''tonos tiimeg-

Egyensilyi feltdtelek

ELS6 Transzliicios
FELTI1TEL egyensrily ) Fui,oa = 0

nrAsolrx Rotrici6s ), Muu*, = 0
FELTfTEL egyensirly OeLtetszriteges*tlngetyk6t\rt)

A testek egyensirlyanak vizsgAlat6t az aliibbi egys€ges

elj6r6s szerint v6gezziik:

(a) Vektor6br6t k6szitiink, amelyen a testre hat6 itsz-

szes er6t feltiintetj0k. A pozitivnak valasztott
ir6nyokat kis nyilakkal, a pozitivnak vett forg6si

irrinyt 4l vagy @ szimb6lummal, azt a tengelyt,
amelyike a forgat6nyomat6kot sziimoljuk, )t-

gal jeliiljiik.
(b) Alkalmazzuk a k6t egyensflyi felt6telt

Gyakran el6nytis a m6sodik, u lMuooo 
=0 felt6telb6l

kiindulni. Ha a*tengelyt c6lszeriien olyannak v6laszt-
juk, hogy ismeretlen er6k hat6svonala menjen 6t rajta,

akkor ezzel el6rjiik, hogy a nyomat6ki egyenletben a

tengelyen 6hnen6 ismeretlen er6k nem szerepelnek

4. Hogyan tudja magrit egy 100 kilogrammn6l nehe-

zebb ember megm6mi azon a fiird6szobai m6rlegen,

amelyiknek csak 95 kilogramm a m6r6shat6ra? .

5. T6masszunk al6 egy vizszintesen tartott meterrudat
jobb- 6s balkeziink egy-egy ujj6val! Fokozatosan

kiizelitsiik egym6shoz ujjainkat! A kezd6 helyzett6l

fiiggetleniil ujjaink mindig a m6terrrid k6zep6nel

tall'lkoznak. Magy ar tlzzuk me g, mi6rt !

10A-2 Egy f6b6l k6szitett ors6 szabadon, elhanyagol-

hat6 sfrl6d6ssal foroghat vizszintesen riigzitett tengely

kdrtil a 10-26 6bra szerint. A kiils6 perem6re (sugara

Rz= 30 cm) csavart fon6l -Fr = 4 N er6t gyakorol rii, mig

egy mdsik, a bels6 keriiletre (R' : 12 cm) csavart fon6l

Fr = 12 N er6vel hat az 6br6zolt m6don. Az 6rajrinis6val

ellentetes forgiist pozitivnak viiasztva hzt*oza*. meg az

ors6ra hat6, tengely kiiriili ered6 forgatonyoma€kot!

10-26 6bra
A 10A-2 foladathoz.

6116 rendszerre:

! r,.2,
r r ,o=S

L m t

eloszlis eset6re:

I rd-
rrxr = i-l-

l d ^
Folltonos ttimegeloszt{s ese€ben mindig olyan dm: p dV

tiimegelemet v6lasztunk, amely a koordin6tarendszer

orig6j6t6l teljes eg€sz6ben azonos t6vols6gra van.

A ,,negativ" tiimeg fogalma akkor hasznos rt*t ki-

sz6mit6s hoz, ha a vizsg6lt testet egy szimmetrikus da-

rub hazz|tebl'yel szimmetrikuss6 tudjuk v6ltoztatni.

Ekkor a feladatbar szerepl6 testet irgy kezelhetjiik,

mintha k6t testet itsszegezn6nk: a (nagyobb) szimmetri-

kus testhez hozzriadjuk a ,,negativ" tiimegii r6szt, amely

a felesleges ttibblet testet a sz6mit6sb6l kiejti.

Kdrddsek

l. Keressiink egy olyan p6ld.it, amelyikben a testre

hat6 er6k iisszege z6rus, de a test nincs statikai

egyensrilybanl
2. Keressiink egy olyan p6ld6t, amelyben a test tiimeg-

kdzeppontj6ra sz6mitott forgat6nyomatekok dsszege

z6rus, de a test nincs statikai egyensflyban!

3. Egy l6tra a falnak t6maszkodik. Egy asszony felm6-

szik 16. Vajon mikor val6szinfbb az, hogy a l61r�a

megcsitszik: amikor a legfels6 lok vagy az als6 fok

kiizel6ben van? Mi6rt?

Feladatok
10.2 A forgat6nyomat6k
10.3 A forgat6nyomat6k-vektor

10.A-1 Egy h6rom m6ter hosszf, egyenletes tiimegel-

oszl6sir rfd az egyik vtgln vizszintes tengellyel van

riigzitve [gy, hogy a rud az xy sikban szabadon elfor-

duthat. A rud szabad v6g6re 16 N er6 hat 0 = 30" sztig

alatt, ahogyan a 10-25 ribra mutatja. (a) Hatfuozzuk meg

az eft ka46t a tengelyre vonatkoztatva! (b) Mekkora

forgat6nyomat6k hat a drdra a tengelyben?

10-25 6bra
A l0A-1 feladatltoz.



Feladaiok 249

l0A-3 TekintsiiLnk egy b oldalhosszris6gri n6gyzetet!
Minden sarkiban egy F nagys6gi er6 hat. Az er6k egy-
egy oldallal p6rhuzamosak, 6s a kiiz6ppont kiiriil azonos
6rtelmii forg6st okoz6 forgat6nyomat6kot fejtenek ki.
(a) HaIArozz* meg a negyzet kiSz|ppontjfua az ered6
forgat6nyomatekot! (b) Sz6mitsuk ki az ered6 forgat6-
nyomat6kot az egyik sarokra vonatkoztatva!
f0B-4 Egy F = 2i + 39 (newlonban m6rt) er6 hat egy
testre. A test a z koordin6tatengely menten fekv6 forgristen-
gellyel van rdgzitve. Az er5 az r=4i+5i+02 (mdter-

ben m6rt) pontban timad. Hatirozztk m€g (a) a z ten-
gely kiirnli teljes forgat6nyomat6kot, (b) 6s az M for-
gat6nyomatek-vektor iriinyiit !
1 0 4 - 5  M u t a s s u k  m e g ,  h o g y  i x i = i x i = 2 x 2 = 0 ,

t o v 6 b b 6 ,  h o g y  i x i = 2 ,  i x 2 = i  e s  2 x i = i !

10.4 A srilypont 6s a tiim€gkiiz6ppont

10A-6 H6rom azonos, homog6n, / 6lhossais6gri tdmiir
kocka ,,L" alakban van dsszeragasztva a 10-27 6br|n
l6that6 m6don. Keressiik meg a t6megkiiz€ppont x 6s y
tenselwe vonatkoztatott koordinatriit!

10-27 6hra
A 10A-6 feladathoz.

10A-7 Egy / hossz(rs6gir homogdn deszka v6g6n egy
ember iil. A deszka sfrl6d6smentes kerekeken vizszin-
tes sinen nyugszik. A deszka 6s az ember t6mege meg-
egyez6: m. Az ember most 6tset6l a deszka tuls6 v6g€re,
6s ott leiil. Hat'rozznk meg azl a teljes (a talajhoz vi-
szonyitott) t{vols6got, amennyire a deszka a folyamat
sor6n elmozdult! lUtmutat6s: megv6ltozik-e az em-
ber*deszka rendszer ttimegktizeppontjfuak helyzete a
folyamat sor6n?)
108-8 Egy l magass6gir 6s R sugarf ac6lhenger egyik
v6g6ben kirpos iireg van kieszterg6lva a 10-28 6brfur
l6thaio m6don. A teljes kripsziig 90'. Hatrirozzuk meg a
hengeres test tiimegkdzeppontjdnak hely6t! (Utmutatis:
haszn6ljuk fel a l0C-57 feladat eredm6ny6t 6s vonjuk ki
a tiimtir hip tiimeget az eredeti kiffiratlan henger tiime-
g6b6l - ,,negativ" tiimeg m6dszer.)
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10-28 6bra
A l0B-8 feladathoz.

l0B-9 Homog6n f6mlemezb6l keszitett R sugaru kiir-
lapbdl a 10-29 6br6n mutatott m6don ktiralakir lyuk van
kiv6gva. A lyuk sugara R/3, 6s a lyuk 6rinti a kiirlap
perem6t. Milyen tiivols6gra van a tiimegkdzeppont az
eredeti kdrlap ktiz6ppontj6t6l? (Utmutatiis: Kezeljiik a
hi6nyz6 anyagot rigy, mint az eredeti kiv6gatlan kdrla-
pot kieg6szit6,,negativ tiimeget"!)

R

10-29 6bra
A l0B-9 feladathoz.

108-10 Egy egyenletes p siirfs6gii, D 6lhosszris6gf
kock|ba egy b/4 sugaru furatot k6szitiink, rigy, ahogyan
a 10-30 6bra mutatja. A furat 6dnti az egyik kockalap
szemkiizti oldalfelez6it iisszek6t6 egyenest. Ezut6n a
fvator p/3 siiriis6gii anyaggal tttltjiik ki. Hat{rozzttk
meg a test tdmegkdzeppontj6t!

10-30 6bra
A l0B-10 feladathoz.

1088B-11 Az m tbmegji, / hosszus6gt egyenletes l6nc kam-
p6n 169 a l0-3la 6bra szerint. Szimitsuk ki azt a munkit,
amely a l6nc kiiz6ps6 lincszemdnek a kamp6ra t6rt6n6
felakasztrisrihoz sziikseges! (Utrnutatis: gondoljuk meg, mi
tbrtenik a kiiltinbtiz6 l6ncreszek tbmegkiizeppon!6val!)



{a )  (b )

10-31 ibra
A l0B-l I 6s a l0C-50 feladathoz.

10.6 Merev testek statikus egyensflyban

10A-12 A 10-32 6br6n l6that6 egyenletes tdmegeloszl6-
sri kapusziimy 300 N sflyi, 3 m sz6les 6s 2 m magas. A
kapusz6my bal als6 sark6t egy csukl6s tengely tri-
masztja al6, bal fels6 sark6t vizszintes huzal tafija. Hat6-
rozzuk meg (a) a huzalban 6bred6 er6t, 6s (b) annak az
er6nek nagys6g6t 6s ir6ny6t, amelyet a csukl6s tengely
gyakorol az ajt6sz6myra!

10-32 6bra
A l0A-12 feladathoz.

10A-13 Egy 25 kg-os gyermek 6 m6ter hosszu libik6kln
iil. A libik6ka kiiz6pen van alillinnszlva, tdmege 45 kg.
Milyen trivol iiljtin a libik6ka mrisik v6g6t6l egy 80 kilo-
grammos feln6tt, hogy a libik6ka egyensrilyban legyen?
Csatoljuk a tibik6ka vektor6bnt6t.

10A-14 A 10-33 6brdban a W t.ehet 200 N sirlyu, 0 =
30", 6s a rud sirlya elhanyagothato. Hatirozzuk meg (a)
a k6t6lben 6bred6 feszit6er6t, (b) amak az er6nek viz-
szintes 6s fiigg6leges komponens6t, amelyet a csapiigy-
tengely gyakorol a rudra!
10A-15 A 10-34 6bnin a sfly 200 N, 6s a rud sflya el-
hanyagolhat6. Hat rozzuk meg (a) a kiit6lben 6bred6
ercit, (b) annak az er6nek vizszintes 6s fiigg6leges kbmpo-
nens6t, amelyet a csukl6 gyakorol a rudra!

10-34 6bra
A l0A- l5 feladalhoz-

104-16 Fiigg6leges falra egyetlen csavarral polctart6
van szerelve a 10-35 6br6n l6that6an. A polctart6 sfly6-
nak elhanyagol6s6val sz6mitsuk ki azt a vizszintes er6-
komponenst, amelyet a csavar gyakorol a polctart6ra,
abban az esetben, ha a polctart6t 80 N fiigg6leges er6
terheli. (Utmutat6s: k6pzeljiik el, hogy a polctaxt6 kisse

10-35 6bra
A l0A-16 feladathoz.

104-17 A 10-36 6br6n a m6rlegek 46 lll. 42 kg-ot mu-
tatnak. A tart6deszka sirly6t elhanyagolva sz6mitsuk ki,
hogy hol van a deszk{n fekv6 ember tiimegkiizeppontJa
a l6b6t6l m6rve!

l__1,8m-__---l

10-36 ribra
A l0A-i7 feladathoz.

10-33 6bra
A l0A-14 6s a l08-25 feladathoz.
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l0A-18 Egy ember 180 N vizszintes ir6nyi er6t gyako-
rol a 10-37 6br n l thatb eszkdzre. Sz6mitsuk ki azt a
vizszintes er6t, amelyet az ember bicepsz izma fejtki az
alkaral Az alkart egyetlen rudnak k6pzelve k6szitsiink,
vektoriibr6t, amelyen minden er6vektor v6gpontja az
er6 trimad6spontj 6ba van berajzolvat

A 10A-18 feladathoz.

10A.-19 Egy m tiimegf homog6n henger k6t huzallal
rigy van felfiiggesztve, hogy sima fi.igg6leges falhoz
t6maszkodik (10-38 6bra). A huzalok a fallal 0 szdget
ziimak be. ({ A lM=O felt6telnek a felfiiggeszt6si
pontra va16 alkalmaz6siival fejezziik ki a^ ez N er6t,
amelyet a lal a hengerre gyakorol. (!) Mutassuk meg. hogy
az eredm6ny iisszhangban van a ). F- 0 feltetellel.

,N,

@h
10-38 {bra
A l0A-19 feladathoz.

104-20 Egy m tdmegl g6mb nyugszik egy sarokban,
amelyet egy fiigg6leges fal 6s egy, a vizszlnteshez 0
szdg alatt hajl6 siklemez k6pez. Minden feliilet sima.
Sz6mitsuk ki azokat az er6ket, amelyeket a fal €s a le-
mez a giimbre gyakorol!
108-21 Egy / hosszfs6gri l6tra sima falnak t6maszkodik
a vizszinteshez 0 szog alatt d6lve- Egy ember a l6tr6n
olyan magasra m6szik, hogy a legfels6 fokt6l l/4 t'vol-
s6gra van 6s akkor a l6tra elkezd csfszni. Mutassuk
meg, hogy a l6tra 6s a talaj kitzittti nyugalmi stirl6d6si
egyiitthat6 3/4(g0)l A l6tra sirlya az ember srily6hoz
viszonyitva elhanyagolhat6.
108-22 Egy 90 kilogrammos ember egy l6tra k6tharmad
magass6g6ig m6szik fel. A l6tra falnak t6maszkodik, a
fallal 20'-os sz6get bez6rva. A l6tra srily6nak elhanya-
gol sbvallLatArozzttk meg (a) azt az er6t, amelyet a fal a
ldtrfua gyakorol, valamint (b) annak az er6nek nagys6-
g6t 6s ireny6t, amellyel a talaj hat a l6triira!

10-37 6bra

l0B-23 Egy egyenedur titmegeloszldsf l6trd sima fiigg6
leges falnak timaszkodik. Ttimegk6zdppontjrlnak a tivol-
s6ga a l€tra alj6tol hosszrinakjfszerese, ahol 0 </< L Fe-
jezzik ki an - a t^laj 6s a l6tra kiizdtti - legkisebb sztiget,
amelyn6l a l6t-a m€g nem csuszik meg! A talaj 6s a l6tra
kozbtt a nytgalmi surl6d,isi egyiitthato p . .
108-24 3 m6ter 60 centimeter hosszri, l0 kg-os l6tra a
10-39 6bra szerint falnak tiimaszkodik. A fal 6l6n az
6rintkez6s surl6d6smentes. Hatirozzuk meg (a) azI az
er6t, amelyet a fal gyakorol a l6trrira, (b) azt az er6t,
amely€t a talaj gyakorol a l€tr6ra! (Adjuk meg mindk6t
er6 nagys6g6t 6s ir6ny6t!)

10-39 6bra
A 108-24 feladathoz.

l08-25 A l0-33 6br6n W: 370 N,I : 35", 6s a homo-
g6n nid sirlya 420 N. Hat6rozzuk meg (a) a huzalt fe-
szit6 e6t, (b) azt az ered6 er6t (nagys6g6t 6s ir6ny6t),
amelyet a csukl6s tengely gyakorol a nidra!
108-26 Egy 3 m hosszri homog6n pall6 sima falnak
t6maszkodik, m6sik vdge vizszintes talajon nyugszik. A
talaj 6s a pall6 ktizott a nyugalmi sr.irl6d6si egyiitthat6
0,4. Hat6rozzuk meg, hogy mekkora tiivols6gra mozdit-
hatjuk el a patl6 als6 veg6t a falt6l an6tkiil, hogy meg-
csriszna!
108-27 Egy 300 N srilyir homog6n rud fels6 v6ge a meny-
nyezehe er6sitett csukl6n 169. (a) Haiirozzuk meg a rud
als6 v6g6re alkalmazand6 vizszintes inlnyi er6t, amelynek
hatis6ra a md a vizszintes 35o-os sziiget ziir be. (b) Hati-
rozzuk meg azt az er6r (nagys6g6t 6s ifinyrit), amelyet a
csukl6 a kiteritett helyzetii rudra gyakorol!
l08-28 Hat6rozzuk meg, hogy mekkora er6 fesziti a l0-
40 6br6n l6that6 vizszintes tart6huzalt. valamint annak
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az er6nek nagys6g6t 6s ir6ny6t, amelyet a csukl6 a rud
als6 v6g6re gyakorol! A dld sirly6t hanyagoljuk el!
108-29 K6t, azonos anyagb6l k6sziilt tiimtir tiimb a
10-41 6br6n t6that6 m6don van iisszeragasztva. Az
egyik titmb ,,,,, 6lhosszirs6gri kocka, a m{sik bxb/2xl m6-
retii der6ksz6gf has6b- Fejezziik ki D fiiggv6ny6ben azt
a legnagyobb / hosszfs6got, amelyr,€l az egyiittes m6g
nem bil len fel!

,-+--.--

10-41 6bra
Al0B-29 feladathoz.

108-30 A 10-34 6bin l6that6 teher 200 N sirlyf, a ho-
mog6n nid sirlya 100 N. Hat6rozzuk meg (a) a huzalt
feszit0 T er6t,6s annak az er6nek vizszintes 6s fiigg61e-
ges komponens6t, amelyet a csukl6s gyakorol a rfdra!
108-31 A 10-42 Sbrdn a firi egy 70 kg tomegii gyep-
hengert pr6b6l egy 6 cm magas jiSrdaszegdlyen ethfzni.
A henger sugara 30 cm. Mekkora az a legkisebb er6, ami
ehhez sziiks6ges? (Utmutalis: tekintsiik azt a helyzetet,
amid6n a henger a talajr6l 6ppen felemelkedve a j5rda-

szeg6ly sarkSn nyugszik. A henger ebben a pozicr6l:an az
er6 egy bizonyos kritikus 6rt6ke eset6n marad meg, min-
den enn6l nagyobb er6 a henger 6tgordiil6s6t okozza. )

10-42 6bra
A l0B-31 feladathoz.

l0B-32 A lO-43 6bra egy L-alakir szab6lyoz6 kart mu-
tat, ami a B pontban csukl6san illesztett. (a) Mekkora az
a fogantyira mer6leges, F-fel jelitlt fiigg6leges er6,
amely az A pontban l6v6 (az 6br6n nem feltiintetett)
trirgyra 150 N vizszintes er6t tud kifejteni? (b) Hatiroz-
zuk meg annak az er6nek nagys6g6t 6s ir6ny6t, amelyet
ekkor a csukl6s tengely a B pontban a szab6lyoz6 karra
kifejt!

10-43 ribra
A 108-32 feladathoz.

108-33 A 10-44 6bra egy karmos kalapiicsot mutat,
amint egy vizszintes feliiletb6l sziiget hirz ki. A kala-
piics nyel6re 200 N nagys6gri vizszintes F er6 hat. (a)
Sz6mitsuk ki a kalapScs karma 6ltal a sztigre kifejtett
er6t, 6s (b) a kalap6cs fejdre hat6, a feliilett6l szArmaz6
er6t! Tetelezziik fel, hogy a kalaprics 6ltal a szegre gya-
korolt er6 p6rhuzamos a szeggel!

5 c m
10-44 Abra
A 108-33 feladathoz.

108-34 Egy 40 N srilyir t6rgyat kinyfjtott vizszintes
alkarral karhossznyira tartunk. Hivatkoz6ssal a 10-45
6br6ra, hatLrozzuk meg azt, az 6br6n F-fet jeliilt er6t,
amelyet a felkar izom fejt ki! Tegyiik fel, hogy a k6z 6s

t ^ ^
r- ru cm -- *l F o . -

I
kiinyiik

10-45 ibra
A l0B-34 feladathoz.
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I

az alkar egyiittes tiimege 1,5 kg 6s, hogy ezek tdmegkti-
z6ppontja a ktiny,tik Es a tArgy kitzdtti trivols6g felez6-
pontjaban van! K6szitsiink az alkart nidk6nt 6brdzol6
vektordbr6t, amelyen az er6vektorok v6ge az er6k t6-
mad.ispontj 6ba van rajzolva!
108-35 Mutassuk meg, hogy ha h6rom, egy sikban fek-
v6 (nem p6rhuzamos) er6 hat egy merev testre, irgy a
t€st csak akkor van forg6si egyensflyban, ha a h6rom
er6 hatr{svonala egy pontban metszi egym6st!
108-36 Ket egyforma, Z hosszfsdgri homogln tigl\t az
6brrin l6that6 m6don egym6sra rakunl( oly m6don, hogy
a tutl6g6s maxim6lis legyen, azaz a rak6s m6g ne bil-
lenjen le (10-46 6bra). HatArozztk meg az x l6vols6gotl

L _ r  , l
l - l

10-46 6bra
A l08-36 feladathoz.

108-37 Egy ember sepr6t tol a padl6n, mikiizben a sepr6-
nydl ininyriban lefel6 mutato er6t fejt ki. Hatiirozzuk meg
azt a (sepr6ny6l 6s a fiigg6leges ininy 6ltal bezirt) legki-
sebb I sziiget, amely mellett a sepr6 6lland6 sebess6ggel
mozgathato. A padl6 6s a sepr6 kdziitt a csuszrisi sirrl6d.isi
egyiitthato po. (A sepr6 sulydt hanyagoljuk el.)
10B-38 40 N srilyf hajl6kony l6nc ket azonos magas-
s6gbaa l6v6 kamp6 k6z6tt 169 (10-47 6bra). Mindk6t
kamp6n6l a l nchoz hrizott 6rint6 a vizszintessel
0 = 42' sz'get z\r be. (Azt az egyenletet, amely gravi-
lici6s er6 hatris6ra 1696 l6nc gdrb6jdt lei4a, ldncg6rbe
eqyenletnek nevezziik. A feladat megold6s6loz az
egyenlet ismerete nem sziiks6ges.) (a) Hatiirozzuk meg
a kamp6 6ltal a l6ncra gyakorolt er6 nagys6g6t! (b) Ha-
tiirozzuk meg a l6ncot feszit6 er6t a l6nc kdz6ppontjd-
ban! [Javaslat a (b) r6szfeladathoz: k6szitsiink vektor6b-
r6t a l6nc feler6lll

10-47 hbra
A 108-38 fetadathoz.

108-39 Ket egyforma, egyenk6nt 60N srilyri pall6 egy-
-egy v6g6n csukl6s tengellyel csatlakozik egymiishoz.
(10-48 6bra.) Sima vizszintes feliileten 6llnak, 6s sz6t-
csfsz6sukat az '6briaolt vizszintes huzal akad{lyozza.
Hatirozztk meg azl az N, 6s N, norm6lis ir6nyi er6t,
amelyet a talaj fejt ki a pall6kra! (b) Hatirozzuk meg a

huzalban 6bred6 Z feszit6erSt! [Javaslat a (b) r6szfel-
adathoz: k6szitsiink vektor6br6t csak az egyik pall6r6lll

10-48 ibra
A l0B-39 feladathoz.

Tovibbi f€ladatok

l0C-40 Kdt homog6n, egyenl6 hosszris6gf rud csukl6-
san van tisszeer6sitve €s fiigg6legesen 169 a 10-49 6bra
szerint. A lels6 rud sirlya 100 N, az als66 200 N. Milyen
Iegyen az az als6 rud v6gdre hat6 egyetlen er6, amely a
rudakat a (b) r6szibr6n l6that6 m6don nyugalomban
tartja olyan helyzetben, mid6n a rud als6 v6ge kiizvetle-
nill a felfiiggeszt6si pont alatt van?

(al {b)

10-49 6bra
A 10C-40 feladathoz.

10C-41 K6t homog6n, v€kony rud T alakban van dssze-
hegesztve. Mindket nld hossza /, ttimege rz. A T alakir
rudazat egyik v6g6t csukl6 tartja, mig a m6sik v6g6t
{iigg6legesen lefeld ir6nyul6 F : 2mg er6 terheli a l0-
50 6bra szerint. Keressiik meg azt a 0 sz6get, amelynel
a T alakri rudazat egyensirlyban vanl

10-50 6bra
A l0C-41 feladathoz.



l0C-42 A l0-5lb 6bnin egy ember vizszintes alkarral l0
kg-os teftet taf,t. Az alkar 1,5 kg-os, tiimegkiizdppondanak
helyet az 6bra mutatj a. A bicepsz izom az alkart a ktinyiik-
t6l 5 cm-re fiigg6legesen felfel6 h(rzza, mig a fels6karcsont
/1 er6vel lefel6 nyomja az iziiletet. (a) K6szitsiink vektor-
6br6t az alkan6l (egyszer(en vizszintes rudk6nt 6bnizolva),
tiintessiik lel rujta az iisszes er6vektort, mindegyiknek v6g6t
az er6 iimadiispontj6ba helyezve! (b) Hatirozzuk meg azt a
B el6t, amelyet a bicepsz fejt ki az ors6csonfa! (c) Amikor
a k6z a terhet tartja, akkor a fels6karcsont kompresszi6
(dsszenyom6s) alatt van. Hat6rozzuk meg azt a H efit,
amelyet a fels6karcsont a k6nyiikiziiletre gyakorol !

Triceps

10C-44 A 10-53 6br6n bemutatott l6pcs6s l6tra mindk6t
sz'ra 4 m hosszri, 6s csukl6ja a B pontban var. A l6tra
sirrl6diismentes vizszintes talajon 6ll, szetasisz s t az
6briizolt m6don feler6sitett DE huzal akad,6lyozza.
Mindk6t sz6r tiimegkoz6ppontja a sz6r k,tizep6ben van.
Az AB szLr stlya 80 N, a BC sz6r6 40 N. Hat6rozzuk
meg a l6tra alj6ra hat6, talajt6l szirmaz6 eftt (a) az A
pontban 6s (b) a C pontban! (c) Hatirozzuk meg a hu-
zalban 6bred6 Z er6t!

10-53 ribra
A 10C-44 feladathoz.

10C-45 Bizonyitsuk be a kovetkez6 6llitds helyess€g6t:
Ha egl test transzldci6s egyensilyban van, akkor a test-
re hqtd .lbrgat6nyomaftkok ered6je bdrmely pontra vo-
nstkoztatua azonos.
10C-46R bels6 sugani hengerbe k6t egyforma, homo-
g6n gtimbiit helyeziink a 10-54 6br6n Lithat6 m6don. A
giimbiik r sugara az (R/2) < r < R tartom6nyba esik.
Minden feliilet sima. K6szitsiink vektor6br6t az als6
gtimbr6l, jeliiljiik be minden er6 nagys6grit a gtimbiik I/
srlly6nak 6s az r, R sugarak fiiggv6ny€ben!

10-54 6bra
A l0C-46 6s a l0C-47 feladathoz.

l0C-47 A ,Jelbillen6 csd'. K,6t egyforma, sima feli.iletii,
m ttimegii, / suga r labd6t helyeziink egy magas, henge-
res, R sugani cs6be, (l6sd a 10-54 6br6t). [Megje-
gyezziik, hogy (R/2) < r < n.l A cs6 fiigg6legesen 6ll.
Ugy hihetn6nk, hogy ha a csdvet riividitjiik 6s igy srily-
pontjrit siillyesztjiik, akkor az egys6g stabilabb egyen-
srilyi helyzetbe keriil. Azonban, ha a henger magass6g6t
egy kritikus 6rtek al6 csiikkentj0k, akkor a cs6 felbillen!
Mutassuk meg, hogy a henger akkor marad meg 6116
helyzetben, ha tiimege legal|bb M - 2z(l r/R)l (Utmu-
tatris: pr6b6ljuk a forgat6nyomat€kot kisz6mitari a k6t

(a)

10-51 6bra
A l0C-42 feladathoz. Az (a) r6szfeladatban, minthogy
az izmok csak hirz6er6t fejthetnek ki, sziiks6ges, hogy
az egyik izommal emeljiik az alkart, a miisikkal siily-
lyessziik. A tricepsz izom a v6lb6l a siivegcsont kidu-
dorod6s6ra csatlakozik; ha osszehriz6dik, kiegyenese-
dik a kar. Ha a bicepsz izom huz6dik iissze, a kar
behajlik. (Az 6bra er6sen egyszedisitett. A val6s6gban
nyolc izom vesz kiizvetleniil r6szt a kiinyiikcsukl6
m(ktidtet6s6ben.)

10C-43 A l6bujjhegyre 6ll6s amint ezt a 10-52 6bta
mutatja - tekint6lyes Z hfz6er6t lebsit a sarokcsonthoz
csatlakoz6 Achillesz inban. A Libfejre hat6 h6rom er6
(T, A, 6s W) egyensrilyban van; vagyis osszegiik z6rus.
Teh6t az er6k grafikus iisszegez6se z6rt h6romsziigct
eredm6nyez. HalArozzuk meg azt a T feszit6er6t, amely
az inban 6bred, ha egy 90 kg-os ember ily m6don
egyl6bon l6bujjhegyre rill! (Utmutat6s: 16sd az 6ltaliinos
h6romszttgre vonatkoz6 D fiiggel6ketl)

10-52 6bra
A 10C-43 feladathoz.
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gtimb 6rintkez6si pontj6ra, amikor a cs6 6ppen a felbil-
lends hatii16n van.)
10C-4E A 10-55 6bra egy ll/ sulyi homog6n hengerre
fiigg6leges 6rint6 ir6ny6ban hat6 F er6t mutat. A henger
6s a feliiletek kiiziitt a nl.ugalmi sirrl6d6si egyiitthat6
0,50. Fejezziik ki I/ fiiggv6nydben azt a legnagyobb F
er6t, amely m6g nem inditja meg a henger forg6s6t!
(UtmulatAs: Ha a henger 6ppen a cstsz6s hatir6n van,
akkor mindkit sirrl6d6si er6 maxim6lis 6rt6ket vesz fel.
Mi6ft?)

10-55 6bra
A 10C-48 feladathoz.

10C-49 Egyenletes eloszliisri, 74 cm magas asztal nyug-
szik a talajon. 1,2 m 6tm1r6jii kiiralakt lapja 6s hiirom,
szimmetrikusan elhelyezett, az asztallap sz6l6t6l 10 cm-
rel beljebb l6v6 l6ba van. Az asztal 6s a l6bak egyiittes
srilya 60 N. (a) Hauirozzuk meg azt a legkisebb fiigg6-
Iegesen felfel6 irrinyul6 er6t, amely irgy hat az asztal
sz6l6n, hogy az kiss6 megbillen! (b) Mekkora az asztal
sz6l6re fi.igg6legesen lefel6 hat6 minim6lis er5, amely
az asztait megbillenti? (c) Mekkora, 6s milyen ir6nyf az
asztal sz6l6re gyakorolt legkisebb er6 ami az asztal
megbillen6s6t okozza? Mindegyik esetben tiintessiik fel
v|6zlatola az er6k t imad6spontj 6nak az aszlall bakhoz
viszonyitott hely6t!
10C-50 Homog6n, m ti5me96, / hosszfs6gri l6nc 169 le
egy kamp6r6l, a kor6bban m6r bemutatott 10-31 6bra
szerint. (a) Fejezzik ki az y tfvols6g fiiggv6ny6ben azt
az F(y) er6t, amely a koz6ps6 l6ncszem kamp6ra emel6-

, .  .  I  -sdhez szijks6ges! (b) Igazoljuk J F.dy kiszdmitdsdval.

hogy a vegzett munka megegyezik a kiil6nbiiz6 l6ncr6-
szek tdmegkiiz6ppontj6nak gravit6ci6s energianyeresd-
g6vel! (l0B-l I feladat).
10C-51 Tekintsiink ot azonos t6gliit a l0-56 iibra szerint
oly m6don egym6sra rakva, hogy a borul6smentes kil6-
giis maxim6lis legyen! Mutassuk meg, hogy n sz6mri

10-56 6bra
A 10C-51 feladathoz.

t6gla eseteben az .r, tivols6gra felirhat6, hogy:

,, =(t t Z)20 t t) . A sorozat lassan diverg6l; azaz

lg", 
= - igy a kil6g6si trivols6g a v6gtelenhez tart a

t6gl6k sz6m6nak v6gtelen niivel6s6vel! (Javaslat: a leg-
fels6 t6gl6val kezdve bontsuk le a rakiist, 6s irgy hat6-
rozzuk meg az x,, tiivols6got!)

10C-52 V6kony dr6tb6l keszitett ./R sugaru gyilrii egy-
negyed6t kiv6gj6k. Hatirozzttk meg a megmaradt r6sz
titmegkiizeppontj6t R fiiggv6nyeben!
10C-53 Szrizadokon iit a keresked6k vil6gszerte haszn6l-
tAk az fut. kofa-mirleget. (10-57 6bra.) Az 6rut a serpe-
ny6be helyezt6k, a mutat6val elliitott csrisztathat6 testet
addig mozditotiik el, amig a rud vizszintes helyzetii lett.
Ezutin a rudra gravirozott sk6l6r6l leolvastrik az 6ru sri-
ly6t- Mutassuk meg, hogy a rudra gravirozott skril6nak az
iiru sirlyiival lineSrisan kell viiltoznia! Ne feledkezziink el
arr6l, hogy a rud 6s a serpeny6 srilya 6lland6.

10-57 6bra
A l0C-53 feladathoz.

l0C-54 V6kony, 3 m hosszir drd vizszintes feliileten
nyugszik. Vonqlmenti tdmegsiiriisige (ttimeg/hosszir-
s6g) line6risan vdltozik a rird hossza ment6n: egyik v€-
g6n z6rus, a m6sik v6g6n 50 kg/m. (a) Halirozzuk meg
a rfd tdmeg6t! (b) Mekkora munk6val lehet a rfd nehe-
zebtt v6g6t 1,5 metenel fiigg6legesen feljebb emelni irgy,
hogy a m6sik v6ge a feliileten maradjon?
l0C-55 Egyenletes vastagsegir v6kony f6mlemezb6l az
x: a 6s az y = +kx'� giirb6kkel hat6rolt idom k6sziilt.
(10-58 6bra.) Hat6rozzuk meg ttimegkdz6ppontj6nak
koordin6t6it!

10-58 dbra
A 10C-55 feladathoz.



10C-56 V€kony, egyenletes vastags6gir f6mlemezb6l R
sugaxir ktirlemezt v6gtak ki, majd az 6tmer6je ment€n
kett€v6gtrik. Hatbrozzuk meg az egyik darab tomegkti-
z6ppontj6t! (Javaslat: V6lasszuk dm elemi ttimegnek az
egyenes oldallal p6rhuzamos s6vot.)
10C-57 Mutassuk meg, hogy az R alapkor-sugad, lr
magass6gri, iilaad6 p siirfs6g( egyenes kfp ttimegkti-
zeppontja a szimmetria-tengelyen, az alapt6l h/4 lavol-
s6gra van! [Javaslat: tekintsiik a 10-59 6br6n l6lhat6 az
alapt6l y t6vols6gra l6v5 dy vastags6g6, i6rcs6t, mint

elemi tomeget, amelyre dm= pdV = pm'�dy . ahol

r = (h- y)tsct = (h- y)(R / h)1.

10-59 6bra
A 10C-57 feladathoz.

10C-58 Egy 200 N sflyf cegt|bla 1,2 m hosszri viz-
szintes rirdra van fi.iggesztve. A nid egyik v6g6t csukl6
rogziti, m6sik v6g6t k6t merevit6 huzal tartja a 10-60
6brtn v6zolt m6don. A cegt6bl6t fiiggeszt6 k6t huzal
egymrist6l I m t6vols6gra van, szimmetrikusan elhe-
lyezve a vizszintes rridon a c6gt6bl6t. A rud srilyet eha-
nyagolva sz6mitsuk ki a feszitf er6t minden egyes me-
revit6 huzalban.

10-60 ibra
A 10C-58 feladathoz.

10C-59 Villanyvezet6k huz6dik egy 30'-os ritkanyar
fiiltitt. A vezetdket az ft tdr€spontjAban egy fiigg6leges
AC p6zna tartja, amelynek als6 v6ge g6mbcsukl6n
nyugszik. Az A ponthan a p6znihoz er6sitett vezetekek
vizszintesek. A p6zna feld6l6s6nek megakad6lyoz6s6ra
az AB feszitfhuzal szolg6l, amelyet a 10-61 6br6n Lit-
hat6 m6don szimmetrikusan, a p6znihoz 30o-os szdg-
ben illesztve helyeztek el (teh6t a ,BC egyenes felezi a
150'-os sziiget). Ha a vezetekeket Zer6 fesziti, mekkora
a feszit6huzalban 6bred6 er6t.

10-61 {bra
A l0C-59 feladathoz.

l0C-60 A 10-62 6br6ban a fiigg6leges CD 6rbocot 6s a
DE rtdat a D pontban ritgzitett g6mbcsukl6 |.artja. Az
6rboc 6s a rud sirlyrinak elhanyagol6s6val sz6mitsuk ki
kiiliin-kiiltjn a szimmetriku$an elhelyezett AC Es B )
k6beleket feszit6 er6t! (A rfd 6s a vizszintes CE kirbel a
fiigg6leges,xy sikban vannak.)

4,8 m

.,q <_ D - \

(b)

2,4 m

lS-62 6bra
A 10C-60 feladatboz.
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