X. FEJEZET,.

FORGATONYOMATEK
ES FORGASI EGYENSULY

Mig a forgatényomatékon gondolkodtam forogni kezdett velem a vildg
(EGY TANULO MEGJEGYZESE)

10.1 Bevezetés

A testek mozgisat mindeddig ugy kezeltiik, mintha pontszerd részecskek
mozognanak, s igy nem vettiik figyelembe a testek témegkdzéppont koriili
forgasat. De a valés vilagban minden fizikai testnek véges kiterjedése van, ¢s
a forgds (a roticio), akércsak a haladas (a transzlacio), gyakran kozos tulaj-
donsaga a mozgasnak. Ebben a fejezetben a véges kiterjedésti testek tanul-
ményozasat kezdjiik el, és megvizsgaljuk, mitél fiigg ezek nyugalmi éllapota,
vagy forgasa allandé szogsebességgel, tovbba mi az oka annak, hogy olyan
forgasi gyorsuldssal rendelkeznek, amely megvaltoztatja a szogsebesseget. A
legegyszer(ibb esettel kezdjiik: a merev test tirgyaldsaval. A merev test ré-
szecskéi megtartjak egymashoz viszonyitott helyzetiiket, még akkor is, ha a
testre hat6 killonboz6 erék kovetkeztében az bonyolult transzlacios és rotici-
6s mozgast végez.

Ha egy testre haté erdk dsszege zérus, akkor Newton mésodik torvenye
szerint a test mozgasallapota nem véltozik meg. Ha a test nyugalomban van,
akkor nyugalomban is marad; ha mozgasban van, mindaddig megtartja allan-

d6 sebességét, amig a ra hat6 erk Gsszege: 2 F = 0. De tekintsiik a 10-1 abran

l4thaté testet! Jollehet a 14 haté erdk dsszege zérus, nyilvan mégsincs teljes
egyenstlyban, mert forogni kezd. Ezért az ilyen test forgdsi egyensilyanak
meghatérozdsihoz tovabbi feltétel sziikséges.

b

1

10-1 abra

Egy merev ridra két egyenld nagysagn
ellentétes irdnyd erd hat. Annak elle-
nére, hogy XF=0 é&s igy a transzlacios
egyensilyi feltétel teljesiil, a rid nincs
rotacios egyensulyban.
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F
1

(c) r és F, vektorok dltal bezart
0 ,szog meghatarozasa.

10-2 dbra
Leng6ajto feliilr6l nézve. A csuk—
léspant a bal oldalon van.

S e e e e e e e e e )
10.2 A forgatonyomaték

Targyaldsunkat azzal kezdjiik, hogy megvizsgaljuk, miként gyakoroljunk
er6t egy lengGajtora, hogy kinyiljon. A 10-2 abran a lengdajté feliilnézetben
lathato, forgastengelye a bal oldalon 1évé csukléspant.

A csillag szimbélum (*) a papir sikjira merdleges
rogzitett forgastengelyt jelent.

A 10-2a abrabol nyilvanvalo, hogy ha az ajtéra meréleges F eré az r, tavol-
sagban hat, az nem annyira hatékony, mint amikor az F er az r, tavolsdgban
hat. fgy F erének a tengelytl mért r merbleges tavolsaga igen jelentds té-
nyez0. Tovabba ugyancsak fontos az r és az F kozott lévs 6 szog: mert adott
r mellett mennél nagyobb a 6 (< 90°) szog, annal erGsebben nyitja az F erd
az ajtot. (Valoban, ha 6 = 0, akkor az ajté egyaltaldn ki sem nyilik.) Végiil,
az F er6 nagysiga is fontos. E hirom tényez6 segitségével definialjuk az M
forgatonyomaték fogalmat. A forgatonyomaték egy testre hatd erdnek azt a
hatdsat fejezi ki, amely a testnek a rogzitett tengely koriili forgasat eredmé-
nyezi.

Az M forgatonyomaték M = rF sinf (10-1)
(* tengelyre)

Ebben az esetben r a * tengely és az F er6 tamadaspontjanak tavolsagat, 6
az r és az F irdnya altal bezart kisebbik szoget jelenti, amelyet ugy kapunk
meg, hogy az r és F vektorokat (parhuzamosan eltolva) egy kozos kezdd-
pontb6l mérjiik fel (10-2c abra), ahogyan azt a 10-2¢ dbra mutatja. A forga-
tonyomaték egysége' a newton-méter (N.m).

A 10-3 dbra egy, a *-gal jelolt helyen rogzitett merev testet mutat,
amelyre az r helyvektori pontban a kiilsé F er6 hat. Jegyezziik meg, hogy a
X tengely koriili forgds szempontjabol az erének csupan az r vektorra me-
r8leges F,, komponense hatasos. (Az r vektorral parhuzamos F, komponens a
tengelyre csak huzoer6t fejt ki.) A merdleges komponens F,, = Fsin0, igy a
forgatonyomaték (10-1) osszefliggésnek megfelelden rF, = rF-sinf, azaz

M=rF, (10-2)

Hatasvonal és erdkar (nyomatékkar)

A forgatonyomaték megértésének masik modja az er6kar (nyomatékkar)
fogalmahoz kapcsolodik. Ehhez el6szor az F eré hatasvonalidnak definia-
lasa sziikséges. A hatdsvonal az er6vektor mentén rajzolt, mindkét irany-
ban meghosszabbitott egyenes vonal. A 10-3 abran a nyomatékkar (vagy
erdkar, emeldkar) a forgastengelyt6l az er6 hatisvonaldig mért meréleges
tavolsag’.

(Nyomatékkar) = r cos(90°—6 ) = r sinf (10-3)

ahol @ az r és az F irdnya kozotti kisebbik szog. Tehat a forgatonyomatékot
igy is kifejezhetjiik:

Annak ellenére, hogy az er6 és a tdvolsdg szorzatdnak ugyanaz a dimenzidja mint a mun-
kaé, az elébbi mégsem energiaegység. A forgatbnyomaték SI egységét soha nem szabad
joule-nak nevezni. A forgaidnyomaték és a munka teljesen més fogalmak.

Emlékezziink vissza, hogy valamely * pontnak egy adott egyenest§l mért tavolsdga a *
pontbdl az egyenesig mért merSleges tavolsag. Itt a * tengely valojaban a papir sikjara me-
r6leges egyenes, nem pedig egy pont. Két egymassal nem parhuzamos egyenes tavolsagit,
mint a kézottik 1év8 legrovidebb szakasz hosszat definidljuk, és ez a szakasz mindkét
egyenesre merbleges. Ez esetiinkben megfelel a feltételeknek.
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F er6

/
(a) Ha az F erét az r vektorral parhu- // “~—hatasvonala

zamos ¢s arra mergleges kompo-
nenseivel helyettesitjiik, akkor
csupan az F; komponens gyako-

(b) A erdkar a * forgastengely és
€s az F erd hatdsvonala kézdtti

rol forgatdnyomatékot a * ten- tavolsag.
gely koriil.
Forgatonyomaték M= (er6) x (erbkar)

(* tengelyre) M="Frsin 0 (10-4)

A forgatonyomaték tehat az F erd adott ten gelyre vonatkozé nyomatéka,

Adott forgatonyomaték hatdsira egy test vagy az Oramutatd jarasival
megegyez8, vagy azzal ellentétes iranyban forog, a megfigyels nézdpontjdatol
fiiggben. Mindig vegyiik figyelembe a forgatényomatékhoz tartozé forgas
irdnydt. Feladatok megolddsakor tsszegezni fogjuk a testre hato forga-
tonyomatékokat, hogy a teljes (eredd) forgatényomatékot meghatirozzuk. A
rajzokon a két forgasi irdny koziil az egyiket pozitivnak valasztjuk, és P vagy
@ szimbélummal jeléljiik. Az igy valasztottal ellentétes irdnyu forgatonyo-
matékok negativak’. Ha kiilon forgatényomatékokat 8sszegeziink, akkor ezek
pozitiv vagy negativ eldjelét figyelembe kell venni. Minthogy a forgasten-
gely helyének megvaltozasival az erékarok hossza (és ezaltal a forgats-
nyomatékok nagysdga) megvaltozik, azért mindig fontos annak a * tengely-
nek a megaddsa, amelynek alapjdn a forgatdnyomatékot szamitjuk.

A 10-4a 4bran lathat6 50 cm hossza ridra az F. 1 €s az F, er hat.
A rid egyik vége a hosszdra merdleges tengellyel van elldtva.
Hatdrozzuk meg a *-gal jelolt tengelyre vonatkoz6 forgatonyo-
matékok ereddjét!

MEGOLDAS

A 10-4b abran az er6k és a helyvektorok irdnyai 4ltal bezart szogek
lathatok. A forgatényomatékok ellentétes forgési értelmiiek, és nem
vilagos, hogy melyikiik a nagyobb. Ezért (dnkényesen) az dramu-
tat6 jardsdval ellentétes irdnyd forgdst valasztjuk pozitivnak, és ezt

af szimbolummal jeléljiik.

Ez azzal a valasztasi szabadséggal analog, amellyel élve a jobb vagy a bal oldali irany
koziil azt vilasztjuk pozitivnak, amely az adott feladatnak jobban megfelel. Amiként ezt a
vélasztott irdnyt kicsiny nyilakkal jeloljiik, ugyanigy a vélasztott forgdsi irdnyt a® vagy a
A szimbélummal l4tjuk el.

10-3 dbra

A merev test szabadon forog a rég-
zitett * tengely koriil. A kiilsé F erd
tdmaddspontja az r vektor 4ltal kije-
161t pont.

F1=4 N
N.120°  |+—25cm—f
e -
—350 cm —]
80°
.Fz-"=9 N
(a)
F1=4N m

soNE Tl

100°11 55 cm—]
F2=9 N
(b)
(F1) L =(4 N)(sin 60°)
=3,464 N

P

(F2) L =(9 N)(sin 80°)
=8,863 N
(c)

10-4 abra
A 10-1 példahoz.




N
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ZM:rlF, sinf, —r, F, sinf,

(%-ra)
2 M =(0,5m)(4 N)(sin 60°)—(0,25m)(9 N)(sin 100° ) = —0,484 Nm
(*-ra) (6rajaras
irAnyban)
Az er6 merdleges (F,) komponensét felhaszn4dlé masik megol-
das:

A 10-4c 4bra a helyvektorokra mer6leges F, er6komponenseket

mutatja be.

E:IM=rI B =1 Fg

(%-ra)

2 M = (0,5m)(3,464 N)—(0,25m)(8,864 N)=-0,484 Nm
(*-ra) (Grajaras

iranyban)
Megjegyzés: Jegyezzitk meg, hogy amikor forgatonyomatékokat
szamitunk, akkor minden er8kart és minden er6t pozitiv szamként
vesziink figyelembe. Csak azt kovetden, hogy az egyik forgasi
iranyt ,,pozitivnak” valasztottuk, latjuk el az egyes forgatonyomate-
kokat a megfeleld elbjellel.

10.3 A forgatonyomaték-vektor

A forgdsi mennyiségek meghatarozdsara Iétezik egy nagyon kényelmes mii-
velet. Ez a miivelet két vektor vektorialis szorzasa. A x B -nek irjuk, és ,,A
kereszt B”-nek mondjuk. Ez a szorzat egy harmadik vektort definial, mely-
nek nagysaga *

|A x B| = AB sind (10-5)
ahol O az A és a B vektorok irdnya altal bezart kisebbik szog. Az AXB szor-
zatvektor irdnya definicio szerint merdleges az A és a B vektorokat tartalma-
26 sikra. Persze, ehhez a sikhoz két merdleges irany is tartozik. A kettobdl,
megdllapodds szerint a 10-5 4bréan illusztralt jobbkéz-szabalynak megfeleld
iranyt valasztjuk.

A vektoralis Az A vektornak @ szdggel B irdnya-
szorzatra ba valé forgatisa egy forgdsi iranyt
vonatkozo hatiroz meg. Ha jobb keziink ujjait
jobbkéz-szabdly ebben a forgési iranyban begorbitjik,

akkor kinygjtott hiivelykujjunk a
C = AxB vektor irdnyaba mutat.

Geometriailag az | A x B| abszolit érték annak a parallelogrammanak a teriiletével
egyenld, amelynek az oldalai az A &s a B vektorok. A vektoralis szorzat Descartes koordi-
natait determinans segitségével irhatjuk fel:

BN

% Xy
‘ AxB=|4, 4, A

BBl 1B
A jobbkéz-szabaly vilaszidsa konzisztens azzal, hogy mindig jobbsodrdsi koordinatarend-
szerrel dolgozunk — vagyis olyannal, amelyikben a z tengely korili 90°-0s jobbsodrésu el-
forgatas az x tengelyt az y tengelybe viszi 4t. tehdt Xxy=1%. Hasonloképpen yxz=% €s
s ni=duMegiegyezziik tovabba, hogy ix%=yx§=2xz=0,mert sin 0° = 0.




(a) Az A és a B vektor az xy sikban van.

Az A vektor 6 szoggel B vektorba
valé forgatisa egy forgasiranyt tiiz ki.
Ha jobb keziink ujjait ebbe a forgds-
irdnyba gorbitjiik, akkor kinyujtott hii-
velykujjunk a C = AxB vektor irdnya-
ba mutat. A C vektor a z tengely
pozitiv irAnydba mutat, azaz meréle-
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ﬁ mozgasirany

(b) Ha jobbmenetes csavart

fadarabba csavarunk, a
csavar abba az iranyba
halad, amely — meg-
egyezben a jobbkéz-
szabdllyal — a forgds-
irAnyhoz a forgdsten-
gely irAnydba mutato

vektort rendeli. Ha a
csavart kicsavarjuk a
fabol, a csavar mozgdsa
tovabbra is konzisztens
marad a jobbkéz-
szaballyal.

ges az A €s a B vektorokat tartalmazo
sikra,

Megjegyezziik, hogy ,balkéz-szabdly” ellentétes irdnyn vektort produkélna.
Megjegyezziik tovabba, hogy ha a vektorokat forditott sorrendben szorozzuk
ossze, akkor az eredd vektor ellentétes irdnyi lesz:

(AxB)=-(BxA) (10-6)

fgy tehit a vektortényezék sorrendje nagyon fontos. Végiil: ha a két vektor
egyike egy skaldrral van megszorozva, akkor a szorzatvektort ugy is felir-
hatjuk, mint a vektorélis szorzat skalarszorosat. fgy:

(mA X B) = m(A x B) (10-7)

A forgéssal kapcsolatos fogalmak vektorok segitségével valo kifeje-
zése nagyon kényelmes, mert az igy kapott egyenletek minden koordinata-
rendszerben érvényesek, pl. a derékszodg(, a polar, a gémbi, stb. koordina-
tarendszerben is. Tovabbi a vektori irdsméd egyszerlibb, mint az
egyenletek komponensenként, skalar alakban valo felirdsa. De még alapo-
sabb ok az, hogy a vektor-egyenletek akkor is megtartjdk alakjukat, , ha a
koordinatarendszer egy 1j helyzetbe eltolodik, vagy elfordul. Tudjuk, hogy
a fizika térvényei a koordindtarendszer eltoldséval és elforgatisival szem-
ben valtozatlanok®, igy a vektorokkal valé feliras a legalkalmasabb a fizika
alapvetd kapcsolatainak megad4sdra.

E kijelentés mogott az az alapvetd feltételezés, hogy a tér homogén és izotrop. A homogén
kifejezés annyit jelent, hogy a tér a helytd] fiiggetleniil mindeniitt ugyanolyan tulajdonsé-
gl, mig az izotrop kifejezés arra utal, hogy a tér tulajdonsagai fiiggetlenek az irdnytél. Ha
ezek a térre vonatkozé feltételezések helytalloak, akkor nem szémit, hogy hol valasztjuk
meg koordinitarendszeriink orig6jét és, hogy milyen irdnyba allitjuk a tengelyeket.

10-5 dbra
A vektoralis szorzatra vonatkozéd
jobbkéz-szabaly.

I s
If’\ Régzitett

forgastengely

(a) Az xy sikban fekvé test a fiig-
glleges * tengellyel van rog-
zitve. A r vektorral meghataro-
zott helyen timado vizszintes F
erd a testre (* koriil) forgato-
nyomatékot fejt ki.

(b) Az r és az F vektorok irdnya
kézotti kisebbik 8 szdg meg-
hatirozasara a vektorokat par-
huzamosan — eltolva egy pont-
bol mérjiik fel.

10-6 abra

Az M forgatonyomaték-vektor az
M = rxF osszefiiggésnek megfeleld
jobbkéz-szabaly szerint a * tengely
irdnyaba mutat.
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10-7 abra

Példak a rogzitett tengely koril M for-
gatonyomatékot kifejt6 erdk alkalma-
zasara.

Felhasznaljuk a vektorialis szorzat jeldlést a forgatényomaték vektor-
egyenlettel valé meghatirozasara’:

M forgatényomaték M=rxF (10-8)
(*tengelyre) (*tengelyre)
M| = #F sinf.

A M forgatonyomaték a jobbkéz-szabilynak megfelel6en definidlt vektor.
(Lasd a 10-6 4brat.) Athalad a * ponton és a forgastengellyel parhuzamos.
Vegyiik észre, hogy ez a vektor kissé szokatlan: ugyanis semmiféle fizikai test
nem mozog ebben a (jobbkéz-hiivelykujjal definialt) irdanyban. Ezzel szemben
specidlis modon g forgds irdnyat, (és nagysagat) fejezi ki ondllo vektorként.
A jobbkéz-szabdly a forgds irdnyat az M vektor forgastengely menti, alkal-
masan valasztott irdny4val kapcsolja dssze.’

Ha egy rogzitett tengellyel ellatott testre kiilonbdz6 forgatonyomatékok
hatnak, akkor az egyes forgatonyomaték-vektorok a tengely egyik vagy

A
e

(a) Egy henger szabadon forog a (b) A csavaranya csavarorsorol
rozitett % tengely koriil. Az torténd lecsavarasahoz a csa-
m tomeg testet tarto kotél- varkulcsra az dbrazolt modon
ben ébredd T feszitGeré M F erdt gyakorolunk. Ez az
forgatonyomatékot gyakorol erd a papir sikjabol kifelé
(a * tengely koériil) a papir mutaté M forgatonyomatékot
sikjara mer6legesen befelé eredményez. A forgatonyo-
mutato irdnyban. A forgato- maték-vektor a * csavar-
nyomaték-vektor a * for- tengely mentén fekszik.
gastengely mentén fekszik.

r Y
F ﬁI ¥ %
i g
2 M

(c) A doboz E él koriil torténd (d) A kilincsgombnak 6ramutato
felbillentéséhez sziikséges, jarasaval megegyez6 irdny-
hogy a dobozra az abran lat- ban valo csavarasa a kilincs-
haté médon alkalmazott er6 gomb tengelyében haté M
(az E él koriil) a pozitiv x ten- forgatonyomaték-vektort lé-
gely iranyaba mutaté M for- tesit.

gatonyomatékot gyakoroljon.

A forgatonyomatéknak a (10-8) vektorialis szorzattal valo definicidja dltaldban nem tengelyre,
hanem pontra (a koordinatarendszer origdjara) vonatkozo mennyiséget definial! A szerzok azon-
ban most nyilvanvaldan csak sikbeli erSrendszerrel foglalkoznak, ahol a forgastengely merSleges
az erbrendszer sikjdra, s a koordindtarendszer kezdSpontjat a tengely és a sik doféspontjaba helye-
zik. Ebben az esetben a forgatonyomaték-vektor a tengely irdnyaba mutat, s a pontra definidlt
vektorialis szorzat megegyezik a tengelyirdnyt OsszetevGvel (A forditd megjegyzése.).

Az igy definialt vektorok matematikai tulajdonsagai masok, mint a ,,k6zonséges” vektoro-
ké, amilyenek példaul az elmozdulas és a sebesség. Hogy ezt a két vektorcsoportot meg-
kiillonboztessiik, azokat, amelyek forgassal kapcsolatosak, axialis- vagy pszeudovek-
toroknak, miga ,kozonséges’ vektorokat poldrvektoroknak nevezziik.
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masik irdnyaba mutatnak, és ezek a pozitiv forgasi irany vélasztasatol fiigg6
pozitiv és negativ eldjeld vektorokként adodnak 6ssze. M irdnydnak megha-
tarozasara némi gyakorlatot nyujt a 10-7 abra.

10-2 PEL.DA

Egy test forgistengelye a koordinatarendszer z tengelye. A targyra a
(2 m, 1 m, 0) pontban F = 3x+4y er§ hat. Hatdrozzuk meg az origora
vonatkoz6 forgatonyomaték nagysagit és irdnyat! (Lasd a 10-8 abrat.)

MEGOLDAS

Az F erd nagysiga /(3 N)2 +(4 N)2 =5N, az x tengellyel bezrt

szdge  y =arc tg% =83 130 s oA v helyvekton Soszope

® =arc tg% =26,57°, nagysaga (2 m)2 +(1m)2 =2,236m.
gy az F é az.:_ r- .;irdnyaival bezirt szdg:
@ = (53,13° —26,57°) = 26,57°.

|M| = || F|siné = (2,236 m)(5N)sin(26,57°) = 500N - m.

Mivel r és F az xy sikban fekszik, a jobbkéz-szabaly szerintr x F a
z tengely iranyaba esik
Vektorialis jeléléssel a megoldas:

M =rxF = (2% +1y) X (3% +4y)
Tekintettel arra, hogy Xxx=yXxy =0 (hiszen sin 0° = 0), és mert
XXy =17,azért M =2Xx4y+1yx3x=82-32=(500N)z

10.4 A silypont és a tomegkozéppont

Miel6tt a kiterjedt testekre hato forgatonyomatékokat gravitacio jelenlétében
vizsgalni kezdenénk, sziikséges, hogy a graviticios er6r6l részletesebb isme-
reteket szerezziink. Minden, a Fold kozelében 1évé testre olyan graviticios
er6 hat, amely a targyon szétosztva, annak minden egyes atomjat befolyasol-
ja. Ez a tény izgalmas kérdést vet fel: Ha egy tirgyra gravitacios erdk kévet-
keztében hatnak forgatényomatékok, akkor vajon hogyan dsszegezhetjiik ezt
az Oridsi szdmi bonyolult nyomatékot, amelyeknek mindegyike egy-egy
egyedi atomra hatd graviticios erd és ezen atom sajat erkarjanak szorzata-
ként allithat6 el6?

Szerencsére ezt a képtelen sok szdmoldsi miiveletet egyetlen egyre
csokkenthetjiik a test stilypontjdnak (SP) meghatarozdsa révén:

A SULYPONT (SP) az a pont, ahol a W graviticiés erGhatist egyesitve
képzeljiik, azért, hogy a graviticiétél szdrmazé
forgatonyomatékot kiszamithassuk.

Csupén ennek a megfontoldsnak a segitségével vagyunk képesek az egyes
részecskékre érvényes Newton torvényeket a graviticios térben mozgé ki-
terjedt test altalanos esetére kiterjeszteni.

Tekintstink egy vékony fémlemezbdl kivagott, tetszésszerinti testet! Al-
litsuk fiiggblegesen, és csatlakoztassuk egy (rogzitett) vizszintes, a testre me-

#E Gy

(a) Minden m; tdmegii részecskére
w;= m;g graviticios erd hat,
mindegyikhez tartozik egy x;
erdkar, igy a * tengelyre vonat-
kozoan minden részecske x;w;
forgatényomatékot létesit. Ezek-
nek a * tengelyre vonatkozo
forgatonyomatékoknak az ossze-
ge a gravitacios erd ered6 forga-
tonyomatéka.

(b) Ha a teljes W gravitacios erdnek
a sulypontban tamadasi pontja
van, akkor a * tengelyre vonat-
koz6 forgatényomaték ugyanaz,
mint az (a) esetben szamitott.

10-8 4bra
A 10-2 példahoz.
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(b)

10-9 dbra

A fliggbleges sikban fekvd, tetszd-
leges alaki lemez a gravitacios erd
hatdsara szabadon foroghat a viz-
szintes * tengely koriil.

] W
10-10 abra

Az el6z0 dbran szerepld testet az ora-
mutatd jardsaval megegyezd irdnyban
90°-kal elforgatva megkapjuk a suly-
pont yg, koordinatéjat.

TKP

Fold
10-11 4bra

Az inhomogén graviticios térben a
test tomegkodzéppontja és sulypontja
nem esik egybe. (Ha stlypont egyal-
taldn definialhat6. A ford.)

rélegesen dllo forgéstengelyre! Koordindtarendszeriink O koézéppontjat a*
forgastengely egyik pontjaba helyezziik. A test teljes M tomegét tigy tekint-
hetjiik, mintha szdmos, egyenként m elemi tomegrészecskébél allna. Igy:

M=m,+m2+m3+---=2mi

Elképzelhetiink néhdny szdz, vagy, ha a nehézségi eré hatisit minden je-
lenlévé atomra figyelembe akarjuk venni, akkor 10* nagysigrendnyi elemi
tomeget. A 10-9 abra néhany tomegelemre hato nehézségi erét szemléltet.

Mi lesz az Osszes egyedi tomegelemre hat6 gravitacios erd * tengelyre
vonatkozd teljes M forgatonyomatéka? Minden egyes w,=m,g erbnek x,
erdkarja van, igy a gravitacios forgatonyomaték, amit az egyes tomegelemek
*-ra yonatkoztatva létesitenek, x;w;-vel egyenld. Ezért a *-tengelyre vonat-
kozo teljes forgatonyomaték

M = x4, +xw, txaws + o0 - =Fw, (10-9)
(Ok-ra)

Az xgp tavolsiagot most ugy definidljuk, hogy az az SP silypont nyomaték-
karja legyen. igy

M =xg,Zw, (10-10)
(%-ra)

A kétféle forgatonyomatéki egyenlet 6sszehasonlitasabol x,.:

A stlypont Xgp = M (10-11)

(x koordinataja) 2

Feltételeztiik, hogy az egész testre (mint a tobbi, e konyvben targyalt eset-

ben is) g mindeniitt egyenl6é (homogén). A (9-10) egyenlettel vald Ossze-

vetésb6l lathatjuk, hogy egy test sulypontja megegyezik a test tomegkdzép-

pontjdval, feltéve, hogy a test minden pontja homogén graviticios mezoben
9

van.

Az SP pont y koordindtajat oly modon kapjuk meg, hogy a testet 90°-
kal elforgatjuk Ggy, hogy a graviticidé az eredeti x tengely mentén hasson,
lasd a 10-10 &brat. Hiromdimenzios testekre zg, értékét is megtaldlhatjuk.
Olyan rendszerre, amelynek csak néhiny tomegpontja van, az 0sszegezés
kozvetlenill is elvégezhetS. Kiterjedt testekre, amelyek anyageloszlasa foly-
tonos, olyan szamitdsi eljarast alkalmazunk, amely a véges dsszeget az infi-
nitezimalis dm tomegelemekre hatd dw gravitdciés erével szamolva integrdl-
ba viszi at. Egyenletekkel kifejezve:

jelolésmod integral alaki jelélésméd
végesszamii tomegpontra folytonos tomegeloszlasra
2 x,w, I xdw
Xgp = e (10-12)
z W, I dw

(Az egész testre integralva)

A homogén rid tomegkdzéppontja a geometriai kdzéppontban van. Azonban inhomogén
gravitacios térben stlypontja a 10-11 &bran lathato helyzetben kissé a rid alsé része felé
tolodik el, mert erre, minthogy kézelebb van a Foldhoz, nagyobb gravitdcis er6 hat. Az
wegyensilyi pont” kzvetleniil a silypont alatt van. Més helyzetekben a stilypont mashova
keriil. Persze a tdmegktzéppont minden helyzetben egyazon helyen marad, mert azt a gra-
vitacids meztre hivatkozds nélkiil definidltuk. (Inhomogén térben a sulypont definidldsa
tobbnyire értelmetlen. A forditdé megjegyzese.)
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Hasonlo kifejezés irhat6 fel yg.-re és Zgpte 1s. A hirom komponens egyenlete
egyetlen rgp = x X+ y .,y + 2,7 vektoregyenletbe foglalhatd dssze:

A stlypont nw, rdw
helye: I = %; Iy = -[Id (10-13)
i W
(Az egész testre
integralva)

ahol r; (vagy r) a w,=mg (vagy a dw= g-dm) silyt m, (vagy dm) elemi t6-
meg helyzet-vektora. Vegyiik észre, hogy mindkét kifejezés esetén a nevezd
nem mas, mint a test teljes ¥ sulya.

Nem sziikséges, hogy a test silypontja a test valosigos anyagin beliil
legyen. Példaul egy fank (siitemény) silypontja tiregének geometriai kozép-
pontjdban van. A homogén (egyenletes stiriisegli), szimmetrikus testek siily-
pontja mindig a szimmetriakbzéppontban van. De a stilypont akkor is a
szimmetriatengelyen van, ha a test siriisége a szimmetriatengelyt6l kifelé
csak radidlisan véltozik. S6t, a tdrgyak szimmetridja gyakran kulcsa a saly-
pont meghatirozasinak, és a szimmetriatulajdonsagok megfigyelése révén a
sillypont helyét gyakran rdnézéssel is meg lehet allapitani,

Tomegkozéppont szimitisok

Minthogy ebben a kényvben csak homogén graviticiés térben 16v6 testekkel
foglalkozunk, ezért a stlypontra vonatkozé szamitisaink megegyeznek a
tomegkozeppontra vonatkozdakkal. Tajékoztatasul alljanak itt a (9-8)
egyenlettel megadott definiciok:

A témegkozéppont E r,m, j rdm
(TKP) helye: Trip — S iy P = . (10-14)
(integralva az
egész testre)

Hatdrozzuk meg a 10-12a abran lathaté, homogén lemezbdl kiva-
gott L alakn test tdmegkdzéppontjat!

MEGOLDAS

A szimolds egyszertisitésére osszuk fel képzeletben a testet két
szimmetrikus darabra (10-12b dbra). Tudjuk, hogy mindkét rész ts-
megkodzéppontja a geometriai kbzéppontban van. A lemez A nagysa-
g teriiletének m tomege: m = (4) (p siirliség) (¢ vastagsag). Igy:

A résztest tmege A témegkp. koord.

(teriilet)(pt) x,y)
m;: (1 m)(I m)(pD) (0,50 m; 2,5 m)
m: (3 m)(2 m)(pr) (1,5 m; 1 m)

10-12 abra
A 10-3 példahoz.
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Tehat
oo Kt xgmy (0,50 m)(1 m)(T m)(pt)+ (1S m)(3 m)(2 m)(pr)
S e, (1m)(1 m)(pt)+(3 m)(2 m)(pt)
= %ﬂ =136 m
7,0 —_—
S 2ty (2Sm)lm)(l m)pt)+ (I m)E m)(2m)pr)
FHES2 Az, (1m)(1 m)(pt)+(3 m)(2 m)(pt)
= SS—m =iEZEm
7,0
Tehat a tomegkozéppont koordinatai: (1,36 m, 1,21 m)

10-4 PELDA

A 10-13 4bran lathaté haromszog alaka test homogén anyagu le-
mezbdl késziilt. Keressitk meg a tomegk6zéppontjat!

MEGOLDAS

Minthogy az anyag homogén, azért sfirlisége (p = tOmeg/tér-
fogat) dllandd. Jeldljiik a lemez vastagsagat t-vel! (Szdmitdsaink
sordn mind p, mind ¢ ki fog esni.) Ebben az esetben a dm tomeg-
elemek Osszegezésére integralast alkalmazunk. Példdnkban Ié-
nyeges szempont, hogy a 10-13b 4bran lathatéan a kivalasztott
dm tomegelem minden pontjinak abszcisszdja ugyanaz az x
érték. A dm tdomegelem magassaga az integralas soran valtozik,
hatarit az y = x/2 egyenes képezi.

Most a dm témegelemet integraldsra alkalmas valtozo segit-
ségével fejezziik ki. Mindig figyelembe kell venniink, hogy

dm=p d¥V,

(b) ahol dV a dm tomegelem térfogata. A 10-13b dbrabol
10-13 abra ;)
A 10-4 példahoz. dV = (magassag)(vastagsag)(szélesség) =y t dx = [EJ t-dx

fgy dm =pt(x/2)dx. Ezzel dm -et a dx véltozéval fejeztiik ki.
4 m X
dem .[0 e t[E)dx
dm A X
.[ _[o pt[z)dx
3
B_t_ j4 m x de _x_
2 o 3 3
X = = =
TKP P_t e xdx x A 4m 3
2520 3
0

4m

Tehat a tomegkdzéppont x koordinataja a derékszogii haromszog
csticsatol mérve a haromszog x tengelyen levd oldaldnak 2/3-aban
van. Hasonl6 moédon éllapithatjuk meg a tomegkdzéppont y koor-
dinitajit az x tengellyel parhuzamos dy szélességli dm tomegelem
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valasztissal. Az iméntihez hasonlé szdmitds az y,,= 0,667 m
eredményre vezet. Tehdt a tomegkézéppont koordinatai

(2,67 m; 0,667 m)

Altaldban minden tetszéleges, allandé strfiségli anyagbol készitett
hiromszég (nem csupan a derékszdgli hiromszog) témegkodzép-
pontja barmelyik csiicstol a szemkdzti oldal kézéppontjahoz hiizott
egyenesen, a csucstol szamitva annak 2/3-aban van.

Négy, allando stirtiségl, / élhosszisign kocka a 10-14 dbran lathaté
modon L alaka testté van Osszeragasztva. Keressiik meg a test to-
megkozéppontjat!

MEGOLDAS Y

A szimmetridbol kovetkezden minden egyes kocka tomegkozép-
pontja a geometriai kozéppontban van. Minthogy ezek a kozép-
pontok mind a z= // sikban vannak, azért ebbl kévetkezden a
tdmegkozéppont z koordintdja is ebben a z,,= !/ sikban helyez- e
kedik el. ol

' Az x és az y koordinatak kiszamitisahoz tekintsiik a 10-14b 4brat, 1
és képzeljik a rendszert olyan elrendezésnek, amely a kockédk ailnssit] g
geometriai kézéppontjaban lévé pontszerl M témegekbdl all. Igy: e 7
| mx, +m,x, +mx; +m,x, 0
‘ Xrp = (b)
m; +m, +m; +m,
‘ 10-14 abra
/ / U Ja 4
AN f]“”(‘ el A 10-5 példahoz.
| Ry 2 2 2) 3¢ ;
i M+M+M+M 4 -

_mytmyy, tmyyytmy, LT
Yxp = R L [of
m +m,+m, +m, 2t e

b | g i

i M+M+M+M gl

=505
Tehat a tomegkozéppont a (T’T’E) pontban van. (a)

10-6 PELDA el g

A |, negativ” tomeg modszere. Ha valamely test kis kiegészitéssel
szimmetrikussa tehetS, akkor a tomegkozéppont meghatirozasara |
hasznos az alidbb ismertetett modszert alkalmazni. A moédszert az : it'
eldbbi példa most kdvetkezd megoldasaval illusztraljuk. Elészor a : L X
10-14 abran lathato testhez tovabbi két kockat illesztiink azért, 9 (b)
hogy a 10-15a abran bemutatott, 6M tomegii szimmetrikus test ke-

letkezzék. E test tomegkozéppontjdnak x és y koordinatai szimmet-

10-15 abra
A 10-6 példahoz.
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ria folytan (I; 3i/2). Ezutén tekintetbe vessziik azt a -2M tomeg(
»negativ”’ tdmeget, melynek tdmegkdzéppontja; amint ezt a 10-15b
dbra mutatja, a (3//2; 2I) pontban van. Végiil a két testet
wosszeadjuk”. Az eljards soran létrejon a 10-5 példdban szerepld
eredeti L alaki test. A tomeg-kdzéppont szamitisa a kévetkezd:

<6M)m+(—2M)(3{J 4

m1x| +m2x2
X = = —_—
g m, +m, 6M +(=2M) 4
i (6M)(3—fj+(—2M)(m
_my tmy, 2 _
A W e T VR B 4
Zogp =

37 Sk
A tdémegkozéppont a T;T;E pontban van,

10-7 PELDA

Homogeén anyagii, vékony fémlemezbdl késziilt R sugaru korlapbol
R/2 sugart koralakia lyuk van kivagva. A lyuk széle a korlap pere-
mét érinti. Hatdrozzuk meg a tomegk6zéppont tivolsigat az eredeti
teljes korlemez kozéppontjatol!

MEGOLDAS

A lyukat ugy kezeljiikk, mint az eredeti hidnytalan, korlemezzel
egyesitett ,,negativ tomegl” testet. (Ha majd a kett6t 6sszeadjuk,
akkor a lyuk-tartomany zérus tomegili lesz.) Szimmetria okbol a
tomegkozéppont a 10-16 dbra y tengelyen van, ezért x,,,,= 0. Az m
témegiinek tekintett eredeti korlap kézéppontjaba helyezett origd-

10-16 dbra val szamolva:
A 10-7 példahoz.

Tomeg tomegkozéppont
Eredeti (teljes) korlap — m=m (0; 0)
m
Negativ tomegif lyuk m, = e (0; R/2)
R
my, +m m(0)+[_ %)[E) R
Tehat ' ¥opn = TaBud 22 ] i
my +m, i m 6
4

R
A tdmegkodzéppont a [0;— E) pontban van.
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BRSNS e e e e e e e e e e
Vékony, homogén anyagh drot R sugarti félkérré van hajlitva. Ha-

tirozzuk meg a tdmegk6zéppontjat! Lasd a 10-17. abrat!

MEGOLDAS

10-17 abra

A drét mentén kivalasztunk egy d/ hosszisdgi elemi részt. Ez ki-
fejezhet8 dl = R dO alakban. Az elemi rész tomege dm = A dl, ahol A A 10-8 példihoz.
a drot fajlagos tomege: A = a drét tomege/a drot hossza. (A A fak-
tor szamitasainkban ki fog esni.) igy dm= A Rd0, és 0 az integrala-
si viltoz6. A szimmetridbol kovetkeztetjiik, hogy x,,= 0; ypep Ki-
szamitasahoz figyelembe vessziik, hogy y = R sinf. Az iltalinos
kifejezéssel szamolva

[ yam [ (R sin0)(ARd6) R*A[sin6 db
} Beovs] et Afde Siadger Anl

el 2R
Yrxp =i:i[(— cos 9)]0 =;[-~ (-_1)._(_1)]:?

{gy a tomegkozéppont a [0; EEJ pontban van.
T

10.5 Egyensuly

A mémokdk szdmdra fontos kérdés az egyes miiszaki szerkezetek stabilitisa
&s egyensulya a gravitdcios térben. Minden erét és forgatonyomatékot, ami a
szerkezeti elemekre hat, figyelembe kell venniiik, hogy olyan hidakat tudja-
nak épiteni, amelyek nem szakadnak le, olyan épiileteket tervezhessenek,
amelyek nagy szélben sem ddlnek fel, olyan gatakat, amelyeket a viz nyoma-
sa nem tor at. Ezek a problémakordk a mechanika statikdnak nevezett agahoz
tartoznak. A statika (egy inerciarendszerre vonatkoztatottan) a statikai egyen-
sulyban 1év6, vagy pedig a dinamikai egyensilyban 1év6 (transzliciés vagy
szoggyorsulds nélkiil, dllandé sebességgel mozgo) testekkel foglalkozik.

73

gyiiri

tiresanak
egy szelete

(a) Stabilis (biztos) (c) Semleges 10-18 abra
egyensuly. zonytalan) egyensily. Szilard testek egyensulyi helyzetei.
egyensuly.
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Gravitici6 jelenlétében a targyak stabilitisa attél fiigg, hogy a suly-
pontjuk az alitdimasztasukhoz képest hogyan helyezkedik el. Ha a targy Ggy
van aldtdmasztva, hogy csekély elmozdulds (vagy elfordulis) emeli a sily-
pontjat, akkor azt mondjuk, hogy stabilis egyensilyban van. Azért stabilis,
mert ekkor a gravitdciotél szarmazo forgatonyomaték igyekszik visszasllitani
a targy eredeti helyzetét . Ha a siilypont kicsiny elmozdulds vagy elfordulds
kovetkeztében siillyed, akkor a targy instabil egyenstilyban van — a gravita-
(b) cié hatdsdra a salypont tovabb siillyed. Végiil, ha a targy anélkiil mozdul el,

hogy sulypontjénak magassiga megvaltozna, semleges egyenstilyban van. A
10-19 ibra 10-18 dbra ezt a harom esetet illusztralja.

Az egyes egyensulyi helyzetekben a testek nem hajlamosak a forgasra
(bdr az instabil egyensily ebbdl a szempontboél is meglehetésen bizonytalan
allapot). Ennek oka az, hogy a sulyponton atmend W er6t6l szirmazé forga-
tonyomatek erdkarja a felfiiggesztési vagy az aldtdmasztasi pontra vonatko-
zdan zérus. [gy forgast okozoé forgatényomaték nincs jelen.

Altaldban, az egy pontban felfliggesztett test nyugalmi allapotban gy he-
lyezkedik el, hogy silypontja a felfliggesztési pont alatt, az ezen atmend fiiggéle-
ges egyenesen van. Ez egyszer(i lehetSséget ad az olyan, szabalytalan alak( testek
sulypontjanak kisérleti meghatirozasara, amelyekre a (10-14) egyenlet szerint
vegzendd matematikai szdmolds nehezen volna kivitelezhets. Ahogyan ezt a
10-19 ébra illusztrilja, ha a test tetszésszerinti A pontjdban van felfiiggesztve, ak-
kor salypontja az 4 ponton dtmend fligg6leges egyenesen van. Valamely mas B
pontra vonatkozoan megismételt eljaras egy masik egyenest tiiz ki. A sillypontot a
két egyenes metszéspontja adja meg.

A szabdlytalan alaku test stlypontja

a test két tetsz6leges pontban torténd
felfiiggesztésével meghatirozhato.

A felfiiggesztési ponton dtmend flig-
gbleges egyenesek a stlypontban met-
szik egymast.

10.6 Merev testek statikai egyenstilyban

Ahhoz, hogy egy test egyensulyban legyen, két feltételnek kell teljesiilnie:
Sziikséges, hogy a testre hat6 erdk ereddje és a testre hatod forgatonyomaté-
kok ereddje is zérus legyen:

Elso transzlacios

ZF, .. .=0 10-15
feltétel egyensily DLt ( )
Maspdis forgisi: M, =0 Gimely*iengelyre)  (10-16)
feltétel egyensuly

Barmely statikai probléma vizsglatanak a médszere mindig azonos:

(a) Vektorabrat kell késziteni a testrl, amelyen a testre hatd sszes kiil-
s0 erd lathato.
(b) Alkalmaznunk kell a két egyensulyi feltételt:
Elsé feltétel: - ZF, ;=0
Misodik feltétel: Z M ,;,,=0 (minden *tengelyre)

Gondosan ligyelni kell az er8vektorok pontos elhelyezésére azért, hogy a
rajzbol a forgatényomatékok szamitdsahoz a helyes nyomatékkarok egyér-
telmlien leolvashatok legyenek. Az is fontos, hogy a pozitivnak valasztott
irinyokat (kicsiny koordinata tengelyekkel) és a pozitivnak valasztott for-
gasirdnyokat (P vagy A szimbolummal) kijeldljiik. Egyensitlyi feltételek ese-
tében a forgatonyomatékok szamitdsdhoz szabadon valaszthatiuk meg a *
tengelyt akdr a testen beliil, akdr rajta kiviil. A 10C-45 feladatban latmni fog-
Juk, hogy egyensily esetén, ha a forgatonyomatékok ésszege egy tengelyre
vonatkozoan zérus, akkor barmely mds, ezzel pdrhuzamos tengelyre is zérus.
A feladatok megoldisa gyakran egyszeriibbé valik, ha a forgdspontot (%)
gy valasztjuk, hogy egy vagy tobb ismeretlen er8 hatdsvonala is atmenjen
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rajta. Minthogy a forgésponton atmend erdk erfkarja zérus, azért ezek az
erfk a nyomatéki egyenletben nem szerepelnek. Végiil egy tanacs: Tekintve,
hogy ezek az erdk az egyenletben nem jelennek meg, ezért elényds a méso-
dik egyensilyi feltétellel kezdeni — gyakran mér maga a nyomatéki egyenlet is
valaszt ad a feltett kérdésre.

A kovetkez6 példdkban szandékosan ,hangosan gondolkodunk”, eziltal
indoklasaink kiilonosen vildgosak lesznek. Minden statikai probléma ugyan-
ezeket a megkozelitéseket hasznalja, ezért az alibbi bevezetd példak nagyon
hasznosak.

10-9 PEL.DA

Két gyermek, egy 150 N és egy 200 N sulyn, 3m hossza, 250 N
salyt pallé két végén iil. (a) Hatirozzuk meg azt az aldtimasztasi
pontot, amely a pallé egyensilyban maradasat biztositja! (b) Hata-
rozzuk meg azt az erdt, amelyet az aldtimasztas gyakorol a pallora.

MEGOLDAS

(a) A 10-20b &braban a pallora hato fiigg6legesen felfelé mutatd is-
meretlen F erd, ami az alatdimasztastol szarmazik, a pall6 bal ol-
dali végétsl ismeretlen d tavolsigra van. A forgispontot (%) az
alitdmasztasi pontban valasztjuk. fgy @ * tengelyre vonatkozo
forgatényomaték szdmitdsdhoz az ismeretlen F erére nem lesz
sziikségiink. A pallo egyenletes tomegeloszlasu, igy a graviticios
er6t geometriai kézéppontjaban vehetjiik fel. Bejeldljik a pozitiv
x és y iranyt, az éramutaté jardsanak irdnydba vilasztott pozitiv
forgasiranyt, valamint a * tengely helyét. A mésodik egyensulyi
feltételt alkalmazva kapjuk, hogy

IM =0

(*tengelyre)
(200N)(3m — d) — (250N)(d — 1,5m) — (150N)(d) =0
(975Nm) — (600N)(d) =0

dC=1063 m.

Jegyezzilk meg, hogy a forgatényomatékok szamitdsakor min-
den nyomatékkart és erSt pozitiv szdmmal vesziink figyelembe.
A megfeleld pozitiv vagy negativ elGjelet csak akkor alkalmaz-
zuk, amikor a forgatonyomatékokat dsszegezziik, mégpedig attol
fiiggden, hogy melyik forgasi irdnyt valasztottuk pozitivnak.

(b) Az ismeretlen F eré6 meghatirozisara az elsé egyensulyi feltételt

alkalmazzuk:
ZR3=0
(F— 150N — 250N - 200N) =0
F =600N

A 10-21 abran egy vizszintes rad 200 N terhet tart. A rid a falhoz
csuklos tengellyel csatlakozik, amely igy tetszéleges irdnyi erét

150 N 200 N
. e ,"_'L_ ‘
(a)
IF )
d
* =
A

10-20 abra
A 10-9 példahoz.
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Es—10=50N]
e |

!

W=200 N
(a) A vizszintes rad 200 N (b) A rid vektorabraja.
stlyd terhet tart.

B, T sinf

]_FX_3m‘,_vTcosB ﬁ__

¥ W=200 N

@ e,

(c) Vektorabra (d) A csuklo ltal a radra gyako-
10-21 abra. az er8osszetevokkel rolt erd irdnya a vizszintessel
A 10-10 példahoz. @ szbget zar be.

gyakorolhat a ridra, forgatonyomatékot azonban nem fejthet ki."
Annak feltételezésével, hogy a rud stlya elhanyagolhat6, hatiroz-
zuk meg (a) a kotélben ébredd T feszitGer6t és (b) azt az F er6t,
amit a csuklos tengely gyakorol a ridra.

MEGOLDAS

(a) El6szor is elkészitjiik a rid vektorabrajat (10-21b és a 10-21c
abra). Minthogy a csuklés tengelyt6l szarmazé erének sem
nagysagat, sem irdnyit nem ismerjiik, azért egyszeriibb lesz, ha
az erd F, vizszintes és F, fiiggdleges komponensét kiilon — kiilon
hatarozzuk meg. Irdnyukat konnyen elképzelhetjiik: Ha elven-
nénk a csuklos tengelyt, akkor a graviticio hatiséra a ridnak ez
a vége leesne, ezért F, felfelé kell, hogy mutasson; a T kétéler
vizszintes komponensének kompenzalisa miatt pedig F -nek
jobbra kell irdnyulnia. (Az ilyen meggondoldsokat mindig jé
el6zetesen elvégezni, hogy az erédiagram a lehet legkorrektebb
legyen. Ha mégis helyteleniil dntiink, akkor az er6komponensre
kapott numerikus eredmény negativ lesz, jelezve, hogy a tényle-
ges er0 a feltételezettel ellentétes irdnyu.)

A csuklos tengelyen két ismeretlen eré hatdsvonala halad
at, ezért mi most ezt a pontot valasztjuk a forgatényomatékok
meghatarozasara. (Minthogy a két ismeretlen eré karja most zé-

Ha a rid szildrdan be lenne dgyazva a falba, akkor a huzalt feszit8 erSt tetszélegesen meg-
novelhetnénk anélkill, hogy a rid helyzete ezéltal megvéltozna. (A fal a rid végére ellen-
tétes forgatényomatékot gyakorolna, hogy a huzaltél szdrmazé megnévekedett forgatényo-
matéknak ellendlljon.) Az ilyen tipust: feladattal nem foglalkozunk, a rudat minden esetben
csuklds tengellyel er6sitjiik a falhoz.
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rus, azért ezek nem gyakorolnak forgatonyomatékot a csuklora.)
Vilasztasunkat a rajzon csillag * jelzi. Ezutan pozitivnak va-
lasztjuk az 6rajardssal ellentétes iranyt forgast — ezt a rajzon a@
szimbolum jeloli. Az x és az y tengelyek pozitiv irdnyét is beraj-
zoltuk. Most pedig a masodik egyensulyi feltételt alkalmazzuk:
M =0
(a csuklés tengelyre)
Tsin@ L-Wd=10

= (200N)(3m) e
sinf-L (sin 50°)(4 m)

(b) Most az elsd egyensulyi feltételt alkalmazzuk.
x iranyban 2F. =0
F —Tcos@® =0
F =Tcos 8 =(196N)(cos 50°)=126N
y iranyban S i
Fo= e sin O et
== sin‘0

¥

F, =200 N — (196 N)(sin 50°) = 49,9 N

12
A csuklos tengely altal a ridra hato erd nagysdga:

F:‘/Ff +F,’ = /(126)% +(49,9)’ N =136 N

és az erd iranya (10-21d abra):
F, 499N
tg =L =—
L6 N

@ = arc tg 0,396 = 21,6° 7

Ezekben a példakban elényos volt a ZF = 0 feltétel alkalmazasa el6tt a 7
ZM = 0 forgatonyomaték feltétellel inditani. Egyenstlyi allapotok vizsgala-
tahoz gyakran ez a legjobb hozzaallas, mert a vonatkozasi pont gondos mér- .~ Sima fal
legeléssel torténd megvilasztisa a forgatonyomaték szamitasara felirt egyen- ¢ -
letb6l egy vagy tobb erét is kikiiszobolhet, amelyek egyébként az erék Osz- s
szegére felirt egyenletben megjelennének.
10-11 PELDA 60°

=0,396

#s=0,50

Egy [ hosszisagh, elhanyagolhatdo tomegli létra sima falnak ta- (a)

maszkodik. A létra 60°-o0s szoget zar be a vizszintessel. A talajon a
nyugalmi strlodéasi egytitthaté 0,50. Milyen (I-lel kifejezve) magas- Fil
sagra maszhat fel egy ember, anélkiil, hogy a létra megcstiszna?

MEGOLDAS

A 10-22b dbran a létrardl készitett vektorabra lathaté. Ahhoz, hogy a
létra ne csiisszon meg a talajon, a talajnak érdesnek kell lennie, hogy
kell6 mértékii vizszintes strlodasi erdt biztositson. Meg kell azonban
emliteniink, hogy a talajtol a létrara hato, a d6lésszogtol fiiggd eredd
er nem a létra irdnydba hat. (Az a tévhit, hogy ez a létra mentén hat,
elég gyakori!) Minthogy a talajtol szarmazé erének sem az irdnyat,

sem a nagysagat nem ismerjiik, azért ezt az F, és F, komponenseivel (b)
vessziik figyelembe. Mivel a fal ,,sima”, a 1étra felsé végén a strlodas 10-22 abra

elhanyagolhat6; azaz a falon F, = 0. A pozitiv forgdsiranyt, az x és az A 10-11 példdhoz.
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10-23 abra
A 10-12 példahoz.

¥ tengelyeket, valamint azt a pontot, amelyikre a nyomatékokat sza-
moljuk, a megfelel6 szimbdlumokkal jeloljiik.
A masodik egyensilyi feltételt alkalmazva:

YM =0

(az als6 pontra)

[mg dcosd - Fy, Isin6] =0

d= M ; (10-17)
mg
Az els egyensilyi feltételt alkalmazva
x iranyban: ZP; =0
(F,—Fu)=0
F = F fal
y iranyban: sz =10
(F,—wg)=9
F,=mg

Azt is tudjuk, hogy a létrara hato p_ surlodasi er§
F.=u, F, (amaximdlis statikus sirlodds esetén)
A fenti egyenletekb8l F,, értéke kifejezhetd, ezzel a (10-17)
egyenlet a kovetkez6 alakot 6lti:
_ M, mgligh

mg
d=p, 1 1g0 =(0,50)(t260° ) = 0,866

10-12 PELDA

Két egyforma, 100 N sulyi deszka csuklés tengellyel csatlakozik
egymashoz, és surlodidsmentes, vizszintes feliiletre timaszkodik a
10-23 abran lathatdo modon. A szétcsuszas megakadalyozasara a két
deszka kozepére elhanyagolhaté sulya lanc van erfsitve. Hatdroz-
zuk meg (a) a lancban ébredd er6t, valamint (b) a csuklos tengely
altal a deszkakra hato erdt!

d

o
R

(a) Nincs strlodas.

&R
/./ %\

WAy,

< 100N
(b) A rendszer egészének vektorab-  (c) A bal oldali pall6 vektorabraja.
raja.
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MEGOLDAS

A talaj 4ltal az egyes deszkakra hato felfelé mutaté erét a 10-23b
abréan lathatd vektordbra tiinteti fel. Ebben az esetben a csuklos ten-
gelyre és a lancra hato belsé er6ket (mivel a testet és a kdrnyezetét
elvalaszto hatdron belill hatnak) figyelmen kivill hagyhatjuk.
Szimmetria meggondolasbél, és abbol, hogy 2, F,=0, arra kdvet-
keztetiink, hogy

F,=F,= 100 N.

A lancban ébred6 erdé meghatarozasianak céljabol a lancot egy
képzeletbeli ,,elkiilonitd” hatirvonallal két részre osztjuk. (A tobb
egységbdl allo targyak esetében gyakran hasznos egy vagy tobb
egységet igy ,.elkiiloniteni”, hogy a meghatirozand6 erbk egyetlen
erddiagramban megjelenhessenek.) Ily modon a 10-23¢ dbran csu-
pan az egyik, [ hosszusagu deszka er6vazlatit adjuk meg. Minthogy
a csuklos tengely altal a deszkakra hat6 erd irdnyat nem ismerjuk,
azért ennek csak az F, -mal, illetve az F, -gyel jelolt x illetve y
komponenseit tiintetjiik fel. A forgds irdnya, valamint x és y tengely
pozitiv irdnya jel6lve van. Az egyensilyi feltételek alkalmazasaval
a kovetkezdket kapjuk: :

20

100N -100N+F, =0 10-24 abra
s A Chongging Akrobata Csoport tagjai.
] : Amikor a kinai akrobatak felépitik ezt
E e a tokéletesen kiegyensulyozott tor-
Fo=al nyot, allandoan biztositaniuk kell,
hogy a stlyponton atmend fliggbleges
egyenes ne essen az asztal négy laba-
val meghatdrozott négyzeten kiviil.

Hasonléképpen

Minthogy a csuklon ismeretlen erék haladnak at, ezért, ezt a *
pontot valasztjuk ki a forgatonyomatékok meghatarozasara, az er-
karokat a vazlat mutatja.

YM=0

{csticsra)
i !
(100N)(I cos 50°) = (100 N)(; cos 50°) ~ T sin 50°) = 0
i
100N - 50N -—1g 50°=0

100N 100N
- =——=839N
vagy g 50° 11918 -

Abbol hogy F, =T, a csuklos tengelyre hato eré:
F, = 83,9 N; (vizszintes, balra irdnyulo)

B T s e T e s e e e e L R
Osszefoglalds ;

A *tengelyre vonatkoztatott M forgatonyomaték defi-
nicioja:
M = (erd):(erékar)

ahol az erdkar a forgastengelyt6l az F er6 hatasvonalaig
hiizott merdleges tavolsig. Az egyik forgdsiranyt a P
vagy a A jellel pozitivnak kell valasztani, az ellentétes
irAnyu forgas negativ elGjelii.

A * tengelyre vonatkozé M forgatonyomaték-
vektor definici6ja:

M =rxF
azaz

M| =r F sin0,
ahol 0 az r és az F vektorok irdnya altal bezart szog. Az
M vektor az r és F altal meghatirozott sikra mer&lege-
sen a jobbkéz-szabalynak megfeleld iranyban 4ll:

Jobbkéz- Forgassuk 4t az r vektort az F vektorba
a kozdttiik 1évd kisebbik szég mentén!
Gorbitsiik be jobbkeziink ujjait ebbe a
forgasiranyba! Kinyujtott hiivelykuj-
junk most M irdnydba mutat. Az M vek-
tort a % tengely pontjiban az r és F vek-
torok sikjara merdlegesen vessziik fel.

szabaly




248 10/ Forgatonyomaték és forgasi egyensuly

Az rg, siilypont az a pont, amelybe a W gravitaci-

616l szarmazd dsszes erdt egyesithetjiik abbol a célbol,
hogy a gravitici6tol szdrmazé forgatonyomatékokat
kiszamitsuk. Ha g mindeniitt egyenl6é (mint ahogyan e
konyv feladataiban feltételezziik), akkor rg, ugyanaz a
pont, mint az ¥, témegkoézeppont.

mj, tomegpontokbél  Folytonos tomeg-

all6 rendszerre: eloszlas esetére:

. 2 Zrkmk ; < _[rdm
TKP ka TKP jdm

Folytonos tomegeloszlas esetében mindig olyan dm = p dV'
tomegelemet valasztunk, amely a koordinitarendszer
orig6jatol teljes egészében azonos tavolsagra van.

A ,negativ’ tomeg fogalma akkor hasznos Iy, ki-
szamitasdhoz, ha a vizsgalt testet egy szimmetrikus da-
rab hozzatételével szimmetrikussd tudjuk valtoztatni.
Ekkor a feladatban szerepld testet ugy kezelhetjiik,
mintha két testet Osszegeznénk: a (nagyobb) szimmetri-
kus testhez hozz4adjuk a ,,negativ” tomegfi részt, amely
a felesleges tobblet testet a szamitasbol kiejti.

Kérdeések

1. Keressiink egy olyan példat, amelyikben a testre
hat6 er8k Osszege zérus, de a test nincs statikai
egyensilyban! :

2. Keressiink egy olyan példat, amelyben a test tomeg-
kozéppontjara szamitott forgatonyomatekok dsszege
zérus, de a test nincs statikai egyensulyban!

3. Egy létra a falnak tdmaszkodik. Egy asszony felma-
szik rd. Vajon mikor valoszinlibb az, hogy a létra
megcsiszik: amikor a legfels fok vagy az alsé fok
kozelében van? Miért?

Feladatok
10.2 A forgatényomaték
10.3 A forgatonyomaték-vektor

10.A-1 Egy hirom méter hosszu, egyenletes tomegel-
oszlasu rad az egyik végén vizszintes tengellyel van
rogzitve tigy, hogy a rud az xy sikban szabadon elfor-
dulhat. A rad szabad végére 16 N eré hat 6 = 30° szog
alatt, ahogyan a 10-25 abra mutatja. (a) Hatdrozzuk meg
az erd karjat a tengelyre vonatkoztatva! (b) Mekkora
forgatonyomaték hat a ridra a tengelyben?

10-25 abra
A 10A-1 feladathoz.

Egyensulyi feltételek
ELSO Transzl4ci6s
FELTETEL  egyensily 2 Fiags =0
MASODIK Rotacios Z M, =0
FELTETEL  egyensily

(tetszoleges *tengely korill)

A testek egyensulydnak vizsgalatit az alabbi egységes
eljards szerint végezziik:

(a) Vektorabrat készitiink, amelyen a testre hato 6sz-
szes erot feltiintetjik. A pozitivnak vélasztott
iranyokat kis nyilakkal, a pozitivnak vett forgasi
irAnyt @ vagy @ szimb6lummal, azt a tengelyt,
amelyikre a forgatonyomatékot szamoljuk, *-
gal jeloljiik.

(b) Alkalmazzuk a két egyensulyi feltételt.

Gyakran elényds a masodik, a szﬁlsfi =0 feltételbol

kiindulni. Ha aX*tengelyt célszerlien olyannak valaszt-
juk, hogy ismeretlen er8k hatisvonala menjen at rajta,
akkor ezzel elérjiikk, hogy a nyomatéki egyenletben a
tengelyen dtmend ismeretlen erék nem szerepelnek.

4. Hogyan tudja magat egy 100 kilogrammnél nehe-
zebb ember megmérni azon a fiird6szobai mérlegen,
amelyiknek csak 95 kilogramm a méréshatdra? .

5. T4masszunk ala egy vizszintesen tartott méterrudat
jobb- és balkeziink egy-egy ujjaval! Fokozatosan
kozelitsiik egymashoz ujjainkat! A kezdd helyzettsl
fiiggetleniil ujjaink mindig a méterrad koézepénél
talalkoznak. Magyarazzuk meg, miért!

10A-2 Egy fabol készitett ors6 szabadon, elhanyagol-
haté sarlodéssal foroghat vizszintesen rogzitett tengely
koriil a 10-26 4bra szerint. A kiilsé peremére (sugara
R,=30 cm) csavart fonal F, =4 N erét gyakorol ra, mig
egy misik, a belsd keriiletre (R, = 12 cm) csavart fonal
F, =12 N erével hat az dbrézolt modon. Az orajarasaval
ellentétes forgist pozitivnak valasztva hatdrozzuk meg az
orséra hato, tengely koriili eredd forgatonyomatékot!

10-26 abra
A 10A-2 feladathoz.




10A-3 Tekintsiink egy b oldalhosszusaghi négyzetet!
Minden sarkaban egy F nagysagu er6 hat. Az er6k egy-
egy oldallal paArhuzamosak, és a kozéppont koriil azonos
értelmi forgist okozé forgatonyomatékot fejtenek ki.
(a) Hatarozzuk meg a négyzet kozéppontjara az eredd
forgatényomatékot! (b) Szdmitsuk ki az ered6 forgato-
nyomatékot az egyik sarokra vonatkoztatva!

10B-4 Egy F=2x+3y (newtonban mért) er hat egy
testre. A test a z koordinatatengely mentén fekvo forgasten-
gellyel van rogzitve. Az er az r =4X + 5y + 0Z (méter-
ben mért) pontban tamad. Hatarozzuk meg (a) a z ten-
gely koriili teljes forgatonyomatékot, (b) és az M for-
gatonyomaték-vektor iranyat!

10A-5 Mutassuk meg, hogy Xxx=y
tovabb4, hogy X y=2, yXZ=X és Z

10.4 A silypont és a tomegkozéppont

10A-6 Harom azonos, homogén, [ élhosszisagn tomor
kocka ,,L” alakban van Osszeragasztva a 10-27 dbran
lathat6 modon. Keressitk meg a tomegkozéppont x és y
tengelyre vonatkoztatott koordinatait!

0

10-27 abra
A 10A-6 feladathoz.

10A-7 Egy ! hosszusdgi homogén deszka végén egy
ember iil. A deszka strloddasmentes kerekeken vizszin-
tes sinen nyugszik. A deszka és az ember tdmege meg-
egyezd: m. Az ember most atsétal a deszka tilsé végére,
és ott leiil. Hatarozzuk meg azt a teljes (a talajhoz vi-
szonyitott) tdvolsigot, amennyire a deszka a folyamat
soran elmozdult! (Utmutatds: megvéltozik-e az em-
ber+deszka rendszer tomegkozéppontjanak helyzete a
folyamat soran?)

10B-8 Egy h magassagli és R sugari acélhenger egyik
végében kupos lireg van kiesztergdlva a 10-28 abran
lathatd modon. A teljes klipszog 90°. Hatarozzuk meg a
hengeres test témegkézéppontjanak helyét! (Utmutatés:
hasznaljuk fel a 10C-57 feladat eredményét és vonjuk ki
a tomor kup tomegét az eredeti kifuratlan henger tome-
gébdl — ,,negativ” tomeg modszer.)

Feladatok 249

10-28 abra
A 10B-8 feladathoz.

10B-9 Homogén fémlemezbdl készitett R sugari kor-
lapbél a 10-29 dbran mutatott moédon koralaki lyuk van
kivdgva. A lyuk sugara R/3, és a lyuk érinti a korlap
peremét. Milyen tavolsagra van a tdmegkozéppont az
eredeti korlap kozéppontjatol? (Utmutatas: Kezeljiik a
hidnyzo anyagot ugy, mint az eredeti kivagatlan korla-
pot kiegészit6 ,,negativ tomeget™!)

10-29 dbra
A 10B-9 feladathoz.

10B-10 Egy egyenletes p striségli, » eélhosszusaga
kockaba egy b/4 sugari furatot készitiink, Ggy, ahogyan
a 10-30 abra mutatja. A furat érinti az egyik kockalap
szemkozti oldalfelezGit 6sszekotd egyenest. Ezutdn a
furatot p/3 siirfiségli anyaggal toltjilk ki. Hatdrozzuk
meg a test tdmegkdzéppontjat!

10-30 abra
A 10B-10 feladathoz.

10B-11 Az m tomegii, ] hossziisigu egyenletes lanc kam-
poén 16g a 10-31a abra szerint. Szamitsuk ki azt a munkit,
amely a linc kézépsd lancszemének a kampora tdrténd
felakasztasdhoz sziikséges! (Utmutatas: gondoljuk meg, mi
torténik a kiilonbozé lancrészek tdmegkdzéppontjaval!)
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10-31 abra
A 10B-11 és a 10C-50 feladathoz.

10.6 Merev testek statikus egyensiilyban

10A-12 A 10-32 4bran lathaté egyenletes tomegeloszl4-
st kapuszarny 300 N silyd, 3 m széles és 2 m magas. A
kapuszarny bal alsé sarkat egy csuklos tengely ta-
masztja ald, bal felsd sarkat vizszintes huzal tartja. Hata-
rozzuk meg (a) a huzalban ébredd erét, és (b) annak az
erének nagysdgét és iranyat, amelyet a csuklos tengely
gyakorol az ajtészarnyra!

Kotél
3m

10-32 4dbra
A 10A-12 feladathoz.

10A-13 Egy 25 kg-os gyermek 6 méter hosszi libikokin
iil. A libikoka kozépen van alidtdmasztva, tomege 45 kg,
Milyen tavol iiljon a libikoka masik végétdl egy 80 kilo-
grammos felnétt, hogy a libikdka egyensilyban legyen?
Csatoljuk a libikoka vektorabrajat.

g

10-33 abra
A 10A-14 és a 10B-25 feladathoz.

10A-14 A 10-33 dbraban a W teher 200 N sulyd, 8 =
30°, és a rad sulya elhanyagolhato. Hatarozzuk meg (a)
a kotélben ébred6 feszitderdt, (b) annak az erének viz-
szintes és fliggbleges komponensét, amelyet a csapagy-
tengely gyakorol a ridra!

10A-15 A 10-34 abran a sily 200 N, és a rid silya el-
hanyagolhato. Hatirozzuk meg (a) a kotélben ébredd
er6t, (b) annak az erének vizszintes és fiiggoleges kompo-
nensét, amelyet a csuklé gyakorol a ridra!

2
5 5
”’% 3p¢e
) T e S e
- 30°
10-34 abra

A 10A-15 feladathoz.

10A-16 Fiiggbleges falra egyetlen csavarral polctarto
van szerelve a 10-35 4bréan lathatéan. A polctarto stulya-
nak elhanyagolasdval szamitsuk ki azt a vizszintes erd-
komponenst, amelyet a csavar gyakorol a polctartora,
abban az esetben, ha a polctartét 80 N fiiggbleges er6
terheli. (Utmutatas: képzeljiik el, hogy a polctarté kissé
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10-35 abra
A 10A-16 feladathoz.

10A-17 A 10-36 abran a mérlegek 46 ill. 42 kg-ot mu-
tatnak, A tartédeszka sulyat elhanyagolva szamitsuk ki,
hogy hol van a deszkan fekvo ember témegkozéppontja
a labatol mérve!

‘i 1.8 m —1

10-36 abra
A 10A-17 feladathoz.



10A-18 Egy ember 180 N vizszintes irdnyu erét gyako-
rol a 10-37 abran lathaté eszkdzre. Szamitsuk ki azt a
vizszintes erét, amelyet az ember bicepsz izma fejt ki az
alkarra! Az alkart egyetlen rudnak képzelve készitstink,
vektorabrat, amelyen minden erévektor végpontja az
er6 timadaspontjiba van berajzolva!

10-37 abra
A 10A-18 feladathoz.

10A-19 Egy m tomegi homogén henger két huzallal
hgy van felfiiggesztve, hogy sima fiiggGleges falhoz
tAmaszkodik (10-38 dbra). A huzalok a fallal 8 szdget
zarnak be. (a) A 2, M =0 feltételnek a felfiiggesztési
pontra val6 alkalmazdsdval fejezziik ki azt az N er6t,
amelyet a fal a hengerre gyakorol. (b) Mutassuk meg, hogy
az eredmény Osszhangban van a 2, F = 0 feltétellel.

10-38 abra
A 10A-19 feladathoz.

10A-20 Egy m tomegli gomb nyugszik egy sarokban,
amelyet egy fiiggtleges fal és egy, a vizszinteshez 0
szog alatt hajlo siklemez képez. Minden feliilet sima.
Szdmitsuk ki azokat az erdket, amelyeket a fal és a le-
mez a gombre gyakorol!

10B-21 Egy / hosszisagn létra sima falnak tdmaszkodik
a vizszinteshez 8 szog alatt d6lve. Egy ember a létran
olyan magasra maszik, hogy a legfels6 foktol I/4 tavol-
sdgra van és akkor a létra elkezd csiszni. Mutassuk
meg, hogy a létra és a talaj kozotti nyugalmi surlodasi
egyiitthatd 3/4(tg6)! A létra stlya az ember sulydhoz
viszonyitva elhanyagolhato.

10B-22 Egy 90 kilogrammos ember egy létra kétharmad
magassagdig mészik fel. A létra falnak tdmaszkodik, a
fallal 20°-o0s szbget bezarva. A létra silydnak elhanya-
goléséval hatdrozzuk meg (a) azt az erét, amelyet a fal a
létrara gyakorol, valamint (b) annak az ernek nagysa-
gat és irdnyat, amellyel a talaj hat a létrara!
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10B-23 Egy egyenetlen tomegeloszlasn létra sima fiigg6-
leges falnak timaszkodik. Tomegkozéppontjdnak a tavol-
sdga a létra aljatol hosszanak f-szerese, ahol 0 < f < 1. Fe-
jezziik ki azt — a talaj és a létra kozotti — legkisebb szoget,
amelynél a létra még nem csuszik meg! A talaj és a létra
kozott a nyugalmi sarlodasi egyiitthato p .

10B-24 3 méter 60 centiméter hosszi, 10 kg-os létra a
10-39 é4bra szerint falnak tdmaszkodik. A fal élén az
érintkezés strlodasmentes. Hatirozzuk meg (a) azt az
er6t, amelyet a fal gyakorol a létrara, (b) azt az erdt,
amelyet a talaj gyakorol a létrara! (Adjuk meg mindkeét
erd nagysagat és iranyat!)

L,5m

10-39 abra
A 10B-24 feladathoz.

10B-25 A 10-33 dbran W= 370 N, 8 = 35°, ¢és a homo-
gén rad silya 420 N. Hatarozzuk meg (a) a huzalt fe-
szitd er6t, (b) azt az eredd erft (nagysagat és iranyat),
amelyet a csuklos tengely gyakorol a radra!

10B-26 Egy 3 m hosszi homogén pallo sima falnak
timaszkodik, masik vége vizszintes talajon nyugszik. A
talaj és a palld kozott a nyugalmi sarlédasi egyiitthato
0,4. Hatdrozzuk meg, hogy mekkora tivolsiagra mozdit-
hatjuk el a pallo also végét a faltol anélkiil, hogy meg-
csisznal

10B-27 Egy 300 N salyt homogén rid felsé vége a meny-
nyezetre erGsitett csuklon 1og. (a) Hatirozzuk meg a rid
alsd végére alkalmazando vizszintes irdnyu erdt, amelynek
hatdséira a rad a vizszintes 35°-0s szoget zar be. (b) Hata-
rozzuk meg azt az er6t (nagysdgit és iranydt), amelyet a
csuklo a kitéritett helyzetii nidra gyakorol!

10B-28 Hatirozzuk meg, hogy mekkora er6 fesziti a 10-
40 abran lathatd vizszintes tartohuzalt, valamint annak

i

0-

A

0 4bra

1

A 10B-28 feladathoz
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az erének nagysagat és irdnyat, amelyet a csukld a rid
also végeére gyakorol! A rad sulyat hanyagoljuk el!
10B-29 Két, azonos anyagbol késziilt tomor tomb a
10-41 abrdn lathaté modon van Osszeragasztva. Az
egyik tomb b élhosszlisdgh kocka, a masik bxb/2x] mé-
retli derékszogli hasab. Fejezziik ki b fiiggvényében azt
a legnagyobb [ hosszusagot, amelynél az egyiittes még
nem billen fel!

T
\I:
1

10-41 abra
A10B-29 feladathoz.

10B-30 A 10-34 dbran lathato teher 200 N sulyn, a ho-
mogén rad stlya 100 N. Hatarozzuk meg (a) a huzalt
feszité T er6t, és annak az erének vizszintes és fiiggdle-
ges komponensét, amelyet a csuklos gyakorol a ridra!
10B-31 A 10-42 abran a fia egy 70 kg tomegl gyep-
hengert probal egy 6 cm magas jardaszegélyen athtzni.
A henger sugara 30 cm. Mekkora az a legkisebb erd, ami
chhez sziikséges? (Utmutatis: tekintsiik azt a helyzetet,
amidén a henger a talajrél éppen felemelkedve a jarda-
szegély sarkdn nyugszik. A henger ebben a pozicioban az
er6 egy bizonyos kritikus értéke esetén marad meg, min-
den ennél nagyobb er6 a henger atgordiilését okozza. )

10-42 Abra
A 10B-31 feladathoz.

10B-32 A 10-43 4bra egy L-alak szabalyozé kart mu-
tat, ami a B pontban csukldsan illesztett. (a) Mekkora az
a fogantyra mer6leges, F-fel jelolt fliggbleges erd,
amely az 4 pontban 1év8 (az dbran nem feltiintetett)

targyra 150 N vizszintes er6t tud kifejteni? (b) Hataroz-

zuk meg annak az er6nek nagysagat és irdnyat, amelyet
ekkor a csuklos tengely a B pontban a szabalyozo6 karra
kifejt!

b3

| i
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10-43 abra
A 10B-32 feladathoz.

10B-33 A 10-44 dbra egy karmos kalapacsot mutat,
amint egy vizszintes feliiletbdl szoget hiz ki. A kala-
pacs nyelére 200 N nagysagu vizszintes F erd hat. (2)
Szamitsuk ki a kalapdcs karma altal a szogre kifejtett
er6t, és (b) a kalapacs fejére hato, a felulettdl szarmazo
er6t! Tételezziik fel, hogy a kalapics altal a szegre gya-
korolt erd parhuzamos a szeggel!

1
]

30 cm

: Erintkezési
| pont
|
I

S5 cm

10-44 abra
A 10B-33 feladathoz.

10B-34 Egy 40 N stlyu tirgyat kinyujtott vizszintes
alkarral karhossznyira tartunk. Hivatkozdssal a 10-45
abrdra, hatirozzuk meg azt, az dbran F-fel jelolt erdt,
amelyet a felkar izom fejt ki! Tegyiik fel, hogy a kéz és

\
|
|

. EJ
N 80° s

f<—30 cmk*»i |<— 6 cm

konyok

10-45 abra
A 10B-34 feladathoz.




az alkar egyiittes tomege 1,5 kg és, hogy ezek tomegko-
zéppontja a konyok és a targy kozotti tdvolsag felezd-
pontjdban van! Készitsiink az alkart rudként abrazolo
vektordbrat, amelyen az erévektorok vége az erdk ti-
madaspontjiaba van rajzolval

10B-35 Mutassuk meg, hogy ha hirom, egy sikban fek-
v6 (nem parhuzamos) eré hat egy merev testre, gy a
test csak akkor van forgasi egyenstlyban, ha a hirom
erd hatdsvonala egy pontban metszi egymast!

10B-36 Két egyforma, L hosszasagli homogén téglat az
dbran lathaté modon egymasra rakunk oly modon, hogy
a tallégds maximalis legyen, azaz a rakas még ne bil-
lenjen le (10-46 abra). Hatdrozzuk meg az x tivolsagot!

10-46 abra
A 10B-36 feladathoz.

10B-37 Egy ember seprét tol a padlon, mikézben a sepré-
nyél irdnyaban lefelé mutato erGt fejt ki. Hatdrozzuk meg
azt a (seprényél és a fligg6leges irdny altal bezart) legki-
sebb O szoget, amely mellett a sepré dllando sebességgel
mozgathatd. A padlo és a sepr6 kozott a csuszasi sirlodasi
egyiitthato p,. (A sepro stlyat hanyagoljuk el.)

10B-38 40 N sulyt hajlékony lanc két azonos magas-
sagban 1év6 kampo kozott 16g (10-47 dbra). Mindkét
kamponal a lanchoz huzott érinté a vizszintessel
6 = 42° szoget zdr be. (Azt az egyenletet, amely gravi-
tacids er6 hatdsara 16g6 lanc gorbéjét leirja, lancgorbe
egyenletnek nevezzilk. A feladat megoldasahoz az
egyenlet ismerete nem sziitkséges.) (a) Hatarozzuk meg
a kampo éltal a lancra gyakorolt er6 nagysagit! (b) Ha-
tarozzuk meg a lancot feszit§ erdt a lanc kozéppontja-
ban! [Javaslat a (b) részfeladathoz: készitsiink vektorab-
rat a lanc felér6l! ]

SRR e DR

10-47 abra
A 10B-38 feladathoz.

10B-39 Két egyforma, egyenként 60N 'stlyt pallé egy-
-egy végén csuklos tengellyel csatlakozik egymashoz.
(10-48 dbra.) Sima vizszintes feliileten dllnak, és szét-
csuszasukat az abrazolt vizszintes huzal akadalyozza.
Hatdrozzuk meg azt az N, és N, normilis irdnyl erét,
amelyet a talaj fejt ki a pallokra! (b) Hatdrozzuk meg a
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huzalban ébred6 T feszitGer6t! [Javaslat a (b) részfel-
adathoz: készitsiink vektorabrat csak az egyik pallorol!]

A 10B-39 feladathoz.

Tovabbi feladatok

10C-40 Két homogén, egyenld hosszlsagi rad csuklo-
san van Osszeerdsitve ¢és fiiggGlegesen log a 10-49 dbra
szerint. A fels6 rad sulya 100 N, az als6é 200 N. Milyen
legyen az az als6 rad végére hatod egyetlen erd, amely a
rudakat a (b) részabran lathaté moédon nyugalomban
tartja olyan helyzetben, mid6n a rad also vége kozvetle-
niil a felfiiggesztési pont alatt van?

100 N | //, ]
i §1 90°
| e“‘"@;@ |
& %
b o N
N Bl

200 N i oy

!
(a) (b)

10-49 abra
A 10C-40 feladathoz.

10C-41 Két homogén, vékony rad T alakban van ossze-
hegesztve. Mindkét rad hossza /, tomege m. A T alaki
rudazat egyik végét csuklé tartja, mig a masik veégét
fiiggdlegesen lefelé iranyuld F = 2mg er6 terheli a 10-
50 é4bra szerint. Keressiik meg azt a 6 szoget, amelynél
a T alaku rudazat egyenstlyban van!

A

‘\ s
F&r/

10-50 abra

A 10C-41 feladathoz.
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10C-42 A 10-51b abran egy ember vizszintes alkarral 10
kg-os terhet tart. Az alkar 1,5 kg-os, tdmegkozéppontjanak
helyét az dbra mutatja. A bicepsz izom az alkart a konyok-
t6l 5 cm-re figgdlegesen felfelé hiizza, mig a felsGkarcsont
H erdvel lefelé nyomja az iziiletet. (a) Készitsiink vektor-
abrat az alkarrdl (egyszeriien vizszintes radként abrazolva),
tiintessiik fel rajta az 6sszes erGvektort, mindegyiknek végét
az er6 timadaspontjaba helyezve! (b) Hatarozzuk meg azt a
B er6t, amelyet a bicepsz fejt ki az orsocsontra! (c) Amikor
a kéz a terhet tartja, akkor a fels6karcsont kompresszio
(Osszenyomds) alatt van. Hatirozzuk meg azt a H erét,
amelyet a felsGkarcsont a konyokiziiletre gyakorol!

Triceps

Fels6karcsont H* TB
‘ Biceps 25
l Z)

Orsocsont

Siivegcsont
(a) (b)

10-51 abra

A 10C-42 feladathoz. Az (a) részfeladatban, minthogy
az izmok csak hhazoer6t fejthetnek ki, szitkséges, hogy
az egyik izommal emeljiik az alkart, a masikkal siily-
lyessziik. A tricepsz izom a vallrol a siivegesont kidu-
dorodasara csatlakozik; ha 6sszehuzodik, kiegyenese-
dik a kar. Ha a bicepsz izom hiizodik ossze, a kar
behajlik. (Az abra erdsen egyszeriisitett. A valosdgban
nyolc izom vesz kozvetleniil részt a konyodkcsuklo
miikodtetésében.)

10C-43 A labujjhegyre allas — amint ezt a 10-52 dbra
mutatja — tekintélyes T hazoerdt létesit a sarokcsonthoz
csatlakozo Achillesz inban. A labfejre haté harom er§
(T, A, és W) egyensulyban van; vagyis 6sszegiik zérus.
Tehat az er6k grafikus osszegezése zart haromszoget
eredményez. Hatarozzuk meg azt a T feszitGer6t, amely
az inban ébred, ha egy 90 kg-os ember ily moédon
egylabon labujjhegyre all! (Utmutatas: lasd az iltaldnos
haromszdgre vonatkozé D fiiggeléket!)

|
!
21
|
I
|
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10-52 abra
A 10C-43 feladathoz.

W= 10kg

— W (fiiggéleges)
\X
\‘ D

10C-44 A 10-53 dbrén bemutatott [épcsés l1étra mindkét
szdra 4 m hosszu, és csukl6ja a B pontban van. A 1étra
surlodasmentes vizszintes talajon &ll, szétcsiiszdsat az
dbrazolt modon felerfsitett DE huzal akadalyozza.
Mindkét szar tomegkozéppontja a szar kozepében van:
Az AB szar stlya 80 N, a BC szaré 40 N. Hatdrozzuk
meg a létra aljara hato, talajtol szarmazoé erdt (a) az 4
pontban és (b) a C pontban! (c) Hatirozzuk meg a hu-
zalban ébredd T erdt!

10-53 abra
A 10C-44 feladathoz.

10C-45 Bizonyitsuk be a kovetkezd dllitas helyességét:
Ha egy test transzldcios egyensulyban van, akkor a test-
re hato forgatényomatékok ereddje bdrmely pontra vo-
natkoztatva azonos.

10C-46 R'bels6 sugarii hengerbe két egyforma, homo-
gén gdmbot helyeziink a 10-54 dbran lathaté modon. A
gombdk r sugara az (R/2) < r < R tartomdnyba esik.
Minden feliilet sima. Készitsiink vektorabrat az alsé
gombrdl, jeldljitk be minden erdé nagysagat a gombok W
stlyanak és az r, R sugarak fliggvényében!

-.7R i

| |
Ly

10-54 abra
A 10C-46 és a 10C-47 feladathoz.

10C-47 A , felbillend csé”. Két egyforma, sima feliilet,
m tomegli, r sugard labdat helyeziink egy magas, henge-
res, R sugari csébe, (lasd a 10-54 &abrat). [Megje-
gyezzik, hogy (R/2) <r < R.] A cs6 fuiggblegesen all.
Ugy hihetnénk, hogy ha a csovet roviditjilk és igy stly-
pontjat siillyesztjitk, akkor az egység stabilabb egyen-
stlyi helyzetbe keriil. Azonban, ha a henger magassagat
egy kritikus érték ala csokkentjiik, akkor a csé felbillen!
Mutassuk meg, hogy a henger akkor marad meg allo
helyzetben, ha témege legalabb M = 2m(1-#/R)! (Utmu-
tatds: probaljuk a forgatonyomatékot kiszdmitani a két



gdmb érintkezési pontjara, amikor a cs6 éppen a felbil-
lenés hataran van.)

10C-48 A 10-55 4bra egy W silyd homogén hengerre
fliggéleges érintd iranydban hat6 F er6t mutat. A henger
¢és a feliiletek kozott a nyugalmi sarlédasi egyiitthato
0,50. Fejezziik ki W fiiggvényében azt a legnagyobb £
er6t, amely még nem inditja meg a henger forgasat!
(Utmutatas: Ha a henger éppen a csiszas hataran van,
akkor mindkét sirlodasi eré maximalis értéket vesz fel.
Miért?)

10-55 abra
A 10C-48 feladathoz.

10C-49 Egyenletes eloszlasu, 74 cm magas asztal nyug-
szik a talajon. 1,2 m atmérdjli koralaku lapja és harom,
szimmetrikusan elhelyezett, az asztallap szélétél 10 cm-
rel beljebb 1évé laba van. Az asztal és a labak egyiittes
sulya 60 N. (a) Hatarozzuk meg azt a legkisebb fiiggd-
legesen felfelé irinyulé erdt, amely Ggy hat az asztal
szélén, hogy az kissé megbillen! (b) Mekkora az asztal
szélére fliggblegesen lefelé haté minimalis erd, amely
az asztalt megbillenti? (c) Mekkora, és milyen irdanyu az
asztal szélére gyakorolt legkisebb er6 ami'az asztal
megbillenését okozza? Mindegyik esetben tlintessiik fel
vazlaton az erSk tamadaspontjinak az asztallabakhoz
viszonyitott helyét!

10C-50 Homogén, m tomegt, / hosszusagu lanc 16g le
egy kamporol, a kordbban mar bemutatott 10-31 abra
szerint. (a) Fejezziik ki az y tavolsag fliggvényében azt
az F(y) erét, amely a kozéps6 lancszem kampéra emelé-
séhez szitkséges! (b) Igazoljuk [ F-dy kiszamitasaval,
hogy a végzett munka megegyezik a kiilénbdzd lancré-
szek tomegkozéppontjanak gravitdcids energianyeresé-
gével! (10B-11 feladat).

10C-51 Tekintsiink 6t azonos téglat a 10-56 abra szerint

oly mdédon egymasra rakva, hogy a boruldsmentes kilo-
g4s maximalis legyen! Mutassuk meg, hogy n szamu

———

10-56 abra
A 10C-51 feladathoz.
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tégla esetében az x,  tavolsagra - felirhatd, hogy:

X =(L/2)Z(]/k). A sorozat lassan divergil; azaz

k=1

limx, =eo. igy a kilogasi tavolsag a végtelenhez tart a
n—yeo

téglak szdmanak végtelen novelésével! (Javaslat: a leg-
felsd téglaval kezdve bontsuk le a rakast, és igy hati-
rozzuk meg az x, tavolsdgot!)

10C-52 Vékony drotbol készitett R sugara gylird egy-
negyedet kivagjak. Hatarozzuk meg a megmaradt rész
tomegkozéppontjat R fliggvényében!

10C-53 Szazadokon &t a kereskedGk vilagszerte hasznal-
tak az un. kofa-mérleget. (10-57 abra.) Az arut a serpe-
nydbe helyezték, a mutatoval ellatott csiisztathatod testet
addig mozditottik el, amig a rad vizszintes helyzetii lett.
Ezutan a ridra gravirozott skalarol leolvastik az aru si-
lyat. Mutassuk meg, hogy a radra gravirozott skalanak az
aru stlyaval linedrisan kell valtoznia! Ne feledkezziink el
arrol, hogy a rad és a serpeny® shlya allando.

@LJi1|!1||5§|||Jrl ]

10-57 abra
A 10C-53 feladathoz.

10C-54 Vékony, 3 m hosszt rad vizszintes feliileten
nyugszik. Vonalmenti tomegsiiriisége (tomeg/hosszi-
sdg) linearisan valtozik a rad hossza mentén: egyik vé-
gén zérus, a masik végén 50 kg/m. (a) Hatarozzuk meg
a rid tomegét! (b) Mekkora munkaval lehet a rad nehe-
zebb végét 1,5 méterrel fliggblegesen feljebb emelni ugy,
hogy a masik vége a feliileten maradjon?

10C-55 Egyenletes vastagsagll vékony fémlemezbél az
X =a és az y = tkx* gorbékkel hatirolt idom késziilt.
(10-58 abra.) Hatdrozzuk meg tdmegkozéppontjanak
koordinatdit!

y=—kx?

10-58 Abra
A 10C-55 feladathoz.
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10C-56 Vékony, egyenletes vastagsdgl fémlemezb6l R
sugarii korlemezt vagtak ki, majd az dtmérdje mentén
kettévagtak. Hatdrozzuk meg az egyik darab témegko-
zéppontjat! (Javaslat: Valasszuk dm elemi tomegnek az
egyenes oldallal parhuzamos savot.)

10C-57 Mutassuk meg, hogy az R alapkér-sugar, /
magassagl, alland6 p siirtiségli egyenes kip tomeghko-
zéppontja a szimmetria-tengelyen, az alaptél 4/4 tavol-
sagra van! [Javaslat: tekintsiik a 10-59 dbrdn lathato az
alaptél y tavolsagra lévé dy vastagsdgi, tdrcsat, mint

elemi tomeget, amelyre dm= pdV =pmridy, ahol
r=(h-yjga =(h-y)R/ k)]

10-59 abra
A 10C-57 feladathoz.

10C-58 Egy 200 N salya cégtabla 1,2 m hosszd viz-
szintes radra van flggesztve. A rad egyik végét csuklo
rogziti, masik végét két merevitd huzal tartja a 10-60
abran vazolt moédon. A cégtablat fliggeszto két huzal
egymastél 1 m tdvolsigra van, szimmetrikusan elhe-
lyezve a vizszintes radon a cégtablat. A rad silyat elha-
nyagolva szamitsuk ki a feszitd erét minden egyes me-
revité huzalban.

(b)

10-60 abra
A 10C-58 feladathoz.

10C-59 Villanyvezeték huzodik egy 30°-os utkanyar
folott. A vezetéket az at téréspontjaban egy fiiggdleges
AC poézna tartja, amelynek also vége gémbcesuklon
nyugszik. Az A pontban a p6znihoz erdsitett vezetékek
vizszintesek. A pozna feld6lésének megakaddalyozasara
az AB feszit6huzal szolgéal, amelyet a 10-61 abran lat-
haté médon szimmetrikusan, a péznahoz 30°-o0s szdg-
ben illesztve helyeztek el (tehat a BC egyenes felezi a
150°-0s szoget). Ha a vezetékeket T er6 fesziti, mekkora
a feszitGhuzalban ébredd erét.

10-61 abra
A 10C-59 feladathoz.

10C-60 A 10-62 abraban a fiiggdleges CD arbocot és a
DE rudat a D pontban rogzitett gdmbesuklo tartja. Az
arboc és a rud silyanak elhanyagoldsdval szamitsuk ki
kiilon-kiilon a szimmetrikusan elhelyezett AC és B:.]
kabeleket feszitt erét! (A rad és a vizszintes CE kabel a
fiiggbleges xy sikban vannak.)

10-62 abra
A 10C-60 feladathoz.




