A FORGO MOZGAS
DINAMIKAJA I
(FORGAS ROGZITETT
TENGELY KORUL)

»A fizikdban hamar megtanultam, hogyan érezzek ra a lényeghez vezetd mé-
Iyebben rejtdzd utakra és hogyan hagyjak minden egyebet figyelmen kiviil,
mindazt a rengeteg dolgot, amellyel csak telezsufoljuk az agyunkat, elvonva
gondolatainkat a lényegril. A modszer gyenge pontja természetesen az, hogy
— ha akarjuk, ha nem — el6szor mindent a fejiinkbe kell tomniink ahhoz, hogy
a lényegtelent végiil elhagyhassuk.”

ALBERT EINSTEIN

12.1 Bevezetés

A tovabbiakban a forgé mozgas dinamikajdval foglalkozunk, vagyis azzal a
kérdéssel, hogy mi okozza a testek széggyorsuldsat. Newton misodik torvé-
nye, — XF = ma — kimondja, hogy egy testnek azeért van transzlacios gyorsu-
ldsa, mert a rd hat6 erék ered&je nem zérus. Itt azt mutatjuk meg, hogy egy
testnek akkor van széggyorsuldsa, ha a ra hato forgatonyomatékok Osszege
nem zérus. Ebben a fejezetben olyan testekkel foglalkozunk, amelyek egy
inercia-rendszerben nyugvé rdgzitett tengely koriil forognak: A kovetkezd
fejezetben a mozgd tengely koriil forgd test dltaldnosabb mozgdsat targyal-
juk. A haladé és a forgo mozgas dinamikai egyenletei kozott szoros analégia
van. Ha ezt figyelembe vessziik, akkor az 0j osszefiiggések konnyebben
megérthetdk!

12.2 A tehetetlenségi nyomaték

Tekintsiink egy rogzitett * tengelyre szerelt merev testet. (12-1 dbra.) Ami-
dén a test @ szogsebességgel forog, akkor az r; helyen lévé m, tomegpont v,
tangencidlis sebességgel korpalyan mozog. A részecske K, kinetikus energi-
4ja

A merev test forgasa kézben minden részecskének azonos az @ szogsebessé-
ge, igy v, = r,@, ahol r, az m, tomeg és a forgastengely kozotti meréleges ta-
volsag. A forgo egész merev test teljes kinetikus energidja igy

» forgastengely

b) feliilnézet

12-1 abra

Tekintsiik a test belsejében a forgds-
tengelyt6l r», meréleges tavolsagban
1év6 m; elemi tomeget! Amikor a test a
z tengely kortl forog, akkor a részecs-
ke r, sugara kérpalyan v, sebességgel
mozog.
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= (c)

12-2 abra
A 12-1 példéhoz.

K, =Zhmy?="% EmrHo?.

A haladé mozgast végzd test K= %m” kinetikus energidjahoz hasonldan a
zarojelben 1év6 mennyiség analog a haladé mozgdst végzd test tehetetlensé-
gét meghataroz6 mennyiséggel; ezt a test * tengelyre vonatkozo tehetetlen-
ségi nyomatékanak nevezziik.

Az [ tehetetlenségi
nyomaték
(*tengelyre vonatkoztatva)

I= Emiriz l:rl az Titét’neg f:orgéstengely- :I (12-1)
t6] mért tavolsiga

A tehetetlenségi nyomatékot forgasi tehetetlenségnek is nevezik, dimenzi-
dja a tdmeg és tivolsag négyzetének szorzata, egysége tehat kg-m?, Ezért /
nem csupan a test témegétdl, hanem a tomegnek * tengelyre vonatkoztatott
eloszlasatol is fiigg. Amiként m a test haladé mozgasanak gyorsuldsaval
szemben kifejtett ellendlldas mértéke, ugyaniigy / a test forgd mozgasanak
gyorsulasaval szemben kifejtett ellenallas a mértéke. Egy, a forgastengelytdl
tavolabb elhelyezett elemi tdmeg nagyobb mértékben jarul a tehetetlenségi
nyomatékhoz, mint egy ugyanakkora, de a forgastengelyhez kozelebbi elemi
tomeg.' Figyeljiink az analégira: I és @ rendre m-nek és v-nek felel meg. Ez
segitséget jelent a forgd mozgas egyenleteinek megtanulasdhoz.
A fenti egyenletek felhasznaldsdval a forgasi energiat igy irhatjuk:

Forgasi kinetikus K, =Y%lo* (12-2)
energia

Jegyezziik meg, hogy ez a kinetikus energidnak nem egy 1j alakja, hiszen a
forgod test valamennyi részecskéjének kinetikus energidjat 6sszegeztik. Jeld-
lésére azonban a K, szimbdlumot vezetjiik be, mert az dltalanos (halad6 és
egyidejiileg forgd) mozgast végzo test kinetikus energidja a tomegkdzéppont
haladé mozgasabol adodé K = M(vy,)* és a tdmegkdzéppont koriili forga-
sabol adédo K, = %lw?* energidabol tevddik dssze. (Az egyiittes forgo és ha-
ladé mozgassal a kovetkez6 fejezetben foglalkozunk.)

Hérom, egyenként m tomegl pont egy / oldalhosszisdgi egyenlo-
oldali, elhanyagolhat6 tomegli haromszog alakli vaz csiicsaiban he-
lyezkedik el. Hatarozzuk meg a kovetkez6 tengelyekre a tehetetlensé-
gi nyomatékot. (a) A haromszog kdzéppontjan dtmend, a tomegpon-
tok altal meghatarozott sikra merdleges * tengely. (b) Az egyik
tomegponton atmend, a tdmegpontokat tartalmazo sikra merdleges
tengely. (c) Az abra sikjdban lévd, két tomegponton dtmend tengely.

MEGOLDAS

(a) A 12-2a abra szerint meghatirozzuk az egyes témegpontok *
forgastengelyt6l mért d tdvolsigat. Trigonometriai Osszefliggé-
[ /

(2 cos 30°) _E '

sekb8l [ =2dcos30°, vagy d =

Tehat

' Hogy ezt a kiilonbséget jol ,,érzékeljiik”, vegyiink egy hosszikds testet, pl. egy méterrudat,

és gyorsan forgassuk meg a tdmegkozéppontjan dtmend tengely koriil. Probaljuk el8szér a
rid tengelye koriil forgatni, majd pedig a rid tengelyére merdleges tengely koriil forgatni.



12.3 Folytonos tomegeloszlasi testek tehetetlenségi nyomatékanak meghatirozasa 271

2
l

= mlr.2:3m(—-—— =mi*.
e

(b) A 12-2b abrén a * tengely 4thalad az egyik tdmegponton. Mivel er-
re a tdmegpontra r; = 0, ez a pont nem jarul hozza az 7 tehetetlenségi
nyomatékhoz. A masik két tomegpont mindegyike a * tengelyt6] [
tdvolsdgra van, igy

I=2m‘.r[.2 =2mi* .

(c) A 12-2c dbran az m tomegtdl a forgastengelyig mért mer6leges e td-
volsag e =Icos30°= I3 /2. Tehat

2
G
=N e g Nl 2yl
R

Osszehasonlitva a harom eredményt, latjuk, hogy az I tehetetlenségi
nyomatek az egyes forgastengelyekre kiilonb6zd.

1 12.3 Folytonos tomegeloszlasi testek tehetetlenségi
nyomatékianak meghatarozasa

A tdmegpontokbdl allé rendszer tehetetlenségi nyomatékdnak szdmitdsa nem
egyéb, mint az Osszegezési eljards kovetkezetes alkalmazisa. A folytonos
tomegeloszldst testre azonban ez csak integralas alkalmazisival végezhetd
i el. Targyalasunkat olyan merev, egyszerli geometriai alaku testek esetére

= =1 pp2
I=—%—M(R§+R‘12) I=MR? I= 5 MR

! Témor henger, vagy tar- R, bels6 és R, kiils6 sugart Vékony karika, vagy gytri Vékony gylri atmérs-
csa (a tengelyére) cso (a tengelyére) (a tengelyére) jére.

> cls o

=

{/

/

g v b 2
| =2 MR? 1= 2 MR I=c oM/ =M@+
Tomor gomb egy atmé- Veékony fali iires gomb egy [ hosszisdgu vékony riad a Vékony lemez TKP-n
| rdjére atmérbjére TKP-n 4tmend, a rudra me-  atmend, a lemezre
' r6leges tengelyre merdleges tengelyre
12-3 4bra

Homogen siirliségii anyagbol késziilt kiilonbdzd szimmetrikus testek tdmegkdzéppontjan dtmend tengelyre vonatko-
z0 I tehetetlenségi nyomatékok. A test tomege mindegyik esetben M.
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12-4 abra
A 12-2 példahoz.

korldtozzuk, amelyeknek a szimmetriatengelye egybeesik a forgastengelyiik-
kel. A folytonos tdmegeloszldsii merev testek / tehetetlenségi nyomatékara
vonatkoz6 egyenletet integralalakban fejezziik ki:

tomegpont- folytonos tomeg-
Tehetetlenségi rendszerre eloszlasra
nyomaték e 2 Tl
(*tengelyre vonatkoztatva) i= z S = J i dy {123

A folytonos tomegeloszlas esetén a fenti integral kiszamitasdhoz a dm elemi
tomeget ugy kell felvenni, hogy az egész elemi tomeg a forgistengelytdl
azonos r tivolsagra legyen.’ Ezért az adott test szimmetria viszonyai alapjan
célszerli az elemi tomeget megvalasztani. A 12-3 dbra kiilonbdz6, homogén
szimmetrikus testek tehetetlenségi nyomatékat foglalja dssze.

12-2 PELDA

Hatirozzuk meg a homogén p strliségdi, / hossziisagn, R sugari, M
tomegii tomor henger tengelyére vonatkozé tehetetlenségi nyomaté-
kot!

MEGOLDAS

Amint a 12-4 dbra mutatja, a dm elemi tdmegnek az r sugari, dr vas-
tagsagu és [ hosszlsdgi dV elemi térfogati hengergyfiri tomegét te-
kintjiik. Mivel ennek az elemi hengergyiiriinek valamennyi pontja ko-
zelitdleg azonos tavolsdgra van a forgdstengelyt6l (a2 dr vastagsig
ugyanis elhanyagolhatonak tekinthetd az r tdvolsighoz képest), ezért a
dV térfogatot a

dV = (2mrl) dr (12-4)

képlet szerint szimithatjuk. Az dm elemi tdmeget megkapjuk, ha dV
térfogatot megszorozzuk a p siirliséggel:

: dm= pdV (12-5)
A 12-4 egyenlet behelyettesitésével
dm = p2narldr.

adodik. Ezt behelyettesitve a tehetetlenségi nyomaték kiszamitasara
vonatkozo 12-3 képletbe, lathato, hogy az r valtozo tekinthet6 integ-
ralasi valtozonak. Ha figyelembe vessziik, hogy a teljes kérhenger te-
hetetlenségi nyomatékat ugy kapjuk meg, hogy az r integraldsi valto-
z0 zérustol R-ig valtozik, a tehetetlenségi nyomatékot az alabbi
hatdrozott integral adja meg:

= J-r?‘dm = prrrrlla’r.
0

Mivel a henger alland6 p siirtiségii és [ is allando ezeket kiemelve és
az integralast elvégezve (lasd a G-II és a G-III fiiggeléket) adodik:
R 4 4
2rlpr® |k 2mip R
I'=2mkp|ridr= = :
n.p_(l;r dr [ 4 :|U 4

Az eredmény tovabb egyszeriisithet6, ha figyelembe vessziik, hogy a
henger teljes M tomege kifejezhetd:

Tobbvaltozds fiiggvények integralds esetén dm megviélasztasira kevesebb megszoritast kell
tenni. Az egyvaltozos fiiggvények integraldskor'azonban a fenti szabalyt kell kévetni.
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M = (siirliség)(térfogat) = (p )(nR*).

alakban. Ezt behelyettesitve, a homogén tomor henger tengelyre vo-
natkozo tehetetlenségi nyomatéka:

I= %L MR : (12-6)

12-3 PELDA

Ez a példa megmutatja, hogy egy merev test tehetetlenségi nyomatéka
gyakran meghatirozhat6 ugy is, hogy a test ismert tehetetlenségi
nyomatéki egyszerlibb testekbdl van felépitve. Példakent hatarozzuk
meg a homogén, R sugarli, M tomegli té6moér gémb tehetetlenségi
nyomatékat a kézéppontjan dtmend tengelyre.

MEGOLDAS

A 12-5 abran bemutatott médon a gombot ugy kezeljitk, mintha vé-
kony tircsdk sorozatibol lenne felépitve. Kivilasztunk egy dz vastag-
sagd x sugari elemi tdrcsat. Ennek tomege dm=pdV=
= prx’dz = p n(R>~Z%)dz. A vékony tircsa tchetetlenségi nyomatéka a
12-2 példa alapjan:

dl= % dmx*="% prn(R*)dz.

A teljes gomb. tehetetlenségi nyomatéka tehat
+R R
= o 2 (1A 1 4 B p iyt
l_jdf__jREpn(R =z%) dz—(Z)Epn‘g(R ~2R* 2 +7*)dz

R

" 3 2R'Z s z 8 e

=pT — — [ =—paR’.

Pl R z 3 5 15P

0

Figyelembe véve, hogy a gomb témege M=pV=p- % nR’, a gomb

tehetetlenségi nyomatéka:

2 [ind
I==|p—nR®R? =2 pr?
513 5

12.4 Az inerciasugar

Szdmos gyakorlati jelentségli, forgd mozgast végzd test fizikailag annyira
bonyolult, hogy tehetetlenségi nyomatéka nem hatirozhaté meg szamitassal.
J6 példa erre egy mesterséges bolygo. Ebben az esetben a szimitasok elvég-
zéschez nagy sziikség van a. tehetetlenségi nyomatéknak a test méreteivel
valo kifejezésére. Az eljaras a kovetkez6: A test tomegét és [ tehetetlenségi
nyomatékat kisérleti iton meghatarozzuk. (Példaul Ggy, hogy ismert forgat6-
nyomatékot alkalmazunk és mérjiik az okozott o szoggyorsulast. Lasd a 12.6
fejezetet.) Az ily modon meghatarozott I érték kifejezhet6 a test tomegének
€s a k inerciasugar négyzetének szorzataként. Az inerciasugar tehat ugy te-
kinthet6, mintha a fest teljes tomege a forgastengelytol mérve ilyen tavolsdg-
ban egy pontban lenne koncentralva. (Megjegyezziik, hogy az a pont, ahova
a tomeget ilyenkor gondolatban egyesitjiik, nem a test tomegkozéppontja.)

(b)
12-5 abra
A 12-3 példahoz.
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12-6 abra

A p=mv impulzussal az xy sikban
mozgd m tomegpontnak L impulzus-
momentuma van (az O pontra), ha a p
vektor irdnya nem megy at az O pon-
ton. Jelen példdban a * tengely az O
pontban a papir sikjira mer6legesen
all.

e e e e e e T |
A k inerciasugar I= M2 (12-7)

ahol / a M tomegli test tehetetlenségi nyomatéka.

12-4 PELDA

Hatdrozzuk meg az R sugaru M tomegii tomor gdmb inerciasugarat a
tomegkdzéppontjan atmend tengelyre!

MEGOLDAS

A tomor gombnek a tomegkozéppontjan dtmend tengelyre vonatkozo

tehetetlenségi nyomatéka [ = */,MR* Ezért:

MI? =Y/, MR
k= =R
5

12.5 Az impulzusmomentum (perdiilet)

Tovabb fejlesztjiik a halado és a forgd mozgas kozotti analogiat:

a forgatonyomaték: M = (erd)(erdkar)
M = (F)(r sinf).
Vektoridlis alakban: M=rxF
Y

," a mozgas egyenese

Y

Pe=p sin @

pr=p cos

momentumkar X
b=rsing |/

(a) Az xy sikban p = mv impulzussal (b) Az impulzus p, = pcos@ sugir

rendelkezd m tomegpontnak iranyi komponensének nincs
(O -ra vonatkoz6) L impulzus- impulzusmomentuma az
momentuma van, amelynek a origora, (mert momentumkarja
nagysaga: zérus). Csak a merdleges p, =
L = (mv) (nyomaték-kar) = = psinf komponensnek van az
=mvr sinf. Az O -nal [évé * O -ra impulzusmomentuma,
tengely a z tengely, és L irdnya a ennck nagysaga L = mvrsing.

pozitiv z tengely irdnyaval egye-
zik meg, merbleges az r és a p
vektorokat tartalmazo sikra.
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12.5 Az impulzusmomentum (perdiilet)

A * tengely az
origon atmeno
z tengely.

(a) (b)

12-8 abra

Az xy sikban fekvo r helyzetvekto-
i pontban 1évé m tomegpont im-
pulzusa p. A jobbkézszaballyal
képzett az (O -ra vonatkozo) L = r
% p impulzusmomentum — aho-
gyan az (a) dbra mutatja — merdle-
ges az xy sikra. Célszer(i, ha az r és
a p vektorokat irdnyaik

megtartasa mellett azonos pontbol
felmérjiik a (b) abra szerint. Az r
vektor p-be forgatisa megadja azt
a forgasiranyt, amit a jobbkéz-
szabalyban kell hasznalni. (Az el-
forgatds @ szoge a két vektor ird-
nya éltal meghatarozott sz6g.)

Tekintsiink most egy m témegpontot, amely p = mv impulzussal mozog.
(12-6 4bra) A p impulzus * tengelyre vonatkozé nyomatékat L impulzus-
momentumnak nevezziik:

Az L impulzus-
momentum
(* tengelyre)

Vektorialis alakban’

L = (impulzus)(momentum karja)
L={(mv)(r sin0)

L=rxp. (12-8)

Egy, az xy sikban’ mozgd m tdmegpont L impulzusmomentumanak irdnya a z
tengely pozitiv vagy negativ irdnyaba mutat a jobbkéz-szabalynak megfele-
16en. Mint a tobbi jobbkéz-szabaly esetében is, itt sem halad semmilyen fizi-
kai objektum ebben az irdnyban; a jobbkéz-szabdly csak egy megillapodas,
amelynek révén egyetlen vektorral forgdsi iranyt tudunk kifejezni. (12-8 ab-
ra.) L egysége a kg'm?/s. (Jegyezzik meg, hogy az impulzus és az impulzus-
momentum egységei nem azonosak!)

Gyakran el6fordulé jelenség az  sugara korpalyan v sebességgel (és @
szogsebességgel) mozgd m tomegli részecske. Minthogy ebben az esetben a
momentumkar a kor sugara és v=rw@ , azert

A kdrmozgdst végzo
részecske

impulzusmomentuma
(a palya kozéppontjara)

L=mvr=mro (12-9)

Az L vektor a jobbkéz-szabalynak megfelelen. (12-9 dbra.) mer8leges a kor
sikjara, és célszer( a kor kozéppontjédban felvenni.

Ismét meg kell jegyezni, hogy az r x p impulzusmomentum nem tengelyre, hanem pontra
vonatkoztatott mennyiség. (lasd a 234. oldali forditdi megjegyzést) A szerzGk azonban
most is elsésorban olyan tengely korili forgasokkal foglalkoznak, ahol a vizsgilt test
pontjai egy a tengelyre merdleges sikban mozognak. Ebben az esetben az impulzusmo-
mentum egyetlen, a tengely irinydba mutatd GsszetevGvel rendelkezik. fgy a pontra és a
tengelyre vonatkoztatott impulzusmomentum azonosithatd. A 3. ldbjegyzet éppen ettdl el-
tér6 esetekre utal kissé félreérthet modon. (A fordito megjegyzése)

A tomegpont tetszéleges mozgasinak sokkal altalinosabb esetét a 12-7 dbra vézolja. Ve-
gyiik észre, hogy az L = r X p vektoregyenlet helyes marad annak ellenére, hogy a koordi-
nétatengelyek nem illeszkednek az r és a p vektorokat tartalmaz0 sikra.

N

12-7 dbra

Altaldnos esetben r és p tetsz6leges
irdnyu lehet. Itt most a megd6lt sikban
fekszenek. Az L vektor merdleges az
r és p vektort tartalmazo sikra.

12-9 abra

Az r sugart kérpalyan v sebességgel
(és m szogsebességgel) mozgod m t6-
megl részecske impulzusmomentuma
L =mvr=mr*w. Az L vektor mer6le-
ges a kor sikjara az L =r x p vektor-
szorzatra érvényes jobbkéz-szabaly-
nak megfelelden.
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12-10 abra
A 12-5 példihoz.

(a) A forgastengelyre szimmetrikusan
atellenes helyzetli m, és m, tomeg(i
részecskék.

0
(b) Figyeljiik meg, hogy L, merdleges
r,-re, és L, merGleges r,-re.
12-11 abra
Egy szimmetrikus pdrgettyii szimmet-
riatengelye (itt a z tengely) koriil fo-
rog.

12-5 PELDA

Tekintsiink egy egyenesvonald palyan v sebességgel mozgé m tomegii
reszecskét! Mutassuk meg, hogy a részecske adott (nem az egyenesen
1év6) O pontra szamitott L impulzusmomentuma a mozgas barmelyik
pillanatiban azonos (dllando) érték!

MEGOLDAS

A 12-10 4bra vazolja a tetsz6leges O pont melletti egyenes palyan 4l-
landé p = mv impulzussal haladé részecskét. Meg kell mutatnunk,
hogy a részecske mozgasa sordn a @ szog és az r radidlis tavolsag
ugyan folytonosan véltozik, de az L impulzusmomentum 4llandé ma-
rad. Az L =rp:sind 6sszefliggésben a tényezdket atcsoportositjuk:
p(rsin@), és figyelembe vesszilk, hogy 7-sinf az O pont és az egyenes
palya kozotti tivolsaggal egyenld. Minthogy mind p, mind pedig #-sin
6 a részecske mozgdsa soran allando, ezért az O pontra vonatkoztatott
L impulzusmomentum is valtozatlan a részecske egyenesmenti moz-
gdsa soran. :

L = id6ben allando (6ramutat6 jarasanak iranyaban)

12.6 Rogzitett szimmetriatengelye koriil
forgé merev test mozgasa

A tovabbiakban a szimmetrikus mereyv testnek a rogzitett szimmetriatengelyé-
re vonatkozo impulzusmomentumat szamitjuk ki. Tekintsitk a 12-11a &bran
lathato szimmetrikus porgetty(it, amint tengelye, a z tengely koriil forog. A
forgastengely egyik oldaldn talalhato minden m, tomegii részecskéhez tarto-
zik egy, a tengelyre szimmetrikus helyzetli m, tomeg(i részecske. A szimmet-
ria kovetkeztében az egész porgettyl ilyen szimmetrikus részecskékb6l van
felépitve. Az egyes részecskék L, = rxp, impulzus-momentumanak vektorab-
rdjat a 12-11b dbra mutatja. (A szokdsos médon, minden egyes L, vektor
meréleges az r; és a p, vektorokat tartalmazo sikra a jobbkéz-szabalynak
megfelelden.) Az L, és L, vektor z tengely iranyt komponensei megegyez-
nek. A z tengelyre merdleges komponenseik nagysaga szintén azonos, de
iranyuk ellentétes, igy Osszegiik zérus. Ezért e két részecske eredd impul-
zusmomentumanak csak z tengely irdnyl komponense van. Tehéat az L és a
Z vektor csak azért pdrhuzamos, mert az L, vektorok tengelyre merdleges
komponensei a szimmetria miatt kiejtik egymdst.

Ezutin Osszegeziink minden szimmetrikus részecskepdrra mindaddig,
amig ezt az egész testre el nem végezziik. [gy a teljes impulzusmomentum a z
tengelyre vonatkozoan:

L=%mrlw)=Enr)o.

A masodik zdréjelben 1év6é mennyiség az (ugyancsak a z tengelyre vonatkozd)
I tehetetlenségi nyomaték. Ezért a z tengely koriili forgasra® felirhaté, hogy

L =1Io. (12-10)

4

Feltéve, hogy a test a z tengely koril forog, a (12-10) egyenlet érvényes marad aszimmetri-
kus targyak esetében is.
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Az egyenletet vektorialis alakban is felirhatjuk, ha az @ szbgsebes-
ségvektort a jobbkéz-szabilynak megfeleléen definidljuk. (12-12 4bra.) Ha-
sonloképpen hatarozhaté meg a szoggyorsulds-vektor, ami a = dw/dt. Az o
vektor a tengellyel parhuzamosan o irAnyiba mutat, ha a test szdgsebessége

né. Csokkend o esetében a ellenkezs irdnyt. (Ez tokéletesen analég az @
egyenesvonalli mozgdas v és a vektoranak tulajdonsdgéval’) Ezt a jelélésmo-
dot alkalmazva @
= Szimmetriatengelyiik kériil = f i
L= lo [forgé szimmetrikus testekre (12-11) forgasuany

(a) Az szdgsebességvektor. Ha a
jobbkéz ujjait a forgds irdnydba
hajlitjuk, a kinyujtott hiivelykujj a
forgdstengely irdnydba mutaté o
szbgsebességvektort jelzi.

Ez az bsszefliggés csak akkor igaz, ha L &s @ azonos iranyd.® A 6. 1ab-
Jegyzetben emlitettek elkeriilésére ebben a Jejezetben a merev testek Jforgdsa-
val kapcsolatos problémdk vizsgdlata csak szimmetrikus testek szimmetria-
tengely korili forgdsdra szoritkozik. (Valamivel altaldnosabb eseteket majd a
kovetkez6 fejezetben tirgyalunk.)

w

[ 4
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(b)Ha @ né, a az w vektor irAnyaba

A haladé és a forgé mozgés tovébbi analégisit tirgyalva idézziik fel a haladé L

mozgis esetére Newton masodik torvényét: XF, .. = dp/dt. A forgd mozgis-
ra vonatkozé megfeleld egyenlet meghatdrozisahoz kiszamitjuk egy részecs-
ke rogzitett * tengelyre vonatkozé L = rxp impulzusmomentumdnak idé
szerinti derivéltjdt. A vektoridlis szorzat derivaldsdnal gondosan iigyelniink
kell a vektorok és derivéltjaik sorrendjére. (Ha a tényezék sorrendjét felcse- &
réljiik, akkor a szorzatvektor iranya ellentétes lesz.) A vektoridlis szorzat
derivildsi szabédlya hasonlé a kézonséges szorzat ismert szabilydhoz (G-I
fiiggelék). Azaz

@

(¢) Ha @ csokken, a irdnya az o vek-
tor irdnyaval ellentétes.

d dr dp 12-12 4bra
E(rx p)= [EX p)"‘(rng—]’ (12-12) Az a és az w vektorok,

Most figyelembe vesziink két tényt: azt, hogy dr/dt = v, és p = mv. Ezeket a
fenti egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy
dp

dL
—C;E——(vxmv)+[r XZJ (12-13)

De minthogy a v vektor ugyanabba az iranyba mutat mint az mv vektor, azért
e két vektor vektoridlis szorzata zérus. (Emlékezetbe idézziik, hogy a vekto-
tidlis szorzat definicioja tartalmazza a két vektor dltal bezart 5z0g szinuszat.
Ha a vektorok parhuzamosak, akkor ez a szog 0°, és sin 0°= 0.) Figyelembe
vesszilk azt is, hogy dp/dt =F, igy a ( 12-13) egyenlet felirhaté mint

dL dp

—=rx—=rxF. (12-14)
dt dt

Az egyenesvonall mozgds esetén alkalmazott vektorokkal (s, v, a) analég médon ngy
tlinik, hogy a 8 sz6gelfordulds is vektornak tekinthetd. Ez azonban nem 4ll fenn, amint azt
a H fiiggelékben kifejtjiik.)

Egy nem a szimmetriatengelye kériil forgd merev testre az L és az @ vektor irAnya nem
azonos. Hogy ezt beldssuk, tekintsiik a 12-13 4bran lithatd »dobver8” alakn targyat. Mind-
egyik részének van (O -ra vonatkozd) L impulzusmomentuma az Li=rxp, vektoriilis szor-
zatra érvényes jobbkéz-szabdlynak megfelelSen. Igazolnunk kellene, hogy erre az esetre
mind Ly, mind L, (az O pontb6l huzva) irdnya azonos. Osszegiik, L=L,+L, az ébran l4t-
haté. Vegyiik észre, hogy L és @ nem azonos irdnytiak. Lasd még: 12.10 fejezet, dinamikai
kiegyensiilyozatlanség,
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Csapagy

12-13 abra

Merev test forgd mozgdsa szimmetria-
tengelyén kiviil es6 tengely koriil. Az
elhanyagolhaté tomegili rad két végén
m, és m, tomeg( test van. A rid ko-
zéppontja szilardan csatlakozik a
csapagyakkal rogzitett fiiggbleges
tengelyhez. A tengely a raddal 8 szo-
get zar be. A rendszer allandé o szdg-
sebességgel forog a fiiggbleges ten-
gely koriil. (Lasd a 277 oldalon a 6-ik
labjegyzetet.)

12-14 abra
A 12-6 példahoz.

Az r x F Osszefliggés a részecskére hatod (*-ra vonatkozd) eredé M forgato-
nyomaték, ezért a (12-14) egyenlet:
dL
M=— (12-15)
dt
Részecskékbdl allo rendszer eredé impulzusmomentuma a részecskék
impulzusmomentumanak vektori 6sszege:

L=L+L,+L,+ - -=ZL,

Az impuzusmomentumok az id6 folyaman az egyes részecskékre hatd belsd,
valamint kiilsé eréktSl szarmazd (rogzitett * tengelyre vonatkozo) eredd
fogatonyomatékok hatdsara megvaltoznak. De az Osszes bels6 erét6l szarma-
z6 forgatonyomaték dsszege zérus, mert Newton harmadik térvénye értelme-
ben az Osszes bels6 eré paronként egyenld és ellentétes; igy minden egyes
erépar karja zérus Ezért a belsé erdk forgatonyomatékainak osszege zérus. A
rendszer impulzusmomentuma csupdn a kilsé forgatonyomatékok ereddje-
nek kovetkeztében véltozik:

Az impulzusmomentum
- dL
tétel (Newton masodik > My = = (12-16)
torvényének (- tEngShyre)
analogonja)

Mind M, mind L ugyanarra a tengelyre (pontra) vonatkoztatva szamitando.
Ha az I tehetetlenségi nyomaték dllando, és ha szimmetrikus test forog a
szimmetriatengelye koril, akkor L = lw, és igy dL/dt = Idw/dt = Ia.

A forgd mozgas

alapegyenlcte szimmetriatengely

(forgasi analogia ZM =100 | koriil forgs (12-16)
az F... .=Ma szimmetrikus testre
bt n (1= 4lland6)

torvényre)

Minthogy ebben a fejezetben a szimmetriatengelyiik koriil forgo szimmetri-
kus testek tirgyaldsara szoritkozunk, ezért a most kovetkezé példakban a
(12-16) és a (12-17) egyenleteket fogjuk alkalmazni.

Egy M tomeg(i, R sugari tomoér, homogén anyagi hengert Ggy sze-
reltek fel a 12-14a abran vazolt vizszintes tengelyre, hogy a tengelyen
elhanyagolhat6 strlédassal foroghasson. A hengerre vékony kotél van
csavarva. A kotél szabad végét allandé T erd fesziti, igy ez az erd a

)\ homogén tomdr F

henger
M=tomeg
R= sugar

(a) (b)
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(nyugalombol indul6) hengernek szoggyorsulast ad. Hatirozzuk meg
(a) a henger a szoggyorsuldsat &s (b) w szdgsebességét, miutin a kotél
d hosszuségnyira letekeredett. (c) Hatdrozzuk meg a fenti mennyisé-
gek értékét, ha M=2 kg, R= 10 em, T=5N és d= 40 cm!

MEGOLDAS

(a) A 12-14b 4bran az 6ramutatd jardsaval ellentétes forgésirany po-
zitiv. A 12-3 4brabol latjuk, hogy I értéke VAMR2.

ZIM=Io.
(* tengelyre)
TR = YLaMR’a..

= 2F
MR~
Az a szoggyorsulas forgasi irdnya ugyanligy az éramutatd jarasa-
val ellentétes, mint az M forgatonyomatéké.
(b) Amint a d hosszusigu kotéldarab letekeredik, a henger nyugalmi
helyzetébdl 6 = d/R széggel elfordul. A henger e pillanathoz tarto-
26 szOgsebességét a (11-14) kinematikai egyenletbl szamitjuk:

Az o szbggyorsulas: a

0’ =w," +2a(0-6,)

w®=(0)"+ 2(%)[%— 0}

2 |Td
m:—J-—
RYM

Minthogy a henger gyorsul, @ ugyanigy, az éramutatéd Jjérasaval
ellentétes forgdsi iranyd, mint .
(c) A numerikus értékek behelyettesitésével kvetkezdket kapjuk:

2
BT EN) Lgpprad

" MR (2kg)(0,10m) ~° §?
RYM (0lom)y (2kg) 5

Tegyiik fel, hogy az el6z8 példaban ahelyett, hogy a kotél veégét huz-
nink 7= 5 N erdvel, a kotél végére egy W =5 N stlyl testet akasz-
tunk. (12-15a 4bra.) (a) Ugyanakkora marad-e a henger a széggyor-
suldsa, mint az el6z8 esetben volt? (b) Ha nem, akkor szamitsuk ki
ennek értékét ugyanarra az M = 2 kg, R = 10 cm adatokkal rendelkez8
hengerre, de W = mg = 5'N esetére! (c) Hatarozzuk meg a kotélt fe-
szit6 T er6t az m tomeg siillyedése folyaman!

MEGOLDAS

(a) A 12-15b abra a henger és a rdakasztott tomeg vektorabrajat mu-
tatja. Arra kovetkeztethetiink, hogy a T feszitderdnek kisebbnek
kell lennie, mint az el6z8 példiban. Ez azzal indokolhaté, hogy ha
a feszitderd egyenld lenne mg-vel, akkor a kotélre akasztott testre
hato eredd erd zérus lenne, és ezért nem gyorsulna. Tehat T ki-
sebb mint mg, kovetkezésképpen a henger szoggyorsulasanak ki-
sebbnek kell lennie, mint elézéleg volt.

Témor

henger
M = témeg
R = sugar

12-15 abra
A 12-7 példahoz.
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(b) Most alkalmazzuk Newton mdsodik térvényét az m témegre és a
hengerre. Feltételezve, hogy a koétél nem csuszik, a henger
0 =d/r szoggel vald elforduldsakor a kotél d hosszisagh szakasza
letekeredik. Ezért a henger o szoggyorsuldsa az a = Ro dsszefiig-
gés szerint kapcsolatban van a tomeg a gyorsuldséval. A halado és
a forgd mozgds kozott fenndllé ezen kapcsolat miatt kévetkezete-
sek lesziink a és a pozitiv irdnyanak megvilasztisiban. Az a
vektor szamara a lefelé mutat6 irdnyt vélasztva pozitivnak, o sza-
mara az oramutato jarasaval ellentétes irdnyt kell pozitivnak va-
lasztani. A homogén tomor henger I tehetetlenségi nyomatéka

YaMR?,
m haladé mozgasa A henger forgasa
XF= ma M= Ia
(*koriil)
mg—T = ma TR = %MR’a
m(g-a)=T T= YMRa.

a = Ra helyettesitéssel és a két kifejezést egyenléveé téve, T kikii-
szobolésével kapjuk:
m(g—Ra) = “MRex.

. M
innen o értéke mg = Ra [7+ m]

e
CR(M+2m)’

Mivel mg értéke 5 N, igy

. 2(2N) A
R(M +2m) T (0,10m)(2kg)+(2)(0,51kg) 2

(c) A kotélt feszit erd az alabbi szerint szimithato:

rad
2
S

= %MR& P %(2 kg)(O,]Om)[SS,l ]= 3.5 N

Megjegyezziik, hogy ez kisebb, mint az el6z6 példiban szerepld
5 N feszito erd.

12-8 PELDA .

A 12-16 abran lathaté katapult nagy koévek hajitdsdra szolgald &si
fegyver. A meghajlitott farid rugéként miikodik, és (a vizszintes meg-
feszitett huzal altal) ert gyakorol a katapult karjara. A huzal a ten-
gelyt6l »,=2 m tavolsdgban csatlakozik a karhoz. A k& témege 100 kg,
és a tengelytdl »,= 7 m tavolsagban helyezkedik el. A katapultot tii-
zelésre készen tartd kotelet elvagjak. Ebben az id6pontban, amikor is
¢ = 30°, a huzalt feszit6 er6 T=2x10* N. A katapult karjdnak témegét
elhanyagolva hatirozzuk meg a ko tengelyre vonatkoztatott szoggyor-
sulasat!

MEGOLDAS

A 12-16b abra a kilévikar és a k& vektordbrajat mutatja be. Ha az
6ramutatd jarasaval ellentétes iranyt valasztjuk pozitivnak, akkor a *
tengelyre vonatkoz6 eredd forgatonyomaték:
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/ o
Vizszintes &

= (2x10* N)(2 m)(0,500) — (100 kg)(9,8 m/s?)(7 m)(0,866) litott

ZM = (T)(T erbkarja) — (mg)(mg erdkarja)
(*tengelyre)

= Tr,5in30° — mgr, sin60°

ZM =14x10*N-m.

Az m tomeg tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatéka I = mp? =
(100 kg)(7 m)* = 4,90x10° kg'm?®. A szdggyorsuldst a

2M=]a
(*tengely koriil)
egyenletbdl nyerjiik.

Ebbdl kifejezve az a szoggyorsulast, felirhato, hogy

M 1,41x10* Nm rad
== 2,885—2 B

I 490x10° kgm?
Megjegyezziik, hogy a széggyorsuldsra adott valaszban sziikséges a
»radian” egység beirasa (hogy megkiilénbdztessiik a , fordulat per ma-
sodperc négyzet” egységben megadhaté értéktol).

Azt a sebességet, amelyre a k& szert tesz, akkor tudjuk megbecsiilni,
ha feltételezziik, hogy a szoggyorsulds mindaddig allandd, amig a k6
a katapultot — a kar 90°-os szogelforduldsai g — elhagyja. (Ez nem irre-
alis feltételezés, mert annak ellenére, hogy a huzal feszitSereje
csosken, er6karja nd, igy szorzatuk nem sokat valtozik.) E kozelités
szerint a k6 tobb mint 20 m/s sebességre tesz szert.

12-16 abra
A 12-8 példahoz.

Egy 32 kg-os fiii a 3 m 4tmérdjii ringlispil alapdeszkajanak peremén
ul, (12-17a 4bra). (a) Hatdrozzuk meg a fia tehetetlenségi nyomatékat
a kézépponti tengelyre. (b) Ha valaki tigy kezdi forgatni a korhintat,
hogy ez a fiura érint irdnyt 30 N erdt fejt ki, akkor mekkora szog-
gyorsulassal fog a kérhinta forogni?

¢ MEGOLDAS

(a) Ha a fiut m tomeg( tomegpontként kezeljiik, akkor / tehetetlenségi
nyomatéka a * tengelyre

I'=mR*=(32 kg)(1,5 m)* = 72 kg:m>.
(*tengely koriil)
(b) A szbggyorsulas kiszamitisara a

IM= I
(*tengely koriil)

egyenletet alkalmazzuk. Innen az a szoggyorsulas

oo M _ FRsing _ (30N)(1,5m)(sin 90°) d B

12-17 abra
A 12-9 példahoz.

=0,62522
I I 72kgm? Y usg ey
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Fiiggdleges
forgastengely

=

4

gyorsabb

Kezdeti forgas
forgas

12-18 abra

A korcsolyazo felhasznalja az impul-

zusmomentum megmaradas torvényét.

A forgast nyijtott karral és 1abbal
kezdi el. Majd testrészeit a forgasten-
gelyhez a lehet6 legkdzelebbre hizva
forgisi sebességét nagymértékben
noveli.

12-19 4bra

A rendszer fiigg6leges tengelyre vo-
natkozé impulzusmomentuma meg-
marad.

12.8 Az impulzusmomentum (perdiilet)
megmaradasa

Lattuk, hogy az eredd kiils§ forgatonyomaték az impulzusmomentum
valtozdsi sebességével (id6 szerinti derivaltjaval) egyenld: XM, .= dL/dt.
Ha a rendszer zart, azaz a (* tengelyre vonatkozd) kiilsé forgatonyomatékok
ereddje zérus, akkor a (rtengelyre vonarkozé) impulzusmomentum az
iddben allando:

A (*tengelyre vonatkozo) impulzus-
momentum megmaradasa
zart rendszerre™®

L,=L (12-18)

Ha egy z tengely koriil forgd testre hato forgatonyomatckok eredGje (a z
tengelyre) zérus, akkor impulzusmomentumanak z irdnyt komponense L_= /o,
ahol I a test z tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka. Erre az esetre’
az impulzusmomentum megmaradésa a kovetkez6képpen irhato fel:

Az impulzusmomentum

megmaraddsa

rogzitett tengely koriil

(vagy egy, a tomegkozépponton dtmend
onmagaval paArhuzamosan mozgo tengelyre)

Lw,= Io (12-19)

Tegyiik fel, hogy a zart rendszer forgds kozben a belso er6k hatasara oly mo-
don vialtoztatja meg a tomegeloszlasat, hogy egyes részeit a tengelytdl tidvo-
labb (vagy kozelebb) hozza." Ilyen esetben, ha példaul / csokken, akkor @
novekszik. Igy tehdt akkor is felléphet sz6ggyorsulas (o # 0), ha a rendszer-
re hato kiilsé forgatonyomatékok ereddje zérus, (ha tehat SM,;, . = 0).

KISERLETEK BEMUTATASA

Az el6adas soran bemutatott aldbbi kisérletek az impulzusmomentum
megmaradasat illusztraljak rogzitett tengely esetén. Egy didk olyan
széken iil, amelyik fliggbleges tengely koriil szabadon foroghat. A di-
ak mindkét kezében vizszintesen kinyujtott karral egy-egy nehéz testet
tart. A tanar lassan forgdsba hozza a széket, majd felszolitja a didkot,
hogy huzza be a két karjat a mellkasahoz, igy a két nehéz test a for-
gastengelyhez kozelebb keriil. Minthogy a testek forgastengelyhez
kozelitése csokkenti a zart rendszer [ tehetetlenségi nyomatékat, ezert
az @ szogsebesség erdteljesen megnd, illusztralva az /o impulzus-
momentum megmaradasat.

A kovetkez6 kisérlet soran a forgoszéken iilS, eredetileg nyugalomban
(forgasmentes allapotban) 1évé didk forgoé biciklikereket (L, = I, )
tart tengelyével fiiggSlegesen (a z tengely irdnyaban, 12-19 ébra). (A
forgdsi tehetetlenség ndvelésére a gumitomlét rendszerint a peremre
erdsitett nehéz fémabroncesal helyettesitik.) Ha a didk a forgo kerék

tengelyét 180°-kal elforditja, akkor a didk-plusz-szék rendszer 2 [, @,

* A megmaradisi térvény akkor is igaz, ha nem a tengely koriili forgasokra mondjuk ki. (A
forditd megjegyzése)

Fontos tulajdonsaga a (12-19) egyenletnek, hogy nemcsak rogzitett forgastengely esetére
érvényes, (mint ebben a fejezetben tirgyaljuk), hanem a tomegkozépponton dtmend, olyan
forgdstengely esetében is, amely a térben gy tolodik el, hogy dnmagdval mindig pdrhu-
zamosan marad. (Err6l majd a kovetkez0 fejezetben lesz sz0.)

A tomegeloszlds megvéltoziatasinak mas modja olyan kiilsé erSk alkalmazisan alapul,
amelyek hatisvonala a tengelyen megy at — tehdt un. centrdlis er6k —, Ggyhogy ezek ered
forgatonyomatéka, ZM, ;). 2érus marad.
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impulzusmomentumot nyer, a kerék végs6 forgdsi irdnyaval ellentéte-
sen, igyhogy a rendszer teljes impulzusmomentuma az eredeti I, , ma-
rad. Ebben a kisérletben az impulzusmomentum z irdnyl L, komponen-
se megmarad. A forgo kerék tengelyének mas irdnyba val6 elforditdsa
esetén az impulzusmomentumnak csak a z irAny komponense az, ami
megmarad, mivel a szék nem zirt rendszer az x és az y tengelyre vo-
natkoz6 kiils§ forgatonyomatékokkal szemben.

Vizszintes strlodasmentes radon két kisméretii golyd van rogzitve a
tengelyt6l 0,10 m tavolsdgban szimmetrikus helyzetben, ahogyan a
12-20 ébra mutatja. A golyok témege m = 0,20 kg. A golyok clég ki-
csinyek ahhoz, hogy pontszerlinek legyenek tekinthetk. A radnak a
kozéppontjan dtmend fiiggleges tengelyre vonatkozé tehetetlenségi
nyomatéka 0,070 kg-m?. Mik6zben az eszkdz a fliggbleges tengely
koriil percenként 80 fordulatot tesz meg, a golyokat rogzit6 retesz ki-

old. A goly6k kifelé csusznak, és a rad két végén 16vé titkézonél meg- 12-20 ébra,
dllnak. Hatdrozzuk meg a rendszer végsG szogsebességét. A 12-10 példahoz.
MEGOLDAS

Minthogy a tengelyre kiilsé forgatényomaték nem hat, alkalmazhatjuk
az impulzusmomentum megmaradasanak a torvényeét. El8szor dtsza-
mitjuk a forgasi sebességet radidn per masodpercre:

LIS ford.’[l perc][er radJ: 8’37E

60s | 1ferd 5

atszamitasi tényez6
Tovabba mivel L;=L

[(Iru'd)o +(]gm'yr}k)0}w[) = [(I,ﬁ,,)+(1go,ydk )]a,
(Irﬂd)o +(]gdydk)G

(]n}d )+ ([gofyrik )
Behelyettesités utan

5 =( radj (0’070kgm2)+(2)(0,20kg)(0,10m)1

0=0,

B3P : -
S /(0,070kgm?)+(2)(0,20kg)(0,40 m)
azaz
0,074 kg m*
e (3537EJ(__gL) = 4176E
s ) (0,13kgm?) s
adédik.

Impulzusmomentummal egyiitt jaré iitkozések

Olyan iitkdzések esetén, amelyeknél valamely tengelyre vonatkozd impul-
zusmomentum fellép, az iitkzésben résztvevd testekre érvényes az impul-
Zusmomentum megmaradasa, ha ezen tengelyre a kiils6 forgatonyomatékok
ereddje az iitk6zés alatt zérus. A kovetkezd két példa ezt az esetet illusztrélja.
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12-21 abra
A 12-11 példahoz.

@ A forgas
pozitiv iranya

(felulrol nezve)

12-11 PELDA

Mint ahogyan a 12-21 dbra mutatja, egy m = 1,2 kg tdmeg(i homogén
tomor tarcsa surloddsmentesen forog a tarcsa sikjara mer6leges, a t6-
megkdzépponton atmend tengely koriil. A forgas irdnya feliilrdl nézve
az Oramutatd jarisaval egyezd irdnyl, a kezdeti szogsebesség
(o), = 2rad/s. Egy hasonlé, ugyanakkora sugarii m,=2 kg tdmegi
tarcsa surloddsmentesen ugyanarra a tengelyre szerelve, az 6ramutatd
jarasival ellentétes iranyban (@,),=1.8 rad/s szogsebességgel forog.
Most a fels6 tarcsat raejtjiik az alsora (amely ezt megtartja), és a tar-
csiak kozott fellepé mozgasi strlodas kovetkeztében a két tarcsa végiil
egyiitt forog. Hatarozzuk meg az egyiitt forgo két tircsa végsd w
szogsebesscgét és az egyiittforgas irdnydt! [(tengelyre vonatkozo)
kiils6 forgatonyomaték semmikor sem lép fel.]

MEGOLDAS

Minthogy a rendszerre kiilsé forgatdonyomaték nem hat, érvényes a
rogzitett fliggbleges tengelyre vonatkozd impulzusmomentum meg-
maradasa. (De megjegyezziik, hogy a mechanikai energia megmara-
ddsa nem érvényes, mert a strlodas kovetkeztében fejlédik valameny-
nyi hé.) A feliilr6l nézve az 6ramutatd jarasaval ellentétes forgasi
iranyt jeloljiik pozitivnak, igy a felfelé mutatd vektorok pozitivak.
Kévetkezesképpen @, = —2rad/s.

('/zmle)(co])O +(‘/zm2R2) a)z)u =‘/z(m1 +m2)R2m
Az w szdgsebességre innen:

ar mi(w,)0+m2(w2)u

m, +m,
1,2kg)(-
=(, g)(~2rad/s)+(2kg)(1,8rad /s) e i
(1,2kg+2kg) s

adédik: Minthogy az eredmény pozitiv, a forgds iranya (felilr§l néz-
ve) az 6ramutato jarasaval ellentétes.
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Ez a példa azt mutatja be, hogy az impulzusmomentum fogalma nem
kotédik a forgo mozgishoz. Tegyiik fel, hogy a 12-8 példaban sze-
repl6 32 kg tomegii gyermek a (3 m atmeérdjii) ringlispil keriiletét
érintS egyenes mentén 1,8 m/s sebességgel fut a foldon, és a deszka-
zatra ugrik. (12-22 4bra.) (a) Hatirozzuk meg a gyermek L impulzus-
momentumdt a ringlispil * tengelyére vonatkozéan a felugrds el6tt!
(b) Ha a ringlispil kezdetben nyugalomban van, hatdrozzuk meg az @
szogsebességét, miutdn a it a deszkdzatra ugrott és ott megkapaszko-
dott! A ringlispil tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka

720 kg'm>,
MEGOLDAS
(a) A fi impulzusa p = mv =(32 kg)(1,8 m/s) =57,6 ke-m/s. igy im-
pulzusmomentuma a * tengelyre: 12-22 4bra
L =(p)(momentumkar) = (57,6 kg:m/s)(1,5 m) = 86,4 kg:ms. Al2-12 példahoz.

(b) Miutdn a fiu elrugaszkodott a féldrél, hogy a ringlispilre az érinté
irdnydb6l rdugorjon, a ringlispilbdl és a fiabol all6 rendszerre a
tengelyre vonatkozéan kiilsé forgatényomaték mér nem hat, a
rendszer zart. igy a*tengelyre vonatkozé impulzusmomentum
megmarad a ,,befogdsi” iitkézés sordn. Mint minden rugalmatlan
litkozéskor, az energia nem marad meg. Az litkozés alatt a tartd
csapagyak vizszintes irdnyd er6 lokést fejtenck ki a ringlispilre
(azert, hogy azt rogzitsék), igy az osszimpulzus sem marad meg.
Azonban ha a csapigyak surloddsmentesek, akkor forgatonyomaté-
kot nem fejtenck ki, igy a * tengelyre vonatkozé impulzusmomen-
tum az iitkdzéskor megmarad,

=L
(Lﬁg.)o + (L = [ +],—_,p]w

rsp/0

86,4 kg'm%/s + 0 =[(72 + 720)kgm*].

6,4kgm? / d
Tehat az w szogsebesség  w = S*gm_z_s = 0,1091.
792kgm s

Rugalmatlan iitkdzések alkalmédval a mechanikai energia egy része hové
alakul, ill. maradandé deformécioé 1étrehozasara forditodik. A kovetkezs pél-
da ezt illusztrélja forgd mozgéssal egyiittjar iitkdzés esetére.

Szamitsuk ki az el6z8 példa esetén az iitk5zés sordn bekdvetkezett AK
mechanikai energiavaltozast

MEGOLDAS

A kezdeti mechanikai energia a fia kinetikus energidja: az egyenes-
vonalii mozgésa soran: K,= Yamv’. Az iitkézés utan a vegsd forgdsi

kinetikus energia K =4I, w* + Al 0" igy:

AK-K-K
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12-23 4bra

A rdgzitett tengelyre szerelt tarcsara a
kiilsé F er6 hat. A (b) abran az erd tan-
gencialis és radialis komponensre van
bontva.

AK =Y (I,

o 1 Jo? = emyv?

AK =Y [(720 + 72)kg-m?¥/s](0,109 rad/s)’ — (32 kg)(1,8 m/s)?
AK=23271.

A negativ el8jel arra utal, hogy ennyi kezdeti mechanikai energia el-
veszett (atalakult) h6- vagy egyéb energiava.

12.9 A forgo testen végzett munka
és a forgasi energia

A haladé- és a forgd mozgés analégidjanak tovabbi kiterjesztéséhez tekintsik
most azt a AW munkat , amelyet a rdgzitett tengelyre szerelt tircsan egy kiil-
s6 F er§ végez. (12-23 abra.) Az erd a tarcsa sikjaban hat. Amint a tircsa egy
kicsiny A@ szoggel elfordul, az F, tangencialis er6komponens egy kicsiny
AS = rAB ivhosszal elmozdul, igy az er6 AW = F, AS = F,rAf =M A6 mun-
kat végez.

Elemi munka Osszes munka

Munkavégzés

81
fora? ; : AW = MAB W= _[M do (12-20)
orgo mozgas eseten

0

A munka egysége N-m [J]. (A szoggel kapcsolatos dimenzi6 nélkiili ,,radidn”
egységet szokas szerint elhagyjuk.)
A (12-2) egyenletbdl azt kapjuk, hogy
Forgasi 5 :
kinetikus energia K, =%lo (12-21)
Konzervativ rendszerben, amelyben a kiilsé er6k és nyomatékok ere-
déje zérus, mind a haladé-, mind a forgd mozgésra érvényes a mechanikai
energia megmaradasa:

A mechanikai energia Bk
megmaradasa Upt K= U F K (12-22)

Hasonl6képpen a munkatétel is alkalmazhato forgé mozgds esetén
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A munkatétel I:A forgatonyomatékok :I “AK, (12:23)
rogzitett osszes munkaja

tengely koriili

forgasra

Egy homogén, tomor hengerre felcsavart kotél végére m tomeg( test
| van ersitve a 12-24 4bra szerint. A henger tdmege M = 4m, sugara R,
! és surlodismentes csapagy tartja. Alkalmazzuk a mechanikai energia
‘ megmaradasinak elvét az m tomeg gyorsuldsanak meghatirozasara.
; (Ez a 12-6 példaban targyalt feladat mas megoldasa. Ez a megkozeli-
tés rendszerint egyszeriibb, mint a Newton torvények alkalmazasa.)

i MEGOLDAS

Célszerti azt feltételezni, hogy az m témegii test nyugalombél indul, és s
| h tavolsagnyira mozdul lefelé. (Ez a tivolsdg a szamitds sordn ki fog ey
§ _ E A — 'l ]
| esni.) A rendszer konzervativ, és az energia megmaradis elve alapjan e T
‘ konnyen kiszdmithatjuk a test sebességét, ha 4 magassaggal lejjebb 12-24 abra

keriil. A graviticibs potencidlis energia U, = 0 referencia szintjeként A 12-14 példéhoz.

az m tomeg veégst helyzetét valasztjuk.
; EU =K

)0 + (Kmr)o = Ug + Kr

‘ (Ug)ﬂ i (Klmm' rany 3 Kmr
: (mghy) + (emv?), + (Klw?), = mgh + VamV? + Yalw?
! mgh + (0) +(0) =(0) + Varm? + Y[ Va(4m)R*] .

Minthogy a k6tél az R sugart hengerrél csiszas nélkiil tekeredik le,
ezért v = Row : Ezt behelyettesitve

2gh =V* + (AW = 32,

v=1’-2—gh.
3

Az m tomegii test fligg6leges gyorsuldsat a kinematikai egyenletbél
nyerjiik:

innen

V=t + 2a(y=y,)
Behelyettesités utan
% gh=0+2ah

adodik, ahonnan

12-15 PELDA

Miutin egy spiralrugot hossztengelye korill egyensulyi helyzetébdl
60°-kal elcsavartunk, 0,30 N'-m forgatényomaték sziikséges ahhoz,
hogy ebben a megfeszitett helyzetben nyugalomban maradjon. Felté-
telezve a Hooke térvény érvényességét, amely szerint a visszatérit6
forgatonyomaték a szogelforduldssal aranyos, hatirozzuk meg (a) a
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rugé « un. torziés rugdallandojat, és (b) a megesavart rugoban tarolt
potencialis energiat!

MEGOLDAS

Az egyszerii rugéra vonatkozé Hooke torvény F = — kx, ahol k a rug6-
alland6. Ezzel analog modon felirhato az idealis spiralrugora vonatko-
z0 Hooke torvény: M = — k6, ahol M a forgatonyomaték, k pedig az
un. csavarasi vagy torzios rugéallando.

d
(a) A @ szog T R A
360° ) 3
0,30 Nm
M =6 -bol :ﬂ=£—):0,287&“—.

(E rad) el
3

(b) A megfeszitett rugoéban a potencidlis energia

] 2
U o e L o R R — DA,
2 2 rad A 3

12-16 PELDA

Egy 0,13 kg'm’ tehetetlenségi nyomatéki koszorikore 25 N-m allan-
dé6 forgatonyomaték hat. Hatdrozzuk meg energetikai megfontolasok-
kal a szogsebességet (fordulat per masodpercben) a k6szériks 15 for-
dulata utdn. (A strlodas elhanyagolasaval.)

MEGOLDAS

A forgd mozgasra felirt munkatételrdl megallapitottuk, hogy
[Az eredd forgatonyomaték munkaja] = AK

rot

M0 = Yalw? — Val o>

2m rad 1 A
(25Nm)(15jmr.){mJ=5(0,13kg-m Jo?-0 (2-24)
S VL

atszamitasi tényezd
Innen @ értéke:

= 20 Cule =T
(0,13) i

Fordulat per masodpercre atszamitva:

S 190—= =303 :

rad 1ford. ford
s 27 rad s

atszamitasi tényezG

A fenti példa egy, a forgasi problémékkal kapcsolatos megszivlelend6 fi-
gyelmeztetést tartalmaz arra az esetre, ha a feltett kérdésre a vélaszt radian
helyett fordulatszammal kell megadni. A munka M6 kifejezésében a 6 szo-
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12-1 tdblazat

halad6 mozgas

forgd mozgés

elmozdulas x szogelfordulas 6
sebesség = o szogsebesség il
dt dt
gyorsulas = a szoggyorsulds e
dt dt
Kinematikai egyenletek
V=y, +at (&llandé O =w,+ot
(alland6 Eigeapmole i % 14 0=0 )
gyorsulds esctén) | X = Fo tVof+74 :z;g’%rorsu as =0, +wt+tat
v2=v02+2a(x--xﬂ) = w2:w02+2a(9—90)
5 tehetetlenségi
to
P E nyomaték 3
erd F forgatonyomaték M
] 3 a Szimmetriatengelyiik koriil
impulzus Py 1mpulzusny0matek Hae forgd szimmetrikus testekre
(perdiilet)
L=l (mindig)
F=ma (illando m mellett) M= Jo (ha I Allandé)
Newton II. e A forgd mozgis dJL
térvénye =— alapegyenlete M=—
dt B dt
er6impulzus FAt= Ap forgatonyomaték- MAz= AL
impulzus
munka AW = FAx munka AW = MA8
Asi i 2
g K=3my mozgési energia K, =70’ Coopiny
teljesitmény P=Fy teljesitmény P=Mw
Hooke-t6rvény F=—kx Hooke-féle forgaté- M= —k@ m
nyomaték-torvény
get mindig radidnban kell kifejezni. Helytelen tehat ugy okoskodni, hogy
azért, mert a végeredményt fordulat per percben keressiik, a feladat megolda-
sa sordn mell6zhetjiik a 15 fordulat radian egységre vald atszamitdsat. Az
atszdmitds elhagydsa helytelen eredmeényre vezet. Minden forgassal kapcso-
latos dsszefliggésben a szogelfordulast radisnban kell megadni.’
A 12-] tablézatban Gsszefoglaltuk és parhuzamba llitottuk a haladé és
a forgébmozgas egyenleteit.
12.10 Dinamikai kiegyensiilyozatlansiag
Minden merev testnek, még a legszabalytalanabbnak is, van hdrom, egymas-
ra mer8leges, Un. f5 tehetetlenségi tengelye. (Szimmetrikus testek esetében Csapagy
mindegyik szimmetriatengely f8 tehetetlenségi tengely.) Jollehet a f§ tehe- 12-25 4bra

tetlenségi tengelyek definialdsa meghaladja e kényv kereteit, de Jjelentbségiik
miatt mégis emlitést tesziink réluk. Ugyanis a f6 tehetetlenségi tengelyek
koriil végzett forgas esetében az L impulzusmomentum-vektor parhuzamos
az @ vektorral, és ekkor a (12-11) egyenlet érvényes. Az ilyen esetek vizs-
gdlata egyszer, itt csak ezekkel foglalkozunk.

Ha az L és @ vektor — mint pl. a 12-25 abran — nem parhuzamos, akkor
a vizsgilat bonyolult. Ilyenkor a rendszer dinamikailag kiegyensiilyozatlan,

Az egyetlen kivételt a kinematikai egyenletek képezik. Azokban megengedhetd, hogy
»fordulatot” hasznaljunk radian helyett, mivel ott ugyanaz az Atszamitdsi tényez§ szerepel
az egyenletek két oldaldnak minden tagjaban.

A dobver8h6z hasonlé idom merev
ridra szerelt két m tomegii testbsl 4ll.
A rid a forgastengelyre rogzitve van;
a bezdrt szog 0. A rendszer forgésa
soran mindkét test L = rxp impulzus-
momentuma egyiranya. A két vektor
L =L,+L, dsszegét az 4bra mutatja.
Az L vektor a rendszer o szogsebes-
ség forgdsa soran a fiiggéleges for-
gastengely koriil kérbejar. Tehat L és
@ nem parhuzamosak egymaéssal.
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| és a forgas alatt oldaliranyban ,iitni” kezd. Az L impulzusmomentum-vektor
a rendszer forgdsa sordn korbejarja a fiiggéleges tengelyt és a csapagyaknak
forgatonyomatékot kell gyakorolniuk a rendszerre, hogy létrehozzak az im-
? pulzusmomentum irdnyvéltozdsat. A rid is gy mozogna, hogy a @ szog 90°-
. ra alljon be, hogy igy a rajta 1évé tomegekkel egyetlen, a forgastengellyel
parhuzamos sikba keriilne. A rid ferde helyzetének fenntartisa a figgdleges
befogdcsapagyakra nagy fesziiltséget gyakorol. Nagy fordulatszim mellett
! emiatt tilzott csapigykopds vagy a tartoszerkezet torése kovetkezhet be, ha-
i csak a forgd rendszert a szimmetriat helyredllito tomegek hozzdadasaval
,,dinamikailag ki nem egyensilyozzak.”"" Szokésos a gépjarmiivek kiegyen-
sillyozatlan kerekének peremére kicsiny dlom ,sulyokat” erdsiteni a magy
sebességnél jelentkezd tités és berezgés csokkentésere.

R D e e e A e e S e e S s
Osszefoglalds

‘ Az 1 tehetetlenségi nyomaték a test forgdsi tehetetlen-

| A s e o Eetar 5 5 i i lye koriil forgd
ségét a *tengely korili szoggyorsulassal EM .. — lex Emmmematengc Y 8 ]
3 ségét fejezi ki BelY EEY Kalsg zimmetrikus testre (1 4llandd)

szemben:
|| tomegpont-rendszerre  folytonos timegeloszldsra M, .. = dL/dt [4ltalanos alak]
i = 2 = j . . :
| I Zmir,. 1S1%9% Az I tehetetlenségi nyomatékot a (diagramokon feltiin-

tetendd) *tengelyre kell szamitani. A helyes vektorab-
ra, amelyben az erdvektorokat a tdmaddsi pontbaél kiin-
dulva rajzoljuk fel; ez a tdmadaspont, sokat segit az
er6karok kiszamitasanal és a forgatonyomatékok forgasi
iranyanak meghatdrozasanal.

Az olyan rendszerek esetében, amelyekre (a *
tengelyre vonatkozoan) kiilsé forgatonyomaték nem
hat, érvényes az impulzusmomentum megmaradasa:

(az egész testre)

\‘ A dm elemi tomeg p dV-vel egyenlé (ahol p a sfirliség
N és dV a térfogatelem) Megjegyezziik, hogy a dV elemi
‘ térfogatot ugy kell megvalasztani, hogy a dm a forgas-
} tengelytdl r tavolsdagra legyen. A 12-3 dbra néhany egy-
| szerli szimmetrikus test tehetetlenségi nyomatékat adja
‘ meg.

A mozgo tomegpont L impulzusmomentuma a p L,=L Rogzitett z tengelyre vonatkoztatva,
amikor / is a z tengelyre vonatkozik,

(vagy egy a tomegkozépponton
tuma): Lo,= o atmend, Gnmagaval parhuzamosan
haladé tengelyre.)

impulzus (*tengelyre vonatkozd) nyomatéka (momen-

L=rxp
L = (impulzus)(momentumkar) = (mv)(r sin 6). A forgatonyomaték munkdja 6 szdgelfordulas soran:

L=mvr=mro M ; \
A forgasi (kinetikus) energia: K, = %[0’

rot

| 92
L érvényes. Korpalydn mozgo részecskere, AW = M A és W = J' M de
| {
|

érvényes. Rogzitett tengely koriil forgo testre
A munkatétel forgd mozgasra:

i . 1 mindig, halaz ] g

% = sz"1r!'.|metr1'z}tcll_1_gely - tengelyre vonat: A forgatonquatekok T

£ e g O SEIDTICE 2= 9 |kozik ésa test z osszes munkdja o
tikus'testre koril forog

A haladé és a forgé mozgast leird6 mennyiségekre vo-

A forgd mozgas alapegyenlete: natkoz6 analogidk a 12-1 tablazatban talalhatok.

10

Megjegyezziik, hogy statikus egyensilyban ez a probléma nem jelentkezik. A dobverd a
tomegkozéppontjara vonatkozoan minden radéllasban statikus egyenstlyban van. A dina-
i mikai kiegyensulyozatlanség csak akkor lép fel, ha a rendszer forog.
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Keérdeések

1. Surléddsmentesen csapagyazott fiiggéleges tengely-
re tércsdt erdsitettek. A forgasban 1évé tarcsa kiilsé
peremén egy egér iil. Az egér most megindul a ten-
gely felé a tircsdra festett sugarirdny vonal men-
tén. Mi torténik a tarcsa szogsebességével? Ha csak
a tarcsara hat6 erlket vessziik figyelembe, mi
okozhatja a tdrcsa szogsebességét megvaltoztatd
forgatényomatékot?

2. Két egyforma miihold, 4 és B kering a Fold kériil
R, illetve 2R sugara kérpalyan. Egyenlé-e az érint6
ranyn sebességiik? Ha nem, melyikiiké nagyobb?
Mit ‘mondhatunk a szdgsebességiikrél, impulzus-
momentumukrol, forgdsi kinetikus energidjukrol?

3. Magyardzzuk meg, hogyan képes az egyenletesen
fl1j6 szél a szélmalom lapétjaira forgatonyomatékot
gyakorolva a szélkereket forgasba hozni?

4. Tegyilk fel, hogy ismeretlen siirtiség(i anyagbol
gombot készitettek. Anélkiil, hogy lyukat farnink a
gbmbbe, meg tudjuk-e hatdrozni, hogy a gémb t5-
mor, vagy lireges?

5. Egy ember a forgd zsamolyon iilve kinyujtott karral
két egyenlé tomegii testet tart. A zsdmoly forgisa

Feladatok
12.2 A tehetetlenségi nyomaték

12A-1 Négy darab / hosszusagu shlytalan radbé] készi-
tett négyzet sarkaiban egy-egy m tomegii tomegpont
van. Hatirozzuk meg a rendszer tehetetlenségi nyoma-
tékadt, ha (a) a négyzet sikjara merleges, kozépponton
atmend tengely koriil, (b) a négyzet sikjaban 1évé, az
egyik oldal felezGpontjan és a kozépponton 4tmend ten-
gely koriil, (c) az egyik oldalon 4tmend tengely koriil,
(d) az egyik csticsbol az atlésan szemkézti csticson At-
mend tengely koriil forog.

12A-2 A nitrogén molekula (N,) atomjai kozott a ko-
téstdvolsig 1,10x10"" m. Az egyes nitrogén atomok
tomege 1,661x107 kg. Hatdrozzuk meg a tehetetlensé-
gi nyomatékot az atomokat 6sszekoté egyenesre meré-
leges, a tomegkozépponton atmend tengelyre.

12B-3 Elhanyagolhat6 tomeg( rudakkal dsszekotott egy
sikba es6 hat egyenld nagysagh tomegpont szabilyos
hatszdget alkot. A rendszer teljes tdmege M, és az egyes
tomegpontok a hatszog kozéppontjatol R tdvolsigra
vannak. Szamitsuk ki a rendszer tehetetlenségi nyoma-
tékat két szemkozti tdmegponton dtmend tengelyre! A
megoldas 2MR* ugy tiinik, hogy a tehetetlenségi nyo-
maték négynél tobb tomegpont esetében a tdmegpontok
szamatol fiiggetlen (ha a szabalyos sokszdg csficsainak
a szama paros).

12.3 A tehetetlenségi nyomaték szdmitasa folytonos
tomegeloszlas esetében

12A-4 Egy M tomeg(i huzalt két félkorbél 4ll6 ,,8” alak-
ra hajlitottak a 12-26 dbran lathat6 moédon. Hatarozzuk
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kozben elejti a testeket. Megvaltozik-e az impul-
zusmomentuma? Alkalmazhat6-e erre az esetre az
impulzusmomentum megmaraddsa?

6. Mi torténik a gépkocsi kerekeinek impulzusmo-
mentumaval, amikor a mozgé kocsit megéllitjak?
Seriil-e ebben az esetben az impulzusmomentum
megmaraddsanak az elve?

7. Miért inditjak a Cape Canaveralban kilstt méboly-
gokat inkdbb nyugati, mint keleti irdnyba?

8. A legtdbb helikopter faraba a helikopter hosszten-
gelyére merdleges vizszintes tengely koriil forgo
kisméretli légcsavart szerelnek. Miért?

9. Magyarazzuk meg, hogy miért lehet egy egyenes
vonal mentén haladé testnek impulzusmomentuma!

10. Egy test egyenesvonalu egyenletes mozgdst végez.
Ha impulzusmomentuma egy bizonyos (az egyene-
sen kiviil lév6) O pontra L, mekkora az impulzus-
momentuma egy olyan O pontra, amelyik az egye-
nestdl haromszor akkora tivolsagra van? Mekkora
az impulzusmomentuma az egyenesen 1évé pontra?

meg tehetetlenségi nyomatékét az abran berajzolt ten-
gelyre! A félkorivek sugara R.

12-26 abra
A 12A-4 feladathoz.

12B-5 Felhaszndlva a tdmor henger tehetetlenségi nyo-
matékanak képletét, hatdrozzuk meg a 12-3 abran lat-
hatohoz hasonl¢ iireges henger tehetetlenségi nyomaté-
kat. (Utmutatis: a tehetetlenségi nyomaték additiv.
Probaljuk meg a kivant alakzatot egy ,,negativ tomegti”
tomor henger és egy nagyobb tomor henger 6sszegzésé-
vel kialakitani! A negativ tdmeg targyaldsihoz lisd a
10-6 peldat!)

12A-6 Szamitsuk ki a 12-27 4bran lathat6 kerék tenge-
lyére vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékot. Az ab-
roncs tomege M, €s a hat kiill§' mindegyikének témege
is M. Tekintsiik az abroncsot R sugarii vékony karika-
nak, a kiilloket vékony rudaknak! [Az I hosszlisagn rid
egyik végén dtmend (a radra merdleges) tengelyre sza-
mitott tehetetlenségi nyomatéka L MP.]
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12-27 abra
A 12A-6 feladathoz.

12.4 Az inerciasugar

12A-7 40 kg tomeg( iireges henger belsd és kiilsé su-
gara 2 e¢m, illetve 4 cm. Hatdrozzuk meg a henger ten-
gelyére vonatkozo inerciasugarat.

12A-8 Egy lendkerék egy homogén, tomor 30 cm su-
gar(i 5 kg-os tarcsabol 4ll, amelyet koriilvesz egy kon-
centrikusan elhelyezett 40 kg tomegii homogén iireges
henger. Utobbi bels6 sugara 30 cm, kiils6 sugara 40
cm. Hatarozzuk meg az inerciasugarat.

12.5 Az impulzusmomentum (perdiilet)

12A-9 Az 1,710 kg tomeg(i proton 5x10° m/s sebes-
ségfi egyenes vonali mozgassal a nyugalomban 1év6
neutronhoz kozelit. A proton pélyaja 1x10™"" méterrel
keriili el a neutront. Mekkora a protonnak a neutronra
vonatkoztatott impulzusmomentuma?

12A-10 Kisméretii 2 kg-os test 3 m atmér6jd korpalyan
4 m/s alland6 sebességgel mozog. (a) Hatdrozzuk meg a
test tehetetlenségi nyomatékat a kor kozéppontjara. (b)
Hatirozzuk meg az impulzusmomentumot a kér kézep-
pontjara. (¢) Hatdrozzuk meg azt az ¢érint8irdnyt erdt,
amelynek hatdsira a test a kozéppont koriil 5 rad/s®
szbggyorsulassal mozog.

12A-11 Két, egyenként 4 kg-os tdmegpont 0,40 m
hosszu, kénnyii merev ruddal van Gsszekapcesolva. Ezt a
,.silyzd” rendszert vizszintes, sirlodasmentes feliiletre
helyezziik és a tdmegkdzépponton dtmend-fliggbleges
tengely koriil 3 rad/s szogsebességili forgasba hozzuk.
(a) Hatarozzuk meg a rendszer tehetetlenségi nyomate-
kat a tdmegkozéppontra. (b) Hatarozzuk meg a tdmeg-
kozéppontra az impulzusmomentumot. (¢) Mekkora
érinté iranyu erét kell gyakorolni mindegyik testre ah-
hoz, hogy a szoggyorsulas 6 rad/s” legyen?

12B-12 Az F=4%+3y+0z (newtonban meért) er6
4 m/s sebességgel tolodik el az x tengely irdnyaban. a)
Mekkora az impulzusmomentuma az origora vonatko-
zban a 0 idépontban (a mozgas kezdetén) ? Mekkora
lesz az erének az origbra vonatkozo impulzusmomen-
tuma 1 masodperc milva?

12B-13 Az (5m, 12m, 0) koordinatdkkal megadott

pontban F=4x+3y+0Z (newtonban kifejezett) erd

hat. Hatirozzuk meg a koordinitarendszer origojira
vonatkoztatott forgatbnyomaték nagysagat és iranyat.

12.7 Newton masodik torvénye forgé mozgas eseté-
ben (A forgé mozgas alapegyenlete)

12A-14 Témér, homogén, henger alakt koszoriks to-
mege 2 kg, 4tmér6je 20 cm. Nyugalmi helyzetbdl indit-
va a koszoriiké dllandé szoggyorsuldssal 3 s alatt 3300
fordulat per perc forgasi sebességet ér el. (a) Hatiroz-
zuk meg, hdnyat fordul a koszoriké a gyorsulds folya-
man. (b) Hatirozzuk meg azt a forgatényomatékot,
amellyel a koszoriikének ekkora szdggyorsuldst lehetett
adni!

12A-15 Egy 0,40 kg-os gyongyszem surloddsmentesen
cstszik egy huzalbél hajlitott 0,60 m atmérdjl vizszin-
tes siktl koron. Milyen nagy érint6 iranyh er6 hatdsara
lesz a gydngyszemnek 4 rad/s* szoggyorsulasa?

12A-16 Egy lendkerék tomege 500 kg, inerciasugara 60
cm. (a) Mekkora allandé nagysagi forgatonyomaték
hatasara lesz a nyugalombél indulé lendkeréknek 20 s
alatt 600 fordulat per perc a fordulatszama? (b) Ha a
lendkerék sugara 80 cm, mekkora alland6 tangencialis
erd hoz létre ekkora forgatényomatékot?

12B-17 Egy 0,75 kg tomeg( repiil6gép-modell huzalon
kipanyvdzva 30 m sugard korpalyan repiil. A repiil6gép
motorja 0,80 N er6t fejt ki, a huzalra mer6legesen. (a)
Hatirozzuk meg a kor kozéppontjara vonatkoztatva a
motor altal kifejtett forgatonyomatékot! (b) Hatirozzuk
meg a repil6gép szdggyorsulasat a repiilés folyaman.
(c) Hatdrozzuk meg a replilégép palyaérintd irdnyu
gyorsulasat!

12A-18 Egy tarcsa alaki homogén tomor koszoriko
sugara 7 cm, tomege 2 kg. Nyugalombol indul és
egyenletesen gyorsul annak az 4llando, 0,6 N-m forga-
tonyomatéknak hatasdra, amelyet a motor fejt ki a ke-
rékre. (a) Mennyi ideig tart, amig a kerék eléri 1200
fordulat per perc végs6 tizemi fordulatszdmat? Hany
fordulatot tesz meg a kerék a gyorsulas idGtartama alatt?
12B-19 A 12-28 dbran lathaté homogén tomor henger
sugara 10 cm, tomege 5 kg, és vizszintes surloddsmen-
tes tengelyre van szerelve. A 2 kg-os és a 4 kg-os hasé-
bokat nyugalmi helyzetb&l elengedjiik. A kotél ¢és a
henger kozott csiszas nem Iép fel. Newton torvényeinek
alkalmazésaval a két hasabra és a hengerre hatirozzuk
meg (a) a T, és a T, kotélerot a hasabok gyorsulasanak

12-28 abra
A 12B-19 és a 12B-20 feladathoz.
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ideje alatt, és (b) a 4 kg-os hasdb sebességét a nyugalmi
helyzett6l mért 4 m tavolsigu stillyedés utin!

12B-20 Oldjuk meg a 12B-19 feladat (b) kérdését az
energia megmaradésanak elvét alkalmazva.

12B-21 Egy M témegli, & inerciasugarii, nagy, kerék
alakii Gréllomdst konstrudltak olyan térben, ahol a gra-
vitacio elhanyagolhat6. Annak érdekében, hogy az fir-
hajosok szdmdra mesterséges gravitaciot biztositsanak, a
forgastengelytdl R tavolsigra 16v6 kiilsé perem kozelé-
ben a kereket a 19-29 abrin bemutatott szimmetrikus
helyzetii négy rakétamotorral forgasba hozzk. (a) Hata-
rozzuk meg azt az @ szdgsebességet, amely a peremen
a foldi graviticiéval egyenld nagysagh mesterséges gra-
Vitdcios gyorsulast okoz! Mennyi ideig kell miikddtetni
a négy, egyenként F érintSirdnyl erét kifejtd rakéta-
motort, hogy (a nyugalombél induld) rakéta az ehhez
sziikséges szOgsebességet elérje?

12B-22 Tegyiik fel, hogy az el6z6 példdban szerepld
rakétdk egyikét valamilyen valészinfitlen hiba folytin
ellenkezd iranyban szerelték fel. A negy rakétat az elg-
z8 példaban szereplénél sokkal révidebb Af idSre be-
kapcsoljdk, majd kikapcsoljik. igy a rakétak még a ke-
rek észrevehetd megmozduldsa elétt ledllnak. A kerék
azonban impulzusmomentumhoz jut. Feltéve, hogy a
kerék nyugalmi helyzetbsl indul, fejezziik ki a haladasi
¢s forgdsi sebességet a megadott mennyiségek fliggvé-
nyé€ben, valamilyen inerciarendszerre vonatkoztatva.

12-29 abra
A 12B-21 és a 12B-22 feladathoz.

12B-23 Elhanyagolhat6 tomegi, 1 m hosszt merev rid
egyik vége fliggbleges tengelyhez van csapigyazva ugy,
hogy a vizszintes sikban szabadon foroghat. Szabad
végére 0,4 kg-os testet erdsitettek. A rad kozéppontjara
a ridra mer6legesen vizszintes irdnyi 5 N erét alkal-
maznak. (a) Hatirozzuk meg a ridnak a csapagy koriili
szbggyorsulasat! (b) Nyugalombél indulva hény radidn-

nal fordul el 4 s alatt? (Az er a mozgas folyaman me-

r8leges marad a radra.)

12B-24 Homogén, tomor, hengerforméji, 50 cm 4tmé-
r8jli, 60 kg tomeg(i kdszoriiks nyugalmi allapotbél 20 s
alatt 800 fordulat per perc szdgsebességre tesz szert. (a)
Mekkora 4lland6 forgatonyomaték hatott a kdszoriiks-
re? (b) A koszoriik6hoz egy fém szerszamot szorftunk.
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A szoritd er6 radidlisan befelé mutaté komponense
20 N. A szerszam és a koszoriiks kozott a mozgasi sir-
lodasi egyiitthaté 0,50. Mekkora teljesitményt kell a
motornak a koszoriiks szdmara atadnia, hogy. a forgis
sebessége 800 fordulat per perc maradjon? Tegyiik fel,
hogy a csapagystrlodas elhanyagolhato.

12.8 Az impulzusmomentum (perdiilet)
megmaradasa

12B-25 Tekintsiink egy olyan kérbe forgd viddmparki
Jaratot, amelyet egy strléddsmentes csapagyakon nyug-
v0, vizszintes koralaku tircsara szereltek. A tarcsa suga-
ra 3 -m, tdmege 1000 kg és inerciasugara 2 m. A beféke-
zett tarcsa sz¢élén egy 80 kg-os ember 2m/s sebességgel
korben fut. Ekkor a tarcsa fékjét kiengedik, az ember
abbahagyja a futdst és a tarcsa szélére leiil. Hatdrozzuk
meg, hogy ekkor a tircsa mekkora szogsebességgel fog
forogni. (Utmutatas: Megvaltozik-e a rendszer teljes
impulzusmomentuma?)

12B-26 Az el6z6 feladatban szereplé 80 kg-os ember a
szabadon forgé tdrcsa kdzepén van. A tircsa 3 s alatt
tesz meg egy fordulatot. Az ember a mozgod tarcsan su-
gariranyban kifelé maszik egészen a kiilsé peremig és ott
leiil. Hatdrozzuk meg a forgo tarcsa veégsebességét!

12B-27 Egy téglalap alakd tomér , homogén anyagt
ajté tomege 13 kg, szélessége | m, magassaga 2 m.
Egyik oldalan zsanérozas tigy van felersitve, hogy a
figgdleges tengely koriil elfordulhat. Egy 380 m/s se-
bességli 12 g témegii lovedék merdlegesen az ajto ko-
zepébe litkozik és ott bedgyazodik. Hatirozzuk meg
(radidn per masodpercben) az ajto szogsebességét koz-
vetlenill a l6vedék becsapodasa utdn. Az ajtd zsanérra
vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka I = Mb%/3, ahol
b az ajto szélessége; az ajtd magassdga nem Jjatszik sze-
repet. Miért? (Utmutatds: Megmarad-e a zsanérra vo-
natkoztatott impulzusmomentum az iitk6zés folyamén?
Megmarad-e az energia?)

12B-28 A 12-30 dbrdn lathato két tomor tircsa sugara R,
egyik tdmege m, a masiké 3m. A bemutatott modon str-
lodasmentes csapagyazassal kozos tengelyre vannak sze-
relve. A felsd tarcsanak w, kezd6 szogsebességet adunk,
majd réejtjitk az eredetileg nyugalomban 1évé alsé tarcsa-

12-30 dbra
A 12B-28 feladathoz.
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ra. A tarcsak — a kozottiik fellépd sharlodds hatasara — ve-
giil kozos @ szogsebességgel egyiitt forognak. A meg-
adott mennyiségek alapjin hatdrozzuk meg (a) a végsé @
szogsebességet és (b) a tarcsak egymason vald csiiszasa-
kor keletkez6 teljes surloddsi héenergia mennyiségét!
(Feltételezziik, hogy a felsd korongot olyan kis magas-
sagbol ejtjiik le, hogy a graviticiés potencidlis energia
véltozasa elhanyagolhato.) (c) Mi lenne az egyenesvonali
analogonja ennek a forgési , iitkzésnek™?

12.9 Munka és energia forgb mozgas esetén

12A-29 Egy m tdmegii mibolygé R sugarG kdrpalyan
kering a Fold kériil. Impulzusmomentuma L. Mekkora a
kinetikus energidja m, L és R fliiggvényében?

12A-30 Fonal végén 1év8 m tomegli testet fiiggbleges
sikban mozgasba hozunk tgy, hogy folytonosan kérbe
mozog. Amikor a test a tetSponton van, akkor a kozép-
pontra vonatkoztatott impulzusmomentuma kisebb,
mint amikor az alsé ponton halad 4t. Magyardzzuk meg
az impulzusmomentum csokkenését ¢és novekedeset
okozo forgatényomaték eredetét!

12B-31 80 cm 4tmérdj és 11 kg'm?® tehetetlenségi
nyomatéki kereket vizszintes sirloddsmentes tengelyre
szereltek. A kerék peremére tekert zsinér 6 N nagysagu
dllandé feszitSereje a kereket adott szdggyorsulassal
forgatja. Ha a kerék nyugalmi helyzetb8l indul, mekko-
ra lesz az @ szogsebesség harom fordulat utan? Oldjuk
meg a feladatot kétféleképpen: keressilk meg a szog-
gyorsulast (a) kinematikai egyenletek felhasznalésdval
és (b) a forgd mozgasra alkalmazott munkatétel fel-
hasznaldséval!

12B-32 Egy kis jatsz6téri ringlispil sugara 2 m, tehetet-
lenségi nyomatéka 600 kgm?. Egy 30 kg-os gyermek a
kézéppontban il, mialatt a ringlispil elhanyagolhat6
sarlodasa csapagyon 0,2 ford/s fordulatszammal forog.
A gyermek ezutin az alaplap pereméig kimdszik s letil.
A gyermeket tdmegpontnak tekintve (a) hatdrozzuk
meg a ringlispil végs6 szogsebességét (fordulat per ma-
sodpercben), (b) a rendszer kezdeti forgdsi kinetikus
energiajat és (c) a rendszer végs6 forgdsi kinetikus
energidjat! (d) Ha az (a) és a (b) kérdésre adott valasz
kiilonb6z8, magyardzzuk meg, mi tortént az energiakii-
lonbséggel!

12B-33 Javasoltdk, hogy az autobuszokat egyetlen
nagy, alulra szerelt, figg8leges tengelyti lendkerck se-
gitségével lassak el energidval. A lendkereket minden
buszmegalloban fel kellene porgetni. Vizsgaljuk meg az
ilyen rendszer megvalosithatosagat, azzal a feltételezés-
sel, hogy a 15 percenkénti megallasok kozbtt a busznak
atlagosan 75 kW teljesitményt kell kifejtenie, hogy a
lendkerék 2 tonnanal nem lehet nehezebb és, hogy a
lendkerék maximélis szogsebessége 100 fordulat lehet
percenként. (a) Mekkoranak kell lennie a lendkerck
forgasi energidjinak minden egyes buszmegéll6é elha-
gyasakor? (b) Mekkordnak kell lennie a lendkerék
inerciasugaranak? (c) Mit gondolunk, megvalésithato ez
a javaslat?

12B-34 Egy 163 kg'm* tehetetlenségi nyomatéku lend-
kerék 1280 fordulat per perc szogsebességgel forog,
majd 2 perc alatt alland6 nagysagl (negativ) szoggyor-
sulassal leallitjak. (a) Mekkora a lendkerék kezdeti ki-
netikus energidja? (b) Mekkora forgatonyomatékkal kell
a lendkerékre hatni, hogy ez a lassulds 1étrejojjon? (c)
Ha a fékez6 mechanizmus a tengely (23 cm atmérdjii)
peremére hatd surlodas, mekkora a csiszé sirlodisi
er6? (d) Szamitsuk ki a strlédasi erd altal végzett fiAs
munkit, és igazoljuk hogy a keletkezett h6 megegyezik
a lendkerék kezdeti forgdsi kinetikus energiajaval!

Tovabbi feladatok

12C-35 A diabolo egy homogén, tomar, kettSs kip ala-
ki jatékszer, amit két pdlcara kotozott zsineggel porget-
nek és dobalnak. (12-31 4bra.) Szdmitsuk ki az M tome-
gli, a alapkér sugar, [ teljes hosszisigu diabolo
tehetetlenségi nyomatékat a kozépponti tengelyre!
(Utmutatas: Osszuk fel a kapot valtozd y sugari dx
vastagsigu tarcsdkra, a 12-31b 4bra szerint.)

T

12-31 abra
A 12C-35 feladathoz.

12C-36 A 12-32 4brdn nyolc m tomeg( pont helyezke-
dik el I hosszisagn (elhanyagolhaté tomegii) rudakbol
dsszedllitott kocka csticsaiban. Hatirozzuk meg a rend-
szer tehetetlenségi nyomatékat az alabbi tengelyekre:
(a) a kocka kézéppontjin dtmend, egyik lappal parhu-
zamos tengelyre (b) egyik éllel egybeesd tengelyre (c)
egyik lap két szemkozti oldalanak felez6pontjan dtmend
tengelyre (d) egyik lapatlén dtmend tengelyre.

12-32 abra
A 12C-36 feladathoz.

12C-37 A 12-33 abran bemutatott vékony, axbxl mé-
retli hasab inhomogén anyagbol késziilt. A hasab p sii-
riisége az x tdvolsag fliggvényében a p = ko bsszeflig-
gés szerint valtozik. (Megjegyzés: a és b elhanyagolhato
I mellett.) (a) Mi a k egyiitthaté dimenzi6ja? (b) Integ-




raldssal hatirozzuk meg, hogy a vékony hasib tomege
M= abkl*/4. (c) Fejezziik ki az x=0 helyen a hasdb
keresztmetszetének kozéppontjan dtmend vizszintes (a
hasdb hossztengelyére meréleges) y tengelyre vonat-
koztatva a hasab tehetetlenségi nyomatékat M és ] fiigg-

vényében.
.
-t

12-33 dbra
A 12C-37 feladathoz.

12C-38 A 12-34 abran lathaté alakra vagott vékony
fémlemez tomege M. Hatarozzuk meg az y tengelyre
vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat M és a fligg-
vényében!

v

y=—kx?

12-34 abra
A 12C-38 feladathoz.

12C-39 Hatarozzuk meg a 12-35 abran lithaté vékony
homogén, hiromszdég alakl lemez tehetetlenségi nyo-
matékat az y tengelyre! A lemez témege 47 kg.

12-35 abra
A 12C-39 feladathoz.

12C-40 Az m tomegli részecskét az (x;, 0, 0) pontban
elengedik. Ezt kovetden a (lefelé irdnyitott) pozitiv y
tengely irdnydban szabadon esik, a graviticio hatisa
alatt. (a) Hatarozzuk meg az m tomegre hato (rxF) for-
gatdnyomatékot az O origora, és mutassuk meg, hogy
ez a mennyiség id6ben allando! (b) Keressiink formulat
az O origora vonatkoztatott (rxp) impulzusmomentum-
ra az id6 fiiggvényében!
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12C-41 Két, nem egyenld M és m tomegi csillag ket-
téscsillag-rendszert képez. A gravitici6 a két csillagot
egymastol D tidvolsagban tartja, mialatt a csillagok a
kozos tomegkdzéppontjuk korili kérpalyan mozognak,
azonos w szogsebesseéggel. (a) A csillagokat tomeg-
pontként tekintve, hatdrozzuk meg (az adott szimbélu-
mok fiiggvényében) impulzusmomentumaik témegkd-
zéppontra szamitott L,/L, ~ardnyat. (b) Fejezzik ki a
rendszer teljes K, , forgdsi kinetikus energiajat M, m, D,
¢és w fliggvényében.

12C-42 Egy orig6 kozépponth kor két szemkozti (dia-
metrilis helyzetd) pontjdban két azonos tomegii test
helyezkedik el. Mindketté azonos és allando szogsebes-
séggel mozog az origd koril az xp sikban. Mutassuk
meg, hogy a testek impulzusmomentuma az xy sik min-
den pontjara ugyanaz!

12C-43 A bolygomozgas masodik Kepler torvénye a
kovetkezOképpen fejezhetS ki: barmely bolygét a Nap-
pal osszekoté egyenes egyenl6 id6k alatt egyenl§ terii-
leteket sarol. Mutassuk meg, hogy d4/dt =L/A2m), ahol
dA/dt az a sebesség, amellyel az egyenes a teriiletet si-
rolja (az un. teriileti sebesség), L a bolygd Nap koriili
impulzusmomentuma és m a bolygé tomege. (Utmu-
tatas: Tekintsiik a radiusz df szogl elforduldsa sorin
koézelitGleg surolt, haromszog alaki teriiletet.)

12C-44 Kisméreti miibolygo sajit tengelyére vett te-
hetetlenségi nyomatéka 21,7 kg'm’. A miibolygdba,
forgastengelyével parhuzamos tengelyii kis elektromo-
tort szereltek. A miszakiak — a motor bekapcsolasaval —
a miibolygot 24°-kal el akarjak forditani. (a) Ha a motor
forgo részének tehetetlenségi nyomatéka 8x10~* kg-m?,
hény teljes fordulatot kell megtenni a motornak a mii-
bolygoéhoz rogzitett koordinatarendszerben? (b) Sziik-
séges-e, hogy a motor és a mibolygo tengelyei egybe-
essenek, vagy elég, ha a két tengely egymadssal
parhuzamos?

12C-45 A 12-36 abran bemutatott forgo fiiggéleges AB
ridra szerelt csuklés centrifugalregulatort arra tervez-
ték, hogy elzarja az {izemanyagot, ha az AB rid szogse-
bessége a 300 fordulat per perc értéket meghaladja. A

QN

Csuszogyfiri

12-36 abra

A 12C-45 feladathoz.
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szabdlyozonak négy (strlodasmentes csuklokkal) 6sz-
szekapcsolt csatlakozoéja van, mindegyik 20 ¢m hosszi,
és tomegiik elhanyagolhato. A radon az M= 2 kg téme-
gli gallér surloddsmentesen csiiszhat. A szabalyozd me-
chanizmus akkor zdrja el az iizemanyagot, amikor a
gallér témegkozéppontja a csiicshoz 10 ecm-nél kozelebb
keriil. (a) Mekkora a két test (azonos) m témege? Mek-
kora hilizéer6 ébred a maximalis szogsebesség esetén a
két felsé csatlakozdban? Készitsiink megfelelé vektor-
abrat.

12C-46 Egy 5 tonna sulyt miibolygo korpalyan kering
a Fold koriil. Kismértéki légellenallas hatisa ala keriil-
ve spiralpalyan kozelit lassan a Foldhoz. 805 km-rel a
Fold folott keringési ideje 101,5 perc. Miutdn a mii-
bolygd spirdlpalyan a Fold felszinéhez kozelitve mar
csak 644 kilométer magasan kering, keringési ideje 98,1
perc. (a) Mekkora a miibolygéd impulzusmomentuma a
Fold kdzéppontjara vonatkoztatva a kezdeti és a végss
allapotban? Tegyiik fel, hogy a Fold sugara 6440 km.
(b) Feltéve, hogy a spirdl meredeksége annyira kicsi,
hogy a pilya minden koériilfordulasnal kornek tekinthe-
t6, mekkora a kezdeti és a végs6 allapothoz tartozd se-
besség? (Vegyiik észre: annak ellenére, hogy a légellen-
llis a sebességgel ellentétes irdnyn, a miibolygd
sebessége nd!)

12C-47 Az elobbi peldaban szereplé mibolygd pédlya-
sugardnak ismertetett csokkenése 500 nap alatt ment
végbe. Becsiiljitk meg a surloddsi erd nagysagat!
12C-48 A 12-37 4bran az m tomegii test v, sebességgel
vizszintes stirlodasmentes felilleten mozog. A testhez
erdsitett fonal a test mozgdsa sorin egy rogzitett
hengeralaku pecekre tekeredik, ily médon a test sziikiilé
spirdlpalyara kényszeriil. Ha v, a sebesség akkor, ami-
kor a fondl hossza r,;, mekkora lesz a sebesség, amikor a
sugar r,/2-re csékken? Fejtsiik ki részletesen a valaszt!
(Utmutatas: a test pillanatnyi sebessége mindig merdle-
ges a fondlra. Megmarad-e a pecek kdzéppontjira vo-
natkozo impulzusmomentum? Megmarad-e az energia?)

12-37 4abra
A 12C-48 és a 12C-52 feladathoz.

12C-49 Ez a feladat szabalytalan alaku testek (példaul
egy Urhajo hasznos berendezését képezd targyak) tehe-
tetlenségi nyomatékanak meghatirozasira alkalmas
modszert ismertet. (Az (irhajokat ugyanis néha forgdsba
kell hozni, hogy kamerdikkal pdsztizhassanak, ezért
fontos az {lirhajo forgastengelyére vonatkoztatott tehe-
tetlenségi nyomaték ismerete.) A 12-38 dbra az / tehe-
tetlenségi nyomaték kisérleti uiton valé meghatirozasa-
nak egyik modjit mutatja. Forgd tircsa » sugari
tengelyére csavart, csigin dtvetett zsinor végén m tome-

gii test fiigg. A vizsgdlt targyat a forgé tarcsira helye-
zik. Ha az m tomegii testet elengedik, akkor az, egyen-
letes gyorsuldssal siillyedve h tivolsag megtétele utin v
sehességre tesz szert. Mutassuk meg, hogy a berendezés
1 tehetetlenségi nyomatéka (a forgotircsa tehetetlenségi
nyomatékat is beleértve) mr*(2gh/v’ — 1).

12-38 abra
A 12C-49 feladathoz.

12C-50 A 12-39 abra egy r, sugaru korpdlyan v, kezd6-
sebességgel vizszintes strlédasmentes felilleten mozgd
m tomegfi testet mutat. A testre rogzitett és kicsiny lyu-
kon atvezetett fonal biztositja a centripetalis erét. Most
a fonalat lassan hlizzuk gy, hogy a test r,/2 sugarii kor-
palydra keriiljon. (A ,]lasst huzas” itt azt jelenti, hogy a
test kozelit6leg minden pillanatban egy » sugar kéron
mozog, €s hogy a fonalat feszit$ er6 ebben a pillanatban
myv*/r.) Szémitsuk ki m, r, és v, fliggvényében (a) a test
vEgsO sebességét és (b) a fonal uj helyzetbe huzasa so-
ran vegzett munkdt! (c¢) Mutassuk meg, hogy a végzett
munka a test mozgisi energidjanak megvaltozasival
egyenls! (Utmutatis: megmarad-¢ a lyukra vonatkoz-
tatott impulzusmomentum? Megmarad-e az energia?)

12-39 abra
A 12C-50¢és a 12C-52 feladathoz.

12C-51 Egy 2 kg tomegii test 5 m sugari korpalyan
mozog. A nyugalomboél induld testnek a kor kozép-
pontjara szamitott L impulzusmomentuma az id6 fiigg-
vényében az L = 37 Osszefiiggés szerint novekszik. (a)
Mekkora a kor kozéppontjara vonatkozé M(f) forgato-
nyomaték (b) Hatdrozzuk meg az w () szogsebesség val-
tozasat az id6 fiiggvényében.

12C-52 A 12-37 abran a kezdeti feltételek a kovetke-
zOk: az m tomegli test v, sebességgel mozog, amiker a
fondl hossza r,. Egy kés6bbi id6pontban a test a spiral-
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palya valamely P pontjiba érkezik ahol sebessége v (ez
a pont nem szerepel az dbran),. Most tekintsiik a 12-39
abrat. Tegyiik fel, hogy itt a testet ugyanabbdl a pont-
bol és ugyanazzal a v, kezddsebességgel inditjuk, mint
az iménti példaban szerepld testet. De most ligyesen
ligy hizzuk a fonalat, hogy a test ugyanazt a palyat
kévesse, amit az elsé példiban. Ha a test ilyen koriil-
meények kozott éri el a P pontot, vajon ugyanakkora
lesz-¢ a sebessége, mint az elsé esetben volt? Ha igen,
bizonyitsuk be az allitisunkat! Ha nem, magyarazzuk
meg, miért nem!

12C-53 Egy m témegii golyobol és / hosszlisagi fonal-
bol készitett egyszerd ingit a lefelé ranyité fiiggéle-
gessel bezirt 6 (< 90°) szogfi kezddhelyzetben elenge-
diink. A forgatényomaték segitségével szamitsuk ki azt
a munkdt, amit a gravitacié végez amig az inga golyéja
a legmélyebb pontjat eléri. Mutassuk meg, hogy az
eredmény megegyezik a golyo silydnak és a mozgas
fliggSleges vetiiletének szorzatéval.

12C-54 Egy 70 kg tomegd, / hosszisigii homogén
anyagl pallé vizszintes (surloddsmentesnek tekintett)
Jégmez8 feliiletén fekszik. Két 40 kg-os gyermek a
pallé két végén térdel. A pallot témegkozéppontjan at-
mend fliggdleges tengely koriil 0,9 rad/s szogsebességli
forgisba hozzuk. Ezutin mindkét gyermek bemdszik a
pall6 k6zepét6l szamitott tavolsag feléig. (a) Mekkora a
rendszer 01j szogsebessége? Tegyiik fel, hogy a mon-
dottal ellentétben csak az egyik gyermek mészik a palld
elébb emlitett pontjaig. (b) Ugyanott van-e a Jjégen for-
g0 rendszer forgédstengelye, ahol az el6bb volt? Magya-
razzuk meg! (c) A helyben maradt gyermektSl mekkora
(Flel kifejezett) tavolsigra van az uj forgdstengely? (d)
Hatarozzuk meg a rendszer végss szdgsebességét!
12C-55 Egy D hossziisigi vékony rad egyik vége viz-
szintes tengellyel a padlora van erésitve. Szabad vegeét
felemelve a rid a vizszintessel @ szoget zar be. Ekkor —
nyugalmi helyzetbél — elengedjiik. Hatdrozzuk meg azt
a sebességet, amellyel a rid vége a padléhoz csapodik!
(Utmutatas: haszniljuk fel az energia megmaradasinak
az elvét.)

12C-56 4 Velikovsky probéma. 1950-ben adtik ki
Velikovsky ,,Utk6z6 Vilagok” cimii konyvét. Ebben a
szerz6 azt allitotta, hogy Krisztus elétt 1500 kériil a
Jupiter bolygé anyagot 16kétt ki magabol, ami iistokos
alakban a Féldhéz kozel haladt el. (Bizonygatta, hogy
¢z az listokos késébb a Vénusz bolygova alakult.) Az
ezzel jar6 meteorit zéporrol feltételezte, hogy a Fold
forgdsdt — legaldbbis egy kis id6re — megallitotta.
Velikovsky azt is allitotta, hogy késébb, Krisztus elétt
747-ben, majd 687-ben a Mars hatdsara a kordbbi ka-
tasztrofa kisebb mértékben megismétlédott.

Vizsgiljuk meg ezt az elméletet a fizika szem-
pontjabol, hogy lassuk, vajon lehetségesek-e az allitd-
sai? Durva becsléseket fogunk alkalmazni, minden pa-
raméterre csupan egyetlen jellemzé adatot haszndlva, A
feladat megoldasédhoz SI egységekben a kovetkezs pa-
rameterekre lesz sziikségiink:

Feladatok 297

A Fold tomege 6 x 10 kg
A Fold sugara: 6 x 10° m

}Ezek kozelits értékek.
Szogsebessége: 7 x 107 rad/s

(a) Homogén témor gombnek tekintve a Foldet, szdmit-
suk ki ST egységekben impulzusmomentumét! Ez az,
aminek az ellen kellett volna hatnia, hogy a Féld
forgdsa ledlljon (és mellesleg, amit majd kés6bb va-
lahonnan pétolni kellett volna, hogy a Féld wjra fo-
rogni kezdjen).

(b) A legkedvez8bb esetben a meteoriteknek az egyen-
litére érintSlegesen kellett volna beesniiik. Tegyiik
fel, hogy a meteoritek a Féld palyasikjaval parhu-
zamosan, de a Fold keringési irdny4val ellentétesen
mozogtak, hogy becsapodaskor a Fold tomegkozép-
pontjahoz viszonyitott sebességiik 60 km/s volt
(mintegy kétszerese a Fold Nap koriili pélyasebessé-
gének). Mekkora volt a meteoritek Osszességének
tomege, ha az egyenlitére tangencialisan becsapodva
megallitottik a Fold tengely koriili forgdsat? (Ilyen
litkdzesekre nincs semmilyen geologiai bizonyiték.)

(¢) Mekkora lett volna a meteoritck dsszes térfogata, ha
feltételezziik, hogy olyan kézet tipusti anyagbal 4ll-
tak, aminek stiris¢ge 1ényegében a foldkéreg sfiri-
ségével megegyezd: 2700 kg/m’. (A meteoritek
mintegy 94 %-a kézet tipusi anyag. Osszehasonlits-
sul: a Hold térfogata kb. 22x10"® m?.)

(d) Tegyiik fel, hogy a (b) részben mondott becsapadis
utin a Fold tomegkozéppontja folytatta Nap koriili
palyajat. Mekkora lett volna az a teljes kinetikus
energia, amely a Fold tengely koriili forgasanak le-
dllitasa ¢és a befogott meteoritek sebességvaltozasa
kovetkeztében masfajta energiava alakult?

(e) Hogyan viéltozott volna val6jiban a Fold témegko-
zéppontjanak mozgasa a meteoritekkel valo (b)
pontban leirt iitk6zés kovetkeztében?

(f) A foldi legkor egységnyi feliiletére egysegnyi idd
alatt mer6legesen beesé szoldris energia 1370 W/m®.
A (d) pontra adott vélasszal valé 6sszehasonlithatd-
sdag érdekében szimitsuk ki azt az energiat, amit a
Fold 24 6ra alatt a Naptol kap! Mi lett volna a ko-
vetkezménye annak, ha a meteoritek energidja a
Fold felszinének arra a viszonylag kis részére kon-
centralodott volna, ahova a meteoritek becsapodasat
feltételezhetnénk?

(8) A naponta névekvé gyiirii alaka korall képz&dme-
nyek Gsi kdviiletei bizonyitjdk, hogy a Fsld forgasa
a napok hosszdnak fokozatos és enyhe novekedésé-
tol eltekintve (ezt talan az drapalybél eredd surlédas
okozza) mar 600 millié éve figyelemreméltdan al-
landé. igy a Velikovsky elméletnek szembe kell
néznie azzal a problémaval is, hogy hogyan indult
ujra a Fold forgasa pontosan ugyanazzal a szogse-
bességgel mint megillas elstt? Egy tjabb — meteo-
ritokkal valé — szerencsétlen iitkézéstsl eltekintve
vajon a graviticios er6k (amelyek centralisak) megval-
toztathatjédk-e a Fold forgasallapotat?
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(h) Velikovsky kritikusai ramutattak arra, hogy mi tor-
tént volna az 6ceanokkal, a 1égkorrel, az emberekkel
és egyéb, a Fold felszinén 1év6 laza targyakkal, ha a
Fold forgasa rovid id6re ledllt volna. Probéljuk meg
koriiljarni ezt az ellenvetést azzal a feltételezéssel,
hogy a foldforgas leallasi folyamata elég hossza
ideig (mondjuk, egy vagy ket ordig) tartott. Becsiil-
juk meg azt az oldaliranyu gyorsulast, ami a foldi
egyenlitén fellépett volna, és roviden fejtsiik ki, tal-
¢élhetd lett volna-e egy ilyen esemény, vagy nem!

12-40 abra
A 12C-57 feladathoz.

12C-57 Egy hajlékony lanc tomeg/hosszisag ardnya
A =2 kg/m. A lanc nyugvo allapotban egy csigin a 12-
40 abran lathatd modon helyezkedik el. A csiga henger
alak(, homogén, tomor, tomege 10 kg, sugara 20 cm. A
rendszert nyugalmi helyzetébdl elengedijiik. Szamitsuk
ki az energia megmaradasanak elvét felhaszndlva a ldnc
als6 pontjanak sebességet 1 m siillyedés utan, ha a lanc
a csiga forgdsa soran nem csuszik meg.

12C-58 Képzeljik el, hogy egymillio, egyenként 1000
kg tomegil versenykocsi a 45°-ik szélességi koron nyu-

gati iranyban hajt. A kocsik ugy mezognak, hogy roluk
a Nap az egboltnak mindig ugyanazon fix pontjan lat-
hatd. (Ehhez kb. 1150 km/6ra sebesség lenne sziiksé-
ges.) A nyugalombél torténd indulds és a sziikséges
gyorsulas kovetkeztében a Fold szogsebessége @ -rol @
-ra valtozik. (a) Ha a kocsik 24 6ran at folytatndk moz-
gasukat, mekkora lenne a megvaltozott nap hossza?
Rovidiilne; vagy hosszabbodna? Adjuk meg a vélaszt
relativ valtozasként: Aw /o, =(0 -0 ,)/0,. (b) Az atom-
ordk pontossaga 1 a 10''-hez. Ki tudna-e mutatni az
atomora ezt a valtozast?

12C-59 Ahogyan a 12-41 abra mutatja, két kisméreti
egyenl6 tomegi test elhanyagolhaté tomegili vizszintes
ridon szabadon, sarléddsmentesen csuszhat. Kezdetben
a testek a kézéppontja korill w , szogsebességgel szaba-
don forgd rad forgastengelyére szimmetrikus D tavol-
sagban rogzitve vannak. Ezutdn a testek rogzitése kiol-
dodik, s ezt kovetSen azok a radon kifelé csiszva
csokkentik a rid szogsebességét. Szamitsuk ki a testek
rid menti v sebességét abban a pillanatban, amikor a
rad kozéppontjatol 2D tavolsagra vannak! Fejezziik ki
az eredményt D ¢és o, fiiggvényében! (Utmutatds: te-
kintsiik kiilén a mozgas radialis komponensétdl és kii-
16n a forgastol szdrmazo energiat.)

12-41 abra
A 12C-59 feladathoz.




A-20 Az 1-23 fejezetek paratlan szdmozasi feladatainak megoldésai

10A-15 a) 200 N b) 173 N jobbra, 100 N felfelé

10A-17 0,94 m 12B-21 a) yg/R D) ——\/:
10A-19 A valasz adott. -
10B-21 A vilasz adott.
10B-23 O = arctg (f/m,)

10B-25 a) 1011 N b) 854 N, 14,2° a vizszintes felett
10B-27 a) 214 N b) 369 N, 54,5° a vizszintes felett

12B-23 a) 6,25 rad/s® b) 50 rad
12B-25 0,103 rad/s
12B-27 0,526 rad/s

12A-29 L*2mR®
12B-31 2,87 rad/s’

10B-29 b(1+4/3) 12B-33 a) 67500kJ b)24m
10B-31 515N 12C-35 1 Ma’
10B-33 a) 1386 N b) 1297 N, ()7,70 a vizszinteshez 12C-37 C) 2M[2/‘3

10B-35 A vilasz adott.
10B-37 0= arctg [t,)
10B-39 a) N,=N,=60N b) 164N
10C-41 15,9°
10C-43 2230 N
10C-45 A vilasz adott.
10C-47 A vilasz adott.
10C-49 a) 17,6 N b)42,9N
c) 13,3 N, 41,0° a fliggdlegestdl
10C-51 A valasz adott.

12C-39 376 kg-m’

12C-41 a) /M b) L[mM / (m+ M)|D*w?

12C-43 A valasz adott.

12C-45 a) 0,506 kg b) 60,4 N

12C-47 1,97 x 10° N

12C-49 A valasz adott.

12C-51 a) 6t Newton méterben, ha ¢ masodprcben adott
b) 0,060¢ radianban ha ¢ masodpercben adott

12C-53 A valasz adott.

10C-53 A valasz adott. 12C-55 /3gDsinf
10C-55 (0,3a/4) ‘ 12C-57 2,20 m/s
10C-57 A valasz adott. 12C-59 Do \E
10C-59 1,04T

XI. Fejezet XIII. Fejezet

13A-1 2)4,00] b)2,00] c) 6,007

= -4 5 =3 S
11A-1 2)3,14x 10" m/s b) 1,75 x 107 rad/s 13A-3 5.96 m/s

11A-3 kismutatod < %107 rad/s; asztronauta 13B-5 @ =arctg (7u/2)
- 13B-7 A vilasz adott.

1,05 107 rad/s; nagymutatd 1,75% 107 rad/s; 13B-9 A vilasz adott.

koszor(iko 628 rad/s 13B-11 a) 66,7 rad/s b) 8,84 rad/s
11A-5 a)174s b)4,85rev 13A-13 MP/3
LB-T 1355 13B-15 g sin O/(1+k/R?)
1]11AB-191 4}3‘3‘;1 };Scizf:l = LIRSk

: 13B-19 a) 7,48 m/s b) 55,0°

11B-13 —— 2h 13B-21 a) 0,741 rad/s b) az dramutato jardsaval azonos

D\ g irAnyban
11C-15 § =(R-r)8/r 13C-23 [11(R-7)]/4

;_ 13C-25 h=%R
‘ XII. Fejezet 13C-27 a=F /(M +m/3)

12A-1 a)2mé® by mé* c)2mé* d) mé* 13C-29 b) el
12B-3 A valasz adott. 11
12B-5 A valasz adott. 13C-31 arcsin (#/R)
12A-7 3,16 cm 13C-33 A valasz adott.
12A-9 8,50 x 10 kg:m¥/s 13C:35 ¢
12A-11 a) 0,320 kg-m* b) 0,960 kg:m*/s c) 4,80 N 13C-37 a) 5v/7 b) 12mv 2/49f
12B-13 329 N-m -z irdnyban 13C-39 a) 2Mg/3, lefelé b) R/2 a TKP-t8l
12A-15 0,480 N 13C-41 A vilasz adott.
12B-17 a) 24,0 N-m b) 3,56 x 10 rad/s’ 13C-43 a) v/3 b) 0,500

¢) 1,07 m/s’ 13C-45 a) F,=197N, F,= 131N

12B-19 a) T, =242 N, T,=30,0N b) 4,30 m/s 13C-47 jobbra




