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A FORGO MOZGAS
DINAMIKAJA I
(FORGAS ROGZTTETT
TENGELY KORUL)

,,A JizikAbon hamar megtanultam, hogtan irezzek ni a l1nyeghez vezet6 mi-
lyebben rejt6zd utqkra is hognn hagyjak minden egyebet figtelmen kiviil,
mindazt d rcngeteg dolgot, amellyel csak telezsifbljuk az agyunkaL elyonva
gondolqtaitxkat a l4nyegrdl. A mhdszer gtenge pontja termeszetesen az, hogy

ha akarjuk, ha nem - el1sziir mindent a.fbjiinkbe kell tdmniink ahhoz, hogy
a ltnyegtelent vigiil elhag,,hassuk. "

ALBERT EINSTEIN

l2.l Bevezet6s
A tov6bbiakban a. forg6 mozg s dinamikdjdval foglalkozunk, vagyts azzal a
k6rd6ssel, hogy mt okozza a testek sziiggyorsuldsit. Newton m6sodik tiirv€-
nye, - EF = ma, kimondja, hogy egy testnek az|rt yan tratszl|ci6s gyorsu-
l6sa, mert a 16 hat6 er6k ered6je nem z6rus. Itt azt mutatjuk meg, hogy egy
testnek akkor var sziiggyorsul6sa, ha a rd hat6 forgat6nyomat6kok tisszeg€
nem z6rus. Ebben a fejezetben olyan testekkel foglalkozunk, amelyek egy
inercia-rendszerben rrpgyi rt;gzitett tengely koril forognak. A kovetkez6
fejezetben a mozg6 tengely kdrtil forg6 test 6ltaldnosabb mozg6s6t t6rgyal-
juk. A hatad6 6s a forg6 mozg6s dinamikai egyenletei kiizdtt szoros anal6gia
van. Ha ezt figyelembe vessziik, akkor az irj osszefiigg6sek kiinnyebben
mes6rthet6k!

12.2 A tehetetlens6gi nyomat6k
Tekintstnk egy rogzitett * tengelyre szerelt merev testet. (12-l 6bra.) Ami-
d6n a test o sztigsebess6ggel forog, akkor az r,helyen l6v6 flj tdmegpont vr
tangenciiilis sebessdggel kiirpdly6n mozog. A r6szecske -( kinetikus energi-
itja

K ,  =  j  n , v , z

A merev test forg6sa ktizben minden rdszecsk6nek azonos az ot szdgsebessd-
ge, igy vi= r,a, ahol r,az mitdmeg 6s a forg6stengely k6ziitti mer6leges tii-
vols6g. A forg6 eg6sz merev test teljes kinetikus energi6ja igy

forgestengely

b) feliiln6zet

l2-l 6bra
Tekintsiik a test belsej6ben a forgiis-
tengelyt6l r, mer6leges tivolsdgban
l6v6 z, elemi ttimeget! Amikor a test a
z tengely kdriil forog, akkor a r6szecs-
ke r, sugarf k6rp6ly6n v, sebess6ggel
mozog.
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K,.,=Z%nt = Y2 (bn,r!)a2.

A halad6 mozg6st vegz6 lest K = %n\? kinetiklus energidj6hoz hasonl6an a
ztu6jelben l6v6 mennyiseg anal6g a halad6 mozg sl vegz6 test tehetetlens€-
get meghatiiroz6 mennyis6ggel; ezt a test * tengelyre vonatkoz6 tehetetlen-
s6gi nyomatek6nak nevezziik.

Az 1 tehetetlens6gi
nyomat6k

I  =Zm 12 fr iazmldmeg forgestengely- l  f fZ-f l'  '  Lt6l men tdvolsi iga J
( *tengelyre vonaikoztatva)

A tehetetlensdgi nyomat6kot forgdsi tehetetlens6gnek is nevezik, dimenzr-
6ja a tdmeg 6s t6vols6g n6gyzet6nek szorzata, egys6ge tehdt kg m'. Ezert 1
nem csup6n a test tiimeg6t6l, hanem a tiimegnek * tengelyre vonatkoztatott
eloszl6s6t6l is fiigg. Amikdnt m a test halad6 mozg6s6nak gyorsuliisdval
szemben kifejtett ellen6ll6s m€rt6ke, ugyanfgy 1a test forg6 mozg6s6nak
gyorsuliis6val szemben kifejtett ellen6ll6s a m6rt6ke. Egy, a forgastengelyt6l
t6volabb elhelyezett elemi tiimeg nagyobb m6rt6kben j6rul a tehetetlensegi
nyomat6khoz, mint egy ugyanakkora, de a forg6stengelyhez kiizelebbi elemi
ttimeg.' Figyeljiink az anal6gifua: I6s a rendre m-nek 6s v-nek felel meg. Ez
segitseget jelent a forg6 mozg6s egyenleteinek megtanul6s6hoz.

A fenti egyenletek felhaszn6l6s6val a forg6si energi6t igy irhatjuk:

Forg6si kinetikus
energra

K-,: '/,ra' (r2-2)

Jegyezzik meg, hogy ez a kinetikus energi6nak nem egy irj alakja, hiszen a
forg6 test valamennyi r€szecsk6j6nek kinetikus energi6j6t dsszegeztiik. Jelii-
l6s6re azonban a K-, szimb6lumot vezetjiik be, mert az 6ltal6nos (halad6 6s
egyidejiiteg forg6) mozgrist v6gz6 test kinetikus energi6ja a t6megkdz6ppont
halad6 mozg6sib6l ad6d6 r(= '/rMytKp)'�6s a tiimegkoz6ppont kiiriili forgri-
s6b6l ad6d6 K-, = '/zlot2 ereryi6b6l tev6dik 6ssze. (Az egyiittes forg6 6s ha-
lad6 mozg6ssal a kiivetkez6 fejezetben foglalkozunk.)

H6rom, egyenkent m tdmegii pont egy / oldalhosszis6gf egyenl6-
oldalir, elhanyagolhat6 tdmegf h6romsziig alaki vitz csricsaiban he-
lyezkedik el. Hat|rozztk meg a ktivetkez6 tengelyekrc a tehetetlens6-
gi nyomat6kot. (a) A h6romsz6g kiiz6ppontjdn 6tmen6, a tiimegpon-
tok 6ltal meghat6rozott sikra mer6leges * tengely. (b) Az egyik
ttimegponton 6tmen6, a titmegpontokat tafiatmaz6 sikra mer6leges
tengely. (c) Az ribra sikj6ban t6v6, k6t tiimegponton 6tmen6 tengely.

MEGOLDAS

(a) A l2-2a 6bra szerint meghatArozzuk vz egyes tiimegpontok tt

forg6stengelyt6l men d UNolsigiit Trigonometriai iisszefiigg6-

s e k b 6 l  / =  2 d c o s 3 0 " .  , u n u  4 = - - -  
I  = l = .'  ' -"  ' '  

(zcos3o') Jt

' Hogy ezt a ktil6nbseget j6l ,,6r2€keljiik", vegyiink egy hoss4ik6s t€stet, pl. egy meterudat,
6s gyorsan forgassuk meg a dmegkdzdppontj6n 6tlnen6 tengely kiiriil. Pr6beluk el6sziir a
md teng€lye ktiriil forgatni, majd pe.dig a rud tengely6re mer6leges tengely kiidll forgatni.

{

l2-2 6hra
A l2-l p6ld6hoz.

*
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I  = \ m  1 2  = 3 n

(b) A l2-2b 6hrin a * tengely dthalad az egyik tiimegponton. Mivet er-
re a tdmegpontra ri : 0, ez a pont nem j 6r hozz| az I tehetetlensegl
nyomat€khoz. A m6sik k6t tiimegpont mindegyike a * tengetytdl /
tiivols6gra van, igy

I  = \ m  1 2  = 2 m 1 ,  .

(c) A l2-2c 6br6n az tn tdmegt6l a forg6stengelyig m6rt mer6leges e tii-

vols6g e = lcos3o"= lJi / 2.Teh6t

/ 
') '

- -F  
|  =m l '

4 3 )

I
/l' l
I

Osszehasonlitva a h6rom eredm6nyt, l6tjuk, hogy az 1 tehetetlensegi
nyomat6k az egyes forg6stengelyekre kiiliinbiiz6.

12.3 Folytonos ttimegeloszlisri testek tehetetlens6gi
nyomatek6nak meghatirozrisa

A tdrnegpontokb6l 6116 rendszer tehetetlensegi nyomat6krinak sz6mit6sa nem
egy€b, mint az 6sszegez6si eljdr6s kdvetkezetes alkalmaz6sa. A lolytonos
tiimegeloszl6sf testre azonban ez csak integr6l6s alkalmaz6s6val vegezhetl
el. T6rgyal6sunkat olyan merev, egyszerii geometriai alakri testek eset6re
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V6kony gyf{i 6tm6r6-
J6re.

Tiimtir giimb egy 6tm6- V6kony fali iires giimb egy / hosszrisdgu v6kony rud a
r6j6re &tneftlere TKP-n 6tmen6, a rudm me-

16leges tengelyre
l2-3 Sbra
Homog6n siirfis6gf anyagb6l k6sziilt kiiliinbiiz6 szimmetrikus testek taimegkiiz6ppontjrin 6tmen6 tengelyre vonatko-
z6 l tehetetlens6gi nyomatekok. A test ttimege mindegyik esetben M.

I' : lun,
Tilmtir henger, vagy tiir-
csa (a tengely6re)

I
r:+MRc(|+Rl)

R, bels6 6s R. ki.ils6 sugarir
cs6 (a tengely6re)

Vdkony karika, vagy gyiini
(a tengely6re)

I :+MI,
I

r{un,
I

e!un, r:+MG+b'�)
V6kony lemez TKP-n
6Imen6, alemezte
mer6leges tengelyre

<i)

I: MRz

d>



korl6tozzuk, amelyeknek a szimmetdatengelye egybeesik a forg6stengelyiik-
kel. A folytonos tdmegeloszldsir merev testek l tehetetlens6gi nyomat6k6ra
vonatkoz6 egyenletet integr6lalakban fejezziik ki:

tiimegpont- folytonos tiimeg-
rendszerre eloszldsra

I  = \  m . r . t  I  = [ r ' d m
J

Tehetetlensdgi
nyomatek
(*tengelyre vonatkoztatva)

(12-3)

FnJ -ll-0,

l2-4 hbra
A 12-2 p6ldihoz.

T
I

A folytonos tdmegeloszl6s esetdn a fenti integnil kisz6mit6s|hoz a dm elemi
tdmeget fgy kell felvenni, hogy az eg'sz elemi ttimeg a forgiistengelyt6l
azonos r t6vols6gra legyen�' Ezert az adott test szimmetia viszonyai alapj6n
c6Iszerf az elemi tiimeget megyilasztad. A 12-3 6bta kiiltinbiiz6, homogen
szimmetrikus testek tehetedens6gi nyomat6kit foglalja iissze.

Hat{rozzuk meg a homog6n p siiriis6gii, / hosszirs6gir, R sugaru, M
titmegii tdmiir henger tengely6re vonatkoz6 tehetetlens6gi nyomat6-
kot!

MEGOLD,{S

Amint a l2-4 dbra mutatja. a dm elemi rdmegnek az r sugari. dr vas-
tags6gir 6s / hosszirsrigri dV elemi t€rfogati hengergyiirfi tdmeget te-
kintjiik. Mivel ennek az elemi hengergyiiriinek valamennyi pontja fo-
zelitSleg azonos tiivols6gra van a forgdstengelyt1l (a dr vastags6g
ugyanis elhanyagolhat6nak tekinthet6 az r t6vols6ghoz k€pest), ezeft a
dY tefiogatot a

dV: (2nt) dr (r2-4)

keplet szednt sz6mithatjuk. Az drn elemi ttimeget megkapjuk,ha dV
t6dogatot megszorozzuk a p siidis6ggel:

dm = pdl/ (12-s)
A l2-4 egyenlet behelyettesites€vel

dm: o2rrl dr.

ad6dik. Ezt behelyettesitve a tehetetlens6gi nyomat6k kisz6mit6siira
vonatkoz6 12-3 k6pletbe, l6that6, hogy az r v6hoz6 tekinthet6 integ-
riil6si v6ltoz6nak. Ha figyelembe vessziik, hogy a teljes kiirhenger te-
hetetlens6gi nyomat6k6t tgy kapjuk meg, hogy az r integr6l6si v6lto-
z6 z€rust6l R-ig v6ltozik, a tehetetlens6gi nyomatdkot az al6bbi
haterozott integriil adja meg:

Mivel a henger 6lland6 p siirfis6gii 6s / is 6tland6 ezeket kiemelve 6s
az integdl6st clv6gezve (l6sd a G-II6s a G-III fiiggel€ket) ad6dik:

o ,  
.  f  2 x l o r o l r  2 ,  l o  R '

t = 2ttpl r'dr = | 
------,- 

| =-----. .
;  L  +  l o  I

Az eredm6ny tov6bb egyszerfsithet6, ha figyelembe vessziik, hogy a
henger teljes M tiimege kifejezhet6:

Tdbbvdltoz6s fiieevenyek integdlds eseten dn megvalasztrsdra kevesebb megszorit6st kell
tenni. Az egt'veltoz6s fiiggvenyek integril6skor azonban a fenti szabilyt kell kiivetni.

l = l r - d m = l O L f t r  I d r .
0



M: (sfriis6g)(t6rfo gat\ = (p)(nR'�D.

alakban. Ezt behelyettesitve, a homog6n ttimiir henger tengelyre vo-
natkoz6 tehetetlens6gi nyomatdka:

. .  I=  % MRz (12-6)

Ez a p6lda megmutatja, hogy egy merev test tehetetlens6gi nyomat6ka
gyakan meghatiirozhat6 ugy is, hogy a test ismert tehetetlensegi
nyomateLu egyszerfibb testekb6l van fel6pitve. P6ldak6nt ha+irozzttk
meg a homog6n, R sugaru, M I6meg6 t6miir giimb tehetetlens6gi
nyomat6k6t a kiiz6ppontjan 6trnen6 tengelyre.

MEGOLDAS

A l2-5 6br6n bemutatott m6don a giimbiit irgy kezeljiik, mintha v6-
kony tilrcs6k sorozatrib6l lenne feldpitve. Kivrilasztunk egy dz vastag-
siigri r sugani elemi tiircs6t. Ennek tiimege dm: p dV:
= prldz= p n (R2-*)dz. A v6kony t6rcsa tehetetlensegi nyomat6ka a
12 2 p6lda alapj6n:

dI: %dux2: % p7.(R2-?)2 dz.

A teljes giimb tehetetlens6gi nyomat6ka teh6t
r R r  ,  I  R " .

1  =  [  a t  =  l ) po (n '  - , ' l '  a ,  =a ]p , l ( n "  - � 2R222  +za \dz
J  J )  \  |

^ ^ 2  l  i l x
z K z  z  I  R  _

z -  ^  +  -  l = : P n R r'  ' l o  r )

f - lgyelembe vdve,  hogy a gt imb t t imege La=pV-p ! rn ' .  a  g i imb' 3

tehetetlensegi nyomateka:

r  =21 oa  o^ ,1^ ,  -z  , ^ ,
5 1  3  I  5

,=rrl*' l2-5 6bra
A l2-3 p6ld6hoz.

12.4 Az inerciasug6r
Sz6mos gyakorlati jelent6sdgii, forg6 mozg6st v6gz6 test fizikailag annyira
bonyolult, hogy tehetetlensegi nyomat6ka nem hatirozhato meg szdmit6ssal.
J6 p6tda ene egy mesters6ges botygo. Ebben az esetben a sziimitdsok elv6g-
zas'hez nagy sziiks6g van a tehetetl€ns6gi nyomateknak a test m6reteivel
val6 kifejez6s6re. Az elji+ris a kdvetkez6: A test tdmeg6t 6s l tehetetlens6gi
tnyomat6kfil kiserkti iton megbali\xozzuk. (P6ld6ul rigy, hogy ismert forgat6-
nyomatekot alkalmazunk 6s m€rjiik az okozott c sziiggyorsul6st. Ltisd a 12.6
fejezetgl) Az ily m6don meghatirozott 1 6rt€k kifejezhet6 a test t6meg6nek
6s a /r inerciasugir nagyzex6nek szorzatakent. Az inerciasugar teh6t fgy te-
kinthet6, mintha a test tuAes tjmege q forgdstengelytdl mdrve ilyen divolsdg-
ban egt pontban lenne koncentrdlya. (Megjegyezziik, hogy az a pont, ahova
a tiimeget ilyenkor gondolatban egyesitjiik, zez a test tdmegktiz6ppontja.)



A k inerciasug6r I= ME

ahol 1a M tiimegii test tehetetlensegi nyomat6ka.

(r2-7)

h:p cos 0

12.5 Az impulzusmomentum (perdiilet)

Tovribb fejlesztjiik a halad6 6s a forg6 mozgiis kiizdtti anal6gi6t:

aforgat6nyomatek: M:(er6)(er6kar)

M : (f l(r sirO).

Vektori6lis alakban'. M: r x F

,/ a mozges egyenese

12-6 6bra
A p: mv impulzussal az xy sikban
mozg6 m tiimegpontnak Z impulzus-
momentuma van (az O pontra), ha a p

vektor ir6nya nem megy 6r az O pon-
ton. Jelen p€ld,iban a * tergely az O
pontban a papir sikjrira mer6legesen
elt.

(a) Az -ry sikban p - rzv impulzussal
rendelkez6 n tiimegpontnak
(O -ta voratkoz6) L impulzus-
momentuma van, amel).nek a
nagysaga:
Z, : (zv) (nyomat6k-kar) :
: mw sin4 . Az O -n6l l6v6 *
tengely a z tengely, 6s L ir6nya a
pozitiv z tengely ir6nydval egye-
zik meg, mer6leges az r 6s ap
vektorokat taxtalmaz6 sika.

(b) Az impulzus p, =pcos9 sug6r
ir6nyir komponens6nek nincs
impulzusmomenfuma az
origora, (mert momentumkada
z6rus). Csak a mer6leges p, :
:psinO komponensnek van az
O -m impulzusmomentuma,
ennek nagys6ga I = mvrsin9.

Hat6rozzuk meg az R sugaru M tiimegii tiimiir giimb inerciasugar6t a
tdmegktiz6ppontj6n 6tmen6 tengelyre!

MEGOLDAS

A tdmdr gdmbnek a tiimegkiiz6ppontj6n 6tmend tengelyre vonatkoz6

t€hetetlensegi nyom ateka I: 2/sMR2 Ezeft:

Mt? : T5MR2

6
k = . l :R

v s



Az, impulzus-
momentum
( * tengelyre)

veKtonalls alaKoan

A * tengely az
orig6n 6tmenci
z Engery.

ta.,

12-8 {bra
Az ry sikban fekv6 r helyzetveldo- megtart6sa mellett az onos pontb6l

rir pontban l€v6 m tiimegpont im- felmdrjiik a (b) 6bra szei\t. Azr

pulzusa p. A jobbklzszab llyal vektor p-be forgat6sa megadja azt

ktpzelt az (O -ra vonatkoz6) L: r a forg6sir6nyt, amit ajobbk6z-
x p impulzusmomentum - aho- szab6lyban kell haszn6tni. (Az el-
gyan az (a) 6bra mutatja - mer6le- forgatris I sziige a ket vektor id-
ges az;ry sikra. C6lszer(, ha az r 6s nya 6ltal meghat6rozott szitg.)

a p vektorokat ir6nyaik

Tekintsiink most egy m titmegpontot, amely p = rzv impulzussal mozog.
(12-6 6bra) A p impulzus lr tengelyre vonatkoz6 nyomat6k6t L impulzus-

momentumnak nevezziik:

Z : (impulzus)(momentum karja)
L: (mv)(r sin9)

L = r x p .

Egy, az;ry sikban' mozg6 n tiimegpont I impulzusmomentum6nak tdnya a z

tengely pozitiv vagy negativ ir6ny6ba mutat a jobbk6z-szab6lynak megfele-

l6en. Mint a tiibbi jobbkdz-szabiily eset6ben is, itt sem halad semmilyen fizi-

kai objektum ebben az ir6nyban; a jobbk6z-szab6ly csak egy meg6llapodtis,

amelyrek rev6n egr etlen vektorral forgdsi irdnyt rudunk kifejezni. (12-8 6b-

ra.) Z egysdge a kg'm2/s. (Jegyezziik meg, hogy az impulzus 6s az impulzus-

momentum egys€gei nem azonosak!)
Gyakran el6fordul6 jelens6g az r sugaru k6rp61y6n v sebess€ggel (6s ar

sztlgsebess€ggel) mozg6 m tlmegil rdszecske. Minthogy ebben az esetben a

momenhrmkar a kdr sugara es v = ra , azeft

A kdrmozg6st v6gz6
16szecske
impulzusmomentuma
(a pelya kdzeppontj era)

(r2-e)

Az L vektor a jobbk6z-szab6lynak megfelel6en. (12-9 6bra.) mer6leges a kiir

sikjrlra,6s c6lszerii a ktir kiiz6ppontj6ban felvenni.

Ism6t meg k€ll jegyezni, hogy az r x p impulzusmomenhrm nem tengelyrc, han€m pontra

vonatkoztatott mennyis€g. (l6sd a 234. oldali fordit6i megjegyz6st) A szerz6k azonban

most is els6sorban olyan tengely kilnili forgisokkal foglalkoznak, ahol a vizsgdlt t€st

pontjai egy a teng€lyr€ mer6l€ges sikban mozognak. Ebben az esetb€n az jmpulzusmo_

mentum egyetlen, a tengely irenyeba mutat6 dsszetev6vel rend€lkezik. lgy a pontra 6s a

tengelyre vonatkoztatott impulzusmomentum azonosithat6. A 3 libjegyzet 6ppen ett6l el-

t6r6 eset€kre utal kiss6 f€lr€6rthet6 m6don. (A fordit6 m€giegvz6se)
A tiimegpont totsz6l€ges mozg6sdnak sokkal 6ltal6nosabb eset6t a 12-'l 6bft v'zolia ve-

gyiik 6szre, hogy az L : r x p vektoregyenlet helyes marad annak ellen6re' hogy a koordi_

netateng€lyek nem ill€szkednek az r 6s a p vektorokat tartalmaz6 sikra

(12-8)

l2-7 6bra
Altal6nos esetben r 6s p tetsz6leges
ir6nyir lehet. Itt most a megd6lt sikban
fekszenek. Az L vektor mer6leges az
r 6s p vektort tartalmaz6 sikra.

l2-9 6bra
Az r sugar0 kiirp6ly6n v sebess6ggel
(6s ., sziigsebesseggel) mozg6 tz tii-
megii reszecske impulzusmomentuma
L: mvr : mf a . Az L vektor mer6le-
ges a kdr sikjiira az L = r x P vektor-
szorzatra drv6nyes jobbk6z-szab6ly-

nak megfelel6en.

L = m v r : m f a



12-L0 6bra
A 12-5 p€1d6hoz.

A forg6stengelyre szimmetrikusan
6tcllenes helyzetii m, 6s z, tiimegii
16szecsk6k.

(b) Figyeljiik meg, hogy L, mer6leges
r,-re, 6s L, mer6leges rr-re.

l2-ll hbra
Egy szimmetrikus pdrgettyii szimmet-
riatengelye (ilt a z rengely) k6riil fo-
rog.

(a)

Tekintsiink egy egyenesvonalf p61y6n v sebess6ggel mozg6 ,z tiimegfi
r6szecsk6t! Mutassuk meg, hogy a rdszecske adott (nem az egyenesen
l6v6) O pontra szimitolt L impulzusmomentuma a mozgds b6rmelyik
pillanat6ban azonos (6lland6) €rt6k!

MEGOLDAS

A 12-10 6bra vizolja a tetsz6leges O pont melletti egyenes p6ly6n 6l-
land6 p : rzv impulzussal halad6 r6szecsk6t. Meg kell mutahrunk,
hogy a rdszecske mozg6sa sor6n a" 0 szog 6s az r radi6lis t6vols6g
ugyan folytonosan vdltozik, de az Z impulzusmomentum 6lland6 ma-
rad,. Az L: rp.sino iisszefigg6sben a Gnyezd�ket 6tcsoportositjuk:
p(r'sin0), 6s figyelembe vessziik, hogy rsln9 az O pont 6s az egyenes
pelya kdzittti tivols6ggal egyent6. Minthogy mindp, mind pedig r.sin
0 a r6szecske mozgiisa soriin 6lland6, ezeft az O pontra vonatkoztatott,
I impulzusmomentum is v6ltozatlan a r6szecske egyenesmenti moz-
gdsa sordn.

Z: id6ben rilland6 (6ramutat6 j6r6sriaak irrinyiban)

12.6 Rtigzitett szimmetriatengelye kiiriil
forg6 merev test mozgfsa

A tov6bbiakban a szimmetrikus merev lestnek a rdgzitett szimmetriatengelyi-
re vonatkoz1 impulzusmomentum6t sz4mitjuk ki. Tekintsiik a 12-lla 6brin
lithat6 szimmetdkus piirgettyfit, amint tengelye, a z tengely kiiriil forog. A
forg6stengely egyik oldaLin tal6lhat6 minden n I t6megii reszecsk6hez tarto-
zik egy, a tengelyre szimmetrikus helyzetii mrlimegii r'szecske. A szimmet-
da kiivetkezt6ben az egesz p&gettyid ilyen szimmetrikus r6szecskdkb6l van
fel6pitve. Az egyes r6szecsk6k L, : r5p, impulzus-momentumiinak vektor6b-
r6jiLt a l2-llb 6bra mutatja. (A szokiisos m6don, minden egyes Li vektor
mer6leges az r, 6s a pi vektorokat tart maz6 sikra a jobbkdz-szab6lynak

megfelel6en.) Az L, 6s L, vektor z tengely ir6nyri komponensei megegyez-
nek. A z tengelyre mer6leges komponenseik nagysiiga szint6n azonos, de
iriinyuk ellent6tes, igy 6sszegi.ik z9rus. Ezlrt e k6t r6szecske ered6 impul-
zusmomcntumiinak csak z tengely ir6nyi komponense van. Teh6t az L ts a
2 vektor csak azirt pdrhuzamos, mert az Li vektorok tengelyre merfleges
komponensei a szimmetria miatt kiejtik eg)mds|

Ezut6n tisszegeziink minden szimmetrikus r6szecskep6rra mindaddig,
amig ezt az eg1sz testle el nem v6gezziik. Igy a teljes impulzusmomenh.rm a z
tengelyre vonatkoz6an:

L":2(m,r,2ro) : (Lnty,2)a .

A m6sodik z6rojelben lev6 memyis6g az (ugyancsak a z tengelyre vonatkoz6)
l tehetetlens6gi nyomatek. Ez6rt a z tengely kiiriili forgrisra' felirhat6, hogy

L,= Iot. (r2-10)

' Felt6ve, hogy a test az teng€ly ktjriil forog, a (12-10) egyenlet 6rv6nyes marad aszimmetri-
kus t6rgyak eseteben is.

z

^ l



Az egyenletet veltori6lis alakban is fetirhatjuk, ha az rrr sziigsebes-s6gveldort a jobbk6z-szab6lynak megfetel6en aenntaiot tf z_iZ lU.l.l H"_sonl6k6ppen hatrirozhato meg a sziiggyorsulds_vektor, am i'a = da /i. Az avektor a tengellyel p6rhuzamosan a -.r:6nyiirra mutat, ha a test szOgsebessege
n6. Cs<ikken6 ar eset€ben a ellenkezrj ilinyu. (Ez tOtefeiese.n ?arog az
;9111esyonafti 

mozg6s v 6s a vektorihak rulajdons6g6valr.) Ezt a jeliit6sm6_
qot alKalmazva

. Ez az 6sszefiigg6s csak akkor igaz, ha L 6s or azonos ir6nyf.u A 6. l6b-jegyzetben emlitettek elkeriilds6re eiben a fejezetben o."u, tir*tyorgara_
ual ka-pc_solaas problimdk vizsgdlata csa'k'szimmetrikus t", ii Jil.."nro
tengely Mrnli forgdsdra szoritkozik. (valamivel 6ttarrinosabb "r"t"t "i .ujc uktivetkez6 fejezetben r.irgyalunk.)

12.7 Aforg6 mozgis alapegyenlete
A halad6 6s a forg6 mozgiis tov6bbi anal6giriit tirgyalva id6zziik fel a hatad6mozgds eset6re Newton m6sodik t6w6ny6t: XFuu,"d = dp/de a fo.gJ iorgur_ra vonatkoz6 megfelel6 egyenlet megh atAroz s{hiz kiiz mitjuk ely r6szecs_
ke dgzitett * tengelyre vonatkoz6 L = rxp i-pr,trurrno_.rrtu-iarrut iOOszennti deriv6ltj6t. A vektori6lis szorzat deriv6l6vin6l gondosan iigyelniink
ke.ll.a vektorok 6s deriv ltjaik sorrendjIre. (Ha a t6nyei6k,oo""ji3i i"f"."_
ldlj:!:.a$or a szorzarvekror irdnya ellent6tes leszj A vektori6lis szorzatqenvatasr szabalya hasonlo a kiiztinsdges szozat ismert szab6lyrihoz (G_I
fiiggel6k). Azaz

L = /o fs,,immerriatengetyiik kdrijj I
L forg6 szimmetrikus resrekre I

dL do

d t = r x " ' ! = r t F .

l a<>
o.frita"-y

(a) Az co szogsebess6gvektor. Ha a
jobbk6z ujjait a forg6s iftiryeba
hajl iduk. a kinyli j ton htivetykujj a
torgastengely irdnydba murat6 o
sziigsebessegvektort jelzi.

I

l -
I
I

"ll
JL-

(b) Ha ro n6, a az ot vektor irlnyiba
mutaL

(r2-rr)

(r2-r3)

(r2-r4)

(c) Ha ar csiikken, a ir|nya az a vek-
tor ir6ny6val ellent6tes.

12-12 6,bra
Az d es az () vektorok.

Most figyelembe vesziink ket t6nyt: azt, hogy clr/dt: v,6s p = rzv. Ezeket a
Ientr egyentetbe helyenesitve azt kapjuk, hogy

it,"o>(ff",).[.,#), 0z-,2)

*=(n"")* l . . "4] .
dt  \  d r )

De minthogy a v vektor ugyanabba az ir6nyba mutat mint az mv vektor, azerte ket vektor vektoridlis szorzata 26rus. (Emt6kezetbe id6zziik, hogy a vekto_
riiilis szorzat definici6ja tzrtalmazza a k6t vektor eltal bezfut'szi5i'szinusz6t.
Ha a vektorok piirhuzamosak, akkor ez a sziig 0., 6s sin 0.:0.) iigyelembe
vessziik azt is, hogy dp/dt = F, igy a (12_13) egyenlet felirh at6 mjnt-'

ii,ii!F'i?x.},"#i,:'iil:::'t"tIlTii:l:ffiiil"fjiiJi;J;"',l.,lil?:"il:*t,""?a H fiiggelekben hfejrji't.)
Lgy nem a szrmmetiatengelye k6nil forg6 merev teslre az L ds az (o vektor irdnva nemaronos.. Hogy ezr bel6ssuk, tekrn rsiik a I 2-_ t3 dbnin telhar6 ,.d;b*;t";;;iltu;;;;l;ji;egyjk resz6nek van {O -ra vonarkoz6) L imputzusmomentuma az Lr.,rr,p, vektorialis s/or-zatra 6ruenyes jobbkd/-szabdtynak rnegfet;t6en. Igazot;;;k t.ff.i".,f,ilv .".'il.*i*
Jninj -Lr, mind L2 (az O pontb6l hLtzva) ir6nya azonos. O".r"giit, >l,il"-- iian iut_hato. Vegyrik eszre. hogy L 6s o nem azonosinin4,af . r-asa rn?!: r:. ro ,._+ i*irli,arklegyensrilyozatlans69.
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Csaprigy

Az r x F dsszefiigg6s a r6szecsk6re hat6 (*-ra vonatkoz6) ered6 M forgat6-
\yomatek, ez6rt a (l 2- I 4) egyenlet:

(r2r s)

Rdszecsk€kb6l 6116 rendszer ered6 impulzusmomentuma a rdszecsk6k
impulzusmomentum6nak vektori tisszege:

L : L , + L r + L , +  : I ' L r .

Az impuzusmomentumok az id6 folyamin az egyes r6szecsk6kre hat6 bels6,
valamifi k ls6 er6kt6l szirmaz6 (rttgzitett * tengelyre vonatkoz6) ered6
fogat6nyomat6kok h atisdra megv|ltoznak. De az dsszes bels6 er6t6l sziirma-
z6 forgat6nyomat6k dsszege z6rus, me Newton harmadik tiirv6nye 6rtelm6-
ben az osszes bels6 er6 p6ronk6nt egyenl6 6s ellent6tes; igy minden egyes
er6p6r karja z6rus Eztrt a bels6 erdk forgat6nyomqftkainak dsszege zirus . A
rendszer impuf zusmomentuma csup|n a k lsd forgat6nyomat6kok ered6j6-
nek kovetkezteben v6ltozik:

, -  d L
dt

fszimmetriateneelv I
I M uu,,.:,lcr, I ta*t torgo 

- 
|

I szinrm€trikus iestre I
L(1= 6l land6) I

12-13 6bra
Merev test forg6 mozgesa szimmetda-
tengely6n kiviil es6 tengely ktiriil. Az
clhanyagolhato ti imegii rid ket v€gen
flr es m2 tiimegii test van. A rfd kii-
z6ppontja sziliirdan csatlakozik a
csap6gyakkal rtigzitett fiigg6leges
tengelyhez. A tengely a rriddal 0 szo-
get zdr be. A rendszer dlland6 o szdg-
sebess6ggel forog a fiigg6leges ten-
gely kdriil. (L6sd a 277 otdalon a 6-ik
l bjegyzetet.)

12-14 6bra
A 12-6 p6ld6hoz.

(12-16)

Mind M, mind L ugyanarra a tengelyre (pontra) vonatkoztatva sz6mitand6.
Ha az l tehetetlens6gi nyomat6k 6lland6, 6s ha szimmetrikus test forog a

szimmetdatengelye kiirtl, akkor L : fto ,6s igy dL/dt : IdtD /dt = Ia.

A forg6 mozgiis
alapegyenlete
(forg6si anal6gia
az Fuu,,n = Mar**

ttirvenyre)

(r2-r6)

Minthogy ebben a fejezetben a szimmetriatengelyiik kiiriil forg6 szimmetri-
kus testek t6rgyal6s6ra szoritkozunk, ez6 a most kiivetkez6 p6tdtikban a
(12-16) 6s a (12-17) egyenleteket fogjuk alkalmazni.

Egy M taimegii, R sugaru tiimiir, homog6n anyagu hengert ugy sze-

reltek fel a l2-l4a 6bftr, v'zolt vizszintes tengelyre, hogy a tengelyen

elhanyagolhat6 srirl6d6ssal foroghasson. A hengerre v6kony k6t6l van

csavarva. A kiit6l szabad v6g6t 6lland6 T eft fesziti, igy ez az er6 a

homogdn tdmdr
henger

M= torneg
R: sugdr

Az impulzusmomentum
tetel (Newton m6sodik
tory6nyenek
analogonja)

,. -,r"#i*'=#

c



(nyugalomb6l indul6) hengemek sziiggyorsul6st ad. Hatirozzuk meg
(a) a henger d szitggyorsul6s6t 6s (b) o szitgsebess6g6t, miut6n a kot6'i
a pls111aqfira letekeredett. (c) Harirozzuk meg a fenti mennyis6_
gek eftfklt,ha M = 2kg,R= l0 cm, I= 5 N 6s d:40 cm!

MEGOLDAS

(a) A l2-l4b dbr6n az 6ramuraro j i ir i isdval ellent6tes forgdsirdnv po_
zttiv. A l2-3 ribrdbol kit juk. hogy ! En€ketttMRr.

2M:Ia.
(* rengetyrc)
TR = t/zMR2a.

Az a szdggyorsulitst o = 4-.
MR

Az a sztiggyorsul6s forgdsi ir6nya ugyantgy az 6ramutat6 jfuir;!_
val elfent6tes, mint az M forgat6tyomaleke.

(b) Amint a / hosszirs6gri kotdldarab letekeredik, a henger ny.ugalmi
helyzet6b6l 0 : d/R szdggel elfordul. A henger e pillanathoz iarto_
zo szogsebess6g6t a (l l-14) kinematikai egyenletb6l szdmitjuk:

(02  =  (Do,  +  za(e  _e  " )

, '  = (o)'.,(#)(*-')
2
R

Minthogy a henger gyorsul, ro ugyanrigy, az 6ramutat6 j6riiseval
ellentetes forgdsi irdny0. minr a.

(c) A numerikus 6rt6kek behelyettesit6s6vel kiivetkez6ket kapjuk:

a = 2 r -  
( 2 ) ( 5 N )  

= s o n t u d
MR (2  kgxo. l0  m)  

- - ' -  
s2  

'

_  1^^  rad

S

M : tdmeg
p : sugdr

2
R

( a )

1:
,@
tt 

Mg

$
I

mE
(b)

Tegyiik fel, hogy az el6z6 p6ld6ban ahelyett, hogy a k6t6l v€.g6t h6z_
ndnk 7= 5 N er6vel, a kdt6l v6g6re egy ll = 5 N srilyir testei akasz_
tunk. (12-l5a 6bra.) (a) Ugyanakkora marad-e a henger o sztiggyor_
sul6sa, mint az el6z6 esetben volt? (b) Ha nem, akkor szamitiul ti
ennek 6rtek6t ugyan allla az M = 2 kg, R : I 0 cm adatokkal rendelkezd
hengerre, de W: mg = 5 N eset6re! (c) Hat6tozzuk meg a k6t6lt fe-
szit6 T er6l az m t'meg siillyed6se folyam6n!

MEGOLDAS

(a) A l2-l5b iibra a henger 6s a r6akasztott t6meg vektoriibr6j6t mu-
tatja. Arra kiivetkeztethetiink, hogy a I feszit6er6nek kis;bbnek
kell lennie, mint az el6z6 p6ld6ban. Ez azzal indokolhat6, hogy ia
a feszit6er6 egtenl' lenne mg-veL akkor a kot'lre akasztott testre
hato eredd er6 z6rus lenne, is ezdrt nem gtorsulna. Tehat T ki-
sebb mint rug, ktivetkez6sk6ppen a henger sziiggyorsuliisiinak ki-
sebbnek kell lennie, mint el6z6les volt.

0 1-r-r
t

12-15 6bra
A l2-1 p6ld6hoz.



(b) Most alkalmazzuk Newton m6sodik tiirv6ny6t az m titmegre 6s a
hengerre. Felt6telezve, hogy a ktit6l nem cstszik, a henger
0 =d/r szdggel val6 elfordul6sakor a kdt6l d hosszrisrigri szal€sza
Ietekeredik. Ez6fi a benger d, sziiggyorsul6sa az q = Ra tisszefiig-
ges szednt kapcsolatban van a tiimeg a gyorsul6s6val. A halad6 6s
a forg6 mozg6s ktiziitt fenn6ll6 ezen kapcsolat miatt kiivetkezete-
sek lesziink a 6s a pozitiv ir6ny6nak megv6lasztisbban. Az a
vektor sz6miira a lefel6 mutat6 iriinyt v6lasztva pozitivrak, d sze-
m6ra az 6ramutat6 j6r6s6val ellent6tes ir6nyt kell pozitivnak v6-
lasztani. A homogen tiimiir henger 1 tehetetlens6gi nyomat6ka
'/,MR2.

z halad6 mozgisa
2F:  ma

mg T: ma
m@-a) = 7

d : Rq helyettesitdssel 6s a kdt kifejez6st egyenl6v6 t6ve, ?'kikii-
sziibolds6vel kapjuk:

m(g-Ra): l/zMRa.

innen a 6rtdke

A henger forg6sa
ZM: Ia
(*kiiriiD
TR = 1/MR2a

T: '/zMRct.

- ( u  \
m s = R c r l - + m l"  

\ 2  )

Mivel zg 6rt€ke 5 N, igy

2-g

R(M + 2m)

R(M +zm)

2(2N)
(0.10 mX2 kg) + (2XO.s 1 kg.)

" . ,  r a d

s -

(c) A kiit6lt feszit6 er6 az al6bbi szerint sz6mithat6:

r = | u n"= -lrz r.exo.ro.{:r.r $J = r.: r N

Megjegyezziik, hogy ez kisebb, mrnt az el6z6 p6ld6ban szerepl6
5 N feszit6 er6.

A 12-16 6br6n liithat6 katapult nagy kiivek hajit6srira szolg6l6 6si
fegyver. A meghajlitott farud rug6k6nt mfikiidik, 6s (a vizszint€s meg-
feszitett huzal riltal) er6t gyakorol a katapult karj6ra. A huzal a ten-
gelyt6l rr:2 m tdvolsigban csatlakozik a karhoz. A k6 t6mege 100 kg,
6s a tengelyt6l rr: 7 m t6vols6gbaa helyezkedik el. A katapultot tii-
zel6sre k6szen tart6 kiitelet elv6&j6k. Ebben az id6pontban, amikor is

@ - 30', a huzalt feszir6 erri T - 2yl0a N. A katapult karj6nak tt imeget
elhanyagolva hat6rozzuk meg a k6 tengelyre vonatkoztatott szitggyor-
sul6s6t!

MEGOLDAS

A l2-l6b 6bra a kiliiv6kar 6s a k6 vektor6bnij6t mutatja be. Ha az
6ramutat6 j6r6s6val ellent6tes ir6nyt v6lasztjuk pozitivnak, akkor a rt
tengelyre vonatkoz6 ered6 forgat6nyomatek:

2mg



2M = (7)(T eftkarla) - (mg)(mg er6karja)
(*tengelyre)

= 7r,sin30o - mgz, sin60o

: (2x104 N)(2 m)(0,s00) _ (l0o kgx9,8 m/s)(z m)(0,866)

IM :-iJxrc"fq:m.

Az m litmeg tengelyre vonatkoz6 tehetetlensegi nyomat'ka I : mf =
(100 kgXT m)'� : 4,90x103 kg.m,. A szdggyorsul6st a

\M: kt
( * tengely kdriil)

egyenletb6l nyerjiik.

Ebb6l kifejezve az a szoggyorsul6st, felirhat6, hogy

Vizszintes
huzal

megha.j-
litott
rud

o = M _  l . 4 l ^ l o o N m  
= . n " r u d

I  4,9ot loJ kgm, 
- ' ' "  

" ,
Megjegyezziik, hogy a sz6ggyorsulesra adott v6laszban sziiks6ses a
..radirin" egys€g beiresa (hogy megkii l i inboztessiik a,,fordular peimii_
sodperc negyzel" egysdgben megadhat6 6rtektdl).
Azt a sebess6get, amelyre a k6 szert tesz, akkor tudjuk megbecsiilni,
ha felt6telezztk, hogy a szdggyorsulds mindaddig 6lland6, amig a k6
a katapultot a kar 90"-os sziigelfordul6s6ig elhagyja. (Ez nem irre_
6lis felt6telez6s, mert annak ellendre, hogy a huzal feszit6ereje
csiisken, er6karja n6, igy szorzatuk nem sokat v6ltozik.) E kozelitds
szerint a k6 tdbb mint 20 m/s sebess6sre tesz szert.

F,

12-16 6bra
A l2-8 p6lddhoz.

(b)

12-17 6bra
A l2-9 p6ld6hoz.

(b)

ley 
3Z 

!C-os fiir a 3 m 6tm6r6jii ringlispil alapdeszkiij6nak perem€n
nl, (12-l7a 6bra). (a) Hat6rozzuk meg a fit tehitetlensJgi nyomat6k6t
a kiiz6pponli tengelyre. (b) Ha valaki rigy kezdi forgat;i a'k6rhint6t,
hogy ez a firira 6rint6 ir6nyf 30 N er6t fejt ki, akkoi mekkora sz6g_
gyorsul6ssal fog a ktirhinta forogni?

MEGOLDAS

(a) Ha a firit z tiimeg( tiimegpontk6nt kezeljiik, akkor 1 tehetetlens6gi
nyomateka a * tengelyre

I : mR' :(32 kg)(t ,5 m)2 = 72 yr.^2.
(*tengely kdnil)

(b) A sztiggyorsuLis kiszdmitdsdra a

2M= Ia
(*tengety kitriil)

egyenletet alkalmazzuk. Innen az c sziiggyorsul6s

o = M  -  F  R s i n f  -  ( 3 0 N X l . 5 m X s i n  9 0 ' )  
= n ^ r . 1 9

I  I  7 2 k g m ' �  
" ' " - ' s 2



Fiigg6leges
forgiistengely

I
Kezdeti forgds

12-18 6bra
A korcsoly6z6 felhaszn6lja az impul-
zusmomentum megmarad6s tiirveny6t.
A forg6st nyrijtott karral 6s l5bbal
kezdi el. Majd testreszeit a forgasten-
gelyhez a lehet6 legkiizelebbre hfzva
forg6si sebess6g6t nagymdrtekben
niiveli.

A rendszer fri996legcs tengelyre vo-
natkozo impulzusmomenruma meg-
marad.

12.8 Az impulzusmomentum (perdiilet)
megmarad6sa

Lrittuk, hogy az ered6 kiils6 forgat6nyomat6k az impulzusmomentum
viiltozisi sebess6gdvel (id6 szerinti deriv6ltj6val) egyenl6: tMriir,6: dl-/dl.
Ha a rendszer z6rt, azaz a (*tengelyre vonatkoz6) kiils6 forgat6nyomatekok
ered6je z6rus, akkor a ( rttengelyre vonarkoz6) impulzusmomentum az
id6ben 6lland6:

A ( *  tenge ly re  vonatkoz6)  impu lzus-
8l-

ar-
( rr--

att
F

gyorsabb
forgds

momentum megmarad6sa

z6rt rendszerrex

(12-r 8)

Ha egy z tengely kiiriil forg6 testre hat6 forgat6nyomatekok ered6je (a z
tengelyre) z6rus, akkor impulzusmomentum6nak z irinyi komponense l: /ro,
ahol / a test z tengelyre vonatkoz6 tehetetlens6gi nyomateka. Erre az esetre'
az impulzusmomentum megmarad6sa a kovetkez6kdppen irhat6 fel:

Az impulzusmomentum
megmarad6sa
rttgzitett tengety koriil loao: I@ (12-19)

(vagy egy, a tiimegkiiz6pponton iitn€n6
iinmag6val p6rhuzamosan mozg6 tengelyre)

Tegyiik fel, hogy a z6rt rendszer forg6s kozben a bels6 er6k hatds6ra oly mo-
don vdltoztatja meg a tiimegeloszl6sat, hogy egyes r6szeit a tengelyt6l t6vo-
labb (vagy kiizclebb) hozza.' llyen esetben, ha p6ld6ul 1 cstikken, akkor ro
novekszik. igy tehdt akkor is fell6phet szoggyorsul6s (a + 0), ha a rendszer-
re hat6 kiils6 forgat6nyomat6kok ered6je 26rus, (ha teh6t lMuu,,o: 0).

Az el6ad6s soren bemutatott al6bbi kis6rletek az impulzusmomentum
megmarad6s6t illusztr6lj6k rtigzitett tengely eset€n. Egy di6k olyan
sz6ken ill, amelyik fiigg6leges tengely k6r0l szabadon foroghat. A di-
6k mindk6t kez6ben vizszintesen kinyirjtott kanal sgy-egy neh6z testet
taxt. A tan6r lassan forg6sba hozza a szlket, majd felsz6litja a di6kot,
hogy hrizza be a k6t karjAt a mellkas6hoz, igy a k6t neh6z test a for-
g6stengelyhez kiizelebb keriil. Minthogy a testek forg6stengelyhez
kiizelitdse cstikkenti a zArt rendszer 1 tehetetlensegi nyomat6k6t, ez6rt
az o sztigsebess6g er6teljesen megn6, illusztriilva az Ia impulzus-
momentum megmaradas6t.
A kiivetkez6 kis6rlet sor6n a forg6sz6ken iil6, eredetileg nyugalomban
(forg6smentes rillapotban) l6v6 di6k forg6 biciklikereket (20 = 1o@J
tart tengely6vel fiigg6legesen (a z ten9ely ir6nyriban, 12-19 6bra). (A

forgiisi tehetetlenseg niivel6s6re a gumitiiml6t rendszerint a peremre
er6sitett neh6z f6mabronccsal helyettesitik.) Ha a di6k a forg6 ker6k
tengely6t 180'-kal elforditja, akkor a di6k-plusz-sz6k rendszer 2 loa o

A rnegmaradrsi tdrv6ny akkor is igaz, ha nem a tengely kdriili forgrisokra mondjuk ki. (A

fordit6 megiegyz6se)
Fontos tulajdonsaga a (12-19) egyenletnek, hogy nemcsak rdgzitetl forgdsteng€ly eset6re
6rv€nyes, (mint ebb€n a fejezetben tdrgyaljuk), hanem a tdmegkdz€pponbn etmen6, olyan
forgasf€ngely eset6ben is, amely a t€.ben irgy tolddtk el, hogy dnmagdval nindig pnfiu'

zamosan marad. (Er6l majd a kiivetkez6 fejezetben lesz sz6.)
A tdm€geloszl6s megv6ltoztalisanak m6s m6dja olyan kiils6 er6k alkalmazdsrn alapul,

amelyek hat6svonala a tengelyen megy et - t€h6ttn. centrdlis e:66k -, igyhogy ezek ered6

forgat6nyomat6ka, EM1o,.6 z6nrs mamd.

L u : L

/lF
AW

ffib<Hn
llsw<>

12-19 hbra



rmpuzusmomentumot nyer, a ker6k v6gs6 forg6si ir6ny6val ellentire-
se1, 

lEylogy a rendszer teljes impulzusmomentuma az eredeti 10ar 0 ma-
rad. Ebben a kis6rletben az impulzusmomentum z ininyri d ko-pon"n_
se megmarad. A forg6 ker6k tengely6nek miis ir6nyba val6 elfordit6sa
eseten nz impulzusmomentumnak csak a z ir6nyf komponense az, ami
megmarad. mivcf a sz6k nem zarr rendszer az x ts az y tengelyre vo_
natkoz6 kiils6 forgat6nyomat6kokkal szemben.

9,^no -*Fo,-ng T

12-20 6bra
A l2-10 p€ld6hoz.

Impulzusmomentummal egyiitt j{16 iitkiiz6sek
Olyan titkiizdsek esetdn, amelyekn6l valamely tengelyre vonatkoz6 impul_
zusmomentum fell6p, az iitkiiz6sben r6sztvev6 testekre 6rv6nyes az impul-
zusmomentum megmarad6sa, ha ezen tengelyre a kiils6 forgat6nyomat6kok
€red6j€ az 0tkiiz6s alatt 26rus. A kiivetkez6 k6t p6lda ezt az esetet illusztrelia.

Vizszintes sirrl6dAsmentes nldon k6t kismeretii goly6 van rogzitye a
lTq"]Vltt 0,10 m trivols6gban szimmetrikus helyzetben, ahJgyan a
12.-20 ihra mutatja. A goly6k titmege m:0,20 kg. A goly6k e'i3g ki_
csinyek ahhoz, hogy pontszeriinek legycnek tekinthet6k. A rridnak a
ktiz6ppontj6n 6tmen6 fiigg6leges tengelyre vonatkoz6 tehetetlens6gi
nyomateka 0,070 kg.m,. Miktizben az eszk;;z a fiigg6leges tengei
kiidil percenk6nt 80 fordulatot tesz meg, a goly6kat iOgzii6 retesz-ki_
old. A goly6k kifel6 csrlsznak, 6s a rud k6t v6g6n l6v6 iitkii z6t6l meg_
rillnak. Hatrirozzuk meg a rendszer v6gs6 szdgsebess6g6t.

MEGOLDAS

Minthogy a tengelyre kiils6 lorgat6nyomat6k nem hat, alkalmazhatiuk
az impulzusmomentum megmaraddsdnak a tdrvinyet. Elriszrir dtsz6_
mirjuk a forgdsi sebessdget radidn per mdsodpercre:

., = so * l 'ryo il '"'ul l= a.:zl9percl 60 s lL Lt4fd ) s

etszami!isi renycz6

TovdbbA mivcj L^ - L

I r  ,  t  ' ll l r  t  I '  I  I

l l la- , /o 
+(/6.r , .u / , lcoo = 

l ( /o, l+t /" . , , " ,  l l r , l

(t ,,), *(, ".,, r) "
@ = @o -l----r--l------i

\ I  ' t r  )+\r , !"1,.* )
Behelyettesit6s utiin

. .  - (  "  . .  r a d  )  ( 0 . 0 7 0  k s  m ' � ) -  { 2 } ( 0 . 2 0  k s ) 1 0 . l 0  m ) ' �
, ) = t x { /

\  s  . /  (0 .070 kg m, )+ (2 ) (0. :0  kg)(0.a0 m),

1 ^ - _  1 1 6  1 ( o . o ; + t < g m , )  . ^ . ,
. o = 1 8 - 3 7 - i : l  :  

-  
: : ' = - 1 . 7 6 ' " "

\  s  . /  (0 . t3  kg m , . )  s

ad6dik.



l--=\- , (  (-D, ' )
\.--=____-__-./ A forgis

\-\-_----/ poziriv irdnya
A forgiis

pozitiv irdnya
(feliilr6l n6zve)

ri'

12-21 6,bra
A l2 -11p6 ld6hoz.

Mint ahogyar a 12-21 6bra m atja, egy m 1 ,2 kg t<imegii homogen
tomiir t6rcsa sfrl6d6smentesen forog a tdrcsa sikj6ra mer6leges, a to-
megktiz6pponton 6tmen6 tengely kiiriil. A forg6s iriinya feliilr6l n6zve
az 6ramutat6 j6ris6val egyezT ir6nyri, a kezdeti szdgsebess6g
(ar,)o = 2rad./s. Egy hasonl6, ugyanakkora sugaru mr:2 kg t6megii
tircsa srirl6d6smentesen ugyanarra a tengelyre szerelve, az 6ramutat6
j6risdval ellent6tes ir6nyban (ro r)o: 1,8 rad./s szogsebess6ggel forog.
Most a fels6 t6rcs6t raejtjiik az als6ra (amely ezt megtartja), 6s a tiir-
cs6k kiizott fell6p6 mozg6si sirrl6d6s kovetkezt6ben a k6t tdrcsa v6gtil
egytitt forog. Hat|rozzuk meg az egyiitt forg6 kdt t6rcsa v6gs6 ar
szogsebesseg6t is az egyiittforg6s ir6nydt! f(*tengelyre vonatkozo)
kiils6 forgat6nyomat€k semmikor sem l6p fel.l

MEGOLDAS

Minthogy a rendszerre kiils6 forgat6nyomat6k nem hat,6rv6nyes a
ritgzitett fligg6leges tengelyre vonatkoz6 impulzusmomentum meg-
marad6sa. (De megjegyezzi.ik, hogy a mechanikai energia megmara-
diisa nem 6rv6nyes, mert a srirl6diis kdvetkezt6ben fejl6dik valameny-
nyi hti.) A feliilr6l n6zve az 6ramutat6 j6r6siival ellent6tes forgasi
ininyt jeloljiik pozitivnak, igy a.fe(bl6 mutat6 vektorok pozitivak.
Kdvetkezdskippen Lo,- -2radts. 

Lo_ L

( r , ) (or ,  )o  +(r , )u(r , , , )  u  = Q,  + t , ) ,
/  , \ /  \  /  . \ /
l V n  R ' l l u , ) , + f  i  n , R '  ) l a  t  ) "  =  ' / , \ n  +  n z l R ' w

Az ar sziigsebess6gre innen:

^ , ( .  , \  "  +  n , ( u  , \  .
a r ) =  

"  ' u  _ \  ' ' u

m . +  m 2

_ (1,2 ksx- 2 rud / E + (2 ksx1,8 rad / s)
(t,z tg+ z kg)

^  ̂ - -  rad

S

ad6dik: Minthogy az eredm6ny pozitiv, a forgiis iriinya (feliilr6l n6z-
ve) a7 oramulal6 jdrdsdval ellentdtes.



Ez a, p|lda azt mutatja be. hogy az impulzusmomentum fogalma nem
Koro-orx_a rorgo mozgashoz. Tegyiik fel. hogy a l2_g pdlddban sze_
replci, 32 kg tomegrj gyermek a (l m dtlndrif i) r inglispil kerulertr
ennro egyenes menten 1.8 m/s sebess6ggel fut a fiild6n, ds a deszkd_
zatra ugrik. (12-22 6bra.) (a) HatArozzuk."g u gy".-.k Z impulzus_
mom.entumat.a nnglispil * tengelyere vonatkozoan a fetugnii el6tr!
(b) Ha.a nnglispil kezdetben nyugalomban van. hatdrozzuk meg az rrr
szdgsebess6g6t, miut'n a fiu a deszk6zatra ugott 6s ott megkap"aszko-
dott! A ringlispil tengelyre vonatkoztatot aehetetlens6gi 

"nyo-ut"tu

I zu Ks.m'-

MEGOLD.4S

(a) A firi impulzusa p: mv =(32 kg)(1,8 nr/s) :52,6 kg.m/s. igy im_
pulzusmomenluma a * tengclyre:

Z =(p)(momentumkar) : (57,6 kg.m/s)(1,5 m) : 86,4 kg.mrls.
(b) Miutrin a firi elrugaszkodott a ftildr6l, hogy a ringlispilre az 6rint6

ir6ny6b6l r6ugorjon, a ringlispilb6l es a nriUOt ill6 rendsze.re a
tengelyre vonatkoz6an kiils6 forgat6nyomat6k m6r nem hat, a
rendszer 26rt. igy a*tengelyre vonatkoz6 impulzusmomentum
megmarad a ..befogdsi" i i tkdzds sordn. Mint minden rugalmatlan
iitkiiz6skor, az energia nem marad meg. Az itkdzes ala"tt a tart6
csap6gyak vizszintes iriinyir er6 l6k6st fejtenek ki a ringlispilre
(azert, hogy azt jgzitsek), igy az dsszimpulzu, ,n- *oid ^"g.
Azonban ha a csap6gyak sirrl6dismentesek, akkor forgat6nyom#_
kot nem fejtenek ki, igy a * lsagslyTp vonatkoz6 impltlzusmomen_
tum az itkdziskor megmarad.

L n =  L

(Ln)o + (L*)o: fI1;,1+1,,0)a

86,4 kg.m'�ls + 0 = 1Q2 + 72g1yr.^21,

Tehiit az cr.r szogsebessdg tr = 86'4kgm'-/s -0.,0, rad.
792ksm' s

Rugalmatlan iitkriz6sek alkalm6val a mechanikai energia egy r6sze h6v6
alakul, ill. maradand6 deform6ci6 l6trehoz6s6ra fordit6dit.-a tlve*ezO pet_
da ezt illusztr6lja forg6 rnozg6ssal egyiittjrir6 iitk6z6s esetdre.

Sz6mitsuk ki az el6z6 p'lda" eset'n az itkiiz6s sor6n bekiiv etkezell LK
mechanikai energiav6ltoz6st

MEGOLD.4S

A kezdeti mechanikai energia a firi kinetikus energi6ja: az egyenes_
vonafri mozgdsa soraLn: Ko= %nt/. Az iitkozes u6n a vess6 forsdsi
kinetikus energia ( = r/rl ^r@, -'t lrru2. iEy:

LK: K. KO

12-22 6bra
412-12 p6ldirhoz.



LK=Y.[I,"P+ If l(,2 - Yrml

LK =% l(12o + 72)kg m'�lsl(0,l09 radlt'�- %(32 kgxl,8 m/sf

A,K = -32,7 J.

A negativ el6jel arra utal, hogy ennyi kezdeti mechanikai energia el-
veszett (6talakult) h6- vagy egy6b energi6v6.

12.9 A forg6 testen v6gzett munka
6s a forg:isi energia

A halad6- 6s a forg6 mozg6s anal6gi6j6nak tov6bbi kiterjeszt6s6hez tekintsiik

most azt a LW munkat , amelyet a riigzitett tengelyre szerelt tiircs6n egy kiil-

s6 F er6 vEgez. (12-23 irbra.) Az et6 a lircsa sikj6ban hat. Amint a tiircsa egy

kicsiny A0 sziiggel elfordul, az F, tar'gerci|lis er6komponens egy kicsiny

A,S: rA0 ivhosszal etmozdul, igy az ero LII : F, A,S: F, rA0 =M A0 mun-

k t Yelez.

Elerni munka Ossz€s munka

L W = M L g  W = l M d e
0 l

A munka egys6ge N m [J]. (A szdggel kapcsolatos dimenzi6 n6lkiili ,,radirin"
egyseget szok6s szerint elhagyjuk.)

A (12-2) egyenletb6l azt kapjuk, hogy

Forgiisi
kinetikus energia

(r2-2r)

Konzervativ rendszerben, amelyben a kiils6 er6k 6s nyomatokok €re-

d6je z6rus, mind a halad6-, mind a forg6 mozg6sra 6rv6nyes a mechanikai

energia megmaraddsa:

Munkav6gz6s
forg6 mozgiis eseten

A mechanikai energia

megmarad6sa

(12-20)

(12-22)t t  + L : f  l + k '

Hasonl6k6open a munkatEtel is alkalmazhat6 forg6 mozgAs eset6n

12-23 6bra
A riigzitett tengelyre szerelt t6rcs6ra a

ktils6 F er6 hat. A (b) 6br6rt az er6 rall.-

genci6lis 6s radi6lis komponensre van

bontva.



A munkatetel
ftgzitelt
tengely kiiriili
forg6sra

[A forgat6nyomatekok I _nn
Ltisszes munkija (12-23)

T
h

Ii l
l l

u S E v - - - - + - - - ,

12-24 6bra
A 12-14 p6ldihoz.

l

I
I

Miut6n egy spir6lrug6t hossztengelye kiiriil egyensttyi helyzetdb6l
60o-kal elcsavartunk, 0,30 N m forgat6nyomat6k sziiksdges ahhoz,
hogy ebben a megfeszitett helyzetben nyugalomban maradjon. Felt6-
telezve a Hooke tiirv6ny 6wdnyessdg6t, amely szerint a visszat6dt6
forgat6nyomatek a sziigelforduldssal ar6nyos, hat6rozzuk meg (a) a

Egy homog6n, ttimdr hengerre felcsavart ktitdl vegere llr tdmegii test
van er6sitve a 12-24 6bra szerint. A henger tomege M = 4m, sugara R,
es sirl6dismentes csap6gy tada. Alkalmazzuk a mechanikai energia
megmarad6sdnak elv6t az m tdm€g gyorsuliisiinak meghat6roz6s6ra.
(Ez a 12-6 p6ld6ban tirgyatt feladat m6s megold6sa. Ez a megkdzeli-
tes rendszerint egyszer(bb, mint a Newton tiirvdnyek alkalmaz6sa.)

MEGOLDAS

Celszerii azt felt6telezn:,, hogy az m t'megii test nyugalomb6l indul, 6s
lr tiivols5gnyira mozdul lefel6. (Ez a t6vols6g a sz6mit6s sor6n ki fog
esni.) A rendszer konzervativ, 6s az energia megmarad6s elve alapj6n
kiinnyen kisz6mithatjuk a test sebess6g6t, ha i magass6ggal lejjebb
keriil. A gravit6ci6s potenci6lis energia % = 0 referencia szintjek6nt
az m tiSmeg v'gs6 helyzet€t viiasztjuk.

E o : E

(us)o + (K,""^,)o + (K- )o : Us + K,.,, + K-,

(mgho) + (Yzmt|)o + ('/dat21o: ^f1, * %m\| + %I@2

mgh + (0) + (.0) : (0) + %mf + '/d'/,(4m)R2l@2 .

Minthogy a ktitdl az R sugaru hengerr6l csirsz6s n6lkiil tekeredik le,
ezert v : R@ : Ezt behelyettesitve

2gh:  i  +  %(4)v2 :3v2 .
innen

Tv = , 1 : E h .
Y 3 -

Az m tiimegii test fiigg6leges gyorsulasiit a kinematikai egyenletb6l
nyerj0k:

i = v o ? + 2 a g - y o 1

Beh€lyettesites utdn

ad6dik, ahonnan

)
: r h : 0 + 2 a h
l "

I

3 "



rug6 r un. torzi6s rug66lland6j6t, 6s (b) a megcsavart rug6ban 6rolt
potenci6lis energi6t!

MEGOLD.4S

Az egyszer( rug6ra vonalkoz6 Hooke tiiw|ny F - - Ax, ahol k a rug6-
6lland6. Ezzel anal6g m6don felirhat6 az ide6lis spir6lrug6ra vonatko-
z6 Hooke ttirv6ny: M= - x0, ahol M a fotgat6nyomat6k, f pedig az
un. csavar6si vagy torzi6s rug66lland6.

( a )  A  e  s z i i s  0  = 6 0 0 1  - " ' - '  
l = : r a d .-  

\  1 6 0 ' ,  3

M [o . io  Nm]  Nm
, 1 / = - r 0  - b o l  K = * =  ;  ,  = 0 . 2 8 7  " : .

t 1  I t T  , l  r a q
I  m q l
\ J  . )

(b) A megfeszitett rug6ban a potenci6lis energia

u  -  - .  =  t ,<0 '= l f o . zs ,  N '  
l [  

"  
r ad )  =0 .157Nm=0.157 i .

2 2[  rad / l  3 )

Egy 0,13 kg m'� tehetetlens6gi nyom6t6kir kosziirfk6re 25 N.m 6llan-
d6 forgat6nyomatdk hat. Hatirozzuk meg energetikai megfontol6sok-
kal a sziigsebess6get (fordulat per m6sodpercben) a kiisztirffk6 15 for-
dulata ut6n. (A sfrl6dris elhanyagol6s6val.)

MEGOLDAS

A forg6 mozgiisra felirt munkatetelr6l megrillapitohrk, hogy

[Az ered6 forgat6nyomat6k munkrija] = AK-,,

M 0 = , / d @ 2 _ W o a z

I  ) ,  r . d  I  | ,
(25 NmX)( | s-lrord.)l # l= 1@.t 

z t^g m' )a,' - 0 tt2-241
. \  T rq  / .

i ls , ,dmi l isr  lenye,d

Innen a.r 6rt6ke:

= leo4 .
s

Fordulat per m6sodpercre 6tsz6mitva:

iitszdmlfdsi tenyez6

(zs)(rs)(2")(z)
(0,131

A fenti p6lda egy, a forg6si probl6m6kkal kapcsolatos megszivlelendd fi-
gyelmeztet6st tartalmaz arla az esetr€, ha a feltett k6rd6sre a v6laszt radidn
helyett fordulatsz6mmal kell megadni. A munka M0 kifejez6s6ben a 0 szd-
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)-seoesseg
dt

dv

dt
gyorsuliis

Kin ematikai egten lctek

(6llard6
gyorsul6s eset6n)

tiimeg

er6

impulzus

Newton II.
ttirvdnye

er6impulzus FA': Ap

munka LW= FLx
mozg6si energia y = |mv2
teljesitm6ny p : Fv
Hooke-tdrv6ny F = -kx

x = x o + v o t + + a t 2

v2 = vo' + 2a(x - xo)

, ) aszogseDesseg at = !)L
clt

sziiqgyorsulds ^ - du

dt

(6lland6
szdggyorsul6s
eset6n)

la 
=i- l ,o+at

l 0  
=  0u  +ao t  +  | a t2

ta' =ao' + 2ct.(0 -0n)

u

F

tehotetlens6gi r
nyomat6k
forgat6nyomat6k M

I
impulzusnyomatdk .] L =1ct

(perdi.ilet) |
IL,: IA

f*r:nA rorgo mozgas I -
alapesyenlete 

l*=#
forgat6nyomat6k- MAI _ AL
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I 
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I
Lforg6 szimmerrikus test€kre l
(mindig)
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p = m v

r
J.=r . "
l r = 4
r d t

(61land6 ,'r mellert)

impulzus
munka LW: MAe

mozg6si energia K-, =\Ia'�
telJesitmeny p = Mco
Hooke-fele forgat6- M: ke
nyomatek-tdrvdny

g:ljll* radirinban ke 

 

kifejezni. Helyteten reh6t irgy okoskodni, hogy
azen, mert a vegeredmenyt fordulat per percben keressiik, a feladat megoldi-
sa sonin mell6zhetjiik a 15 fordulat radi6n egys6gre val6 6tsz6mitAsat. ez
Atsz6mit6s 

-elhagy6sa hellelen eredmdnyre u"i"t. Mind"r, forgdssal kapcso-
latos iisszefiiggdsben a szrigelfordul6st radifnban kell megadnii

^ 
A l2-l tdbldzatban iisszefoglaltuk 6s p6rhuzamba 6llitottuk a halado es

a lorgomozgds egyenleteit.

12.10 Dinamikai kiegyensrilyozafl ansriq
Minden merev testnek, m6g a legszab6lytalanabbnak is, van h6rom, egymas_
ra.mer6feges,. rin. / tehetetlensegi tengelye. (Szimmetrikus testek eset6ben
mrnoegyrk szrmmetflatengely f6 tehetetlens6gi tengely.) J6llehet a fd tehe-

:ll"jrdC,i 
,..rC"tL:! definiril4sa meghaladja e k6nyu t"..t"it, de jetentosegnk

mran megts emlitest tesziink roluk.. Ugyanis a f6 rehetetlensegi rengelyek
ktidil vdgzett lorgiis eset6ben az L impulzusmom.nturn-u.ktor"pdrh#a,i.,os
az,ru vektorral. 6s ekkor a ( l2-l l) egyenlet ew6nyes. Az i lycn esetek vrzs_
garala egyszeru. rtt csak ezeklel foglalkozunl.

. 
H1.*! 6s (o vektor - mint pl. a 12-25 6br6n _ nem p6rhuzamos, akkor

a vrzsg6lat bonyolult. Ilyenkor a rendszer dinamikailag kiegyensrlyozaflan,

ru
Csap6gy

12-25 6bra
A dobver6hdz hasonl6 idom merev
rirdra szerelt k6t zr t6megii testb6l 6ll.
A rud a forgiistengelyre rdgzitve van;
a bez6rt sziig g. A rendszer forg6sa
sor6n mindket test L = rxp impulzus-
momentuma egyidnyi. A k6t vektor
L : L,+L, dsszeg6t az 6bra mutatja
Az L vektor a rendszer ro sziigsebes-
s6gri forgdsa soriin a ftiggcileges for-
gastengeiy kiirtil ktirbejrir. Tehdt L 6s
al nem p6rhuzamosak eg1.rn6ssal.

' Az egyetlen_ kivetelt a kinematikai egyentetek k6pezik. Azokban m€gengedhetir, hogy
,,fordulatot" laszndljunk radi6n helyett, mivel o tt ngyan?g az e:f'zemitasi t6iyez6 szerepet
az €gyenletek k6r oldal6nak minden tagiaban.



6s a forg6s alatt oldalir6nyban ,,iitni" kezd. Az L impulzusmomentum-vektor
a rendszer forg6sa sor6n k6rbej6rja a fiigg<ileges tengelyt 6s a csapdgyaknak
forgat6nyomat6kot kell gyakorolniuk a rendszerre, hogy l'trehozziLk az rm-
pulzusmomentum ir6nyv6ltoz6s6t. A rrid is irgy mozogna, hogy a I sziig 90q
ra rilljon be, hogy igy a rujta l6v6 tiimegekkel egyetlen, a forg6stengellyel
p6rhuzamos sikba keriilne. A rud ferde helyzetenek femtart'6sa a fiigg6leges
befog6csap6gyakra nagy fesziiltseget gyakorol. Nagy fordulatsz6m mellett

emiatt tflzott csap6gykoptis vagy a tart6szerkezet tdrese kiivetkezhet be, ha-

csak a forg6 rendszert a szimmetri6t helyre6llit6 tiimegek hozz6ad6s6val

,,dinamikailag ki nem egyensirlyozz6k."'u Szok6sos a g6pjrirmiivek kiegyen-

sirlyozatlan kerek6nek perem€re kicsiny 6lom ,,sirlyokat" er6siteni a nagy

sebess6gn6l jelentkez6 iitds 6s berezg6s csiikkent6s6re.

Az I tehetetlens6gi nyomat6k a test forg6si tehetetlen-

s6g6t fejezi ki a *tengely kiirili sziiggyorsuliissal
szemben:

ttimegpont-rendszerre folytonostiimegcloszlisra

I  = \m , r , '  t  = l r ' dm

(az egesz tcstre)

A dm elelmi tdmeg pdv-yel egyenl6 (ahol p a sflrfs6g

6s dZ a t6rfogatelem).Megjegyezziik, hogy a dV elemi

t6dogatot irgy kell megv6lasztani, hogy a dm a forgis'

Ietgelyt6l r tdvolsdgra legyen. A l2-3 6bra n6h6ny egy-

szerii szimmetrikus test tehetetlensegi nyomatekdt adja

meg.
A mozg6 tdmegpont L impulzusmomentuma a p

impulzus ()ktengelyre vonatkoz6) nyomateka (momen-

tuma):

L = r x p

l, : (impulzus)(momentumkar) : (nv)(r sin 0).

6rv6nyes. Korp6ty6n mozg6 reszecskerc,

L: mvr = mrza

6rv6nyes. Riigzitett tengely kiiriil forg6 testre

1  l r n i n d i g . h a l a -  l
f  \ /rmmerrlalcngery |  

, , ,  l tcngelyre,onar- |L - / .o lkdnit torgo szimmer-l  /  .  / .  t(o.k es d lesl . ,  I
[ikus testre J fto.iit ro.og J

A forg6 mozg6s alapegyenlete:

EMuo,,o : 1a km:*n':"";: iHn:';]
IMkir,6: dl/dl [dltalinos alak]

Az .I tehetetlensegi nyomat6kot a (diagramokon feltiin-
tetend6) *tengelyre kell sz5mitani. A helyes vektoriib-
ra, amelyben az er6vektorokat a tiimad6si pontb6l kiin-

dulva rajzoljuk fel; ez a t6mad6spont, sokat segit az
er6karok kisziimit6srin6l 6s a forgat6nyomat6kok forg6si
i16ny6nak me ghat6roz6siiniil.

Az olyan rendszerek eset6ben, amelyekre (a *

tengelyre vonatkoz6an) kiils6 forgatonyomaGk nem

hat, 6rv€nyes az impulzusmomentum megmaradasa:

t  r  fRcjpui lert z tcnqclvre vonarkozrarva,l'0 '  
l , rnik- I  " u, i"ng.tyr.e vonarkozrk. l

l(vagy egy a tdmegkdz6Pponton I
lotoo- Io.t  lalmend.dnmagaval 

pirhuTamosdn 
I

ularaco rengeryre, I

A forgat6nyomatek munkija 0 sziigelfordul6s sordn:

LW=MLg 6 "  1 . y= " iuao- t - " "
A forg6si (kinetikus) energia: K,.,='/'Ia'

A munkat6tel forg6 mozg6sra:

A halad6 6s a forg6 mozgSst leir6 mennyis€gekre vo-

natkoz6 anal6si6k a l2-l t6bl6zatban tal6lhat6k.

"' Megiegyezziik, hogy rtdti,t,rs egyensrilyban €z a probl6ma nem jelentkezik. A dobverti a

t6megkdz6ppontjrm vonarkoz6^n minden rud6llasban statikus egvensflyban van A dina-

mikai kiegyensilyozatlansdg csak akkor l€p fel, ha a rendszer fomg
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Kdrddsek

l. Srirl6d6smentesen csap6gyazott fiigg6leges tengely-
re t6rcs6t er6sitettek. A lorg6sban l6v6 tiircsa kiits6
peremen egy eg6r iil. Az eg6r most megindul a ten_
gely fel6 a t6rcs6ra festett sug6rir6nyf vonal men_
t6n. Mj tortenik a t6rcsa sztigsebess6g6vel? Ha csak
a tiircs6ra hat6 er6ket vessziik figyelembe, mi
okozhatja a tarcsa sztigsebess6gdt megv6ltoztat6
forgat6nyomatdkot?

2. K6t egylorma miihold, I 6s B kering a Fdld kijriil
R, illetve 2R sugaru kiirp6ly6n. Egyenl6-e az 6rint6
ir6ny(r sebessdgiik? Ha nem, metyikiik6 nagyobb?
Mit mondhatunk a sztigsebessdgiikr6l, impulzus-
momentumukr6l, forg6si kinetikus energirijukr6l?

3. MagyariLzzuk meg, hogyan k6pes az egyenletesen
firj6 sz6l a sz6lmalom lapiitjaira lorgat6nyomat6kot
gyakorolva a szdlkereket forg6sba hozni?

4. Tegyiik fel, hogy ismeretlen siiriis6gii anyagb6l
gdmbiit keszitettek. An6lkiil, hogy lyukat firm6nk a
gtimbbe, meg tudjuk-e hatiirozni, hogy a gitmb tii-
miir, vagy iireges?

5. Egy ember a forg6 zsrimolyon i.ilve kinyiltott karml
k6t egyenl6 tiimegii testet tart. A zs6moly forgiisa

Feladatok
12.2 A tehetetlens6gi nyomat6k

124.-1 N6gy darab / hosszris6gri sirlytalan rfdb6l k6szi
tett negyzet sarkaiban egy-egy m tiimeg( tomegpont
van. Hatirozzuk meg a rendszer tehetetlensegi nyoma-
t6k6t, ha (a) a \egyzet sikjiira mer6legcs, kiiz6pponton
iitmen6 tengely koriil, (b) a negyzet sikjriban 16v6, az
egyik oldal felez6pontj6n 6s a kozepponton 6tmcn6 ten-
gely kiiriil, (c) az egyik oldalon 6tmen6 tengeiy ko .il,
(d) az egyik csicsb6l az 6tl6san szemkozti csr.icson 6t-
men6 tengely kdriil forog.
124-2 A nitrog6n molekula (Nr) atomjai kdzittt a kij-
t6stivols6g l,10xl0r0 m. Az egyes nitrog6n atomok
tiimege 1,661x 10 2? kg. HatArozzuk meg a tehetetlens6-
gi nyomatekot az atomokat iisszekiit6 egyenesre mer6-
leges, a ttimegkdz€pponton 6tmen6 tengelyre.
12B-3 Elhanyagolhat6 tiimegii rudakkat iisszekiitiitt egy
sikba es6 hat egyenl6 nagysSgir tomegpont szab6lyos
hatsziiget alkot. A rendszer teljes tiimege M, 6s az egyes
tiimegpontok a hatsziig k6z6ppontj5t6l R t6volsiigra
vannak. Sz6mitsuk ki a rendszer tehetetlens6ci nvoma-
tdkdt k6t szemkiizti rdmegponlon ritmenci tengeljrel n
megoldds '/zMR2 rigy tiinik, hogy a tehetetlensegi nyo-
mat6k n6gyn6l tdbb ttimegpont esetdben a tiimegpontok
szdmet6l fiiggetlen (ha a szab6lyos soksztig csricsainak
a sz6ma p6ros).

12.3 A tehet€tlens6gi nyomat6k sz6mit6sa folytonos
tiimegeloszl6s eset6ben

124-4 EEy M tomegf huzalt ket felkiirb6l ritl6 ,J' alak-
ra hajlitottak a 12-26 ibrin l6that6 m6don. Hat|rozzuk

kozben elejti a testeket. Megviiltozik-e az impul_
zusmomentuma? Alkalmazhat6-e erre az esetre az
impulzusmomentum megmaraddsa?

6. Mi tttrtenik a g6pkocsi kerekeinek impulzusmo-
mentum6val, amikor a mozg6 kocsit meg6llid6k?
S€riil-e ebben az esetben az impulzusmomentum
megmaradasanak az elve?

7. Mi6rt inditj6k a Cape Canaveralban kil6tt miibolv_
gokar inlribb nyrgarr. minr keleti irdnyba?

8. A legtobb helikopter far6ba a helikopter hosszten-
gely6re mer6leges vizszintes tengely kiiriil forg6
kismeretii legcsavart szerelnek. Mi6rt?

9. Magyarilzzuk meg, hogy mi6rt lehet egy egyenes
vonal ment6n halad6 testnek impulzusmomentuma!

10. Egy test egyenesvonalir egyenletes mozg6st v6gez.
Ha impulzusmomentuma egy bizonyos (az egyene-
sen kiviil l6v6) O pol:l"�a L, mekkora az impulzus-
momentuma egy olyan O pontra, amclyik az egye-
nest6l h6romszor akkora tiivols6gra van? Mekkora
az impulzusmomcnlvma az eg)enese l6v6 pontra?

meg tehetetlensdgi nyomat6kdt az 6brrin berajzolt ten-
gelyre! A f6lk6rivek sugara R.

12-26 6bra
A l2A-4 feladathoz.

l2B-5 Felhaszniilva a tiimttr henger tehetetlens6gi nyo-
mat6k6nak k'pIet't, hat rozznk meg a l2-3 6bren l6f
hat6hoz hasonl6 tiregcs henger tehetetlensegi nyomat6-
k6t. (Utmutatds: a tehetetlensegi nyomat6k additiv.
Pr6b6ljuk meg a kiv6nt alakzatot egy ,,negativ tomegii"
ttimtir henger 6s egy nagyobb tiimdr henger cisszegz6s6-
vel kialakitani! A negativ tiimeg t6rgyal6s6hoz l5sd a
10-6 p6ld6t!)
12A.-6 Szamitsuk ki a 12-27 6br6n l6that6 ker6k tenge-
lyere vonatkoztatott tehetetlens6gi nyomatekot. Az ab-
roncs tiimege M, 6s a hat kiill6 mindegyik6nek tiimege
is M. Tekintsiik az abroncsot R sugaru v6kony karikii-
nak, a kiill6ket v6kony rudaknak! [Az / hosszrlsrigri rid
egyik v6g6n 6tmen6 (a rudra mer6leges) tengelyre sz6-
mitott tehetetlensegi nyomateka ) MP .l



.-.],

I
12-27 6bra
A 124-6 feladathoz.

12.4 Az inerciasug6r

l2A-7 40 kg tdmegii iireges henger bels6 6s kiils6 su-
gata 2 cm, illetve 4 cm. Hal rozzuk meg a henger ten-
gely6re vonatko26 inerciasugarat.
12.4.-8 Egy lendker6k egy homog6n, tiimiir 30 cm su-
garir 5 kg-os t6rcs6b6l 6ll, amelyet kiiriilvesz egy kon-

centrikusan elhelyezett 40 kg tiimegii homog6n iireges

henger. Ut6bbi bels6 sugara 30 cm, kiils6 sugara 40

cm. Hat6rozzuk meg az inerciasugarat.

12.5 Az impulzusmomentum (perdiil€t)

l2A-9 Az 1,7x10 2? kg tomegii proton 5x106 m/s scbes-

s6gii egyenes vonalir mozg6ssal a nyugalomban 16v6

neutronhoz kiizelit. A proton p6lyija 1x10 " m6terrel

keriili cl a neutront. Mekkora a protonnak a neutronra

vonatkoztatott impulzusmomentuma?
l2A-10 Kism6retii 2 kg-os test 3 m 6tm6r6jii kiirp6ly6n

4 m/s 6lland6 sebess6ggel mozog. (a) Hat6rozzuk meg a

test tehetetlens6gi nyomatek6t a kiir koz6ppontj6ra. (b)

Hat rozzuk meg az impulzusmome ntumot a ktir kiizep-
pontjira. (c) Hatirozzuk meg azt az erint6iranyf er6t,

amelynek hatdsera a lcst a kii/6pf'ont kiir i i l  5 rad-rs'�

szoggyorsul6ssal mozog.
l2A-l1K6t, egyenk6nt 4 kg-os ti imegpont 0,40 m

hosszir, ktinnyii merev niddal van 6sszekapcsolva. Ezt a

,,sirlyzo" rendszert vizszintes, sirrl6d6smentes feliiletre
helyezziik 6s a ttimegkiiz6pponton 6tmen6 fiigg6leges

tengely kiiriil 3 rad./s sziigsebcss6gii forgdsba hozzuk
(a) Hatirozzlk meg a rendszer tehetetlensegi nyomat6-

k6t a t6megkiiz6ppontra. (b) Hatiirozzuk meg a ttimeg-

kdz6pponta az impulzusmomentumot. (c) Mekkora

erint6 ir6nyri er6t kell gyakorolni mindegyik testre ah-

hoz, hogy a sziiggyorsul6s 6 rad-ls'� legyen?

128-12 Az F = 4i + 3i + 02 (newtonban mdrt) er6

4 m./s sebessdggel tol6dik el az r tengely ir6ny6ban. a)

Meklora az impulzusmomentuma az orig6ra vonatko-

zoan a 0 id6pontban (a mozg6s kezdet6n) ? Mekkora

lesz az er6nek az orig6ra vonatkoz6 impulzusmomen-

tuma I m6sodperc mitlva?
l2B-13 Az (5m, l2m, 0) koordin6Likkat megadott

pontban F = 4i + 3f + 0i (newtonban kifejezett) er6

hat. Hatrrozzuk meg a koordin6tarendszer orig6j6ra

vonatkoztatott forgat6nyomat6k nagys6g6t 6s ir6ny6t

12.7 Newton misodik tiirv6nye forg6 mozgis es€t6-
ben (A forg6 mozg6s alapegyenlete)

l2A-14 Tiimiir, homog6n, henger alakir ktisz6nik6 tii-
mege 2 kg, 6tm6r6je 20 cm. Nyugalmi helyzetb6l indit-
va a kiisziirfik6 6lland6 sztiggyorsul6ssal 3 s alatt 3300
fordulat per perc forg6si sebess6get 6r el. (a) Hatiroz-
zuk meg, h6nyat fordul a kdsztiriik6 a gyorsul6s folya-
mrin. (b) Hat6rozzuk meg azt a forgat6nyomatekot,
amellyel a kiisziinik6nek ekkora sziiggyorsul6st lehetett
adni !
12A.-15 Egy 0,40 kg-os gydngyszem sirl6d6smentesen
csriszik egy huzalb6l hajlitott 0,60 m 5tm6r6jii vizszin-
tes siku kiirijn. Milyen nagy 6rint6 irdnyf er6 hat6s6ra
lesz a gyttngyszemnek 4 rad/s'� sztiggyorsul6sa?
12A-16 Egy lendker6k ttimege 500 kg, inerciasugara 60

cm. (a) Mekkora 6lland6 nagys6gri forgat6nyomatek
hal6s6ra lesz a nyugalomb6l indut6 lendker6knek 20 s
alatt 600 fordulat per perc a fordutatsz6ma? (b) Ha a
lendker6k sugara 80 cm, mekkora 6lland6 tangencidlis
er6 hoz l6tre ekkora forgat6nyomatekot?
l2B-17 Egy 0,75 kg titmegii repiil6g6p-modell huzalon
kip6nyvr2va 30 m sugarir kiirp6ly6n repiil. A repiil6g6p

motorja 0,80 N erdt fejt ki, a huzalra mer6legesen. (a)

Hatdrozzuk meg a kiir kiiz6ppontj6ra vonatkoztatva a
motor iiltal kifejtett forgat6nyomat6kot! (b) Hatbxozztrk
meg a repiil6g6p szdggyorsul6s6t a repiil6s folyamiin.
(c) Hatiirozzuk meg a repiil6g6p prilyadrint6 irdnyit
gyorsul6s6t!
124-18 Egy t6rcsa alakri homog6n tiimdr kiisziinik6

sugara 7 cm, tttmege 2 kg. Nyugalomb6l indul 6s

egyenletesen gyorsul annak az 6lland6, 0,6 N m forga-
t6nyomat6knak hatiis6ra, amelyet a motor fejt ki a ke-

r6kre. (a) Mennyi ideig tart, amig a ker6k el6ri 1200
fordulat per perc v6gs6 iizemi fordulatsz6mat? H6ny

fordulatot tesz meg a ker€k a gyorsul6s id6tartama alatt?
128-19 A 12-28 6br6n l6that6 homog6n tiimdr henger

sugara l0 cm, tiimege 5 kg, 6s vizszintes sfrl6d6smen-
tes tengelyr€ van szerelve. A 2 kg-os €s a 4 kg-os hasii-
bokat nyugalmi helyzetb6l elengedjiiLk. A kiitel 6s a
henger kiizdtt cstisz6s nem l6p fel. Newton t6rveqpinek
alkalmaziisi4val a k6t hasiibra 6s a hengerre hatriroz4rk
meg (a) a T,6s a T, kiit€ler6t a has6bok gyorsul6s6nak

12-28 it}.ra
A l28-19 6s a l2B-20 feladathoz.
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ideje alatt, 6s (b) a 4 kg-os has6b sebess6g6t a nyugalmi
helyzett6l m€rt 4 m trivolsagu snllyed€s utin!
l2B-20 Oldjuk meg a t2B-19 feladat (b) k6rd€s6r az
energra megmarad6siinak elv6t alkalmazva.
l2B-21Egy M t6meg6, & inerciasugar[, nagy, ker6k
alakf iir6llom6st konstru6ltak olyan t6rben, ahol a sra-
vitricio elhanyagolhato. Annak 6rdek6ben. hogy az fir_
haj6sok sziim6ra mesters6ges gravitiici6t biztositsanak, a
forg6stengelyt6l R hivols6gra l6v6 kiils6 perem kiizel6_
ben a kereket a 19-29 dbr6n bemutalott szimmetrikus
helyzetii n6gy rak6tamotorral forgiisba h ozz6k. (a) Hat6_
rozzuk meg azt az ar sz<igsebess6get, amely a peremen
a fiildi gravitrici6val egyenl6 nagysrigir mesters6ges gra_
vitici6s gyorsuldst okoz! Mennyi ideig kell miikitd;hi
a negy, egyenk6nt F 6rint6ir6nyri €r6t kifejt6 rak€ta-
motort, hogy (a nyugalomb6l indul6) rakdta az ehhez
sztiks6ges sziigsebess6get el6rje?
128-22 Tegynk fel, hogy az el6z6 p6ld6ban szereol6
rakdlrik egyiket valamilyen valosziniit len hiba folvirin
ellenkez6 irdnyban szerelt6k fel. A negy rak6rdr az el6_
z6 plld ban szerepl6n6l sokkal rovidebb At id6re be_
kapcsoljrik, majd kikapcsolj6k. igy a rak6t6k m6g a ke_
r6k eszrevehetd megmozduldsa el6fl le6llnak. tkerek
azonban impulzusmomentumhoz jut. Felt6ve, hogy a
ker6k nyugalmi helyzetbll indul, fejezziik ki a haladrisi
6s forg6si sebess6get a megadott mennyis6gek fiiggv6_
ny6ben, valamilyen inerciarbndszerre vonatkoztatva.

12-29 6bra
A l2B-21 6s a l2B-22 feladathoz.

128-23 Elhanyagolhat6 tiimegf, I m hosszri merev nid
egyik vege fiigg6leges tengelyhez van csap6gyazva rigy,
hogy a vizszintes sikban szabadon foroghat. Szab d
v6gdre 0.4 kg-os resret er6sitettek. A rud kiizeppontjdra
a rudra mer6legesen vizszintes ir6nyir 5 N er6t alkal_
maznak. (a) Hat|rozzuk meg a rudnak a csap6gy koriili
szitggyorsulds6t! (b) Nyugalomb6l indulva hdny radi6n_
nal fordul el 4 s alattl (Az er6 a mozgds folyam6n me-
rdleges marad a ru a.)
l2B-24 Homogln, tdmiir, hengerform6jir, 50 cm 6tm6-
r6jii, 60 kg tiimegii kiisz6rfk6 nyugalmi 6llapotb6l 20 s
alatt 800 fordulat per perc sziigsebess6gre tesz szert. (a)
Mekkora 6lland6 forgat6nyomatek hatott a kiiszdriik6-
re? (b) A kiisztirfkllt6z egy flm szersz6mot szoritunk.

A szorit6 er6 radi6lisan befel6 mutat6 komoonense
20 N. A szersz6m 6s a ktisz<inik6 kdz6tt a moz;dsi sur_
l6ddsi egyiinhato 0,50. Mekkora teljesitmenyi kell a
motornak a kiisziiriik6 sz6m6ra iitadnia, hogy a forg6s
sebess6ge 800 fordulat per perc maradjon? iegyiik iel,
hogy a csap6gysurl6dris elhanyagolhato.

12.8 Az imputzusmomentum (perdiilet)
megmaradisa

l2B-25 Tekinrsiink egy olyan k6rbe forg6 vid6mparki
jiiratot, amelyet egy srirl6d6smentes csap6gyakon nyrg_
v6, vizszintes kiiralakri t6rcs6ra szereltek. A trircsa suea_
ra 3 m. tiimege 1000 kg 6s inerciasugara 2 m. A bef6ie_

?eft 
t|rcsa sz6l6n egy 80 kg-os ember 2m./s sebessdggel

korben fut. Ekkor a tiircsa f6kj6t kiengedik, u, "rii",
abbahagyja a fut6st 6s a t6rcsa sz6l6re leiil. Hatdrozzuk
meg, hogy.ekkor a t6rcsa mekkora sziigsebess€ggel fog
forogni. (Utmutatris: Megv6ltozik-e a rendszer teljes
rmpulzusmomentuma?)
12B-26 Az el6z6 feladatban szerepl6 g0 kg_os ember a
szabadon forg6 t6rcsa kdzep6n van. A t6rcsa 3 s alatt
tesz meg egy fordulatot. Az ember a mozg6 tiircs6n su_
gdLriniLnyban kifele mriszik egeszen a hilsci peremig ds ort
leiil. Hatiirozzuk meg a forg6 t6rcsa v6gsebess6g6t!
l2B-27 Egy t6glalap alak(r tdmor , homogdn anyagri
4t6 titmege 13 kg, sz6less6ge I m, magassiiga 2 m.
Egyik oldalin zsanetoz|s rigy van feler6sitve, hogy a
fiigg6leges tengely ktiriil elfordulhat. Egy 3g0 m/s se-
bess6gfi 12 g ttimegii ltived6k mer6legesen az a1t6 k6_
zep6be iitki izik es olr bedgyaz6dik. Hatdrozzuk mes
(radidn per mdsodpercben) az ajro szdgsebesseg6t ki;zl
vetleniil a ldved6k becsap6drisa uten. Az ait6 zsandrra
vonatkoztato 

 

tehetetlensdgi nyomatdka t - 'Mbr/j, ahol
6 az ajto szelessege; az ajto magassriga nem jritszik sze_
repet. Mi6rl? ( Ulmuratds: Megmarad_e a zsanerra vo_
natkoztatott impulzusmomentum az iitkitz6s folyamdn?
Megmarad-e az energia?)
128-28 A 12-30 6br6n l6that6 k6t titmiir t6rcsa sugara R,
egyik tomege m, a m sik' 3rn. A bemutatott m6don sirr_
l6d'6smentes csap6gyaz6ssal kdziis tengelyre vannak sze_
relve. A fels6 tircs6nak cto kezd6 szogsebess6get adunk,
mald r6ejtjiik az eredetileg n),ugalomban l6v6 als6 t6rcs6_

12-30 6bra
A l2B-28 feladathoz.



ra. A tilrcsrik - a kiiziittiik fell6p6 srirl6d6s hatis6ra - v€-

giil ktizds ro sziigsebess6ggel egyiitt forognak. A meg-

adott mennyis6gek alapjin hatArozzttk meg (a) a v6gs6 ro

sziigsebess6get 6s (b) a tircs6k egym6son val6 cstisz6sa-

kor keletkez6 teljes sfrl6drisi h6energia mennyis6g6t!
(Feltetelezziik, hogy a fels6 korongot olyan kis magas-

srigb6l ejtjiik le, hogy a gravitrici6s potenci6lis energia

viiltoz6sa elhanyagolhato.) (c) Mi lenne az egyenesvonalir

analogonja ennek a forg6si ,iitk6z6snek"?

12.9 Munka 6s en€rgia forg6 mozg6s eset6n

12A-29 EEy m tiimegii miibolyg6 R sugaru ktirp6lydn

kering a Fdld kiiriil. Impulzusmomentuma -L. Mekkora a

kinetikus energi6ja ru, Z 6s R fi.iggvEnydben?
12,{-30 Fon6l v6g6n l6v6 m ti5megfi testet liigg6leges

sikban mozg6sba hozunk irgy, hogy folytonosan ktirbe

mozog. Amikor a test a tet6ponton van, akkor a kiizep-

pontra vonatkoztatott impulzusmomentuma kisebb,

mint amikor az als6 ponton halad 6t. Magyar6zzuk meg

az impulzusmomentum csiikkeneset 6s niiveked6s6t

okozo forgatonyomatek eredetet!
r2B-31 80 cm 6tm6r6jii 6s ll kg'm' tehetetlensegi

nyomat6kf kereket vizszintes silrl6dasmentes tengelyre

szereltek. A ker6k perem6re tekert zsin6r 6 N nagysrigir

6lland6 feszit6ereje a kcreket adott szitggyorsul6ssal

forgatja. Ha a ker6k nyugalmi helyzetb6l indul, mekko-

ra lesz az o sziigsebess6g h6rom fordulat ut6n? Oldjuk

meg a feladatot k6tf€lekeppen: keressiik meg a sziig-

gyoruuliist (a) kinematikai egyenletek felhaszn6l5s6val

6s (b) a forg6 mozg6sra alkalmazott munkatetel fel-

haszn616s6val!
128-32 EEy kis j6tsz6teri ringlispil sugara 2 m, tehetet-

lens6gi nyomat6ka 600 kg m'�. Egy 30 kg-os gyermek a

kiiz6ppontban iil, mialatt a ringlispil elhanyagolhato

srirl6d6sri csapdgyon 0,2 ford/s fordulatsz6mmal forog.

A gyermek ezutitn az alaplap perem6ig kimdszik es leiil.

A gyermeket tdmegpontnak tekintve (a) hatirozzuk

meg a ringlispil v6gs6 sztigsebess6g6t (fordulat per ma-

sodpercben), (b) a rendszer kezdeti forg6si kinetikus

energirijrit 6s (c) a rendszer v6gs6 forg6si kinetikus

energi6j6t! (d) Ha az (a) €s a (b) k6rd€sre adott v6lasz

kiiliinb6z6, magyarizzrsk meg, mi tiirt6nt az encrgiakii-

liinbseggel!
128-33 Javasoltak, hogy az aut6buszokat egyetlen

nagy, alulra szerelt, fiigg6leges tengelyii lendker6k se-

gits6g6vel l6ss6k el energi6val. A lendkereket minden

buszmeg6ll6ban fel kellene p6rgetni. Vizsg6ljuk meg az

ilyen rendszer megval6sithat6s6g6t, azzal a feketebzes-

sel, hogy a 15 percenk6nti meg6ll6sok kiiziitt a busznak

6tlagosan 75 kW teljesitmenyt kell kifejtenie' hogy a

lendker6k 2 tonn6n6l nem lehet nehezebb 6s, hogy a

tendker6k maxim6lis sziigsebess6ge 100 fordulat lehet

percenk6nl (a) Mekkorrinak kell lennie a lendker6k

forg6si energi6jiinak minden egyes buszmeg6ll6 elha-

gyAsakor? (b) Mekkor6nak kell lennie a lendker6k

inerciasugariinak? (c) Mit gondolunk, megval6sithato ez

a iavaslat?

l2B-34 Egy 163 kg m'� tehetetlensegi nyomatekir lend-

ker6k 1280 fordulat per perc sziigsebess6ggel forog,

majd 2 perc alatt 6lland6 nagysAgri (negativ) sziiggyor-

sut6ssal le6llitj6k. (a) Mekkora a lendker6k kezdeti ki-

netikus energi6ja? (b) Mekkora forgat6nyomat6kkal kell

a lendker6kre hatni, hogy ez a lassul6s l6trejttjjitn? (c)

Ha a f6kez6 mechanizmus a tengely (23 cm 6tm6r6jii)
perem6re hat6 sirrl6d6s, mekkora a csfsz6 sirrl6d,isi

er6? (d) Sz6mitsuk ki a sirrt6d6si er6 6lral vegzett fk\s
munk6t, 6s igazoljuk hogy a keletkezett h6 megegyezik

a lendker6k kezdeti forg6si kinetikus energi6j6val!

Tov6bbi feladatok

l2C-35 A diabolo egy homog6n, tiimiir, kett6s ktp ala-

kir j6t6kszer, amit k6t p6lc6ra kiitiiz6tt zsineggel pdrget-

nek 6s dob6lnak. (12-31 6bra.) Sz6mitsuk ki az M tbme'

96, a alapkdr sugaru, / teljes hosszirsiigri diabolo

tehetetlens6gi nyomatek6t a kiizepponti tengelyrel
(Utmutat6s: Osszuk fel a kirpot v6ltoz6 y sugarf d.r

vastags6gri tiircs6kra, a 12-3lb 6bra sze nt.)

( a )  { b )

12-31 ii}�ra-
A l2C-35 feladathoz.

12C-36 A 12-32 ii>r6n nyolc m tdmegii pont helyezke-

dik el / hossz0srigit (ethanyagolhat6 tiimegfi) rudakb6l

iissze6llitott kocka csricsaiban. Hatfuozzuk meg a rend-

szer tehetetlensegi nyomat6k6t az al bbi tengelyekre:

(a) a kocka kiiz6ppontj6n 6tmen6, egyik lappal p6rhu-

zamos tengelyre (b) egyik 6llel egybees6 tengelyre (c)

egyik lap k6t szemkiizti oldal6nak felez6pontj6n 6tmen6

tengelyre (d) egyik lapiitl6n 6tmen6 tengelyre-

12-32 6bra-
A 12C-36 feladathoz.

12C-37 A 12-33 ihr6n bemutatott v6kony, cxbxl m6-

retf has6b inhomogen anyagb6l k6sz0lt. A has6b p sii-

rrrs'ge az x t6vols6g fiiggv6ny6ben a p = /oC iisszefi.ig-

g6s szerint v6ltozik. (Megjegyz6s: a €s b elhanyagolhat6

/ mellett.) (a) Mi a t egyiitthat6 dimenzi6ja? (b) Integ-

(b )
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rdldssal hatdrozzuk meg, hogy a v6kony has6b tiimege
M= abkf/4. (c) Fejezziik ki az x=0 helyen a hasdb
keresztmetszet6nek kiiz6pponf 6n 6trnen6 vizszintes (a
has6b hossztengely6re mer6leges) y tengelyre vonat-
koztatva a hasib tehetetlensegi nyomat6kdt M 6s I fngg-
v€ny6ben.

12-33 ihra
A l2C-3'l feladathoz.

12C-38 A 12-34 6hr6n l6that6 alakn v6gott vekony
f6mlemez tiimege M. HaliLrozzlJk meg az y tengelyre
vonatkoztatott tehetetlens€gi nyomat6k6t M 6s a f.tgg-
v6ny6ben!

v

12-34 6bra
A l2C-38 feladathoz.

l2C-39 Hatirozzuk rneg a 12-35 6br6n l6that6 v6kony
homogen, h6romsziig alakri lemez tehetetlens6gi nyo-
matek6't az y tf,'J.gelyre! A lemez tdmege 47 kg.

v

| 2-35 6bra
A l2C-39 feladathoz.

l2C-40 Az m lbmeg$ rdszecsk€t az (.r,, 0, 0) pontban
elengedik. Ezt k6vet6en a (lefel6 ininyitott) pozitiv t,
tengely irinydban szabadon esik, a gravit6ci6 hatrisa
alatt. (a) Hal roz^k rneg az m tiimegre hat6 (rxF) for-
gatonyomatekot az O orig6ra, 6s mutassuk meg, hogy
ez a mennyisdg id6ben 6lland6! (b) Keressiink formuliit
az O orig6ra vonatkoztatott (rxp) impulzusmomentum-
m az id6 fiiggveny€ben!

l2o4l Ket, nem egyenl6 M 6s m tbmegii csillag ket-
t6scsillag-rendszert k6pez..A gravitrici6 a k6t csillagot
egym6st6l D tivots6gban tartja, mialatt a csillagok a
kdziis titmegkiiz6ppontjuk kitriili kiirp6lyria mozognak,
azonos d) sziigsebess6ggel. (a) A csillagokat tiimeg-
pontk6nt tekintve, hlt'rozznk meg (az adott szimb6lu-
mok fi.iggv6nyeben) impulzusmomentumaik trimegkii-
zeppontra sz'mitotl" LM/L_ ar6nydt. (b) Fejezziik ki a
rendszer teljes K-, forgdsi kinetikus energi jilt M, m, D,
6s ro fiiggv6ny6ben.
l2C-42 Egy orig6 kiiz6ppontu kiir ket szemkiizti (dia-
metr6lis helyzetii) pontj6ban k6t azonos tijmegii test
helyezkedik el. Mindkett6 azonos 6s 6lland6 sziigsebes-
seggel mozog az orig6 kiiriil M xy sikban. Mutassuk
meg, hogy a testek impulzusmomentuma az xy sik min-
den pontjara ugyanaz!
72C43 A bolyg6mozg6s m6sodik Kepler tiirvenye a
kovetkez6k6ppen fejezhet6 ki: b6rmely bolyg6t a Nap-
pal ij$zekitt6 egyenes egyenl6 id6k alatt egyenl6 terii-
leteket sfirol. Mulassuk meg, hogy dA/dt =L/(2m), ahol
dA/dt az a sebess6g, amellyel az egyenes a teriiletet sri-
rolja (az [n. teriileti sebess6g), L a bolyg6 Nap kdriili
impulzusmomentum a Es m a bolyg6 ttimege. (Utmu-
tatis: Tekintsiik a ftdiusz d0 sziigii elfordul6sa soriin
k6zelit6leg sfrolt, h6romsztig alaki teriiletet.)
12C-44 Kism6retfi m(bolyg6 saj6t tengely6re vett te-
hetetlens6gi nyomateka 21,7 kg.m2. A miibolyg6ba,
forg6stengely6vel piirhuzamos tengelyii kis elektromo-
tort szereltek. A mfiszakiak - a motor bekapcsol6s6val -

a miibolyg6t 24o-kal el aka{rik forditani. (a) Ha a motor
forg6 r6sz6nek tehetetlens6gi nyomat6ka 8x 10r kg.m'�,
hfuy teljes fordulatot kell megtenni a motornak a mii-
bolyg6hoz rtigzitett koordin6tarendszerben? (b) Sziik-
s6ges-e, hogy a motor 6s a miibolyg6 tengelyei egybe-
essenek, vagy el6g, ha a k€t tengely egym6ssal
p6rhuzamos?
l2C-45 A 12-36 6br6n bemutatott forg6 fiigg6leges l8
nidra szerelt csukl6s centrifug6lregul6tort afia lewez-
t€k, hogy elzhrja az iizemanyagot, ha az AB rbd szogse-
bess6ge a 300 fordulat per perc 6rt6ket meghaladja. A

12-36 i,}.ra
A l2C-45 feladathoz.
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szabiilyoz6nak n6gy (sirrl6d6smentes csukl6kkal) iisz-
szekapcsolt csatlakoz6ja van, mindegyik 20 cm hosszri,
6s tdmegiik elhanyagolhat6. A nidon az M = 2 kE tdme-
gii gall6r srirl6d6smentesen csiszhat. A szab6lyoz6 me-
chanizmus akkor zfuja eI az izemanyagot, amikor a
gall6r tiimegkoz6ppontja a csfcshoz l0 cm-n6l kozelebb
ker . (a) Mekkora a k6t test (azonos) z t6mege? Mek-
kora hriz6er6 6bred a maxim6lis sztigsebess6g eseten a
k6t fels6 csatlakoz6ban? Keszitsiink megfelel6 vektor-
6bt6t.
l2C-46 Egy 5 tonna sflyri miibolyg6 ktirp6ly6n kering
a Fitld ktiriil. Kism6rt6kii l€gellen6llis hat6sa al6 keriil-
v€ spirAlpalyiin kozelit lassan a Fdldhoz. 805 km-rel a
Fitld fttlittt kering6si ideje 101,5 perc. MiutAn a mii-
bolyg6 spirSlp6ly6n a Fiild felszin6hez ktizelitve miir
csak 644 kilom6ter magasan kering, kering6si ideje 98,1
perc. (a) Mekkora a m(bolyg6 impulzusmomentuma a
Fold koz6ppontj6ra voDatkoztatva a kezdeti 6s a vdgs6
fllapotban? Tegyiik fel, hogy a Fiild sugara 6440 km.
(b) Felteve, hogy a spirdl meredeks6ge annyira kicsi,
hogy a p6lya minden kdriilfordul6snril kiimek tekinthe-
t6, mekkora a kezdeti 6s a v6gs6 6llapothoz tartoz6 se-
bess6g? (Vegyiik 6szre: annak ellen6re, hogy a l6gellen-
6ll6s a sebess6ggel ellent6tes ir6nyri, a miibolyg6
sebess6ge n6!)
l2C-47 Az elSbbi p6tddban szerepl6 miibolyg6 p6lya-
sugarrinak ismertetett cstikken6se 500 nap alatt ment
v6gbe. Becsiiljiik meg a sirrl6d6si er6 nagys6grit!
12C-48 A 12-37 Sbrin az m lomeg/d test vo sebesseggel
vizszintes sfrl6diismentes feliileten mozog. A testhez
cr6sitett fon6l a test mozg6sa sor6n egy rogzitett
hengeralakri pecekre tekeredik, ily m6don a test sziiktl6
spirdlp6ty6ra k6nyszeriil. Ha vo a sebess6g akkor, ami-
kor a fon6l hossza ro, mekkora lesz a sebess6g, amikor a
sugit ro/2-re csiikken? Fejtsiik ki r€szletesen a v6laszt!
(Utmutatiis: a tcst pillanatnyi sebess6ge mindig mer6le-
ges a fon6lra. Megmarad-e a pecek kiiz6ppontj6ra vo-
natkozo impulzusmomentum? Megmarad-e az energia?)

12-37 6bra
A l2C-48 6s a 12C-52 feladathoz.

l2C-49 Ez a feladat szab{lytalan alakri testek (p6ld6ul
egy iirhaj6 hasznos berendez€s6t k6pez6 t6rgyak) tehe-
tetlens6gi nyomatekiinak meghatdroz6s6ra alkalmas
m6dszert ismertet. (Az iirhaj6kat ugyanis n6ha forg6sba
kell hozni, hogy kamerriikkal p6sztizhassanak, ez6rt
fontos az iirhaj6 forg6stengely6re vonatkoztatott tehe-
tetlens6gi nyomatek ism€rete.) A 12-38 6bra az I lehe-
tetlensegi nyomat6k kis6rleti fton val6 meghatdrozAs6-
nak egyik m6dj6t mutatja. Forg6 tiircsa r sugani
tengelyere csavart, csigiin atvetett zsin6r v6g6n m tdme-

gii test fiigg. A vizsg6lt teryyaI a fory6 t6rcsiira helye-
zik. Ha az m tomegf testet elengedik, akkor az, egyen-
letes gyorsul6ssal stillyedve , trivolsag megtetele utdn v
sebessegre tesz szert. Mutassuk meg, hogy a berendez6s
I tehetetlens€gi nyomat6ka (a forg6tfucsa tehetetlensegi
nyomat6kAt is beleertve) mf(2gh/t? l).

12-38 6trra
A 12C-49 feladathoz.

12C-50 A 12-39 ibra egy r, sugarrl krirp6ly6n vn kezd6-
sebess6ggel vizszintes srirl6diismentes feliileten mozg6
/ll titmegii testet mutat. A testre rogzitett 6s kicsiny lyu-
kon atvezetett fonril biztositja a centripet6lis er6t. Most
a fonalat lassan hizzuk ugy, hogy a test rol2 sugaru kiir-
prily6ra kertiljtin. (A ,,lassri hrizris" itt azt jelenti, hogy a
test ktizelit6leg minden pillanatban egy r sugart kiiriin
mozog, 6s hogy a fonalat f'eszit6 cr6 ebben a pillanatban
mf/r.) Szimitsuk ki z, ro 6s lo fi.iggvdny6ben (a) a test
v6gs6 sebess6g6t 6s (b) a fonril rij helyzetbe hfz6sa so-
r'n yegzelt munkdt! (c) Mutassuk meg, hogy a v6gzett
munka a test mozgiisi energiiijiinak megv6ltoziis6val
egyenl6! (Utmutat6s: megmarad-e a lyukra vonatkoz-
tatott impulzusmomentum? Megmarad-e az energia?)

I
I
I

-A\
i0il
) " )

/
12-39 6bra
A l2C-50 6s a l2C-52 feladathoz.

12C-51 Egy 2 kg ttimegii test 5 m sugadr kiirp6lyrin
mozog. A nyugalomb6l indul6 testnek a kor kiiz€p-
pontj6ra sziimitott , impulzusmomentuma az id6 fiigg-
vdny6ben az L:3f iisszefiigg6s szerint niivekszik. (a)
Mekkora a kiir ktiz6ppontj6ra vonatkoz6 M(/) forgat6-
nyomatdk (b) Hatrirozzuk meg az ar (f sziigsebesseg v6l-
toz|siLl az id6 fuggveny eberl.
l2C-52 A 12-37 /.brtur a kezdeti feltetelek a kiivetke-
z6k: az m tiimegii test vo sebess6ggel mozog, amikor a
fon6l hossza ro. Egy k6s6bbi id6pontban a test a spirdl-
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p6lya valamely P pontjriba 6rkezik ahol sebess6ge v (ez
a ponr nem szerepel az 6br6n),. Most tekintstik a l2-39
dbret. Tegyiik fel, hogy itt a testel ugyanqbb,l a pont_
bdl 

.6s 
ugyanazzal a vo kezd6sebessiggel inditjuk, mint

az im6nti p6ld6ban szerepl6 testet. De most iisvesen
rigy hrizzuk a fonalar. hogy a test ugyunuz u l, i ly,i,
kcivesse, amit az els6 p6ld6ban. Ha a test ilven tOrfil_
m6nyek kiizi irt eri el a p pontot. vajon ugyanakkora
lesz-e a sebess6ge, mint az els6 esetben volt? Ha isen.
b izony i tsuk  be  az  d l l i tdsunkar !  Ha nem.  magyardz)uk
meg, mi6rt nem!
l2C-53 Egy ,x tiimegii goly6b6l 6s / hosszris6sri fon6l_
bol keszitert egyszerii ingdrt a lefeld irrinyito ft iggcile_
q:s:el be:6rt 0 (< 90") szogii kezd6helyzetben el,urge_
diink. A forgat6nyomatdk segirs6g6vel szrimitsuk ki Lt
a munkdt, amit a gravit6ci6 v6gez amig az inga goly6ja
a legm6lyebb pontj6t el6ri. Mutassuk -"g, llogy u,
eredm6ny megegyezik a goly6 srity6nak 6s a mozgris
fiigg6leges vetiilet6nek szotzat|val.
l2C-54 Egy 70 kg ttimeg(, / hossztis6gf homog6n
anyagu pall6 vizszintes (sirrl6diismentesnek tekintett.)
j6gmez6 feliilet6n fekszik. K6t 40 kg-os gy"r-"k u
pall6 k€t v6g6n t6rdel. A pall6t tomegktiz6ppontjrin df
men6 fiigg6leges tengely kodil 0,9 rad./s sztigsebess6gii
forgiisba hozzuk. Ezutiin mindk6t gyermek bem6szik a
pall6 kdzep6t6l szdmitotr tiivolslig fel6ig. (a) Mekkora a
rendszer tj sz<igsebessdge? Tegyi.ik fel, hogy a mon_
dottal ellentetb€n csak az egyik gyermek m6szik a pall6
el6bb emlitett ponrjiig. (b) Ugyanott van_e a i6sen for_
go rendszer forgiistengelye. ahoj az cl<jbb , oli..,-Muouu_
rdzzuk mcg! (c) A helyben maradr gycrmekrcil mekiora
(llel kifejezett) t6vols6gra van az rij forg6stengely? (d)
Hat6rozzuk meg a rendszer v6gs6 sz<igsebess€g€t!
l2C-55 Egy D hosszrisiigri v6kony rrid egyik v6gc viz_
szintes tengellyel a padl6ra van cr6sitve. Szabal v6set
felemelve a rud a vizszintessel 0 szdget zAr be. Fkkoi _
nyugalmi helyzetb6l elengedjiik. Hatirozzuk tnes azt
a-.scbessdger. amellycl a rud vige a padlohoz csapodikl
(Utmutatiis: haszniiljuk fel az energia megmarad6s6nak
az elv€t.)
12C-56 A l/elikovslcy prob6ma. i950-ben adtrik ki
Velikovsky ,,Utkitz6 Vil6gok" cimii kiinyv6t. Ebben a
szerz6 azt 6llitotta, hogy Krisztus el6tt 1500 koriil a
Jupiter bolyg6 anyagot liikdtt ki mag6b6l, ami iistokos
alakban a Fiildhdz kiizel haladt cl. (Bizonygatta, hogy
ez az iistiikiis kds6bb a V6nusz bolyg6v6 alakult.) Az
ezzel jir6 meteorit z6porr6l feltetelezte, hogy a Fcild
forgesat - legalabbis egy kis id6re - mesdllitotta.
Velikovsky azt is dll i lolta. hogy kescibb, KrisJrus clcirt
747-ben, majd 687-ben a Mars hat6s6ra a kor6bbi ka_
tasztr6fa kisebb m6rtekben megism6tl6diitt.

Vizsg6ljuk meg ezt az elm6letet a fizika szem_
pontj6b6l, hogy Lissuk, vajon lehets6gesek-e az 6llitl'_
sai? Durva becsl6seket fogunk alkalmazni. mjnden oa-
ram6lerre csupdn egyetlen jellemzri adatot haszndlva. A
feladat megoldds6hoz SI egys6gekben a kiivetkez6 pa_
rameterekre lesz sziiks6siink:

A Fii ld tdmege 6 x 1024 kg I
A Fold sugara: 6 < I0" m fEzek kdzclitci en6kek.
Sz<igsebessege: 7> l0 5 rad,/s J

(a) Homog6n tomor giimbnek tekintve a Fiildet, sz6mit-
suk ki SI egys6gekben impulzusmomentumfitl Ez az,
aminek az ellen kellett volna hatnia, hogy a Fi d
forgdsa leSlljon (6s mellesleg, amit majd k6sdbb va_
lahonnan potolni kellen rolna. hogy a ft i ld njra fo
rogni kezdjen).

(b) A legkedvez6bb csetben a meteoriteknek az esven_
lir6re drinrcilegesen kellefl volna becsnii ik. Teevilk
fel. hogy a mereorilek a Fii ld pri lyasikjrival pri-rhu-
zamosan, de a Fold kering6si ir6ny6val ellent6tesen
mozogtak, hogy becsap6diiskor a Ftild tiimegkrizep_
pontJ'hoz viszonyitott sebess6giik 60 km/s volt
(mintegy k6tszsrese a Ftild Nap kiiriili p6lyasebess6-
ginek). Mekkora \olt a mcteoritek dsszessecdnek
tiimege- ha az egyenlitrire langencidlisan bec,apodra
megiil l ironrik a Fii jd rengely kitri i l i  forgdsdt,. '  i  l lyen

_ . 
iitktiz6sekre nincs semmilyen geol6giai bizonyir6i.)

(c) Mekkora lett volna a meteoritek tisszes t6rfoeata. ha
felt6telez.,i ik, hogy olyan t dzer tipusir unyug-bol All_
tak, aminek sfriis6ge l6nyeg6ben a fiildk6res siir(_
sigevel megegyezci: 2700 kgrm'. 1A mercoritek
mintegy 94 o;-a k6zet l ipusu anyag. osszchasonlitd_
sul: a Hold t6rfogata kb. 22xl0r8 mr.)

(d) Tegyiik fel, hogy a (b) rdszben mondott becsaD6d6s
ut6n a Ftild tdmegkiizeppontja folytatta Nap i<iiriili
prilydj6t. Mekkora lett volna az a teljes kinetikus
energra, amely a Fold tengely kiiriili forgris6nak le_
6llit6sa 6s a befogott meteoritek sebess6gvdltozdsa
k<ivetkezriben mdsfajta energidvd alakult?

(e) Hogyan v6ltozott volna val6j6ban a Fiild tdmeckii_
z6pponr jdnak  mozgr isa  a  mcreor i rekkc l  ra lo  (b )
pontban lein i ltkrizds kcivetkcztdben?

(0 A fttldi l6gkor egys6gnyi feliilcrdre egys6gnyi id6
alatt mer6legesan bces6 szoldris energia I370 Wmr.
A ( .1 )  pont ra  adot t  rd lassza l  va lo  r i sszeha,on  l i rha  ro_
siig 6rdck6bcn sz6mitsuk ki azt az enersi6t. amit a
Fd ld  24  ora  a la r r  a  Nap lo l  kap :  Mi  le l r  io lna  r  kO_
vetkezmenye annak, ha a mcteoritek enersi6ia a
I-old felszindneL arra a riszonylag kis r6szcr"e Lon_
centriil6dott volna, ahov6 a meteoritek becsao6d6siit
felt6telezhetn6nk?

(g) A naponta ntivekv6 gyiirii alakri korall k4.oz6dme_
nyek 6si kdvi.itetei bizonyitjrik, hogy a Fold forgdsa
a napok hosszrinak fokozatos 6s enyhe ntiveked6s6-
t6l eltekintve (ezt talirn az 6raprilyb6l ered6 srirl6d6s
okozzal. m|r 600 mill io dve figyelemrem6ltoan dl-
Iando. lgy a Velikovsky elmelernek szembe kcll
nlznie azzal a probl6m6val is, hogy hogyan in<lult
irjra a Ftild forg6sa pontosan ugyanazzal a sztigse-
bes\eggel mint megdlLis elcirr? Egy ujabb _ nrereo,
ritokkal val6 szerencs6tlen iitkdz6st6l eltekintve
vajon a gravitiici6s er6k (amelyek centnilisak) mew6l_
lozarharjilk-e a Fold lorgdsdllapouit?



(h) Velikovsky kitikusai ramutattak arra, hogy mi tiir-
lent volna az 6cedtokkal, a l6gktirrel, az emberekkel
6s egy6b, a Ftitd felszin6n l6v6 laza I6rgyakkal, ha a
Fdld forg6sa rovid id6re le6llt volna. Pr6b6ljuk meg
ktiriilj6mi ezt az ellenvet6st azzal a felt6telez6ssel,
hogy a loldforg6s te6ll6si folyamata el6g hosszir
ideig (mondjuk, egy vagy k6t 6rdig) tartott. Becsiil-
jtik meg azt az oldalir6nyi gyonuliist, ami a loldi
egyenlit6n fell6pett volna, 6s riividen fejtsiik ki, tril-
elhet6 lett volna-e egy ilyen esem6ny, vagy nem!

12-40 6hra
A l2C-57 feladathoz.

12C-57 Egy hajl6kony l6nc tiimeg/hosszirsig ar6nya
L : 2 kg/m. A l6nc nyugv6 rillapotban egy csigiin a 12-
40 6br6n Lithat6 m6don helyezkedik el. A csiga henger
alakf, homog6n, tdmdr, tiimege l0 kg, sugara 20 cm. A
rendszert nyugalmi hetyzetdb6l elengedjiik. Sz6mitsuk
ki az energia megmarad6s6nak elv6t f€lhaszn6lva a ldnc
als6 pontj6nak sebess6g6t I m siillyed6s ut6n, ha a liinc
a csiga forgdsa sor6n nem csirszik meg.
12C-58 K6pzeljnk el, hogy egymilli6, egyenk6nt 1000
kg t6megii versenykocsi a 45o-ik sz6less6gi koriin nyu-

gati ininyban hajt. A kocsik rigy mozognak, hogy r6tuk
a Nap az €gboltnak mindig ugyanazon fix pontj6n 16r
hat6. (Ehhez kb. ll50 km/6ra sebess6g lenne sziiks6-
ges.) A nyugalomb6l tdrten6 induliis 6s a sziiksdges
gyorsul6s kovetkeztdben a Fitld sztigsebess6ge ro n-r6l rr.r
-ra v6ltozik. (a) Ha a kocsik 24 6r6n 6t folytatn6k moz-
g6sukat, mekkora lenne a megv6ltozott nap hossza?
Rovidiilne, vagy hosszabbodna? Adjuk meg a velaszt
relativ v6ltoz6sk6nl Lo /ro o:(a -aro)/o 0. (b) Az atom-
oriik pontossiiga I a l0rr-hez. Ki tudnri-e mutatni az
atom6ra ezt a v6ltoz6st?
12C-59 Ahogyan a 12-41 ibra mutatja, k6t kism6retii
egyenl6 tiimegii test elhanyagolhat6 tiimegii vizszintes
rridon szabadon, srirl6dSsmentesen csriszhat. Kezdetben
a testek a koz6ppontja kdriil o 0 sziigsebess6ggel szaba-
don forg6 rfid forg6stengely6re szimmetdkus D t6vol-
s6gban riigzitve vannak. Ezut6n a testek r6gzitdse kiol-
d6dik, s ezt kiiv€t6en azok a rirdon kifel€ csriszva
csiikkentik a rLid sztigsebess6g6t. Sz6mitsuk ki a testek
rud menti v sebesseget abban a pillanatban, amikor a
rird ktiz6ppontj6t6l 2D tivols|gra vannak! Fejezziik ki
az eredmdnyt D 6s o-rn fi iggv€nyebenl (Urmutates: te-
kintsiik kiilitn a mozgds radi6lis komponens6t6l 6s kii-
ltin a forg6st6l sz6rmaz6 energi6t.)

12-41 6bra
A 12C-59 feladathoz.



l0,4.-15 a) 200 N b) 173 N jobbra, 100N felfel6

10A-17 0,94 m
10A-19 A v6lasz adott.
108-21 A vrilasz adott.
l0B-23 e = arctg (J/m.)

108-25 a) lOl I N b) 854 N, 14,2' a vizszintes felctt

l08-27 a) 214 N b) 369 N, 54,5" a vizszintes felett

b (1+ {3 )
5 t 5  N

a) 1386N b) 1297N, 67,1" a vizszinteshcz

A valasz adott.
0: arct1 p)

a ) N , : N , : 6 0 N  b )  1 6 , 4 N

15,9"
2230 N
A v6lasz adott.
A valasz adott.
a) 17,6 N b) 42,9 N

c) 13,3 N, 41,0" a fi igg6legest6l
A velasz adott.
A v6lasz adott.
(0,3a / 4)

A valasz adott.
1,047

_ , , r  -
A t k '  I  o

128-2r  a )  Jg /R b)  = , i+
+ f  I  K

l2B-23 a) 6,25 rcd/s2 b) 50 rad
128-25 0,103 rad./s
l2B-27 0,526 rad/s
l2A.-29 L2/2mR2
128-31 2,87 rad7s'�
128-33 a) 67500 kJ b) 24 m

r2c-35 + Maz
l2C-37 c) 2MPl3
l2C-39 376 kg m'�

108-29

10B-31
l08-33
10B-3s
108-37

t0B-39
10c-41
r 0c-43
10c-4s
l0c-47
10c-49

l0c-51
10c-53
10c-55
10c-57
10c-59

I lA-5
11B-7
118-9

r1A- l l

118-13

XI. Fejezet

l lA -1  a )  3 ,14  x  l0  a  m/s  b )  1 ,75  x  l0 ' rad /s

I
I  lA -3  k ismuta to  -  '10  '  

rad  s :  asz l ronat l l s

1,05 x 10-r rad/s; nagymutat6 1,75x10' rads;

ktisz6riik6 628 rad/s
a) 17,4 s b) 4,85 rev
1 3 , 5  s
A vAlasz adott.
43,4 rad/s

- l -
"D\  s

l1C-15 D^ = (R- r)0 / r

XIL Fej ezet

l2A-l a) 2ml2 b) ml.2 c) 2me d) mL2
l2B-3 A viilasz adott.
128-5 A viilasz adott.
12A-7 3,16 cm
124-9 8,50 x l0 12 kg m'�/s
12A-11 a) 0,320 kg m'� b) 0,960 kg m'�ls c)4,80N
128-13 32,9N m -2 ir6nYban
r2A-15 0,480 N
l28-17 a) 24,0 N m b) 3,56 x 10'�rad/s'�

c) 1,07 m/s'�
728-19 a) T,:24,2N, Z,: 30,0 N b) 4,30 m/s

r2C-41 a) m/M $ jfmM /(m+ M)]D'�o)

12C-43 A vdlasz adott.

12C-45 a) 0,506 kg b) 60,4 N

l2C-4? 1 ,97  x  10  3  N

t2C-49 A v6lasz adott.

12C-51 a) 6t Newton meterben, ha / masodprcben adott

b) 0,060P radi6nban ha I mesodpercben adott

l2C-53 A vdlasz adott.

12C-s5 16sD.tin0
12C-57 2,2O mls

t-
12C-59 Da,,,l;

XIII. Fejezet

l3A-l a) 4,00 J b) 2,00 J c) 6,00 J
13A-3 5,96 m/s
l3B-5 e : arcrg (7 pl2)

l3B-7 A vdlasz adott.
l3B-9 A vdlasz adott.
138-11 a) 66,7 rad/s b) 8,84 rad,rs

13A-13 MLz/3
138-15 g sin 0/( I +(,'�/R'�)

r3B-17 35,3"
138-19 a) 7,48 nVs b) 55,0'
l3B-21 a) 0,741 rad/s b) az 6ramutat6 j6r6s6val azonos

ir6nyban
13c-23 111(x-r)l/4
r rc-2s ,=1R
7 3 C - 2 1  a = F l ( M + n / 3 )

13C-29 b) -

13C-31 arc sin (r/R)
13C-33 A v6lasz adott.

r3c-3s + l
l3C-37 a) 5vJ7 b| l2mv.2/49J

l3C-39 a) 2Mgl3,1efe16 b) R/2 a TKP-t6l

13C-41 A vdlasz adott.

l3C-43 a) v./3 b) 0,500

1 3 C - 4 5  a ) F L  =  1 9 7 N , 4 =  1 3 1  N

13C-47 jobbra


