
, ,

A FORGO MOZGAS
DINAMIKAJA II
GORGAS MOZG6
TENGELY KORUL)

,,A gtorsan forg6 pdrgetty{; olyqn, mint az dszver:
egtik sem arra indul, amerre tsszitjdk. "

l3.l Bevezet6s
Az el6z6 fejezetben a merev test rdgzitett tengely kiiriili forg6s6t Lirgyaltuk.
Most kitedesztjiik vizsgd'latai'okat arTra a sokkal 6ltal6nosabb esehe, amikor a
test egyidej{lleg forg6 6s halad6 mozgdst is v6gez - ilyen p6ldriul a lejt6n
legiirdiil6 labda, vagy egy olyan t6rgy, amelyet tgy hajitunk fel, hogy a
mozg6sa kdzben egyik fel€r6l a m6sika fordul. (13-1c 6bra.) Ezek az <issze-
tett mozg6sok egyszeriien leirhat6k, a ttimegkiizeppont halad6 mozg6s6nak
6s a ttimegktiz6ppont k6ri.ili forg6snak az ered6jekdnt. A feladatok megold6-
s6n6l ezt a k6tf6le mozg6stipust mindig kiiliin-kiiliin vizsg6ljuk.

Az egyszer(s6g kedv€6rt 6ltal6ban nagyfokf szimmetri6val rendelkez6
testek (gitmbiik, hengerek, karik6k) mozg6s6t vizsg6ljuk, ametyek irgy mo-
zognak a t6rben, hogy mozg6 tengelyiik mindig pdrhuzamos mqrqd.

13. 2 Testek {ltalinos mozg6sa
A tov6bbiakban a test fogalm6t 6ltal6nosabb 6rtelemben haszn6ljuk, igy pl.
testnek tekintiink egy tiimegkttzeppontrendszert vagy egyetlen merev testet
vagy azok egy rendszer6t.
A 9. fejezet (9-14) egyenletdben levezettiik Newton mdsodik tiirvdnyer egy
ttimegpontendszerre :

Az M tdmegti test tdmegkdzdppontjdnak (TKP) halad6 nozgri-
sa olyan, mintha egtetlen M tdmeg{i pont mozogna a kiils6
ered6 er6 hatdsdra.

w ) c
(a) A tiimegktiz6ppont kiiriiti egy-

szerii forg6s.

(b) Egyszerii halad6 mozg6s.

v

a
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Newton m6sodik tiirvdnye
a tiimegktizeppont
halad6 mozg6s6ra

)r*, =$=,uu"*"
(c) osszetett halad6 6s forg6 moz-

ges.

13-1 dbra.
Merev test n6hiiny lehetseges mozgasa
k6tdimenzi6ban.

(13-1)

Meghatriroztuk a kiils6 forgat6nyomat6kok er6j6nek a hat6s6t is (12-16)
egyenlet szerint.

- n . A
qr \ r r - t l2



Valamely test rigzitett * tengelyre vonqtkazd impulzusmo-
mentumdnqk vdltozdsi sebessige egyenl1 az erre a tengelyre
vonatkoz6 kiils6 forgatdnyomatdkok ered6j ivel.

L* . . ,=*=^, (13-2)

ahol mind M, mind 1 a rdgzitett * tengelyre vonatkozik. A kdvetkez6kben
pedig minden bizonyitds n6lkiil kimondjuk az al6bbi fontos t6telt;

Egy test tiimegkiiz6ppontra vett impulzusmomentuminak
yiltozisi s€bess6ge egyenld a tiim€gkiiz6ppontra vett kiilsd
forgat6nyomal6kok ereddj6rel m6g akkor is, ha a test tai-
megkiiz6ppontja - a gyorsul6st is bele6rtve - elmozdul.

Az impulzusmomentum-
tetel a tiimegktizep-
pont kiiri.ili forgiisra

(13-r)

Amennyiben a test sikmozg6st v6gez (ekkor a test minden egyes pontja a
mozg6s sorin egy sikban marad) €s a titmegkiizepponton 6tmen6 forg6s-
tengely szimmetdatengely, akkor a (13-3) egyenlet a

lM= ra,r,
(TKIK&ND

alakra egyszer(siidik, ahot M 6s 1a tomegkiiz6pponfa vonatkozik' 6s 1a
szimmetria miatt 6lland6. Ekkor Z 6s o pirhtzamosak, azaz L: la

A (13-1) 6s a (13-2) egyenlet 6rv6nyes b6rmely t€stre vagy brirmely 16-
szecskekb6l 6116 z6rt rendszerre. Levezet6siikndl a testek mereys4ge r\em yolt
l6nyeges ktivetelm 6r\y. Ez6rt a bel6liik levonhat6 ktivetkeztet6sek a nem-
merev testekre is, 6rv6nyesek igy alkalmazhat6k csillagok gombszerfi halma-
zira., vagy egy a leveg6ben tekeregve es6 macsk6ra, amelyik mindenkeppen
a talp6ra szeretne esni. P6ldriul a kil6tt srapnell felrobbanSsa nem v|ltoztatja
meg a tomegktiz6ppont mozg6s6t; a repeszek eg6sz6nek tomegkiizeppontja,
vAltozatlanul parabola p6tyrin mozog bdr a repeszek kiiliinfdle piilyiikon er-
nek foldet,. Minthogy a srapnell repeszeit sz6trobbant6 er6k teljes €g6szben
bels6 er6k, az6ft a rendszerre hat6 egyetlen kiils6 er6 a gravit6ci6. Enn6lfog-
va F",,: Mar*r, a taimegkdzeppont ugyatazt a hajit6si p6ly6t kiiveti, fiigget-
leniil att6l, hogy volt-e robban6s, vagy sem. Hasonl6kdppen, ha egy miiugr6
egyszer m6r elhagyta az ugr6deszk6t, t6megktiz6ppontj6nak mozgis|t mir
nem tudja megvaltoztatni, tekintet nelkiil arra, hogyan mozgatja kezeI, l6bi,l
(13-2c 6bra).

13.3 Feltileten val6 giirdiil6s

Gyakori jelens6g, hogy egy test egy feltileten giirdiil. A csirsz6sment€s gor-
diil6s eset6ben a tiimegkiiz6ppont halad6 mozg6sa (x, v 6s a kinematikai jel-
lemz6kkel) szoros kapcsolatban van a titmegkdzeppont kitriili (0, or 6s c
mennyis6gekkel kifejezett) forg6 mozgrissal. Erre az esetre felirhat6, hogy
x=rq, v:ra 6s (r: re. A teljes K kinetikus energia a tt imegktiz6ppont

' A 13.4 pontban trrgyaltak szerint van neheny olyan eset, amikor a forgat6nyomat6k sze-
mitasara n€m csak a tdmegkijz6ppont, hanem m6s pont is hasznelhat6 m6g akkor is, ha a
tdmegkiiz6ppont gyorsul. Azonban addig, amig nem ism€rjiik azokat a megszoritasokat
amelyek mellett mes pont is hasznilhat6, a legbiztosabb a tdmegkijzeppontra vonatkoztatni
akkor is ha a ldmegkrjz6ppont gyo$ul.

I  M"'  =*
(TKP knriil)



(a) Vizszintes sirrl6d6smentes feliileten csfsz6 csavarkulcsr6l kesziilt fel-
v6tel. Minthogy a csavarkulcsra hat6 er6k ered1je z1rus, azert ttimet-
kiiz6ppontja (kereszttel jeliilve) a csavarkulcs forg6sa kdzben egye-
nesvonahi p6ly6n 6lland6 sebess6ggel halad.

(b) Ha egy ltived6k repiil6s k6zben (c)
felrobban, a szdthull6 repeszek
tiimegk6z6ppontj6nak parabola-
p6ly6ja ugyarnz, mint ami robba-
n6s n6lkiil lett volna.

Kinetikus energia
(csrisz6smentes gdrd0les)

az ugr6deszk6t, tiimegkii-
z6ppontjrinak parabola p6-
lydjat mer nem tudja meg-
viiltoztatni.

Lehetseges, hogy a l6cet 6tugr6
atleta tdmegkiizdppontja a l6c alatt
megy 6t? A f6nyk6p a bolg6r
Stefka Konstadinovat mutatja,
amint saj 6t magasugr6 rekord6t
javitja 1987-ben a R6mai Atl6tikai
Vil6gbajnoks69on.

l3-2 6bra.
Bels6 er6k nem ndjiik megv6ltoztat-
ni a pontrendszer ttimegktiz6pponljd-
nak mozg6s6t. A ponhendszer tti-
megkozeppon{a mindig csak a ktils6
er6k hat6s6ra mozog. igy a szabadon
es5 rendszer tiimegkozeppontjdnak
p6ly6ja mindig parabola (felt6ve,
hogy g 6lland6, 6s a srirlodris elha-
nyagolhat6).

(d)

kiiriili forg6s K-, kinetikus energi6j6nak 6s a t6megkiiz6ppont halad6 mozg6-
sa ,(,",- kinetikus energi|j{nak az tisszege. ll-esd a (9-22) €s a (9-23) egyen-
leteket.l

Homog6n t6miir gdmb 6lland6 sebess6ggel csirsz6smentesen giirdiil
vizszintes feliileten. Teljes kinetikus energi6j6nak mekkora h6nyada a
ttimegkdzeppont kiiriili forg6s6nak energi6ja?

MEGOLD,4S

A keresett energiahrinyad
K., K-,

K^"_, K,** + K-t

Minthogy a gitmb csfsz6smentesen giirdiil, yzr"

K = K,", + K t","" = ! I ror' + ! Ur]*, 1tl-17

(2 /  5)v,o2k.

K ̂ ,"

2
7

Ezeknek a fogalmatnak az alkalmzd,set a kiivetkez6 p6ld6k illusztr6tjrih.

+ %l(2 t ,MRzb'

vro2 +(2/ 5)vro2



M til.megti, R sugaru homog6n ttimiir giimb nyugalmi helyzetb6l in-
dulva csfsz6smentesen gdrdiit a vizszintessel 0 sziiget bezilr| lejt6rr
(13-3 6bra). Hatiirozzuk meg a t6megktizeppont hatad6si sebess6g6t d
t6vols6g megt6tele ut.in!

MEGOLD/IS

Minthogy nincs csriszds, ezert a srirlodds. {ami a ti imegkdzeppontra
vonatkoz6an az /R forgat6nyomat6kot adja) nyugalmi strl6d6si er6.
De mivel nem tudjuk, hogy a csriszas hat6r6n van-e a giimb, ez6rt nem
tetelezhetjiik fel, hogy a maximalrs nyugalmi srirl6d6s miikddik (azaz

J + p'lo. A forgat6nyomat6kokat a t6megkdz6ppontra fogjuk vonat-
koztatni, 6s a mozg6s vizsgalatit k€t r6szre bontjuk

A tiimegkiiz6ppont halad6si
gyorsulisa

lR = ̂ ur*,
(Mg sin9 -fl = Ma,',

f 6fteket a forg6 mozg6sra vo-
natkoz6 egyenletb6l behelyet-
tesitve 6s arKp-ra megoldva:

( uc "ine -zM!-'u )= rr"-"
\ ) )

(s / t)(g site) = a,*"

Ahhoz, hogy meghat|rozz\tk azt a pillanatnyi sebess6get, amellyel a
ttimegkdzeppont a giSmb d tdvolsrlggal val6 elmozdul6sa ulin halad,
figyelembe kell venni, hogy a tdmegkiiz6ppont a"o gyorsul6sa 6llan-
d6. Ez'trt a halad6 mozg6sra vonatkoz6 kinematikai egyenletet kell
alkalmazunk:

A tiimegktiz6ppont kiiriili
forgris gyorsulisa

lm=zc
(TKP kddu

fR = (2/3)MR'�ct
J = e/3)MRcI

aro: Ra, ezEtt

J: Q/5)Mar*

v2 = vo2 + 2a(x xoS
i: (0)'�+ 2[(5/7) gsin9)(d-0)

n osd riro
v = . 1 - .

\ 7

(a)

N'$
mg

(b) A vektor6bra

q
mg sin 0

mg cos 0
(c) Egymiisra mer6leges kompo-

nensekre bontott er6k diag-
ramja. Minthogy a tomegkti-
z6ppont a lejt6n lefel6 gyorsul,
ezt az ir5,nyt v{Iasztjuk pozitiv-
nak ds (merl a - Ra), az ora-
mutato jfu6sdval egyezci forgiis i
inin),1 pozitivnak.

13-3 6bra.
A l3-2, a l3-3 6s a 13-6 pdlddhoz.

A fenti p6lda a giirdiil6 testek vizsg6lat6val kapcsolatosan fontos szem-
pontot illusztr6l. Ha a lesl csliszdsmentesm gdrdi.il, akkor a test tdmegkdzep-
pontj6nak vr*" halad6si sebess6ge 6s a test a) sztigsebess6ge kiiziitt fennrill a
vrKp: Ro iisszefiigg6s. Hasonl6kdppen 6w6nyes, hogy ar*":Ro.

Egyenleteinkben az x tengely pozitiv ir6ny6t 6s a pozitiv forg6sir6nyt
tigy v6lasztjuk meg, hogy a tdmeglr;zeppont pozitiv irdnyi elmozduldsa a
tdmegLdzeppont kdriili forgds pozitiv irdnydnak felelj en meg.

Itt az el6z6 p6ld6nak egy m6sik megold6si m6dszer6t mutatjuk be.
Vegyiik 6szre, hogy miutrin a g6mb a lejt6n d tivols6ggal legdrdiilt, a
ttimegktiz6ppont h= d sinq fiigg6leges tavols6gnyira lejjebb keriilt.
Az energiamegmarad6s ttirveny6nek alkalmaz6s6val meghatArozhat6



a ft fiigg6leges t6vols6ggal lesiillyedt gtimb tiimegkdz€ppond6nak se-
bess6ge.

MEGOLDAS

Ugy tiinik, hogy a gtimbre hat6 nyugalmi srirl6d6si er6 a gtimb gtir-
diil6se sor6n elmozdul, amib6l (t6vesen) arra kdvetkeztethetn6nk,
hogy ez az er6 valamilyen munk6t vdgez; vagy h6t termel. Ez nem
igaz; a g6rdiil6si folyamatban a n'.ugalmi srirl6d.isi er6 csupiin 6tkedil
a giirdiil6 test egyik 6rintkez6si pontj6r6l a m6sikra. Tov6bb6, ha egy
test csrisz6smentesen gitrdiil, akkor h6 sem fejl6dhet. (Csak a mozgrisi
surl6d,isi er6 hat6s6ra j,iin l61tl.e h5 az Jo't'; iisszefiigg6snek megfelel6-

en.)
A rendszer konzervativ, ezefi alkalmazhatjuk a mechanikai ener-

gia megmarad6s6nak titrv6ny6t, A gravitdci6s helyzeti energia z6rus
vonatkoztatiisi szintjet a legalacsonyabb pontba, a lejt6 alj6ra helyez-
ziik.

E o :  E

(U")o+ (K',.")o+ (K,.)o= U"+ K,,*", + K,.'

Mgh + 0 + 0 = 0 * %Mvrrc t '/zl(2/5)MR'�la'�

Behelyettesitve, hogy h = d sin9 6s figyelembe v€ve,hogy vro= Rcl�,

Mgd sinq = (1/2)Mvr; + Q/s\Mvrtu,
gl sin9 = (7/10)Mvro?

Fosd r-gu,o = 
l___7_ 

.

Amint a fenti p6lda mutatja, az energiamegmarad6s elvdnek alkalmazisa
gyakan a riividebb m6dszer. S6t, bizonyos esetekben, az energiameg-
marad6si elv alkalmaz6sa az egyetler. lehets6ges m6dszer, mert pl. a kiivet-
kez6 p6ldiban qrKp es a irdnya folylonosan v6ltozik, €s a kinematikai
esvenletek nem alkalmazhat6k.

M titmegft, R sugaxf tiimtir gttmb nyugalmi helyzetb6l indulva csir-
szdsmentesen leg6rdiil egy sdrbiilt pdlydn 113-4 ribra). Hatdrozzuk
meg a tbmegkiiz6ppont sebessdg6t, miuri'n a giimb fiigg6legesen I t6-
vols6ggal lejjebb keriilt.

MEGOLDILS

A feladat megoldiis6ra a kinematikai egyenletek nem alkalmazhat6k,
mert a giimb mozg6sa sorfur a tiimegkiiz€ppont gyorsul6sa nem 6llan-
d6, (tejt6n a gyorsul6s 6lland6 lenne). Az egyetlen lehetseges megol-
d6si m6dszer az energiamegmaradSsi t6tel alkalmaz6sa:

Eo= E

A mozgiis v6gs6 szakasza gordilis vizszintes pdlydn.

l3-4 6bra.
A 13-4 p6ldihoz.
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13-5 6bra.
L6that6 egy v6kony vizszintes szelet.
Ha ismerjiik a szelet sikj6ra mer6le-
ges, a szelet tdmegkitzep-pontj6n (itt
az xy tengelyek orig6j6n) 6tmen6 for-
gdstengelyre vonalkoz6 1ftp tehetet-
lens6gi nyomat6kot, atkor a Steiner
l6tellel bdrmely mds P ponton dtmen6
p6rhuzamos tengelyre is megkaphat-
juk a tehetetlens6gi nyomat6kot.

13.4 A prlrhuzamos tengelyek t6tele (Steiner t6tel)
A IM : 1a dsszefiigg6s alkalmaz6slhoz mindeddig olyan tengellt haszn6l-
tunk, ami 6tmegy a tiimegkdzepponton. De m6s tengelyt is haszn6lhatunk,
felteve, hogy ez r6gzitve van, vagy rigy mozog, hogy megtartj a irlny t a teF
ber\ (Maz dnmagdval pdrhuzamosan mozog). A tehetetlens6gi nyomat6k
sz6mitas6t az olyan tengelyekre, amelyek nem inennek 6t a tiimegkdzdppon-
ton, nagy m6rt6kben megkitmyiti a Steifter titel yagy a pdrhuzamos tenge-
lyek ftteb nAven ismertteteL

Tekintsiink egy tetsz6leges alahi testet, amelynek a t6megkttz6p-
pontj6n 6tmen6 tengely6re ismerjiik az \Kp tehetetlens6gi nyomat6kot. K6p-
zeljiik el a tengelyre mer6legesen a testb6l kiv6gott v6kony lemezt. (13-5
6bra) Tegyiik fel, hogy a P ponton 6tmen6, ds az eredeti tengellyel pdrhuza-
rnos tengelyre akarjuk a tehetetlensdgi nyomat6kot meghatirozni. Ha a test
egyik tdmegpontj6t rz,-vel jeliiljiik, akkor a lemez P pontra vett 1 tehetetlen-
s6gi nyomat6ka

1 = \m, r ,2

A koszinusz t6telt (D fiiggel6k) az r, r, 4s a I szakaszokb6l alkotott hfuom-
sztigre alkalmazva az al6bbi tisszefiigg6st kapjuk:

r , ' = r ' + h 2  +  2 r h c o s ?

Behelyettesitve ezt az 6rt6ket / fenti kifejez6s6be:

1 =\m,r2 +lm,hz +l^]zrn coso)

Mivel I 6lland6, igy a szumma jel el6 kiemelhet6:

I =\n,r' + h2\m, + 2hlm,r cos?

Az els6 tag 6ppen a tdmegkdzepponha vonatkozlatoll IrKp tehetetlensegi

nyomat6k, a m6sodik tag Mhz, ahol M a te$ egesz tiimege. A harmadik tag
z6russal egyenl6, meft rcos0 =.x, nem mis, mirlJ" M r szakasznak az "x ten-
gelyre es6 vetiilete, 6s a tdmegkiiz6ppont definici6j6b6l (9.4 fejezet) az eg€sz
r'tegte lmp,:0. Az euerast a testet alkot6 tisszes retegre kitedesztve meg-
kapjuk a pdrhuzamos tengelyek l6lelet:?

Steiner tetel I: Iru+ Mhz o3-s)
Az dsszefiigg6st kdnnyen megjegyezhetjiik, ha a mozg st ilgy tekintjiik,
mint a test tdmegk;zeppont k)r li forgdsdnak 6s a tdmegkdztppont ij tenge-
Iye kdriili ltdrdn v4gzett tronszldciijdnak eredtijit. A m6sodik tag abb6l ad6-
dik, hogy a testet a tiimegkitzeppontj6ba koncentdlt, az irj tengely kiiriili l,
sugaru kiiriin mozg6 tdmegpontnak tekintjiik.

Hal'rozzlk meg az M titmegfr,,R sugaru homog6n tomtir t6rcsa tehe-
tetlensegi nyomatek6t a sikj6ra mer6leges, egy keriileti ponton 6tmen6
tengelyre vonatkoz6an. ( | 3-6 dbra).

MEGOLDAS

A tdmegkoz6pponton 6trnen6, a tArcsa sikj6ra mer6leges tengelyre a
t€hetetlensdgi nyom at'k t/2tr'IRz . A Sbiner t6tel alkalmaz 6s6val

| 
1p' * 114p' - ! 74p''I=  I ro  + Mh'= 

1 l l  2

Egy ezzel kapcsolatos itsszeflrgges poldris-axidlis fttelkent isfieretes. (Megfogalmazva a
13C-33 feladatban.)

a t6rcset

a rKp-n iitmen6. or:#tf_""
szunmetnatengely tengely

13-6 6bra.
A l3-5 p6ld6hoz.



Tekintsiink ism6t egy lejt6n csrisziis nelkiil legttrdiil6 homog6n tiimiir
gtimbtit (13-2 6s 13-3 p€lda). A Steiner t6tel felhaszniilds 6val hatfirozzttk
meg a giimb ttimegkdz6ppontj6nak gyorsul6s6t. (L6sd a l3-7 itbr6t.)

MEGOLDAS

A Steiner tdtelt alkalmazzuk a pillanatnyi forgd.stengelyre, vagyis a.
giimb 6s a feliilet P 6rintkez6si pontjdra vonatkoz6 tehetetlensegi
nyomatek kisz6mit6s6ra. Ezut6n Newton )M rrxr uo.uo:Ioro tdrv6ny6t
haszn6ljuk fel a gyorsul6s kisz6mit6s6ra. A p ponha ;ett 1p tehetetlen-
s6gi nyomat6k:

t,= 1,,,+ Mh'- 
2 

114 p' - yp' - 7 yp,
5 5

Az Mg ert5 az egyetlen, ami a P pontra forgat6nyomat6kot gyakorol,
az er6kar R sinO. A P pont kiiriili forg6 mozg6sra 6rv6nyes mdsodik
Newton tiirv6nnyel a kiivetkez6t kapjuk:

\ * r =  t  n a
(P kairnl)

ugla sin[: ] MR2a
5

5 ^-.e sino: Rc{.
7 '

Mtve lqNp-  Ra,  ezEn a , , "  -  gs inq .
1 -

Ez ugyanaz az eredm6ny, amit miir el6z6leg megkaptunk. A m6dszer
el6nye itt abban jelentkezik, hogy a meghatiiroz6s6ra a halado 6s a
forg6 mozg6sokra 6rv6nyes egyenletek egyidejii megold6sa helyett
elegend6 csup6n a forg6si egyenlettel dolgozni.

A joj6 nevii j6t6kszer fonal t riigzitve a joj6 fiigg6legesen legiirdiil.
Tiimege M, inerciasugara /r, tengely6nek sugara r. Newton m6sodik
t6rv6ny6b61 kiindulva hat|rozzuk meg a joj6 tdmegkiiz6ppontj6nak
aro gyorsul6s6t!

MEGOLDAS

A l3-8 6br6n a mozg6 joj6ra hat6 er6k y'zlata l that6. A tomegkii-
z'ppo[:xa sz6mitott lorgat6nyomat6kokat felirva (figyelembe v6ve,
hogy aro: ra), akiivetkez6ket kapjuk;

A tiimegkitzEppont
halad6 mozg6sa

\Fn = -a,

(*) Mg -T = Maro

L 2
M8-M:Varn ,=Maro

s"rKP - 7----- --:-

l r * a l
\  r ' )

A ttimegktiz6ppont kiiriili
forg6 mozgris

I M1"o nu.uo -- 1o

r ,=u# l "n  I
\ / . /

L 2
T = M _ : : a , * .

Helyettesitsiik ezt az eredm6nl,t
a bal oldali

mg cos 0

l3-7 [bra.
A l3-6 p6lddhoz. Az a P ponr, ame-
lyikre a forgat6nyomat6kot szAmitjuk,
a giimb 6s a lejt6sik 6rintkez6si pontja.

13-8 6bra.
A l3-7 p9ldihoz.
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Csrfiszva giirdiil6s .

A kiivetkez6 p6ldrikban olyan jelens6geket tiLrgyalunk, amelyekndl csirsz6s
l6p fel a gitrdiil6 test 6s a p6lya feliilete kiiziitt. Eml6kezziink: ha csrisz6s is
fell6p, akkor.r+r0,v+ra es a*rd. Minthogy a t 'megkdzAppont g)orsul,
ezeft a forgatdnyomaftkokat feltAtleniil a tdmegk)zippontra vonatkoz6an kell
szdmitani (ldsd a 13-3 eg)enletet).

M rdmegii R sugaru homog6n ttimbr giimbiit tengelye kijriil vizszinte-
sen megforgatunk, majd vizszintes feliiletre helyezve elengediink.
(13-9 6bra) Az elenged6s pillaaatriban a gtimb tiimegkiizeppontja
nyugalomban van. A pdrg6s kiivetkezt6ben a giimb haladni kezd a
feliileten, ttimegkiizdppontj6nak halad6si sebess6ge felniivekszik, mi-
kdzben (ttimegk6zeppont kitriili) szitgsebessege fokozatosan csiikken.
Att6l kezdve, hogy vro= Rco, a giimb 6tland6 sebess6ggel, cstisz6s
n6lkiil giirdiil. A gdmb 6s a feliilet kiiztitt a csirsz6si sfrl6d6si egyiitt-
hat6 pF Tekintsiik azt az illlapotot, amikor a giimb cstiszva giirdiil,
mikbzben ttimegkdz6ppontja is gyorsul! Hati4rozzuk meg (a) a tiimeg-
kiiz6ppont 4.IJ, gyorsul6s6t 6s (b) a giimb ttimegkiiz6ppont kdriili a
sziiggyorsul6siit.

MEGOLDAS

(a) A l3-9b 6bra a giimb vektodbdj6t mutatja. (Meg kell 6rteniink,
mi6rt mutat a feliilet 6ltal a g6mbre hat6 strl6d6si er6 jobbra.) A

jobbra mutat6 ir[q't ill. 6ramutato jarasival megegyez6 iranyt v6-

lasztjuk pozitirmak. Minthogy cstiszris 16p fel, a csirw6 srirl6d'isi er6l
= pN. Ez az er6 a tomeg;kiz6ppont gyorsul6s6t okoz6 vizszintes

ered6 er6, tovi;bb| ez hozza l61J.e azt a tdmegkiizepponfa hat6
(negativ) forgat6nyomat6kot, ami a sziigsebesseget lassitja. A ha-

lad6 6s a forg6 mozg6s kiizott most is van kapcsolat, de a csirsz6s

miatt r f R0, v* R@ 6s 4 +R.r. Mivel fiigg6leges iri4nyir gyorsu-

16s nincs, az6rt a fiigg6leges er6k iisszege z6rus:

I + = o
(N -  ug1=s

N = M g

A vizszintes ir6nyh er6kre lF, = ma,

Minthogy az egyetlen vizszintes er6 / = p o N, behelyettesit6s

ut6n

P oN = Maro

ad6dik; figyelembe v€ve a fenti N = Mg iisszeliiggest:

P 'Mg = Ma'"'

lllnen
a7a1' = F t8'

(b) Mivel a pozitiv forg6sir6nlt az 6ramutat'o j6r6s6val rnegegyez6nek

valasztottuk, a srirl6dtisi er6 forgatonyomateka a titmegktiz6ppont-

ra vonatkoz6an negativ, igy az a sztiggyorsul6s is negativ ' Mint-

hogy a tdmegkiizippont g/orsul, q forgatonyomaftkokat a tdmeg'

kdzippontra vonatkoz1an kell felvenniink. A forg6 mozgds

alaptdwinytbdl azt kaPjuk, hogy

Csuszva giir-
diil6 mozg6s d
tiivols69on
(s + lRO 6s
v * R(D)

Ett6l a pontt6l
kezdve a ko-
rong csrisz6s
n6lkiil gtirdiil
(v = Ra))

N
t a ,

A i q
(b)

13-9 6bra.
A 13-8 p6ld6hoz.



2v=n (1is a TKP-n)

-rnt={})(,*ht

o = - , t 1 n Y g  - - 5 P r g
12 / s)MR 2R

Minden, kiils6 er6k hatisa alatt 6116 test a Newton m6sodik ttirv6nye 6ltal
megszabott m6don viselkedik:

A tdmegkaiz6ppont halad6 A tdm€gkitz6ppont k6riiti forq6

fFuu*o.= au"o )Muor,u= rr*"o.

Erre a7 elbf6nos mozg6stipusra a Fiild-Hold rendszer (13- l0 6bra) szolgriltat
p61d6t. A Nap 6ltal a rendszerre kifejtett teljes gravitiici6s er6t fgy tekinther

13.5 T6rbeli dltalinos mozg{s

Bolyg6p6lya

a Nap ktiriit

&
13-10 6bra.
Pelda az iisszetett halad6 6s forg6
mozg6sra. A Fiild-Hold rendszer
tdmegk6z€ppontja a fold[elszin alan
van kb. 1700 km m6lyen. A F6ld-
Hold rendszernek e ttimegktiz6p-
pont kdriili forg6sa sor6n maga a
tdmegkdz6ppont Nap ktiriili p6ty6n
mozog.

Hold

Egy g6pkocsit vezet<ije gyorsan akarja megrillitani 6s rigy l6p a f6kre,
hogJ az egyik ker6k a meg6ll6sig r6szben csirszik, r6szlen iorog. tta
az R sugarir ker6k az 6ton D trivolsrignyira csirszva g sziiggel foriul el
(D>RO), mennyi h6t termel az./; csirsz6 surl6drisi er6?

MEGOLD,4S

Mivel a ker6k forg6s kiizben csriszik is, k6t kiildnbdzd hat6s l€p fel
egyidejiileg. A mozg6s forg6si iisszetev6je miatt a srirl6drisi er6 csak
{thelyez6dtk egyik 6rintkez6si pontr6l a m6sikra an6lk , hogy az er6
munkAt vegezne, vagy h6t termelne. (Ez hasonlit a csirszTimentes
gtirdiileshez.) A mozg6s csirsziisi dsszetev6je azonban h6t fejleszt.
Ennek mennyis6ge az fttest 6s a ker6kfeliilet kiizotti csirsz6si i6vol_
sdgt6l.ftgg. Ez a ciszdsi t i ivolsdg a teljes D haladdsi dvolsdg 6s a
lorgasbol sz6maz6 R0 trivolsrig kiil<tnbs6ge. Ezen a fejl6dci hci

Eh6:fk(D - Re).



(b) A fordul6st 6ltal6ban a test eliils6 16-
sze kezdi. igy a macska, ha az es6si
magass6g kicsi, legal6bbis a mells6
ldbaira esik. A mells6 l6bak a has al6
hriz6dnak, csitkkentve a tehetetlensegi
nyomatdkot a fordulas alatt. A h6ts6
t6bak mindaddig nyirjtva maradnak,
ameddig a mells6 r6sz f6lig-meddig
elfordul, ezutiln az eliils6 l6bak nyul-
nak ki 6s a h6ts6k hriz6dnak be, 6s a
test h6ts6 r6sze fordul. A teljes folya-
mat alatt a larok gyorsan kiirbecsap6-
dik a teljes impulzusmomentum meg-
tart6sa 6rdek6ben. A vbzlatok 1/20 s
id6kdziikkel felvett f6nyk6pek alapj6n
k6sziiltek. (K6rjiik, ne ism€telje meg
senki ezt a kis6rletet; a macsk6k l6ba
gyakan eltiirik, vagy m6g nagyobb
baj is titrt6nhet a talajt el6rve.)

13-11 6bra.
A szabadon es6 macsk6ra nem hat kiils6 forgat6nyomat6k, hogyan lehets6-
ges tehiit, hogy m6gis el tudja j6tszani a ,,mindig talpraes6s" legendds tettet,
m6g ha h6ttal lefele ejtik is le? A macska bonyolult mozgdsa megfelel az
impulzusmomentum megmarad6sa tdrv6ny6nek.

13-12 6bra.
A r6gi tipusri villamos kocsin a f6ke-
z6 ember a fdkker6k szemkiizti olda-
laira k6t egyenl6 nagys6gri ellent6tes
ir6nyri er6t gyakoroh. Ezr ak't er6t
erdpdrnak nevezzik.

jiik, mintha a rendszer titmegkdz6ppontj6ra koncentr6l6dna.' Ez a rendszene
hat6 kiils6 ered6 er6 okozza azt, hogy a tdmegkitz6ppont a Nap kitriil kitrpit-
ly6n mozog, mig a Filld 6s Hold kiiziitt miikdd6 ,,bels6" gravitiici6s er6 a k6t
test kiiziis tiimegk6zeppont kiiriili forg6s6t okozza. M6s p6lda lehet az iirben
gyorsan forg6 iirhaj6, mikiizben ir6nyit6 rak6trii kiiliinbdz6 tol6er6t fejtenek
ki 6s forgat6nyomat6kot is gyakorolnak a tiimegktizeppont kiiriil. Kiils6 for-
gat6nyomat6k hij6n a rendszer impulzusmomentum6nak 6lland6nak kell ma-
radnia. Erre a helyzehe a l3-11 6br6n l6thatunk drdekes p6ld6t.

Miel6tt az onban ezekel az 6ltal6nos esetekkel foglalkozniink, megttu-
gyaljuk, hogyan hathat egy rendszerre forgat6nyomatek, ha a rendszet-re hat6
er6k ered6je zdrus-

Az erfipir

K6t egyenl6 nagys6gri ellent6tes ir6nyi, nem tvonos hatisvonalir er5t6l, az
6n. er6p5rt6l speci6lis forgat6nyomatek sz6rmazik, l6sd a 13-12 6bdt. Noha

' Itt elhanyagoljuk a Nap gravitdci6s terenek a F6ld kdzoleben m€gl€v6 csek6ly inhomoge-
niLisAt.

(a) Az alapmaa6ver beliilr6l ki-
fel€ forditja az U alalrf !est-
helyzetet, a macska ahdnat az
U alak kiils6 oldal6r6l a bels6
otdal fel6 forditja. A mells6 6s
a h6ts6 testr6szek fiigg6leges
tengely kiiriil ellentttes iriny-
ba fordulnak, megtartva az
impulzusmomentumot



ebben az esetben a testre haro er6k rk o t fej r ki. r ", aiia' i" i i i", Il,ff! :: :.'.y.t' az ercipdr rorgat6nvoma t d-
I po'nm ak,"sd t;;;;;,6 t',;iiji!l f"'"*"0 irtik.e Jiigger ten ann a k a
kove*ez6 pdldin m "iii"ui"**t* 

a Jorgatonyomatakot szduitiuk Ezt a

5;ffi:ff:ilT}iflu f'ffi* *l goz.ik az (irben,gvakorrarilag a

rffi "ili*.:**t*iinJn'#frj:rr"isi i' * :** j(a)H.ataiizzuk;;;;*;',;;;:H::r::'"d;ll"iHff ;.I;ffi ::mat€kot a rud tdmegkdz6ppontidra!
"y","r6k6ndk;;;;;;.'ri;;"#il'J,X;,T:":*.s.hosvufo'g",.-

MEGOLD.4S

(a) A pozitiv -r tengery i6ny6t a l3- 14b 6br6nak megferer6en v6laszt-va megfllapitjuk, hogy az er6k ered6ie

l3-13 ribra.
A 13- l0 p6ld6loz.

(a) Az asztronaut6k a nidra me_
r6leges er6t fejtenek ki.

/  { + )
o)- *

(b) A rudra hat6 er6k vektor6b_
r6,ja.

13-14 {h},ra.
A l3-l I p6ld6hoz.

2.n,:r,

A 13-13 dbnin liithat6 merev test

1q1iJo*w,aer.a";],;;;il*;f*ii:"i',lffi :"i_.li:lTT.ff lnff ;:x;ffi'f l,?;,#:,::f ?:ilf,,T,1*ru:ll*:mffi ,
MEGOLDAS

(a.) Az er6k risszeee:

2p,= - p, n r,: o.

,l17:ii;":^:#*:";:::w:;'::r/Jii?li;fi ,-,1T;..,.kot, mert er6karja z6rus. Az 6ra,anyt u an",tJ i,olnff ;|iil;iil,:rrff 
6val errentdtes fors6s-

Inn :(er6).(er6kar)
(F ldmaddsponrJi i ra)

2W: grryrg = f rlj/ (az 6Emutat6 jirdsdval ellenteiesen)

,", 
fl iit?." 

a kdvetkez6k€ppen sz6mitjuk ki az ered6 forgat6nyo_

)M = (er6){er6kar)
(az O pontra)

\w = 1tr,'110 * a) -(Fr)(a) = F-d 1az 6rarnutat6 jrrdsavar c ent6tesen)

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXlL$":,ti*;,k*"i.^E'r:'::r:y^t6kusya\az,mintanita(b)

m; *t*rLr# ltJ$,: ;:t1;l"J*#:f"ffi :,t

= 0 (az ered6 er6 z6ms)



(b) A t6megkiiz6ppontra sz6mitva a forgat6nyomat6kokat 6s a A
szimb6lummal jeliilt, az 6lamfiat6 j6riis6val ellent6tes ir6nyt pozi-
tivnak v6lasztva (figyelembe v6ve, hogy F, = I'r) arra jutunk, hogy

)U = f,1a * a; - Fr(b) : Fd (6famutat6 jar6saval ellenr6tes ir6nyban)
(TKP-ra)

(c) A foriaionyomat6kot a rud als6 pontj|ra szimitva:.

\V= f rlo + a1- Fr(a) = Fd gnautatoj6r6s6val ellenretes iranyban)
(a rud a1s6 v6g€re)

Megjegtzds: A k6t egyenl6 nagys6gir 6s ellent6tes irinyl er6 er6pdr.
Minthogy ered6 er6 nincs (az ered6 z6rus), ez€rt a r|ild tiimegkiiz6p-
pontja az inerciarendszerben nem v6gez halad6 mozgfst, nyuga-
lomban marad, De az er6p6r 6ltal l6tesitett ered6 Fd forgat6nyoma-
t6k a rudat tiimegkttzeppontja kiiriil az 6mmutat6 jfu6s6val ellent6tes
forg6si ir6nyban sztiggyorsul6sra k6nyszeriti. Ha az er6k tov6bbra is
mer6legesen hatnak a forg6 rudra, a sziiggyorsuliis v6ltozatlanul fenn-
6ll, teh6t a rud tiimegkdz6ppontja egy inerciarendszerhez viszonyitva
nyrgalomban marad, de a rud maga a tiimegkiizeppontja kiiriil egyre
nagyobb szdgsebess6ggel forog.

V6kony, / hosszris6gri rud gravitrlci6 mentes (srilytalar) kiimyezetben,
kezdetben nyugalmi helyzetben van egy inerciarendszerben. A nid
egyik v6g6t hossz6ra mer6leges ir6nyi iit6s 6ri. Mekkora tivols6gra
jut el a rud ttimegktiz6ppontja mialatt a rild a tdmegkdz6ppontja kiiriil
egy teljes fordulatot v6gez? (Erdekes, hogy a v6lasz fiiggetlen a rird
tiimeg6t6l 6s az iit6s er6ss6g6t6l.)

MEGOLDAS

A rtd vdg6re m6rt mer6leges iites a drd tdmegktizdppontj6nak impul-
zust ad, 6s a tdmegkiiz6ppont kiiriil impulzusmomentumot l6tesit.

A tiimegkiiz6ppont
halad6 mozg6sa

) r = ! !
dt

l r a t = u t . , "

I r at = u(u,*, -�o)

Az eredm6nyt ajobb oldali
egyenletbe helyettesitjiik.

A tiimegkiiz6ppont kiiriili
forg6 mozg6s

Irr 'r=!!
dt

1 ) r a t = t , o t
t ,  ,  t d t '
1\Mvrxr)= o lto-o)

Legyen A/ a teljes 2n rad elfor-

dul6s ideje. Mindk6t oldalt Al -vel

szorozva azt kapjuk, hogy

(  z \ (  t ' \
rtslL=li )lp)e,!-

x 0: 2n rad

Itt

3



13.6 A piirgettyfi

Figyeljiik meg a brig6csig6t, amint megddlt tengelye kitriil lebilincsel6en
sz6pen mozog. A brig6csiga tengelye a fiigg6leges kiiriil lassan ktirbej6r, 6s
kippal6stot ir le, irgy tiinik, mintha ,dacolna a gravit6ci6val". A brig6csig6-
nak ezt a mozg{s|t precesszi6nak nevezziik. Adott d6l6si sziig mellett min6l
gyorsabban piiriig, ann6l lassabb a precesszi6. Term6szetesen ez nem s6rti a
gravit6ci6s t6ry6nyt, a brig6csiga csup6n az M: dlldl k6plet el6ir6s6nak
engedelmeskedik. A ptirgetty{i mozgdsa bizonyos esetekben sokkal dsszetet-
tebb is lehet, 6s szokatlan von6sainak magyafirzat'ra teledelmes ktinyveket
szenteltek. Ajelens6gnek sz6mos miiszaki alkalmaz6sa is van.

A mozgils vizsg6latita egy egyszerf pdrgettyiit - egy tengelyre szerelt
t6rcsAt v6lasztunl. Eml6keztetiink arra, hogy az egyen€s menten p : zrv im-
pulzussal mozg6 ru titmegii test megtartja 6lland6 p impulzus6t, ha kiils6 er6k
nem hatnak 16. Hasonl6kdppen a forg6 pdrgettyii L = 1a; impulzusmomentu-
ma is 6lland6, ha kiils6 forgat6nyomat6kok nem hatnak 16. Az ilyen un. erci-
mentes piirgettl.ii (13-15 6bra) megtartja forg6stengely6nek irri'ny6t egy
inerciarendszerben (pl. az 6ll6csillagok rendszer6ben). E tulajdons4got hasz-
rositja a pdrgettyiis iranytii. A kett6s kard6n felfilggeszt6s megakad6lyozza,
hogy a forg6 piirgettyiire forgat6nyomat6k hasson, igy impulzusmomentuma
megtartja be6llitott (mondjuk az Eszaki Sarkcsillag fel6 mutat6) ir6ny6t m6g
a(kor is, ha egy haj6n vagy repiil6g6pen a Fiildiin ktirbehordozz|k.*

A pitrgettyii mozg6s6nak legmeglep6bb jelens6g6t 6brazolja a l3-l6a
6bra. Ha egy vizszintes tengelyii lorg6 pdrgettyii csak a tengely egyik v6g-
pontj6ban van al6tiimasztva (ezt M O pontot tekinthetjiik rogzitettnek), akkor
azt y6mi,nk, hogy a tengely lefel6 d6l annak az (O pontra vonatkoztatott)
M = r x mg forgat6nyomatdknak megfelel6en, amelyet a gravit'6ci6 gyakorol
a tiimegkdz6ppontra. Ehelyett a tengely - meglep6 m6don - vizszintes sik-
ban forog kiirbe, azaz precesszi6t v€gez.

A pitrgettyii precesszi6ja olyan forg6 mozg6sra szolg6l p6ldak6nt,
amelyben a forg6stengely nem marad p6rhuzamos, hanem itr6r.y,t viltoztar'
ja. A mozgris vrzsg|latira azzal az egyszertsit6 feltev6ssel 6liink, hogy az
egyetlen impulzusmomentumot maga a piirgettyii forg6sa okozza. (Elha-
nyagoljuk azt a kicsi impulzusmomentumot, ami a tdmegkdzeppontot viz-
szintes koriin mozgat6 precesszi6b6l ad6dik. Azonban, amint majd l6tni
fogjuk, min6l gyorsabban forog a ptirgetty(, ann6l lassfbb a precesszi6, igy a
fenti feltev6s gyorsan forg6 pitrgett)'iikre helytil16.)

Tekintsiik az O rdgzitett al6t6maszt6si pontra hat6 M: dLldt forgat6-
nyomat6kot (13-16 6bra). Ahhoz, hogy a piirgettyii L(t) impulzusmomentu-
m6t a forgat6nyomat6k vektorinak ir6ny6ban AL 6rt6kkel megv6ltoztassa, a
ptirgettyii tengelye vizszintes sikban fog kiirbe forogni, azaz egy

, , = o 0' L t

sziigsebess6gii precesszi6t fog v6gezni. Ezt a sztigsebess6get a l3-16d 6bra
alapj'n a LL = LA$ 6sszefigg6sb6l sz6mitjuk ki. Elosztva Al6rt6kkel

M  - L 6

At Lt

ad6dik. Mivel lMl = LL/ Lt, 6s to, = 66 1 61, ezek behely€ttesit6s6vel

M = L a p 03-6)

A l3-l6b 6br6r6l leolvashat6, hogy M =mgr, teh6t e precesszi6 {op sziig-

seDessese

A magyarezat kisse ftlegyszefilsitett ez6rt fClre6lthet6. A pitrget!,'iis ininytu a Coriolis er6
miatt kezdeti bee[ites6bl fliegetlennl mindig a Ftjld forgAstengelydnek (n€m a mdgneses
p6lusnak) E-i p6lusa fel€ 6ll be. (A fordit6 megj.)
Minthogy .dp fordltottan er6nyos L -1e1, azbrt amikor a surl6d6s hatis6ra a csrga lassul, 6s
emiatt, csdkkefl, a precesszi6 (t)p szdgsebess6ge egFe nagyobb lesz.

l3-15 6bra.
Ez a poryettyii kett6s kard6ncsukl6ra
van szerelve. Allvenya b6rmilyen
helyzetbe fordithat6 an€lkiil, hogy az
elforditiis r6v6n a forg6 piirgetq,'iire
forgat6nyomatdk hatna.



m8r
a p = - T

Az o.l" vektor ir6nya a fiigg6leges z tengely idny6ba mutat' A (13-6) egyenlet

vektori6lis alakban:

(13-7)

(13-8)

(13-e)
(a) Vizszintes tengelY6nek egYik

pontjaban al6limasztott forg6
piirgettyii tengelye (D p szdgse-

bess6ggel vizszintes sikban
precesszi6t vegez.

(b) A tiimegkitz6pponfa hat6 F

gravit6ai6s er6 az O r6gzitett

tengelyponfia M = rxF forga-

t6nyomat6kot gYakorol. Az M

vektor a rajz O Ponrj5,ban a rcJz

sik16r a mer 6Ie gesetr b eJ b I i

muat.

(c) (Az O-ra vonatkoz6) M forga-

t6nyomat6k ugyanolYan ir6nYit

mint az impulzusmomeDtum

AL megv6ltoz6s6n ak trlnYa az

M = ALlAt 6sszefiigg6ssel
tisszhangban.

vagy mivel L = 1o, ez6rt

A forg6 ptirgettYf
precesszi6jii'nak
a)p sziigsebess6ge

A piirgetqrii
precesszi6ja

M = o ) p x L

M=co*x f to .

Ha eml6kezetiinkben tartjuk az al6bbi (a M= dL/dt iisszefiigg6sb6l leveze-

tett) szab6llt, akkor a precesszi6 ir6ny6t ktiruryen meghatArozhatjuk:

Az L impulzusmomentum vektor kiivetni igyek-

szik a M forgat6nyomat6k vektor ir6nyit'

(d) Feliiln6zeti 6bra.

13-16 ribra.
Tengelyenek egyik v6gpontj6ban al6-

tiimasztott forg6 pd t geltyii mozgi;sa

Ez magyariaza a p6rgetlrii meglep6 viselked6s6t, mid6n tengely6re forgat6-

oyo-u:tik ttot. p6ld6ul a vizszintes tengely(i forg6 pbrgetty(i tengelyw6g6nek

l6lfel6 billent6se a tengelyt jobbra, vagy balra lenditi ki a piirgettyii forg6si

ir6ny6t6l fiigg6en.
A Fi;la kidombotodisa az egyenlit6 ktirnyezet6ben aa eredm6nyezt'

hogy a Nap inhomog6n gravit6ci6s tere a Fiil&e forgat6nyomatekot gyakorol

(vo-. 10. fejezet 9. liblegyzet). Kitvetkez6sk6ppen a Fiild tengelye lassf pre-

cessziot visezve olvan k0pot ir le, amelynek alkotoja a tengellyel 23'5"-os

sraget rat E" 6s ezaiatt az Eszaki Sarkcsillag fel6 mutat6 6ll6s6b6l elmozdul

Egy"teljes fordulatot kb. 25800 6v alatt tesz meg 
'

Kism6retii ptirgettyfi forg6 r6sz6nek (roto{6nak) tiim-ege 0,22-0 kg'

t"ng"tyere t "tti"tt"tetlensegi nyomat6ka 2,5x10+ kg m'� (A tart6ker€t

tdmege elhanyagolhato ) A pitrgettytit forgds kiizben egyik v6gen

csuklo tartja vizszintes tengellyel. A rotor tomegkozepponrJa

5 cm t6vols"igra van a csukl6t6l. A piirgettyii vizszintes sikban pre-

cessziot vdgei. 6 s alatt ir le egy teljes kiirt (a) Halerozzul t"q,u 
:1-

ror ro sziigsebessdg6t (fordulat per perc egysegben) (b)-legyuK rer'

hogy a csukl6t6l kifel6 n6zve a tengely ment6n azt 16duk, hogy 
I 

rolol

az"6ramutat6 j6r6srival ellent6tesen forog K6rd6s: Mily,en forg6si

ir6nyban l6!uk a preceswi6t, ha a piirgetqdit feliilrdl figyeljiik?

MEGOLD'{.S

(a) A fizikai elrendez6st a 13-l"t ibra illusztr6lja Minthogy

F-: mg 6s r mercileges egymdsra. a csukl6ra hato M forgatonyo-

m'areka-nak nagysriga nng iin 90" - rmg Tudjuk' hogy a ptirgetlyii

vizszintes sikban v6gzett precesszi6ja miatt az @" vektomak-fiig-

g6legesnek kell lennie (de pillanatnyilag m6g nem tudjuk' hogy

' Ez okozza azt, hogy €vsz6zaalok millr6n az tgbotlon a zodiekus.tiz€nket csil'atsk6pdnek

iJvr"i" " "t^.ri iipeiegyenl6s6ghez kepest iokozatosan eltotodik Az az.asztrol6giai ki-

reiez6s. hoev .,belepiini a vizonrtj korszaidba' aa jelenri' hogy hozzdvel6legesen a 2000'

;;#ilil;i;|.r..'t",u. "'eg' tgvtnlitiitielep a tavaszi nap6jesvenl6ses idej6n

" vi"onta ""ittu*epi"' vagyis a ,,vizdnt6Juzdba" l6p 6s ebben a szektorban marad az el-

kitvetkez6 200d6v;n 6t- Ma a 2000 6wel ezel6tt meg!€vezett allatdvijegyek kiizel egy

telies csillaek6ppel csisrak el atlol a cs'ltagcsoponl6t' ametyrdl eredelileg. el n eve46k

;d: "..i;ii; ht-6k. hogv..befolvisol;dkn a7 emberek iisves-bajos dolsair' Mt rdbb'

u, esves ..i_l6rak., kdz6rli pontos hal6rokrol az aszrol6gusok mind a mar naprg _vrlalkoz-
"rt-ir-'", "rl*. "..lifv, -egi. esetenk6nt a bolyg6k egvik€t m6sik6t kiildnbtizS

,,riiJl"';i"iv""rt "nol nllaen'-hogv a 1o t"catnvi definici6b6l melviket fosadj6k el' 6s

ennek kitvetkez6ben a horoszk6pok kisse elt6mek eg)T n6st6l



felfele avagy lefele kell-e mutatnia). Tehdt @, 6s L mer<ilesesek
egymdsra. igy vektoridlis szorzaruk abszohii 6nele lo"if-l-= a Ja sin90 = o J(D. A (13-9) egyenlet alapj6n:

l rvr l - l r "xr- l
rmg = aJat

,=:ft (13_ro)
Behelyettesit6s ut6n ar" sztigsebess6gre a kdvetkez5t kapjuk:

( tfard.\( 2n rad\ n rarr
@ D = t _  _ t = _ _'  ( 6 s  ) \ t w d )  3  s

tAt*["v",el
A (13-10) egyenletb6l a rotor szdgsebess6ge (fordulat per percben ki_
lejezve):

13-17 6bra.
A l3- l3 pdldrihoz.

(o,oso -1(o,zzo r.g{ e.sl J'=$g(*;' 
1o* #)

t294 rad( oo-: )f tfora. \= -  ^  l -  i l  -  ,  =  ls32 ford I  Perc '
7r s \ r perc /\ 2ftJad /

1A,",aIi,aJ*]",e y
(b) A l3-17 6bra alapjrin meg6llapithatjuk, hogy az M : a5xl, 6ssze-

fiigg6snek feliilr6l n6zve az 6rumutat6 j6r6s6val egyez6 ir nyit
precesszi6 felel meg (vagyis az o* vektor lefel6 mutal).

Egyszeriibb t6jdkoz6d6s c6lj6b6l a l3-t tribLizatban osszefoslaltuk a
forg6 mozg6sra vonatkoz6 alapvet6 egyenleteket a haszndlharosdnik torla_
taira utal6 megjegyz6sekkel.

Egyenlet Megiegyz6sek
M -  r t  F

L : r X p

I =lm1,' 1.vagy = I r, amS

tiltaLinos eset

I*r*",* =#
>"**=+

Specidlis esetek

!,Mu'* = 1o I
t

L : I a  I
L . : I a  )

ponha vonatkoztatva).
A reszecske impukzusmomentum6nak
definici6ja (egy O pontra vonatkoztatva).
Egy O pontra vonatkoz6 tehetetlens6gi
nyomat6k definici6ja.

Az impulzusmomentum t6tel

Newron mdsodik t<irvenye a tiimegkiizep-
pont halad6 mozgdsara.

Szimmetdatengely kiiriil forg6 szimmet-
rikus testre (1= 6lland6).
Mindig igaz, ha 1a z tengelyre vonatkozik

A forg6 mozg6s egyenleteinek iisszefoglalasa



0sszefoglalds

A merev test eltalanos t6rbeli mozg6sara ... L o = L '

Speci6lis esetek:

Szimmetrikus test szim- A (riigzitett) z tengely kii-

m€triatengely kiiriili for- riili forgis
g6sa

A tiimegkiiz6ppont
halad6 mozg6sa

) Fuo,* = Mar*"

A tiimegkiiz6ppont
kiiriili forg6 mozg6s

s nr.... - = dL
z-/' -(tEo 

dt

Riigzitett, vagy iinmaga-
val p6rhuzamosan moz-
g6 tergelyre

lMuuou = 1o

A pirhuzamos tengelyek t6tele (St€iner t6tel) sze-

rint b6rmely, a tdmegktiz6pponton 6tmen6 tengellyel

p6rhuzamos tengelyre a tehetetlens6gi nyomatekot az

I: Ir*r+ Mh2 (l a k6rperhuzamos
tengely kdz6tti t6volseg)

tisszefiig96ssel halirozhatjuk meg

Az iisszetett forg6 6s halad6 mozg6s kinetikus

energi6ja:
1 ^ l

K= K,",+ K,,",," = 
,Ir*rd 

+ 
tM'ru'

ZArt (a kbmyezct6lttl elszigete\t) rcndszerre 6w6-

nyes (a * tengelyre vonatkoz6) impulzusmomentum

megmarad6sa:

Kdruldsek

7. KLt m t6megii, v sebess6g korcsoly6z6 piirhuza-

mos paly6n kiizellt egymisboz A p6ly6k livols6ga

d. A;ba; a pillanatban amikor egym6s mell6 6mek'

az egyik k6nnyii bambuszrudat nyirjt 6t a m6siknak'

amii az ut6bbi er6sen megragad irjuk le ezt ktive-

t6en a rirdba kapaszkod6 k6t korcsolyi!26 mozgasal

Milyen mozg6s jtinne 16tre, ha a korcsolyez6k tti-

mege kiiltinbtiz6 lenne?
2. Tekintsiink egy €gy€nes ment6n 6lland6 sebess6g-

gel mozg6 .""t""it6tl Egyenl6 id6k alatt egyenl6

ieriileteket sirrol-e az egyenesen kiviil I6v6 rttgzitett

pontb6l a r6szecsk6hez mutato radiuszvektor?

3. Teeviik fel, hogy egy motor kimenti tcljesitmenye- 
urdiyo, u t.ng.ly , szdgsebcss6gdvel Hatirozzuk

mega tengely dltal kifejtett forgat6nyomat6k ds a

sziigsebessdg kdziini ttsszefiiggestl
4, K6ihomog6n, tiimiir tiircsa ,,versenyt gurul" lefel6

egy lejt6n. Titmegeik egyenl6ek' de egyikiik suga.ra

#Lr", ukkoru mint a m6sik6 Melyikiik "gy6z"?

Melyikiik gy6zne, ha sugaraik egyenl6ek' de tiime-

seik kiilbnbiiz6ek \enn6nek't

5. iomog6n tiimiir gtimb 6s homogen tiimiir t6rcsa
"' 

;;;;;;"; egvm6sial a lejt6n' Melvikiik " gv oz"' ha

tOmegit es sugaruk megegyez6? Lehets€ges e'

fttgv- tuf "-"flvitiik gy6zz6t; ha titmegeik

L :  I A L,: Ia (1a z tengelyre)

26rt, koruervatiY rendszerre €rv6nyes a mechanikai

energia megmarad6sa:

Eo= E '

A pdrgettyii. Ktls6 forgat6nyomat6kok hi6nyaban a

forg6 piirgettyii tengelye megtartja t6rbeli irrinyat

(L : tilland6).
Ha a forg6 pdrgettyii tengelydnek az ir6nya cgy M

forg6nyomat6k hat6s6ra megndvekszik, akkor a tengely

irinya olyan ro" sziigsebesseggel v|ltozik, ami az

M = ( d P x L

6sszefiigg6snek felel meg (ezt presszi6nak nevezztik)'

A precesszi6 irinya a kbvetkez6k6ppen is meghatSroz-

nita: ,5, L impulzusmomentum-vektor kdwtni igyekszik

az M Jbrgat'nyomattk-vektor iranyAt'

egyenl6ek, de sugaraik adnya megvAltozott? Le-

hets6ges-e, hogy valamelyikiik gy6zzitn, ha suga-

raik e-gyenl6ek, de tdmegeik ar6nya megviitozotl'l

e. fekinisiik a cirkuszi l6gtorndszt, amint a leveg6ben

reoii lve bukfencezik Kdpes-e ana' hogy l i i-

megkoz6ppontj6nak p6ly6j6t a szabades€si p6ly6t6l

elt6r6re v6ltoztassa?
7. Egy r6szecske csak az xY sikban mozog Hatdroz-

zuk meg az origora vonatkoz6 impulzusmomentu-

mdnak lehets6ges iranyait!

8. Egy bili6rcl j6tszm6ban egy goly6 ferd6n (nem me-

,ii,'l"g"rettl iitkd"Ott u mandinemek (a bili6rd asztal

rugalmas'bels6 perem6nek), de fiigg6leges tengely

to"tt uegr"tt p6ig6se kiivetkeztdben a mandinerr6l

mer6legJsen pattant vissza irjuk le a goly6 forga-

s6t, a forg6s ilanyiit!

9. A bowliig (egyfajta tekej6t6k) golv6ja csak akkor

rurul szaL6iyszenien, ha alakja tiik6letes 6s j6l ki

ior, "gy"osi,iyo"uo Az ujjak 6s a hiivelykujj sz6-

-6ra ii,tt lyukak kdzel6be a szok6sos bowling go-

i.'ltto u hrinyz6 t6meg p6tlas6ra t6bblet-si yt

doitenek be. 19'80-ban irj tipusir goly6t vezettek be'

"'."r""i ta titbbletsi y vott, egyik az ujj szdmrira

ij.#o rtow' m6sik a hiivelvkujj sz6m6ra k6-

szitett l''uk kitzel6ben A feltal6l6 szednt ez a meg-



Feladatok 315

old6s nagy m6rtekben javitja a gordiil6s pontoss6-
giit. Feltdtelezve, hogy mindk6t v'ltozat a goly6
tiimegkoz6ppontj6ra vonatkoz6an helyesen van ki-
egyensirlyozva, vajon az irjabb verzi6 val6ban ja-

Feladatok
13.3 Giirdiil€s feliilet ment6n

f 3A-1 Egy 2 kg ttimegii, 30 cm 6tm6r6jii homog6n ro-
miir t6rcsa 2 m/s sebesseggel csrlszds n6lkiil gdrdtil viz-
szintes feliileten. Hatirozzuk meg (a) halad6si kinetikus
energi6j6t, a tomegkiiz6ppontra vonatkoz6 forg6si kine-
tikus energi6j6t, (c) 6s a teljes energi6j6t!
l3A-2 Az el6ir6sos kos6rlabda 6tm'r6je 25,4 cm 6s
tomege 0,567 kg. V6kony, elhanyagolhat6 falvastags6-
gt gtimbh6jnak tekinthetjiik. Mennyi id6 alatt gurul le a
nyugalmi helyzetb6l indul6 labda a 30"-os 11 m6ter
hosszu lejt6r6l? (Javaslat: el6sztir sz6mitsuk ki a tejt6
alj6ra 6r6s sebess6get az energiamegmaradAs torv6ny6-
b6l, majd alkalmazzuk a kinematikai egyenlcteket.)
13,4-3 Homog6n t6miir giimb csirsziis n6lkiil gtirdiil le a
vizszintessel 25'-os sz6get bezrir6 lejt6n. Hatirozzuk
meg a nyugalmi helyzetb6l indul6 gomb sebess6g6t 6 m
tt befutisa utdn !
l3A-4 Homog6n tomor g6mb (t6mege M, sugara R)
csusz6s ndlkiil grirdiil le a vizszirteshez rJ sziig alatt
hajl6 1ejt6n. Nyugalmi helyzetb1l indulva s hosszirs6gri
utat tesz meg. Hat{razzuk meg k6tf6lekdppen is a tai-
megkdzeppont v sebess6g6t a lejt6 alj6n: (a) az energia-
megmaradSs torv6ny6vel 6s (b) Newton titrv6nyeinek
alkalmazdsdval!
l3B-5 Homog6n gomb giirdiil 6rdes feliiletii lejt6n. A
gdmb 6s a feliilet koztitt a nyugalmi srirl6d6si egyiit!
hat6 p". Keressilk azt a maximelis g sz6get, amit a sik
feliilet a vizszintessel bez6r 6s amin a gomb cstsz6s
nelkiil legiirdiilhet. Fejezzi.ik ki az eredmdnyt p" fiigg-
v6ny6ben!
138-6 Egy homog6n tom6r giimb 6s egy homog6n tii-
miir henger nyugalmi helyzetb6l egyszerre indulva csri-
sz5s n6lkiil g<irdiil le egy lejt6n. Mindkett6 tdmege M,
sugara R. Melyik 6r hamarabb a lejt6 alj6ra? Indokoljuk
a velaszt!
l3B-7 Homog6n tiimtir henger csirszris n6lkiil gdrdiil le
a vizszinteshez 0 sziig alatt hajl6 1ejt6n. Bizonyitsuk be,
hogy a csrisz6st g6tl6 nyugalmi sirrl6drisi egyiiithat6
legkisebb 6rt6ke (tg 9)/3 kell, hogy legyen!
l3B-8 Egy fii az M tiimegii, R sugaru kadk6t a kez6ben
16v6 bot v6g6re szerelt sfrl6d6smentes ker6k segits6g6-
vel vizszintesen hajtja az it ment6n (13-18 6bra). Ily
m6don a karik6ra vizszintes ir6nyir, a karika tdmegkit-
z6ppontja fel6 mutat6 er6t fejt ki, andlkiil, hogy 6rint6-
leges er6t fejtene ki a peremre. (a) Vrizoljuk a karikrira
hat6 er6ket! (b) Ha a talaj 6s a kadka kiizdtt a nyugalmi
sfrl6d6si egyiitthat6 p, mekkora lehet az a (giirdiil6
karik6ra alkalmazott) maximelis F er6, amely mellett a
karika m6g nem csirszik meg a talajon?

vitja a giirdiilds karakterisztikus tulajdonsagait?
T6rgyaljuk meg, mi okozhatja azt, ha a bowling
goly6 nem egyenes vonal ment6n gurul egy viz-
szintes feliileten!

(Megjegyz6s: a maxim6lis cr6 rerz egyenl6 a maxim6lis
nyugalmi sfrl6d6si er6vel!)

13-18 6bra.
A l3B-8 feladathoz.

l3B-9 Homog€n tdmiir M tom€gii R sugarf henger pa-
liistj6ra sziivet szalagot tekertek. A szalag v6ge a meny-
nyezethez vall er6sitve, (13- l9 iibra). A hengert a szalag
segitsegevel vizszintes helyzetben tartj6k, majd nyu-
galmi helyzetb6l elengedik. (a) K6rd6s: miktizben a
hcnger lejjebb siillyed, a tiimegkdz1ppontja elmozdul-e
jobbra vagy balra, vagy pedig egyenesen lefel6 halad?
Indokoljuk meg a v6laszt! (b) Mutassuk meg, hogy a
tiimegkiiz6ppont gyorsul6sa 2gl3.

l3-19 6bra.
A l3B-9 feladathoz.

l3B-10 A joj6 zsin6rja a 2 mm sugaru bels6 tengely're
van felcsavarva, ahogyan a 13-20 6bra mutatja. A joj6
tiimege 200 g 6s inerciasugara 2 cm. (A zsin6r vastags6ga
elhanyagolhat6.) (a) Meruryi id6 alatt tekeredik le I m
hosszri zsin6r, mid6n a joj6t nyugalmi helyzet6b6l elen-
gedik? (b) Mekkora a forgiisi kinetikus energia 6s a hala-
diisi kinetikus energia aninya ajoj6 siillyed6se k6zben?
138-11 Egy 30 m/s sebess6ggel halad6 g6pkocsi kerekei-
nek 6tm6rEe 90 cm. (a) Hatrirozzuk meg a kerekek ten-
gely kiiriili forgrisdnak sziigsebess6g6t! (b) Mind a n€gy
kereket 40 teljes fordulat alatt egyenletes fekez€ssel meg-
d,Ilitjik. Hat rozzvk meg a kerekek sziiggyorsuliis6t!
l3B-12 K6t homog6n tiimiir henger (egyik tiimege M 6s
sugara R, m6sik6 2M 6s R/2) nyugatmi helyzetb6l egy-
szerre inditva csfsz6smentesen giirdiil a lejt6n. Egyszer-



13-20 6bra.
A 138- 10 feladathoz.

re 6mek-e a lejt6 aljira? Ha nem, melyik 6r le hama-
rabb? Indokotjuk meg a vdlaszt!

13.4 A pirhuzamos tengelyek t6tele (Stein€r t6tel)

13A-13 A p6rhuzamos tengelyek t6tel6nek felhaszniilii-
s6va1 hat6rozzuk meg az M l6neg6, I hosszris6gri v6-
kony rud tehetetlens6gi nyomat6k6t a rfd v6g6n 6tme-
n6, a rudra mer6leges egyenesre!
13A-14 A p6rhuzamos tengelyek t6tel6vel hatiirozzuk
meg a homog6n ttimiir giimb tehetetlens6gi nyomatekiit
a giimbfeliiletet 6rint6 egyenesre vonatkoz6an!
138-15 Egy R sugaru ker6k a vizszinteshez 0 szdggel
hajl6 lejt6n csrisz6smentesen giirdiil. A ker6k inercia-
sugara k. Sz6mitsuk ki a ker6k halad6si gyo6ul6s6t, ha a
forgat6nyomat6kot (a) a ker6k tiimegkiiz6ppontj6ra, (b)
a lejt6 6s a ker6k 6rintkez€si pontj6ra sz6mitjuk.
138-16 Az R = 20 cm sugani v6konyfalu iires gdmb 20
cm hosszf fon6lon fiigg (13-21 6bra.) A gdmbtit akkor
engedik el nyugalmi helyzet6b61, mid6n a fon6l a fiig-
g6legessel 40"-os sz6get zfu be. (a) Hat|rozzuk meg a
tomegktiz6ppont sebess6g6t abban az id6pontban, ami-
kor a fon6l 6ppen fiigg6leges helyzetben van. (b) Mek-
kora a fonalat feszitf er6 ebben az id6oontban. ha a
gtimb tiimege 2 kg?

13-21 6bra.
A 138-16 feladathoz.

13.5 T6rbeli 6ltal6nos mozgfs

138-17 Mid6n egy motorkerekp6ros Yizszintes p6lyAn
egy kanyarban 30 km./h sebess6ggel halad, tiimegkti-
zlpponlla 10 m sugaru kdrtin mozog. HatiLrozztk meg
azt a fiigg6legessel bez rt sz6get, amellyel ,;bed6l".
138-18 Megrakott p6tkocsi silypontja (SP) a 13-22
6br6n l6that6 helyen van. A p6tkocsi 6s a rakom6ny
egyiittes stlya 1800 N. A vontat6 (az 6br6n nem l6tszik)

a p6tkocsira F er6t fejt ki. Az er6 fiigg6leges kompo-
nense a teher egy r'sz't tartja, vizszintes komponense
1,4 m/s'� gyorsul6ssal bal fel6 gyorsitja a p6tkocsit. A
s[rl6d6s elhanyagolhat6. (a) Mekkora az F er6 vizszin-
tes 6s fiigg6leges komponense, ha D: 0,5 m? (b) Mek-
kor6nak kellene D-nek lernie, hogy d : 0 legyen?

f-_3

w:1800 N
13-22 6bru
A 138-18 feladathoz.

t3B-19 Egy v6seri mutatv6nyos hengeralakir fal bels6
feliilet6n motorozik (13-23 6bra). Tiimegkiiz6ppontja
egy vizszintes sikban lekv6 R : 4 m sugarir kdrdn mo-
zog. A fal 6s a kerekek koziitt a nyugalmi s[rl6d6si
cgyiitthat6 0,'7 . Hat|rozzuk meg (a) azt a minim6lis v
sebess6get 6s (b) az ehhez lartoz6 0 szoget, amely le-
het6v6 teszi, hogy a motoros ezt a mozg6st fenntartsa!

13-23 6bra.
A 138-19 feladathoz.

13.6 A piirg€ttyfi

138-20 Pdrgettyii rotorja (forg6 r6sze) egy 12 cm suga-

r(r homog6n tiimtir tiircsa, amely egy 23 cm hosszu ten-
gely kiizep6re van szerelve. A tengelyt egyik v6g6n

csukl6 tartja vizszintesen, mikiizben a rotor 1200 for-

dulat per perc fordulatsz6mmal ptirdg. Hatirozzuk meg
a precesszi6 ro" sztigsebess6g6t (fordulat per perc egy-
s6gben) !
138-21 J6t€kcsiga tiimege 500 g, inerciasugara 2 cm 6s

ttimegkiiz6ppontja a kihegyezett v6g6t6l 5 cm-re van.

90 ford/s fordulatsz6mir, feliilr6l n6zve az 6ramulal6
j6r6s6val megegyez6 ir6nyr.i piirgdsbe hozva oly m6don

helyezziik durva talajra, hogy tengelye a fiigg6legessel
20o-os sztiget alkot (13-24 irbra.) (a) HatArozzuk meg a
tengely precesszi6jrinak ro" sziigsebessEg€t! (b) Hat6-

rozzttk meg a precesszi6 idny6t (a mozg6st feliih6l
n6zve)! Indokoljuk okfejt6siinket!
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13-24 6bra.
A l3B-21 feladathoz.

Tov6bbi f€ladatok

l3C-22 V6kony papftszalagbll cs6v61t M titmesii teker_
cset a szalag veg6n6l fogva vlzszintes irdnyu F enivel
hirzunk a 13-25 6br6n viizolt m6don. Feltdtelezziik.
hogy a tekercs homogen ti jmtir hengernek rekinthet6 es.
hogy a tekercs nem csiszik meg. (a) Mutassuk meg.
hogy a tekercsre hat6 nlugalmi sirrl6d6si er6 jobbia
ir6n1.ul! (b) HatArozzuk meg a tekercs tdmegkitz6p-
pontj6nak gyorsul6s6t 6s (c) a tekercsre hat6 nl.usalmi
stirl6d6si er6t!

13-26 6bra.
A l3C-23 feladathoz.

13C-24 Oldjuk meg az el6bbi feladatot a hurokprilyrin
legiirdiil6 homog6n tiimdr r sugaxri gdmbre is!

13-25 6bra.
A l3C-22 feladathoz.

l3C-23 Az r sugaru homog6n tiimdr henger csrisz6s
n6lkiil z6rus kezd6 sebess6gget legordiil a 13_26 ibr6n
bemutatott hurkot k6pez6 p6lya 11 magassrigban l6v6
pontj6r6l. A hurok sugara n (R>r). Hat6rozzuk mes
azr a legkisebb H magassiigot, ami biztositja. hogy i
henger mindv6gig 6rintkez6sben maradjon a paly6val.

l3C-25 Az R sugaru billirirdgoly6 srirl6d6smentes viz_
szrntes asztalon nyugszik. A goly6t az asnal folltt h
magass6gban vizszintes er6impulzus 6ri. Mekkora le-
gyer: h 6tt6ke, hogy a megltikdn goly6 ne csirsszon
meg, amikor gdrdiilni kezd? (Utmutat6s: az FA.t er6im_
pulzus a tiimegkiiz6ppontnak rzAv impulzust ad 6t ha_
sonlok6ppen a tomegkdzepponba vonatkoz6 foreat6_
nyomatdk impulzusa megvii lroztada a tomegkir;dp_
pontra vonatkoz6 impulzusmomentumot, Milyen kan_
csolatnak kell fennii l lnia e k6t jelensdg kdzOn ahhoz,
hogy csrisz6s ne l€pjen fel?)
13.C-26 Egy 90 kg-os 30 cm sugani gyephenger 2 m/s
sebess6ggel vizszintes talajon csfsz6smentesen sdrdiil .
Most a henger tengelydre vizszintes irrinyt 65 i nagy_
siigri er6t gyakorolva a hengert 4 s alatt (csrisz6s n6lkiil)
megrilfitjuk. HatArozzuk meg a henger rengely€re szd_
mitott f inerciasugaxat!
l3C-27 M tiimegri has6b vizszjntes srirl6d6smentes

feliilelen lekszik. A hasdbon homogdn z riimegii tiimor
henger nyugszik ( I 3-27 flora). Most a has6bra vizszintes
F er6t gyakorolunk. Ennek kdvetkezt6ben amint a has6b
gyorsul, a henger csirsz6s n6lkiil hritrafel6 etirdiil. Ve_
zessiink le a hasiib gyorsuldsdra egy az F, i M e, u ,
mennyis6gekkel kifejezett iisszefiigg6st.

13-27 6bra.
A 13C-2'7 feladathoz.

l3C-28 Tekintsiik a 13-28 6br6n bemutatott 6ssze6lli_
tiist. A csrisz6s n6tkiil giirdiil6 homog6n henger kiir6
zsin6r van tekerve. A zsin6r m6sik r6sze srilytalan sirr_
l6d6smentes csig6n van 6tvetve 6s a v6g6n srily fiigg. (a)
Hatirozzuk meg az ru tdmegii sirly gyorsul6s6t a henger
M tiim€g6nek, a sirly z t6meg6nek 6s a g neh6zsZgi
gyonul6snak fiiggv6nydben. (b) Mutassuk meg, hogy a
megold6s fiiggetlen a henger 6s a vizszintes feliilet kO_
zittt. fell6p6 surl6drisi erd irdnydnak megvii lasztdserol!
(c) Allapitsuk meg a srirloddsi erri helyes irdnydt.

13-28 dbra.
A l3C-28 feladathoz.

l3C-29 A 13-29 6brdn l6that6 ors6 k6t egyforma,
egyentdnt M ti'meg( R sugaru trircs6b6l 6s egy M tij_
megf N2 sugaru bels6 t6mtjr hengerb6l 6ll. A bels6
hengene csavart fon6l lel6g6 v6g6t rilland6 T feszit6_

6rvl



er6vel hirzzuk. Ennek kdvetkezt6ben az ors6 vizszintes
ininybar gyorsul mikiizten az asztalon csfsz6s n6lkiil
giirdiil. (Az asztalba v6gott r6s lehet6v6 teszi, hogy az
ors6 mozg6sa kiizben a fon6l fi.igg6leges maradjon.)
Hatirozzuk meg M 6s Z fiiggv6ny6ben (a) az ors6 tii-
megktiz6ppontj6nak c gyorsuliisiit 6s (b) az ors6ra hat6
vizszintes er6t!

13-29 ihra.
A l3C-29 feladathoz.

l3C-30 A 13-10 dbra mutatja, hogy az ,n tiimegti rd-

szecske siul6d6smentesen mozoghat egy R sugarri, fdl-
gdmb alakir, rdgzitett ed6ny belsejdben. A go szdggel

megadott helyzet(i rdszecsk6nek vizszintes ir6nyir vo

kezd6sebess6get adunk. Hatirozzuk meg 0o 6s R fiigg-

v6ny6ben azt a legkisebb vo sebess6get, ami lehet6v6

teszi, hogy a r6szecske 6ppen ki tudjon sziikni az

ed6nyb6l! (Javaslat: haszn6ljuk az energiamegmarad6si
tdrven''t.)

13-30 6bra.
A 13C-30 feladathoz.

13C-31 Egy ors6 bels6 henger6re sziivetszalagot cs6-

v6ltek. (Az ors6 bels6, ill. kiils6 sugara r, ill. R.) Az

ors6t a 13-31 iibran bemutatott m6don vizszintes felii-

letre helyezik 6s a szalagot a fiigg6legessel alkotott 0

13-31 6bra.
A 13C-31 feladathoz.

szilg ir6ny6ban rigy bttzz{k, hogy az ors6 6lland6 sziig-
sebess6ggel forogjon, de halad6 mozg6st ne vEgezzet
Az ors6 6s a feliilet kiiziitt n6mi surl6d6s l6p fel. (a)
Keszitsiink vialatot. a fell6p6 er6kr6l 6s (b) hatrirozzuk
meg a 0 sztiget!
13C-32 Homogdn tiimiir / sugani goly6t R sugaru f6l-
gdmb alakf ed6ny belsej6be tesziink. A goly6t a fiig-
g6legessel 0 szoget bezbr6 helyzet6b6l (13-32 6bta)
elengedjiik. Ha a goty6 csirsz6s n6lkiil giirdiil, hat6roz-
zuk meg tiimegk6z6ppontjrinak sebess6g6t az ed,6ny
legm6lyebb pontjriban.

13-32 i,}�ra.
A 13C-32 feladathoz.

l3C-33Tekintsiink egy v6kony lemezt az xy sikban,
tomegkiiz€ppontjaval az orig6ban. A lemez r tengelyre
szamitott tehetetlensegi nyomat6ka 1,, y tengelyre szir-

mitott tehetetlensegi nyomat6ka 1y. Bizonyitsuk be,

hogy a lemez z tengelyre vonatkoz6 tehetetlensegi
nyomat6ka 1, : { + Ir. EzI pol(tris-axidli\ t4telnek r.eve-

zik. (Javaslat: sziimitsuk ki a testre .I, 6s 1y 6rt6k6t es

vegyiik figyelembe ,hogy x2 + f = 7: -;1
13C-34 (a) Vezessiik le az / hosszrisiigrl m tiimegfi ho-
mog6n vdkony rud 1 tehetetlens6gi nyomateket a tit-
megkiiz6pponton 6tmen6, rirdra mer6leges tengelyre.
(b) Terjessziik ki eredm6nyiinket a homog6n, negyzet-
alakri, v6kony lemez tdmegkiiz6ppontj6n 6tmen6, egyik

6l6vel p6rhuzamos tengelyre vonatkoztatott tehetetlen-

s6gi nyomat6k6nak kisziimit6s6ra! (c) Felhaszn6lva a

poldris-axialis fttelt (I6sd az el6z6 feladatot) vezessiik

le a n6gyzetalakil homog6n lemez tdmegkiizeppontjan

6bmerr6, a lemezre mer6leges tengelyre vonatkoz6 te-

hetetlens6gi nyomat€k6t!
I 3C-35 Tekintsiilnk egy magas k6m6n1t, amely valami-

lyen kiils6 hatris ktivetkezt6ben megd6l. Az ilyen k6m6ny

a d6l6s kiizben darabokra eshet, mert a tegl6k kitzittti

habarcs nem tud m6r nagyobb hirz6er6nek etlen6llni. A

k6m6ny eld6l6se sor6n ez a huz6er6 biztositja a legfels6

r6tegek kttry6lydn rnozgds hoz sziiks6ges centripetiilis

er6t. E feladat modelljek6nt tekintsiink egy / hosszusagit,

als6 v6g6n csukl6val riigzitett homog6n rudat. A rud fiig-
g6leges nyugalmi helyzetb6l indulva a gravit6ci6 hat6si4ra

megd6l. A rud hosszrinak hdnyadr6sz6ben lesz a rud tan-

genci6lis gyorsul6sa nagyobb, mint a neh6zs6gi gyorsul6s

tangenci6lis komponense?
13C-36 Tegynk fel, hogy egy homogen tiimiir henger &r0

kezdeti szitgsebess6ggel forog, amikor nyugalmi hely-
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zetben l6v6 tiimegkiiz6pponttal yizszintes feliilehe he-
lyezik. Hat6rozzgk meg azt a d t6vols6got, amit a hen-
ger a feliileten gdrdiilve 6s csirszva megtesz, amig nem
kezd el csrlsziis nelkiil gtirdiilni!
13C-37 Homog6n, tiimiir kugligoly6t (tijmege M, suga-
m R) egyenes vonahi mozg6ssal (giirdiil6s n6lkiil) haji-
tanak rd a tekep6lya padl6j6ra vo kezd6sebess6ggel. Egy
kezdeti D t6vols6got r6szben csirszva tesz meg, kdzben
n6vekvri forgilsi sebessrigre (sziigsebess6gre) tesz szen,
€s a D t6volsdg befut6sa utiin csirsz6s n6lkiil giirdiil. Az
dlland6 csriszdsi surl6drisi er6l (a) Fejezztik ki a meg-
adott adatokkal a goly6nak azt a vo sebess6g6t, amivel
csrisz6s n6lkiil gurulni kezd! (b) Hat irozzuk meg a D
tiivols6got! (Megjegyz6s: amig a goly6 a D tiivols6gon
beliil van, addig a + Ra.)
13C-38 A tekej6tekos vo=10 m/s sebesseggel hajitja a
goly6t a p6ly6ra an6lkiil, hogy kezdeti forg6st adna ne-
ki. A goly6 d: 15 m6ter vizszintes utat csirszik (kozben
g6rdiil is), mielStt csiszdsmentesen kezd gi5rdilni.
Sz6mitsuk ki a goly6 6s a p6lya kiizotti csrisz6si sfrl6-
diisi egyiitthat6t. A megolddshoz az alapvet6 elvekb6l
induljunk ki!
13C-39 n stgari M tiimegii homog6n henger csirsz6s
n6lkiil gtirdill a, 0 hajld'ssziigii lejt6n. c6rdiil6s kiizben a
henger h6rom er6, m6gpedig: a gravitici6s er6, vala-
mint a lejt6t6l sz6rmaz6 surl6drisi er6 €s normiilis ir6-
nyi er6 hat6sa alatt gyorsul. Helyettesitsiik ezt a hdrom
er6t gondolatban eg)etlen olyan er6vel, amelynek hati-
sdra a henger ugyanakkora haladiisi gyorsulassal 6s
szitggyorsulassal mozogna. (a) Hatirozzttk meg ennek
az erSnek nagys6gdt 6s ir6ny6t, valamint (b) t6mad6s-
ponrjat.
l3C-40 Egy 3 kg tiimegii, 2 m hosszri, v6kony, homo-
gen merev nid vizszintes sima leliileten nyugszik. A
rudat most a kiiz6ppontj6t6l 25 cm t6vols6gban, a nidra
mer6legesen vizszintes 9 N.s nagys6gri er6impulzus 6ri.
(a) irjuk le a rridnak M ezt kovetl moz+dsiit, beledrtve a
numerikus 6rt6keket is! (b) Mekkora t6vols6gra mozdul
el a tiimegktizeppont a r(rd egy teljes fordulata alatt?
13C-41 Egy n tiimegii, ,t inerciasugaru kereket viz-
szintesen rdgzitett r sugaru tengely tart. (A tengely 6t-
m6r6je a ker6k tengelyfurat6nak 6tmdr6j6n6l valamivel
kisebb.) A ker6knek roo kezdeti sztigsebess6get adunk.
A s[rl6d6s kiivetkezt6ben a ker6k lelassul. (a) Keressiik
meg a ker6kre hat6 / sirrl6d6si er6 t6mad6spontj6t 6s
magyafiLzzuk meg, hogy ez mi6rt nem a furat tetej6n
van. (b) po, r, g 6s k fiiggv6ny6ben hat6rozzuk meg az a
szdggyorsulilst!
13C-42 Tegyiik fel, hogy valahol a vil6giirben, ahol a
gravit6ci6s hat6s elhanyagolhat6, iir6llomiist szerelnek
iissze. A szerkezeti elemek v6kony I alakf, 8 m hosszri,
100 kg t6megii gerend6k. A mag6ban 6116 gerenda
egyik v6g6n a gerendira mer6legesen 20 N nagys6gri
er6 hat. A gerenda az 6ll6csiltagokhoz viszonyitott nyu-
galmi helyzet6b6t megindul, az er6 nagysiiga 6s az 6116-
csillagokhoz viszonyitott ir'nya v'ltozatlan marad. (a)

ii]uk le ktantitqtive a gerendrinak a kdz6ppontja kiiriil
vegzett mozgia tl (b) irjuk le kvslitative a gerend6nak
a k6z6ppontja kdriil vegzett mozg|s|tl.
13C-43 V6kony, D hosszirsfgri elharyagolhat6 t6megii
nid k6t v6g6re egy-egy kism6retii rr tiimegii testet er6-
sitettek. Az itsszeallitiis vizszintes sfrl6diismentes felii-
leten nyugszik. Egy ugyancsak m tiimegii gitt-goly6 vo
kezd6sebess6ggel csirszik a rud fel6 a rudra mer6leges
irfinyban, az egyik testnek iitkdzik 6s hozzfuagad. (a)
Halatozz\k meg a rendszer iitkdz6s ut6ni ar sziigsebes-
sdg6t! (b) Hal rozzuk meg a rendszer v6gs6 kinetikus
energi6j6nak 6s a gitt-goly6 kezdeti kinetikus energiaje-
nak ariiny6t! (c) Elfordul-e a rrid ezt kiivet6en 360"-kal?
Ha nem, akkor mekkora az elfordul6s legnagyobb szo-
ge? Magyarizzuk meg a jelens6get.
13C-44 Tegyiik fel, hogy a 13C-42 feladatban az F:20 N
er6 6lland6an mer6leges marad az (irben mozg6 geren-
d6ra. Ahogyan az el6bb, a gerenda most is az 6ll6csil-
lagokhoz viszonyitott nyugalmi helyzetb6l indul. irjuk
le kvalitative (a) a gerenda tiimegktiz6ppontj6nak moz-
g6set 6s (b) a gerend6nak a tdmegkiiz6ppontja koriil
v6gzett mozgiis6t!
l3C-45 Elhanyagolhat6 gravitrici6jf tdrben y6gzett
dokkol6si man6ver sor6n egy 1100 kg-os iirkabinnak
0,06 m/s' line6ris gyorsuliist 6s 0,08 rad./s2 sziiggyorsu-
l6st kell adni. Az egyik szab6lyoz6 rak6ta a kabin tti-
megkoz6ppontj6ra F, er6t, egy miisik szab6lyoz6 raklta
a tdmegkdz€ppontt6l 3 m-re F, er6t fejt ki F,-gyel el-
lentetes iriinyban. A kabin tiimegkiizdppontra vonatkoz6
tehetetlens6gi nyomat6ka 4900 kg.m'�. (a) Hatfuozzuk
meg az F t 6s az F, er6 nagys6g6t, ha a kabint F, irriny6-
ban kell egyenes menten gyorsitani! (b) M6s lenne-e a
gyorsuliis nagtsdga, ha az er6ket felcser6ln6k? (c) M6s
lenne-e a gyorsul6s ininya? Indokoljuk meg a v6laszt-
13C-46 Egy tricikli korm6nya fgy van riigzitve, hogy
nem leh€t elforditani. Az egyik,,als6" helyzetben l6v6
ped6lra vizszintes F er6t gyakorolunk (13-33 ribra).
Felt6ve, hogy a tdcikli nem farol meg, vajon el6re, vagy
hritrafel6 fog menni? Adjunk magyar6zatot!

13-33 6bra.
A 13C-46 feladathoz.

13C-47 Ker6kp6ros lendiiletb6l (hajtris n6tknl) egye-
nesen gurul el6re. Ha a ker6kp6r jobbra kezd d6lni,



I
akkor az els6 ker€k piirgettyfihatrisa jobbra vagy balra
forditja-e a kereket? Indokoljuk meg a v6laszunkat!
(Megjegyz€s: a pdrgettyiihat6s, j6ttehet val6ban l6te-
zik, nagyon kicsi a bicikli mozg6s6t befo.ly6so16 egy6b
hat6sokhoz kdpest.)
l3C-48 Forg6 pdrgetty( teng€ly6t k6t t1maszt'k taxtja
szimmetrikusan, vizszintes helyzetben a 13-34 6bnn
l6that6 m6don. A rendszer vizszintes forg6asztalon
nyugszik. Ha a forg6asztalt feliilr6l n6zve az 6ramutat6
j6rris6val megegyez6 it|nyban forgatjuk, akkor melyik
tamaszlak, az A yagy a B, fog nagyobb felfel6 mutat6
er6t gyakorolni a pdrgettyfltengely vEg6re? Magyafi.;.-
zuk meg az 6rvel€stinket.

l3-34 6bra.
A 13C-48 feladathoz.



A-20 Az l-23 feiezetek oiratlan sz6moz6sri feladatainak mesold6sai

l0A-15 a) 200 N b) 173 Njobbm, 100 N felfel6
r0A-17 0,94 m
104-19 A valasz adott.
108-21 A vdlasz adott.
l0B-23 e = arctgulm")

10B-25 a) l0ll N b)854N, 14,2" a vizszintes felett
l0B-27 a) 214 N b) 369 N, 54,5" a vizszintes felett

108-2e b(l+Jt
108-31 515 N
108-33 a) 1386 N b) 1297 N, 67 ,'7' a vizszinteshez
l0B-35 A v6lasz adott.
l0B-37 0 = arctg pr)

108-39 a)N, :N,=60N b)  16,4 N
r0c-41 15,9 '
10c-43 2230 N
10C-45 A vdlasz adott.
10C-47 A vdlasz adott.
10C-49 a)  17,6 N b)42,9N

c) 13,3 N, 41,0" a fiigg6legest6l
l0C-51 A v6lasz adott.
10C-53 A v6lasz adott.
10C-5s (0,3a / 4)
10C-57 A v6lasz adott.
10c-59 1,04r

XI. Fejezet

11A-1 a) 3,14 x 10r m/s b) 1,75 x 10 3 rad/s

l lA-3 kismutat6 f x l0-' rad/s: aszuonaura
45

l,05xl0 r rad./s; nagymutat6 1,75x10-r radls;
k6szdr(ik6 628 radls

11,4.-5 a) 17,4 s b) 4,85 rev
118-7 13,5 s
11B-9 A v6lasz adott.

114-11 43,4 radls
t-

tlB-lj ,L l!!
, D \  C

1 1 C - 1 5  6 = ( R - r ) 0 / r

XII. Fejezet

l2A-l a) 2m1.2 b) m(.'� c) 2mL2 d) m(.2
l2B-3 A valasz adott.
128-5 A v6lasz adott.
l2A-i 3,16 cm
12A-9 8,50 x l0 r'kg m2ls
124-11 a) 0,320 kg mz b.) 0,960 kg m'�ls c) 4,80 N
128-13 32,9 N.m -i ir6nyban
r2A-1s 0,480 N
l2B-17 a) 24,0 N m b) 3,56 x 10-'�rad/s'�

c) 1,07 m/s'�
l2B-19 a) T,=24,2N,I, = 30,0 N b) 4,30 m/s

t2B-21

l2B-23
l2B-25
t28-27
12A-29
128-31
128-33

r2c-35

l2C:37
12C-39

12C-41

12C-43
tzc-45
12C-47
12C-49
l2c-51

l2c-53

12C-55

12C-57

t2c-59

ML, f;
a ) , t g t R  b 1  = , / *

1 f  I  K -

a) 6,25 rad/s'� b) 50 rad
0,103 rad/s
0,526 radls
L'�l2mR2
2,87 radls2
a) 67500 kJ b) 24 m

1 Mo'
c) 2MF/3
J / O K g m -

a) n/M b)  | lmM / (m+ M))D'a '

A valasz adott.
a) 0,506 kg b) 60,4 N
1 , 9 7 x l 0 r N
A viilasz adott.
a) 6t Newton m6terben, ha / m6sodprcben adott
b) 0,0601radi6nban ha / m6sodpercben adott
A vrilasz adott.

v J8' srn e

2,20 m/s

Dr,,^li

XIII. Fejezet

l3A-1 a) 4,00 J b) 2,00 J c) 6,00 J
13.4-3 5,96 m/s
138-5 0: arct9 (7 pl2)

138-7 A viilasz adott.
138-9 A v6lasz adott.
138-11 a) 66,7 rad/s b) 8,84 rad-/s

t3A-13 M(.'�t3
138-15 g sin 0/( I +('/R'�)

138-17 35,3"
138-19 a) 7,48 m/s b) 55,0"
l3B-21 a) 0,141 rad,/s b) az 6ramutato jiir6siival azonos

iriinyban
r3c-23 [11(R r))/4

ttc-2s h= IR
1 3 C - 2 7  a = F / ( M + n / 3 )

4T
13C-29 b) -

13C-31 arc sin (r/R)
13C-33 A vrilasz adott.

r3c-3s +(
l3C-37 a) 5v./7 b) 12mv"'�/49J'
l3C-39 a) 2Mg/3,Iefel6 b) R/2 a TKP-t6l
13C-41 A v6lasz adott.
13C-43 a) v./3 b) 0,500
l3C-45 a) F, : 197 N, F, : 131 N
l3C-47 jobbra


