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_ XIII. FEJEZET

A FORGO MOZGAS
DINAMIKAJA IT
(FORGAS MOZGO
TENGELY KORUL)

»A gyorsan forgo porgettyii olyan, mint az 6szvér:
egyik sem arra indul, amerre taszitjak.”

13.1 Bevezetés

Az el6z6 fejezetben a merev test rdgzitett tengely koriili forgdsat targyaltuk.
Most kiterjesztjiik vizsgalatainkat arra a sokkal altaldnosabb esetre, amikor a
test egyidejlileg forgd és halado mozgdst is végez — ilyen példaul a lejtén
legordiilé labda, vagy egy olyan tirgy, amelyet Ugy hajitunk fel, hogy a
mozgdsa kozben egyik felérdl a masikra fordul. (13-1c dbra.) Ezek az dssze-
tett mozgdsok egyszerdien leirhatok, a tomegkdzéppont haladé mozgasanak
¢s a tdmegkozéppont kariili forgdsnak az ereddjeként. A feladatok megolda-
sanal ezt a kétféle mozgastipust mindig kiilén-kiilon vizsgaljuk.

Az egyszerliség kedvéért altaldban nagyfoka szimmetridval rendelkezé
testek (gombdk, hengerek, karikdk) mozgdsat vizsgaljuk, amelyek Gigy mo-
zognak a térben, hogy mozgo tengelyiik mindig parhvzamos marad.

13. 2 Testek dltalanos mozgasa

A tovabbiakban a test fogalmat altalanosabb értelemben hasznaljuk, igy pl.
testnek tekintiink egy tomegkdzéppontrendszert vagy egyetlen merev testet
vagy azok egy rendszerét.

A 9. fejezet (9-14) egyenletében levezettik Newton masodik torvényét egy
tomegpontrendszerre :

Az M témegii test tomegkozéppontianak (TKP) haladé mozgd-
sa olyan, mintha egyetlen M témegii pont mozogna a kiilsé
eredo erd hatdsdra.

Newton masodik térvénye dp
a tomegkozéppont Y F, =—=May, (13-1)
haladé mozgasara d

Meghatdroztuk a kiils6 forgatonyomatékok er§jének a hatdsat is (12-16)
egyenlet szerint.
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(a) A tomegkozéppont kériili egy-
szeri forgds.
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(b) Egyszerii haladé mozgas.
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(c) Osszetett haladé és forgd moz-
gas.

13-1 abra.
Merev test néhdny lehetséges mozgisa
kétdimenzidban.
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Valamely test régzitett * tengelyre vonatkozd impulzusmo-
mentumanak vdltozdsi sebessége egyenld az erre a tengelyre
vonatkozo kiilsé forgatonyomatékok eredéjével.

ZME!H =

dL, _,
it 13-2)

ahol mind M, mind 7 a régzitett * tengelyre vonatkozik. A kévetkez6kben
pedig minden bizonyitas nélkiil kimondjuk az aldbbi fontos tételt:

Egy test tomegkozéppontra vett impulzusmomentumanak
valtozasi sebessége egyenld a tomegkizéppontra vett kiilsd
forgatényomatékok ereddjével még akkor is, ha a test ti-
megkdzéppontja — a gyorsulast is beleértve — elmozdul.

Az impulzusmomentum-
tétel a tomegkozép- Z M
pont koriili forgasra (TKP kériil)

_dL

ext — ;f— (13'3)

Amennyiben a test sikmozgast végez (ekkor a test minden egyes pontja a
mozgads soran egy sikban marad) és a tomegkézépponton dtmend forgas-
tengely szimmetriatengely, akkor a (13-3) egyenlet a

ZM:IQTKP

(TKPkéril)

alakra egyszeriisodik, ahol M és [ a tomegkodzéppontra vonatkozik' és [ a
szimmetria miatt alland6. Ekkor L és @ parhuzamosak, azaz L = /o

A (13-1) és a (13-2) egyenlet érvényes barmely testre vagy barmely ré-
szecskékbdl all6 zart rendszerre. Levezetésiiknél a testek merevsége nem volt
lényeges kovetelmény. Ezért a bel6liikk levonhaté kdvetkeztetések a nem-
merev testekre is, érvényesek igy alkalmazhatok csillagok gémbszerii halma-
zara, vagy egy a levegGben tekeregve esé macskara, amelyik mindenképpen
a talpara szeretne esni. Példaul a kil6tt srapnell felrobbanasa nem valtoztatja
meg a tdmegkodzéppont mozgisat; a repeszek egészének tomegkdzéppontja,
valtozatlanul parabola palydn mozog bar a repeszek kiilonféle palydkon ér-
nek foldet,. Minthogy a srapnell repeszeit szétrobbant6 erdk teljes egészben
belsé erdk, azért a rendszerre hato egyetlen kiilsé erd a graviticid. Ennélfog-
va F, = Mag,, a tomegkdzéppont ugyanazt a hajitasi palyat koveti, fligget-
leniil attol, hogy volt-e robbanas, vagy sem. Hasonloképpen, ha egy miiugrd
egyszer mar clhagyta az ugrédeszkat, tomegkozéppontjdnak mozgisit mar
nem tudja megviltoztatni, tekintet nélkiil arra, hogyan mozgatja kezét, labat
(13-2c abra).

13.3 Feliileten valo gordiilés

Gyakori jelenség, hogy egy test egy felilleten gordiil. A csliszdsmentes gor-
diilés esetében a tomegkdzéppont haladoé mozgasa (x, v és a kinematikai jel-
lemzo6kkel) szoros kapesolatban van a tomegkézéppont koériili (8, w és a
mennyiségekkel kifejezett) forgo mozgassal. Erre az esetre felirhato, hogy
x=rB, v=ro és a=ra. A teljes K kinetikus energia a tdmegkdzéppont

A 13.4 pontban tirgyaltak szerint van néhany olyan eset, amikor a forgatényomaték szé-
mitdsira nem csak a tdmegkdzéppont, hanem mas pont is hasznalhaté még akkor is, ha a
tdmegkozéppont gyorsul. Azonban addig, amig nem ismerjitk azokat a megszoritdsokat
amelyek mellett mas pont is hasznalhato, a legbiztosabb a témegkozéppontra vonatkoztatni
akkor is ha a témegkdzéppont gyorsul.
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(a) Vizszintes surlodasmentes feliileten cstiszo6 csavarkulcsrol késziilt fel-
vetel. Minthogy a csavarkulcsra hat6 er6k ereddje zérus, azért tdmeg-
kozéppontja (kereszttel jel6lve) a csavarkulcs forgisa kdzben egye-
nesvonali palyan dlland6 sebességgel halad.

(c) Miutdn a miugro elhagyta
az ugrodeszkat, tomegko-
zéppontjanak parabola pa-
lydjat mar nem tudja meg-
valtoztatni.

(b) Ha egy lovedék repiilés kdzben
felrobban, a széthulld repeszek
tomegkozéppontjanak parabola-
palydja ugyanaz, mint ami robba-
nas nélkiil lett volna.

koriili forgas K, , kinetikus energidjdnak és a tomegkozéppont haladé mozgd-

sa K, kinetikus energidjanak az osszege. [Lasd a (9-22) és a (9-23) egyen-

frans

leteket. ]

Kinetikus energia

(csiszdsmentes gordiilés) K=K, , +K

fransz

1 1
=) T b= Myv2., (13-4)

Ezeknek a fogalmaknak az alkalmazasat a kovetkezd példak illusztraljak.

13-1 PELDA

Homogén tomor gomb alland6 sebességgel cstiszasmentesen gordiil
vizszintes feliileten. Teljes kinetikus energidjanak mekkora hinyada a
tomegkozéppont koriili forgasanak energidja?

MEGOLDAS

A keresett energiahanyad
K. K. 1/ 2)lw* (2 5)MR? Jw*

Kinsir Koo ¥ Ky (11 D Mvgs” + (U D0’ YeMvy,” + (21 SYMR o?

Minthogy a gémb csuszasmentesen gordiil, vy, = Reo:
K. 5245w’

rot

Kehadoviy eAallngEy 2

-
=

(d) Lehetséges, hogy a lécet atugrod

atléta tomegkozéppontja a léc alatt
megy at? A fénykép a bolgar
Stefka Konstadinovat mutatja,
amint sajat magasugré rekordjat
javitja 1987-ben a Romai Atlétikai
Vilagbajnoksagon.

13-2 abra.

Belsé er6k nem tudjak megvaltoztat-
ni a pontrendszer tdmegkdzéppontja-
nak mozgasat. A pontrendszer to-
megkdzéppontja mindig csak a kiilsé
erdk hatdsdra mozog. igy a szabadon
es6 rendszer tomegkdzéppontjanak
palyaja mindig parabola (feltéve,
hogy g éllandg, és a srlodas elha-
nyagolhato).
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mg

(b) A vektorabra

mg cos f

(c) Egymasra mer6leges kompo-
nensekre bontott erdk diag-
ramja. Minthogy a tomegko-
zéppont a lejtén lefelé gyorsul,
ezt az iranyt valasztjuk pozitiv-
nak és (mert @ = Ra), az dra--
mutaté jardsdval egyezd forgasi
irdnyt pozitivnak.

13-3 dbra.
A 13-2,a 13-3 és a 13-6 példdhoz.

SR g e e N R R e R S S e s ]
13-2 PELDA

M tomegti, R sugari homogén tomér gémb nyugalmi helyzetbdl in-
dulva csuszasmentesen gordiil a vizszintessel 6 szdget bezaro lejtén
(13-3 dbra). Hatdrozzuk meg a tomegkozéppont haladasi sebességét d
tivolsag megtétele utan!

MEGOLDAS

Minthogy nincs csuszas, ezért a surlodas, (ami a tdmegkozéppontra
vonatkozoan az fR forgatonyomatékot adja) nyugalmi sturlodasi erd.
De mivel nem tudjuk, hogy a csiszds hatdran van-e a gomb, ezért nem
tetelezhetjiik fel, hogy a maximdlis nyugalmi sarlodas miikodik (azaz
S # uN). A forgatonyomatékokat a tomegkdzéppontra fogjuk vonat-
koztatni, és a mozgas vizsgalatat két részre bontjuk

A tomegkozéppont koriili A tomegkozéppont haladdsi
forgas gyorsulasa gyorsulasa

ZM=Ia 2F=manﬂ,

(TKP koril) :
(Mg sin@ —f) = Ma
JR= (2/3)MR*a, e
1= (2/3)MRa [ értékét a forg6 mozgdsra vo-

natkoz6 egyenletb6l behelyet-
tesitve €s a,.,-1a megoldva:

Minthogy @, = Ra, ezért
. - 2Ma,,.,
F=02/5)Ma,, Mg sinf - RS Map,,

(5/7)(g SiﬂB) = Opep

Ahhoz, hogy meghatirozzuk azt a pillanatnyi sebességet, amellyel a
tomegkdzéppont a gdmb d tavolsdggal valé elmozduldsa utdn halad,
figyelembe kell venni, hogy a tdmegkézéppont a,,, gyorsuldsa allan-

do. Ezért a haladé mozgdsra vonatkozo kinematikai egyenletet kell
alkalmazunk:

V= vl + 2a(x — x,)

V2= (0)2 + 2[(5/7) g sinB)(d— 0)

bl 10gd sinf
= {—7 :

A fenti példa a gordiil§ testek vizsgalatival kapcsolatosan fontos szem-
pontot illusztral. Ha a test csuszdsmentesen gordiil, akkor a test tomegkozép-
pontjanak v, haladasi sebessége és a test m szogsebessége kozott fennall a
Vp = Roo Osszefiiggés. Hasonloképpen érvényes, hogy a,..=Ra.

Egyenleteinkben az x tengely pozitiv irdnyét és a pozitiv forgasiranyt
ugy valasztjuk meg, hogy a témegkdzéppont pozitiv irdnyi elmozduldsa a
tomeghkozéppont koriili forgds pozitiv irdnydnak feleljen meg.

Itt az el6z6 példanak egy masik megoldasi modszerét mutatjuk be.
Vegyiik észre, hogy miutidn a gomb a lejtén d tavolsaggal legordiilt, a
tomegkozéppont h = d sinf fliggbleges tavolsagnyira lejjebb kertilt.
Az energiamegmaradas torvényének alkalmazasaval meghatarozhato
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a h fliggbleges tavolsaggal lesiillyedt gomb témegkodzéppontjanak se-
bessége.

MEGOLDAS

Ugy tiinik, hogy a gémbre hatd nyugalmi sirlodasi eré a gomb gor-
diilése soran elmozdul, amibdl (tévesen) arra kovetkeztethetnénk,
hogy ez az er6 valamilyen munkat végez, vagy hét termel. Ez nem
igaz; a gordiilési folyamatban a nyugalmi sarlodasi eré csupan atkeriil
a gordilo test egyik érintkezési pontjarol a mésikra. Tovabba, ha egy
test csiiszasmentesen gordiil, akkor ho sem fejlodhet. (Csak a mozgdasi
surlodési erd hatdsara jon létre ho az f,-x Osszefliggésnek megfelels-
en.)

A rendszer konzervativ, ezért alkalmazhatjuk a mechanikai ener-
gia megmaradasanak térvényét, A gravitacios helyzeti energia zérus
vonatkoztatdsi szintjét a legalacsonyabb pontba, a lejt§ aljara helyez-
ziik.

Bimi
(U)o + (K,

fransz.

Yot (K= U, + K,

ansz

+ Kfﬂf
Mgh + 0 + 0 = 0+%EMvy,t %[(25MRY e’
Behelyettesitve, hogy & = d sinf és figyelembe véve, hogy v, = Rw,

Mgd sind = (1/2)Mv,,* + (1/5Mv,,?
gd sin@ = (7/10)Mvy,,’

10gd sin6
VTKP = f .

Amint a fenti példa mutatja, az energiamegmaradas elvének alkalmazasa
gyakran a révidebb modszer. S6t, bizonyos esetekben, az energiameg-
maradasi elv alkalmazésa az egyetlen lehetséges modszer, mert pl. a kovet-
kez6 példdban a,., és o irdnya folytonosan valtozik, és a kinematikai
egyenletek nem alkalmazhatok.

13-4 PELDA

M tomegli, R sugarti tomér gémb nyugalmi helyzetbdl indulva csi-
szasmentesen legordill egy gorbiilt palyan (13-4 abra). Hatdrozzuk
meg a tomegkozéppont sebességét, miutdn a gomb fliggblegesen A ta-
volsaggal lejjebb keriilt.

MEGOLDAS

A feladat megoldédsara a kinematikai egyenletek nem alkalmazhatok,
mert a gdbmb mozgasa sordn a tdmegkdzéppont gyorsuldsa nem allan-
do, (lejtén a gyorsulas dllando lenne). Az egyetlen lehetséges megol-
dasi modszer az energiamegmaradasi tétel alkalmazasa:

E,=E

A mozgas végs6 szakasza gordiilés vizszintes pdlydn.

13-4 abra.
A 13-4 példihoz.



304 13/ A forgébmozgss dinamikaja II:

a TKP-n atmend
fiiggoleges
tengely z

13-5 abra.

Lathat6 egy vékony vizszintes szelet.
Ha ismerjiik a szelet sikjara mer6le-
ges, a szelet tomegkdzép-pontjan (itt
az xy tengelyek origdjan) atmend for-
gastengelyre vonatkoz6 /., tehetet-
lenségi nyomatékot, akkor a Steiner
tétellel bairmely mas P ponton atmend
parhuzamos tengelyre is megkaphat-
juk a tehetetlenségi nyomatékot.

a tarcsat
; b érinté
4 .TKPHH fltmeno parhuzamos
szimmetriatengely tengely
et 7 ——|

13-6 abra.
A 13-5 példahoz.

13.4 A parhuzamos tengelyek tétele (Steiner tétel)

A >M = Jo. sszefiiggés alkalmazasahoz mindeddig olyan tengelyt hasznal-
tunk, ami dtmegy a tomegkOzépponton. De mds tengelyt is hasznilhatunk,
feltéve, hogy ez régzitve van, vagy igy mozog, hogy megtartja irnyat a tér-
ben (azaz dnmagdval pdrhuzamosan mozog). A tehetetlenségi nyomaték
szamitasat az olyan tengelyekre, amelyek nem mennek 4t a témegkdzéppon-
ton, nagy mértékben megkonnyiti a Steiner tétel vagy a pdrhuzamos tenge-
lyek tétele néven ismert tétel.

Tekintsiink egy tetsz6leges alaka testet, amelynek a tomegkozép-
pontjin dtmend tengelyére ismerjiik az I, tehetetlenségi nyomatékot. Kép-
zeljiik el a tengelyre merdlegesen a testb8l kivigott vékony lemezt. (13-5
dbra) Tegyiik fel, hogy a P ponton atmend, és az eredeti tengellyel pirhuza-
mos tengelyre akarjuk a tehetetlenségi nyomatékot meghatdrozni. Ha a test
egyik tdmegpontjat m-vel jeloljik, akkor a lemez P pontra vett [ tehetetlen-

ségi nyomatéka
o= 2 mr?

A koszinusz tételt (D fiiggelék) az r, 7, és a h szakaszokbdl alkotott harom-
szbgre alkalmazva az aldbbi 6sszefliggést kapjuk:

rt=r +h®+2rhcosh

T

Behelyettesitve ezt az értéket / fenti kifejezésébe:

1= mr+ D mh®+3, m,.(2rh cosB)

Mivel 4 dllando, igy a szumma jel elé kiemelhet6:
1= mr®+h*Y m +2hY mrcosd

Az els6 tag éppen a témegkozéppontra vonatkoztatott /.., tehetetlenségi
nyomaték, a masodik tag Mh? ahol M a test egész tdmege. A harmadik tag
zérussal egyenld, mert »cos@ = x; nem mads, mint az r szakasznak az x ten-
gelyre esé vetiilete, és a tomegkozéppont definicidjabol (9.4 fejezet) az egész
rétegre Xmx, = 0. Az eljarast a testet alkotd dsszes rétegre kiterjesztve meg-
kapjuk a parhuzamos tengelyek tételét:”

1= Iyt MR (13-5)

Az Osszefiiggést konnyen megjegyezhetjilk, ha a mozgist ugy tekintjik,
mint a test tomegkozéppont koriili forgdsanak és a tomegkidzéppont 1ij tenge-
lye koriili kérdn végzett transzldciojanak ereddjét. A masodik tag abbol ado-
dik, hogy a testet a témegkozéppontjaba koncentralt, az 1ij tengely koriili &
sugaru koron mozgé tdmegpontnak tekintjik.

Steiner tétel

13-5 PELDA

Hatarozzuk meg az M tomeg(, R sugari homogén tomor tarcsa tehe-
tetlenségi nyomatékat a sikjara mer6leges, egy keriileti ponton atmend
tengelyre vonatkozoéan. (13-6 abra).

MEGOLDAS

A tﬁme'gkézépponton atmend, a tarcsa sikjara merGleges tengelyre a
tehetetlenségi nyomaték MR, A Steiner tétel alkalmazdsival

1= I+ M = %MR2+MR2= —;-MRZ'

Egy ezzel kapcsolatos dsszefliggés poldris-axidlis tételként ismeretes. (Megfogalmazva a
13C-33 feladatban.)
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BRI

Tekintsiink ismét egy lejtén csiszds nélkiil legdrdiils homogén tsmér
gombot (13-2 és 13-3 példa). A Steiner tétel felhasznalisaval hatirozzuk
meg a gomb tdmegkozéppontjdnak gyorsulasat. (Lasd a 13-7 abrat.)

MEGOLDAS

A Steiner tételt alkalmazzuk a pillanatnyi forgdstengelyre, vagyis a
gomb és a feliilet P érintkezési pontjdra vonatkozd tehetetlenségi
nyomatek kiszdmitdsara. Ezutdn Newton M 1., korat) 1 Orep tOTVENYEL
hasznaljuk fel a gyorsulds kiszdmitdsdra. A P pontra vett 1, tehetetlen-
ségi nyomatek:
2
I, =1+ Mh = —S'MR2 + MR? = %MR2

Az Mg er6 az egyetlen, ami a P pontra forgatényomatékot gyakorol,
az erbkar R snf. A P pont koriili forgdé mozgasra érvényes masodik
Newton torvénnyel a kévetkezdt kapjuk:

2 M=1a

(P kriil)

Mg(R sinf) = % MR’a
% g sinf = Ra,

5
Mivel a,,., = Ra, ezért a,,, = = g sinf.

Ez ugyanaz az eredmény, amit mdr el6z6leg megkaptunk. A moédszer
elénye itt abban jelentkezik, hogy o meghatirozasara a haladé és a
forgo mozgdsokra érvényes egyenletek egyidejii megolddsa helyett
elegendd csupan a forgdsi egyenlettel dolgozni.

A Jojo nevi jatékszer fonaldt rogzitve a jojo fiiggdlegesen legordiil.
Tomege M, inerciasugara k, tengelyének sugara r. Newton mésodik
térvényébdl kiindulva hatirozzuk meg a joj6 témegkdzéppontjdnak
Qpp gyorsulasat!

MEGOLDAS

A 13-8 dbrdan a mozgd jojéra hato erdk vazlata lathato. A tomegko-

zéppontra szamitott forgatonyomatékokat felirva (figyelembe véve,

hogy a,, = ra), a kovetkezdket kapjuk:

A tomegkozéppont Koriili
forgd mozgas

z M e vorary = 10

A tomegkozéppont
haladé mozgasa

SF, = ma,
(*) Mg—T = Ma,,,

it Tr = M2 Zrxp
Mg—Mr—zam, = Ma,, 4 i
k2
g T=M——r2 Qs s

Boppe= Sy
k}!
(1 s o J Helyettesitsiik ezt az eredményt

a bal oldali (*) kifejezésbe!

e
mg cos E

AN
13-7 abra.
A 13-6 példdhoz. Az a P pont, ame-
lyikre a forgatonyomatékot szamitjuk,
a gdmb és a lejtésik érintkezési pontja.

13-8 4bra.
A 13-7 példahoz.
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Cstiszva gordiilés .

A kovetkezé példakban olyan jelenségeket targyalunk, amelyeknél cstszis
1ép fel a gordills test és a palya feliilete kozott. Emlékezziink: ha csiszas is
fellép, akkor x # 78, v £ rw €s a #ra. Minthogy a tomegkozéppont gyorsul,
ezért a forgatonyomatékokat feltétleniil a tomeghkdzépponira vonatkozoan kell
szamitani (ldsd a 13-3 egyenletet).

M tomegli R sugard homogeén tomor gombot tengelye koriil vizszinte-
sen megforgatunk, majd vizszintes feliiletre helyezve elengediink.
(13-9 abra) Az elengedés pillanatdban a gémb tomegkdzéppontja
nyugalomban van. A porgés kovetkeztében a gomb haladni kezd a
feliileten, témegkdzéppontjdnak haladasi sebessége felndvekszik, mi-
kdzben (tdmegkozéppont korili) szogsebessége fokozatosan csdkken.

Csuiszva gor- Ett6l a ponttol r o s ; ;

diilé mozgis d beodve ako- A’tto}' kegdv:a, hog)_/_ vm,’ = Rw,“a gotn}i alland’o s:el?es’s;e,grgel,. cslszas
tivolsagon rong csiiszas ncl]ful gordul.. Angomb ¢sa feliilet kozo_tt a csuszasi surlodasi egytitt-
(s % RO és néIkil gordiil ha_tou_,uk. Te.l_cmtsulf a'zt az glla_lpotot, amlkor’a gomb cstiszva gordiil,
v # Rw) (v=Rw) H{:kf)zben tomegkozeppontjarls gyorsul! Hatarozzuk meg (a) a tomeg-
kozéppont a,, gyorsuldsat és (b) a gomb tdmegkézéppont korili a

(@) szoggyorsulasat.

A MEGOLDAS
(a) A 13-9b dbra a gémb vektorabrajat mutatja. (Meg kell érteniink,
y miért mutat a feliilet 4ltal a gémbre hat6 surloddsi erd jobbra.) A
m jobbra mutatd irdnyt ill. Gramutatd jardsdval megegyez8 ranyt va-
—-l—» x f lasztjuk pozitivnak. Minthogy cstiszds Iép fel, a csiszo6 surlodasi er6 f
9 = w,N. Ez az er8 a tdmegkozéppont gyorsuldsat okoz6 vizszintes
eredd erd, tovabba ez hozza létre azt a tomegkozéppontra hato
(negativ) forgatonyomatékot, ami a szogsebességet lassitja. A ha-
b) i ladé és a forgd mozgas kozdtt most is van kapcsolat, de a csuszas

miatt s # RO, v# Ro és a # Ra. Mivel fiiggbleges iranya gyorsu-
13-9 abra. 14s nincs, azért a fiiggdleges erbk Osszege zérus:
A 13-8 példahoz. :

Y. F,=0

(N = Mg) =0
N=Mg
A vizszintes irdnyu erékre 2 F =ma,
Minthogy az egyetlen vizszintes erd f = u N, behelyettesités
utan
pN=Map,
adodik; figyelembe véve a fenti N = Mg Osszefiiggest:
pyMg = Mag,
innen

Arep = Hi 8-

(b) Mivel a pozitiv forgasiranyt az dramutatd jardsdval megegyezének
valasztottuk, a sarlodasi er§ forgatonyomatéka a témegkozéppont-
ra vonatkozéan negativ, igy az a szoggyorsulds is negativ. Mint-
hogy a témegkdzéppont gyorsul, a forgatonyomatékokat a tomeg-
kozéppontra vonatkozéan kell felvenniink. A forgé mozgds
alaptdrvényébdl azt kapjuk, hogy
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YM=Ia (s a TKP-ra)

(TKP-r3)

(/)= [[—?—)(MRZ)a]

riMg  Su.g
(2/5)MR 2R

Egy gépkocsit vezetSje gyorsan akarja megallitani és Ggy 1ép a fékre,
hogy az egyik kerék a megallasig részben csuszik, részben forog. Ha
az R sugari kerék az titon D tavolsignyira cstiszva 0 szoggel fordul el
(D>RO), mennyi hét termel az f, cstszé surlodési ers?

MEGOLDAS

Mivel a kerék forgas kozben csiiszik is, két kiilonbézé hatds lép fel
egyidejlileg. A mozgés forgasi osszetev6je miatt a surloddsi erd csak
athelyez8dik egyik érintkezési pontrol a masikra anélkiil, hogy az erg
munkat végezne, vagy hét termelne. (Ez hasonlit a csiszismentes
gordiiléshez.) A mozgas cstszasi Gsszetevlje azonban hét fejleszt.
Ennek mennyisége az uttest és a kerékfeliilet kozotti csiiszasi tavol-
sagtol fligg. Ez a csiszdsi tvolsag a teljes D haladisi tavolsag és a
forgasbél szarmazé RO tivolsig kiilénbsége. Ezért a fejléd6 hé

Eys=f,(D— RO).

13.5 Térbeli dltalanos mozgas

Minden, kiils6 er8k hatisa alatt 4116 test a Newton masodik térvénye &ltal
megszabott modon viselkedik:

A témegkézéppont haladé A tomegkdzéppont kiriili forgé
mozZgasa mozgas
Zka:s,: Mag, ZMkulsa': Lpgpor.

Erre az 4ltalénos mozgastipusra a Fold-Hold rendszer (13-10 abra) szolgaltat
peldat. A Nap éltal a rendszerre kifejtett teljes gravitacios erét tgy tekinthet-

13-10 dbra.

Példa az 6sszetett halado és forgd

mozgasra. A Fold-Hold rendszer

tomegkozéppontja a féldfelszin alatt

van kb. 1700 km mélyen. A Fold-

Hold rendszernek e témegkozép-

. pont koériili forgdsa soran maga a

;/ Bolygépalya tomegkozéppont Nap kériili palyan
mozog.

a Nap koriil
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(b) A fordulast altaldban a test eliilsd ré-
sze kezdi, igy a macska, ha az esési
magassag kicsi, legalabbis a mellsé
labaira esik. A mellsé labak a has ala
huzodnak, csékkentve a tehetetlensegi
nyomatékot a fordulds alatt. A hatso
labak mindaddig nyujtva maradnak,
ameddig a mellsé rész félig-meddig  (a) Az alapmanéver beliilrél ki-
elfordul, ezutin az eliils6 ldbak nyul- felé forditja az U alaku test-

nak ki és a hatsok hizédnak be, és a helyzetet, a macska a hatit az
test hatso része fordul. A teljes folya- U alak kiils6 oldalarol a bels6
mat alatt a farok gyorsan korbecsapo- oldal felé forditja. A mellsd és
dik a teljes impulzusmomentum meg- a hatso testrészek fliggSleges
tartdsa érdekében. A vazlatok 1/20 s tengely koriil ellentétes irany-
idokozokkel felvett fényképek alapjan ba fordulnak, megtartva az
késziiltek. (Kérjiik, ne ismételje meg impulzusmomentumot

senki ezt a kisérletet; a macskak laba
gyakran eltorik, vagy még nagyobb
baj is torténhet a talajt elérve.)

13-11 dbra.

A szabadon esé macskara nem hat kiils6 forgatonyomaték, hogyan lehetsé-
ges tehdt, hogy mégis el tudja jitszani a ,,mindig talpraesés” legendds tettét,
még ha hattal lefelé ejtik is le? A macska bonyolult mozgdsa megfelel az
impulzusmomentum megmaraddsa térvényének.

13-12 4bra.

A régi tipust villamos kocsin a féke-
z8 ember a fékkerék szemkozti olda-
laira két egyenld nagysagu ellentétes

SLLN / irdny0 erét gyakorolt. Ezt a két er6t

erdparnak nevezzik.

jiik, mintha a rendszer tomegkozéppontjira koncentralédna.’ Ez a rendszerre
hato kiilsé ered6 er6 okozza azt, hogy a tdmegkozéppont a Nap koriil korpa-
lydn mozog, mig a Fold és Hold kozott miiksds ,,belsd” gravitacios erd a két
test kozos tdmegkdzéppont koriili forgdsat okozza. Mas példa lehet az {irben
gyorsan forgo (irhajo, mikdzben irdnyitd rakétii kiilonbozo toloertt fejtenck
ki és forgatonyomatékot is gyakorolnak a témegkozéppont koriil. Kiilsé for-
gatonyomaték hijan a rendszer impulzusmomentumanak allandénak kell ma-
radnia. Erre a helyzetre a 13-11 dbran lathatunk érdekes peldat.

Miel6tt azonban ezekkel az altalanos esetekkel foglalkoznank, megtar-
gyaljuk, hogyan hathat egy rendszerre forgatonyomaték, ha a rendszerre haté
erdk ereddje zérus.

Az erépar

Két egyenld nagysagh ellentétes irdnyd, nem azonos hatdsvonall erétdl, az
an. erépartol specialis forgatdnyomaték szdrmazik, lasd a 13-12 abrat. Noha

L

Itt elhanyagoljuk a Nap gravitici6s terének a Fold kozelében meglévé csekély inhomoge-
nitasat.
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ebben az esetben a testre haté er8k eredje zérus, az er8par forgatényomaté-
kot fejt ki. Tovabba az erdpar forgatényomatékdinak értéke fiiggetlen annak q
* pontnak megvalaszidsars] amelyre a forgatonyomatékot szdmitjuk. Ezt a
kovetkez6 példan mutatjuk be.

A 13-13 4bran lathaté merev ftestre az x tengellyel parhuzamos két
egyenld nagysagn, de ellentétes irdnyi er6 hat. Szamitsuk ki (a) a targy-
ra hat6 ereds erét, (b) az ereds forgatényomatékot arra a pontra, amely-
ben az F, er§ tamad, és (c) az ereds forgatényomatékot az O origora.

MEGOLDAS

() Az er8k Gsszege: A 13-10 példahoz.

2F < _FiF g
Az eredG er§ zérus, az er6par nem hoz létre halads mozgaist,
(b) Az F| er timaddspontjira az F, er6 nem fejt ki forgatényomaté-
kot, mert ergkarja zérus, Az Oramutato jardsdval ellentétes forgas-
irdnyt vélasztva pozitivnak azt kapjuk, hogy

M =(er6)-(erdkar)

(Fr taimadaspontjara)

ZM =F)D=Fd (az bramutaté jardsaval ellentétesen)

(c) Az origéra a kovetkez6képpen szamitjuk ki az ereds forgatonyo-
matékot:

ZM = (er6)-(er6kar)
(az O pontra)

ZM =(F)a+d “(F @)= Fd (az Oramutatd jérdsdval ellentétesen)

Minthogy F, = F, igyeza forgatényomaték ugyanaz, mint amit a (b)
pontban szdmitottunk ki. Az g tavolsdg nem jelenik meg az ered-
ményben, alatimasztva azt, hogy ha F = 0, akkor a forgatényomaték
barmely pontra szémitva Fg.

(a) Az asztronauték a ridra me-
rdleges erét fejtenek ki.

3-11 PELDA &
‘/\Fl o/ +
0 &
F

Két asztronauta tirdllomas felépitésén dolgozik az tirben, gyakorlatilag a
sulytalansdg allapotiban. Az asztronautak két ellentétes iranyu, egyenld
nagysagu F erét fejtenek ki gy hosszii homogén ridra. (13-14a 4bra.)
Ariad egy inerciarendszerhez viszonyitva eredetileg nyugalomban volt.
(a) Hatarozzuk meg a ridra hat6 ereds erét és (b) az eredq forgatényo-
matekot a rad tdmegkozéppontjara! (¢) Mutassuk meg, hogy a forgato-

2

nyomatek értéke ugyanaz, ha a rid alsd végére szamitjuk. -

MEGOLDAS

(a) A pozitiv x tengely iranyét a 13-14b dbranak megfelelden valaszt- (b) A ridra haté erdk vektorib-
va megillapitjuk, hogy az er6k ereddje raja.

13-14 4bra.
ZFXZF2 —F =0 (azeredGers zérus) A 13-11 példihoz.
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(b) A tomegkozéppontra szamitva a forgatonyomatékokat és a A
szimbolummal jel6lt, az 6ramutato jardsaval ellentétes irdnyt pozi-
tivnak vélasztva (figyelembe véve, hogy F, = F,) arra jutunk, hogy

ZM =F(b+d)— Fy(b) = Fd (6ramutat6 jiraséval ellentétes irdnyban)
(TKP-ra)
(c) A forgatonyomateékot a rid alsé pontjara szamitva:

ZM = F\(a + d) — F,(a) = Fd (6ramutat6 jérisval ellentétes irinyban)

(a rid als6 végére)

Megjegyzés: A két egyenld nagysagl és ellentétes irdnyn erd erdpdr.
Minthogy eredd eré nines (az eredd zérus), ezért a rid témegkozép-
pontja az inerciarendszerben nem végez haladé mozgast, nyuga-
lomban marad. De az erGpar 4ltal létesitett ered6 Fd forgatonyoma-
ték a rudat tomegkodzéppontja korill az éramutatd jardsaval ellentétes
forgasi irdnyban szdggyorsuldsra kényszeriti. Ha az er8k tovébbra is
merdlegesen hatnak a forgo rudra, a szoggyorsulds valtozatlanul fenn-
all, tehat a rad tomegkozéppontja egy inerciarendszerhez viszonyitva
nyugalomban marad, de a rad maga a tomegkdzéppontja koriil egyre
nagyobb szégsebességgel forog.

13-12 PELDA

Vékony, [ hosszisagh rid gravitacié mentes (silytalan) kdrnyezetben,
kezdetben nyugalmi helyzetben van egy inerciarendszerben. A riad
egyik végét hosszira mer6leges irdny( iités éri. Mekkora tavolsagra
jut el a rid témegkdzéppontja mialatt a rid a tomegkozéppontja koriil
egy teljes fordulatot végez? (Erdekes, hogy a vélasz fiiggetlen a rad
tomegétol és az iités erdsségetol.)

MEGOLDAS

A rid végére mért merdleges iités a rid tomegkozéppontjanak impul-
zust ad, és a tomegkozéppont kériil impulzusmomentumot létesit,

A tomegkdzéppont koriili
forgé mozgas

A tomegkozéppont
haladé mozgasa

P dL
2 AN
J-th=MAVTKP %J’Fd‘t:ITKPAm
[ Fdt = M(ype ~0) i( )_ﬁ( |

ZMVTK,, g @ -0

Az eredményt a jobb oldali
egyenletbe helyettesitjiik.

Legyen At a teljes 2m rad elfor-
dulas ideje. Mindkét oldalt Az -vel
szorozva azt kapjuk, hogy

20 1
VoAt =| — | — o At
il (1}[12}%—*‘

X G=2xrad
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13.6 A porgettyii

Figyeljiikk meg a bugocsigit, amint megddlt tengelye koriil lebilincsel6en
szépen mozog. A bugdcsiga tengelye a fliggbleges koriil lassan korbejar, és
kiippaléstot ir le, igy tiinik, mintha ,,dacolna a gravitacioval”. A bugdcsiga-
nak ezt a mozgdasat precesszionak nevezzilk. Adott d6lési szog mellett minél
gyorsabban porog, anndl lassabb a precesszié. Természetesen ez nem sérti a
graviticiés torvényt, a bugdcsiga csupan az M = dL/ds képlet el6irdsdnak
engedelmeskedik. A pdrgettyti mozgdsa bizonyos esetekben sokkal dsszetet-
tebb is lehet, és szokatlan vonasainak magyarazatira terjedelmes konyveket
szenteltek. A jelenségnek szamos miiszaki alkalmazasa is van.

A mozgas vizsgalatira egy egyszer(l porgettyiit — egy tengelyre szerelt
tarcsat valasztunk. Emlékeztetiink arra, hogy az egyenes mentén p = my im-
pulzussal mozgoé m toémegi test megtartja alland6 p impulzusét, ha kiils6 er6k
nem hatnak ra. Hasonloképpen a forgd porgettyld L = /@ impulzusmomentu-
ma is allandé, ha kiils6 forgatonyomatékok nem hatnak rd. Az ilyen un. er6-
mentes porgettyli (13-15 abra) megtartja forgastengelyének irdnyat egy
inerciarendszerben (pl. az allocsillagok rendszerében). E tulajdonsagot hasz-
nositja a porgettylis iranytii. A kett6s kardan felfiiggesztés megakadalyozza,
hogy a forgd porgettyiire forgatonyomaték hasson, igy impulzusmomentuma
megtartja bedllitott (mondjuk az Eszaki Sarkcsillag felé mutato) irdnydt még
akkor is, ha egy hajon vagy repiilégépen a Foldon korbehordozzdk.* o

A porgettyl mozgasinak legmeglep&bb jelenségét abrazolja a 13-16a 13-15 abra
dbra. Ha egy vizszintes tengelyii forgd porgetty(i csak a tengely egyik vég- I
pontjdban van alatamasztva (ezt az O pontot tekinthetjiik régzitettnek), akkor
azt varmank, hogy a tengely lefelé d6l annak az (O pontra vonatkoztatott)
M = r x mg forgatonyomatéknak megfelelden, amelyet a gravitacié gyakorol
a tomegkozéppontra. Ehelyett a tengely — meglepé modon — vizszintes sik-
ban forog korbe, azaz precessziot végez.

A porgettyli precesszioja olyan forgé mozgasra szolgal példakent,
amelyben a forgastengely nem marad parhuzamos, hanem irdnyat valtoztat-
ja. A mozgas vizsgalatira azzal az egyszer(sito feltevéssel éliink, hogy az
egyetlen impulzusmomentumot maga a porgettyii forgasa okozza. (Elha-
nyagoljuk azt a kicsi impulzusmomentumot, ami a tomegkdzéppontot viz-
szintes kordén mozgatd precessziobol adodik. Azonban, amint majd latni
fogjuk, minél gyorsabban forog a porgettyii, anndl lassubb a precesszio, igy a
fenti feltevés gyorsan forgd porgettytikre helytalld.)

Tekintsiik az O rogzitett aldtdmasztasi pontra hato M = dL/dt forgato-
nyomatékot (13-16 dbra). Ahhoz, hogy a porgettyl () impulzusmomentu-
mat a forgatonyomaték vektoranak iranyaban AL eértékkel megviéltoztassa, a
porgettyii tengelye vizszintes sikban fog korbe forogni, azaz egy

A¢
W, =—
ponRg;
szogsebességll precesszidt fog végezni. Ezt a szogsebességet a 13-16d dbra
alapjan a AL = LA¢ Osszefiiggésbdl szamitjuk ki. Elosztva At értékkel

Ez a porgettyl kett6s kardancsuklora
van szerelve. Allvanya barmilyen
helyzetbe fordithatd anélkiil, hogy az
elforditas révén a forgd porgettyiire
forgatonyomaték hatna.

Aovogan
At At
adodik. Mivel [M|=AL/At, és w, =A¢/At, ezek behelyettesitésével
M=lo, (13-6)

A 13-16b abrar6l leolvashatd, hogy M = mgr, tehit a precesszio @ p 5z0g-
sebessége’

* A magyarizat kissé tilegyszeriisitett ezért félreérthets. A porgettyils irdnytii a Coriolis er8
miatt kezdeti bedllitdsatol fiiggetleniil mindig a Fold forgastengelyének (nem a magneses
polusnak) E-i-p6lusa felé 41l be. (A forditd megj.)

*  Minthogy o, forditottan ardnyos L -lel, azért amikor a surlédds hatdséra a csiga lassul, és
emiatt L csdkken, a precesszié wy szogsebessége egyre nagyobb lesz.
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e T e e e e

precesszio

(a) Vizszintes tengelyének egyik
pontjaban alatamasztott forgo
porgettyli tengelye o, szogse-
bességgel vizszintes sikban
precessziot VEgeZ.

(b) A tomegkdzéppontra hato F
gravitacios erd az O rogzitett
tengelypontra M = rxF forga-
tonyomatékot gyakorol. Az M
vektor a rajz O pontjaban a rajz
sikjara merdlegesen befelé
mutat.

M
L(t+At)

0 Cl o # AL

x L(t) Y
(c) (Az O-ra vonatkozo6) M forga-

tonyomaték ugyanolyan irdnyd
mint az impulzusmomentum
AL megviltozdsanak iranya az
M = AL/At 6sszefliggéssel
Osszhangban.

U:‘\' A'El—-
‘_—-"‘;'—— AL
L(t)

(d) Feliilnézeti dbra.
13-16 abra.
Tengelyének egyik végpontjiban ala-
tamasztott forgd porgettyill mozgasa.

Lamgr: 2
= (13-7)

Az o, vektor iranya a fligg6leges z tengely iranyaba mutat. A (13-6) egyenlet
vektoridlis alakban:

@Dp

M=o, xL (13-8)
vagy mivel L = o, ezért
A forg6 porgetty( ‘
precesszidjanak M = o, X lo. (13-9)

@, sz0gsebessége

Ha emlékezetiinkben tartjuk az alabbi (a M = dL/dt osszefiiggésbol leveze-
tett) szabdlyt, akkor a precesszid iranyat konnyen meghatarozhatjuk:

A porgettyl Az L impulzusmomentum vektor kovetni igyek-
precesszidja szik a M forgatényomaték vektor iranyat.

Ez magyarazza a porgettyli meglepd viselkedését, midén tengelyére forgato-
nyomaték hat. Példaul a vizszintes tengelyt forgd porgettyii tengelyvégének
folfelé billentése a tengelyt jobbra, vagy balra lenditi ki a porgettyd forgasi
iranyatol fliggben.

A Fold kidomboroddsa az egyenlité koryezetében azt eredményezi,
hogy a Nap inhomogén gravitacios tere a Féldre forgatonyomatékot gyakorol
(vé. 10. fejezet 9. labjegyzet). Kovetkezéskeppen a Fold tengelye lasst pre-
cesszidt végezve olyan kipot ir le, amelynek alkotodja a tengellyel 23,5°-0s
szOget zar be és ezalatt az Eszaki Sarkcsillag felé mutato allasdbol elmozdul.
Egy teljes fordulatot kb. 25800 év alatt tesz meg.’

Kisméretii porgettyli forgd részének (rotorjanak) tomege 0,220 kg,
tengelyére vett tehetetlenségi nyomatéka 2,5%x107* kg-m®. (A tartokeret
tomege elhanyagolhato.) A porgettyiit forgas kozben egyik végén
csuklo tartja vizszintes tengellyel. A rotor tomegkozéppontja
5 ¢m tavolsdgra van a csuklotol. A porgettyl vizszintes sikban pre-
cessziot végez, 6 s alatt it le egy teljes kort. (a) Hatarozzuk meg a ro-
tor @ szogsebességét (fordulat per perc egységben). (b) Tegyiik fel,
hogy a csuklotol kifelé nézve a tengely mentén azt latjuk, hogy a rotor
az oramutaté jarasaval ellentétesen forog. Kérdes: Milyen forgasi
iranyban latjuk a precessziot, ha a porgettytit feliilrél figyeljik?

MEGOLDAS

(a) A - fizikai elrendezést a 13-17 4bra illusztralja. Minthogy
F,=mgésr merdleges egymasra, a csukléra hato M forgatonyo-
matékanak nagysaga rmg sin 90° = rmg. Tudjuk, hogy a porgettyl
vizszintes sikban végzett precesszioja miatt az @, vektornak fiig-

gblegesnek kell lennie (de pillanatnyilag még nem tudjuk, hogy

Ez okozza azt, hogy évszdzadok multin az égbolton a zodidkus tizenkét csillagképének
helyzete a tavaszi napéjegyenléséghez képest fokozatosan eltolodik. Az az asztrologiai ki-
fejezés, hogy ,.belépiink a Vizont6 korszakaba® azt jelenti, hogy hozzavetSlegesen a 2000-
ik esztendében a Nap keresztezve az égi egyenlitot belep a tavaszi napéjegyenl&ség idején
a Vizonts csillagképbe, vagyis a ,,Vizonts Hazaba” 1ép és ebben a szektorban marad az el-
kivetkezd 2000 éven 4t. Ma a 2000 évvel ezeltt megnevezett allatovi jegyek kozel egy
teljes csillagképpel csisztak el attol a csillagesoporttél, amelyr§l eredetileg elnevezték
Sket, amelyrl azt hitték, hogy _befolyasoljik’” az emberek iigyes-bajos dolgait. Mi tobb,
az egyes ,,Hazak” kozotti pontos hatarokrél az asztrolégusok mind a mai napig vitatkoz-
nak. Bér az eltérés csekély, mégis esetenként a bolygok egyikét masikit kilonboz0
_ Hézakba” helyezik att6l fiiggben, hogy a jo tucatnyi definiciobél melyiket fogadjak el, es
ennek kivetkeztében a horoszkopok kissé eltémek egymastol.
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felfelé avagy lefelé kell-e mutatnia). Tehat wp és L merSlegesck

egymasra, igy vektoridlis szorzatuk abszolut értéke | wpxL = < X P
= plosin90° = w lo . A (13-9) egyenlet alapjan: ; p it
iranya.
M=oyt |  facha
rmg = @plo e = M
f L
sk (13-10) S )

w,,l ~

Behelyettesités utdn w , szogsebességre a kovetkezét kapjuk:

RS (&
) =

6s )\ 1ford. ) 3 s 13-17 4bra.

(Atsz. tényez) A 13-13 példahoz.

A (13-10) egyenletbdl a rotor szégsebessége (fordulat per percben ki-
fejezve):

i

(0,050m)(0,220 kg)[9,gsﬂzj

(%TJ(Z,SXIO“ kg m?)

P ——

; = ! E-Cl( ot ]( o, } =3932 ford / perc .
27 xad
;‘,—J

i = S3lpert

(Atszamitasi tényez8)

(b) A 13-17 ébra alapjan megéllapithatjuk, hogy az M = wpXL 6ssze-
fliggésnek feliilr6l nézve az éramutaté jardsaval egyezs iranyl
precesszio felel meg (vagyis az w, vektor lefelé mutat).

Egyszerlibb tijékozodas céljabol a 13-1 tiblazatban osszefoglaltuk a
forgd mozgéasra vonatkozo alapvetd egyenleteket a hasznalhatésaguk korla-
taira utalé megjegyzésekkel.

13-1 TABLAZAT A forg6 mozgis egyenleteinek dsszefoglaldsa

Egyenlet Megjegyzések

M=rxF A forgatényomaték definicioja (egy O
pontra vonatkoztatva),

L=rxp A részecske impukzusmomentumanak

definiciéja (egy O pontra vonatkoztatva).

2 Egy O pontra vonatkozoé tehetetlenségi
= = [,24 gy Up g
2 mh (vagy J 0 nyomaték definicioja.

|
! Altaldnos eset
:

ZM i dL. Az impulzusmomentum tétel
kiils§ dt
f APy Newton mdsodik térvénye a témegkozép-
‘E Z B = dt pont haladé mozgdséra.
\

Speciilis esetek

z M LT Szimmetriatengely koriil forgo szimmet-
kiilsg ™ . - .
rikus testre (/ = allando).
Vi Mindig igaz, ha [ a z tengelyre vonatkozik

I =lo
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#

Osszefoglalis

A merev test 4ltalanos térbeli mozgasara-.

A tomegkozéppont A tomegkdzéppont

haladé mozgasa koriili forgé mozgas
Z Frans = Mang 2 M s = (i,_L
t

Rogzitett, vagy onmaga-
val parhuzamosan moz-
g6 tengelyre

szi'ﬂs(i =la
A péirhuzamos tengelyek tétele (Steiner tétel) sze-

rint barmely, a tomegkdzépponton atmend tengellyel
parhuzamos tengelyre a tehetetlenségi nyomatékot az

1= I+ MR

(h a két parhuzamos
tengely kozotti tavolsag)

dsszefiiggéssel hatirozhatjuk meg.
Az osszetett forgd és halad6 mozgds Kinetikus
energidja:
1 1
K 5 Kmt+ K!mnsz: = 1‘r':['KF'(D2 " MvTKP‘
2 2
Zart (a komyezetétdl elszigetelt) rendszeme &rve-

nyes (a * tengelyre vonatkozo) impulzusmomentum
megmaradasa:

Kérdeések

1. Két m tomegi, v sebességi korcsolyazo6 parhuza-
mos palyan kozelit egymdshoz. A palyak tvolsiga
d. Abban a pillanatban amikor egymas mellé érnek,
az egyik konny(i bambuszrudat nyujt 4t a masiknak,
amit az utobbi erdsen megragad. frjuk le ezt kive-
téen a radba kapaszkodo két korcsolyazo mozgasat.
Milyen mozgas jonne létre, ha a korcsolyazok to-
mege kiilénboz6 lenne?

2. Tekintsiink egy egyenes mentén allandé sebesség-
gel mozgd részecskét! Egyenl§ id6k alatt egyenld
teriileteket strol-e az egyenesen kiviil 16v6 rogzitett
pontbol a részecskehez mutaté radiuszvektor?

3. Tegyiik fel, hogy egy motor kimend teljesitmenye
aranyos a tengely @ szogsebességével. Hatarozzuk
meg a tengely dltal kifejtett forgatonyomaték ¢s a
szOgsebesség kozotti osszefuggést!

4. Két homogén, tomor tarcsa ,versenyt gurul” lefelé
egy lejtén. Tomegeik egyenl8ek, de egyikiik sugara
Kkétszer akkora mint a mésiké. Melyikiik ey6z’?
Melyikik gy6zne, ha sugaraik egyenl8ek, de tome-
geik kilonbozéek lennének?

5. Homogén tdmor gdmb ¢s homogén tdmor tarcsa
versenyez egymassal a lejton. Melyikiik ,,gy6z”, ha
tomegik és sugaruk megegyezd? Lehetséges e,
hogy valamelyikiik gy6zzon, ha tomegeik

L,=L.
Specidlis esetek:

Szimmetrikus test szim- A (rogzitett) z tengely ko-
metriatengely koriili for- riili forgas
gasa
L=lw L,=Iw (laztengelyre)
Zart, konzervativ rendszerre érvényes a mechanikai
energia megmaraddsa:

By B

A porgettyii. Kiilsé forgatonyomatékok hianydban a
forgd porgettyli tengelye megtartja térbeli iranyat
(L = allando).

Ha a forgo porgetty(i tengelyének az iranya egy M
forgonyomaték hatdsara megndvekszik, akkor a tengely
iranya olyan w, szogsebességgel viltozik, ami az

M= w, XL

bsszefliggésnek felel meg (ezt presszionak nevezzik).

A precesszid irdnya a kdvetkezképpen is meghatiroz-
haté: Az L impulzusmomentum-vektor kovetni igyekszik
az M forgatonyomaték-vektor irdnyat.

egyenléek, de sugaraik aranya megvaltozott? Le-
hetséges-e, hogy valamelyikiik gy6zzon, ha suga-
raik egyenlSek, de tomegeik aranya megvaltozott?

6. Tekintsiik a cirkuszi légtornaszt, amint a levegdben
repiilve bukfencezik. Képes-e arra, hogy t0-
megkozéppontjdnak palyajat a szabadesési palyatol
eltérdre valtoztassa?

7. Egy részecske csak az xy sikban mozog. Hatdroz-
zuk meg az origdra vonatkozo impulzusmomentu-
ménak lehetséges iranyait!

8. Egy bilidrd jatszmaban egy goly6 ferdén (nem me-
rélegesen) iitkozott a mandinernek (a biliard asztal
rugalmas belsd peremének), de fiiggbleges tengely
koriil végzett porgése kovetkeztében a mandinerrél
mer6legesen pattant vissza. Irjuk le a golyo forgd-
sat, a forgas iranyat!

9. A bowling (egyfajta tekejaték) golyéja csak akkor
gurul szabélyszerien, ha alakja tokéletes és jol ki
van egyensilyozva. Az ujjak és a hivelykujj sza-
méra fart lyukak kozelébe a szokdsos bowling go-
lyokba a hianyzé tomeg, potlasara  tobblet-salyt
épitenek be. 1980-ban j tipusa golyot vezettek be,
amelyen két tobbletsily volt, egyik az ujj szdmara
készitett lyukak, masik a hiivelykujj szaméra ké-
szitett lyuk kozelében. A feltalalo szerint ez a meg-
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oldds nagy mértékben javitja a gérdiilés pontossa-
gat. Feltételezve, hogy mindkét valtozat a golyé
témegkozéppontjira vonatkozéan helyesen van ki-
egyensiilyozva, vajon az ujabb verzié valéban ja-

Feladatok
13.3 Gordiilés feliillet mentén

13A-1 Egy 2 kg tomegt, 30 cm atmér8jli homogén t6-
mor tarcsa 2 m/s sebességgel csuszas nélkiil gordiil viz-
szintes feliileten. Hatdrozzuk meg (a) haladsi kinetikus
energidjt, a tdomegkozéppontra vonatkozo forgasi kine-
tikus energidjat, (c) és a teljes energi4jat!

13A-2 Az el6irdsos kosdrlabda atmérdje 25,4 cm és
tomege 0,567 kg. Vékony, elhanyagolhatd falvastagsa-
ga gombhéjnak tekinthetjiik. Mennyi id§ alatt gurul Ie a
nyugalmi helyzetb6l indulé labda a 30°-0s 11 méter
hossza lejt6r6l? (Javaslat: el8szor szémitsuk ki a lejts
aljara érés sebességét az energiamegmaradis torvényé-
bol, majd alkalmazzuk a kinematikai egyenleteket,)
13A-3 Homogén t6mor gomb csuszds nélkiil gordiil le a
vizszintessel 25°-0s szoget bezard lejtén. Hatirozzuk
meg a nyugalmi helyzetbdl induld gomb sebességét 6 m
ut befutasa utan!

13A-4 Homogén tomdr gomb (tomege M, sugara R)
csuszas nélkiil gordiil le a vizszinteshez w szog alatt
hajlé lejtén. Nyugalmi helyzetbél indulva s hosszlisagi
utat tesz meg. Hatdrozzuk meg kétféleképpen is a to-
megkdzeppont v sebességét a lejté aljan: (a) az energia-
megmaradas torvényével és (b) Newton térvényeinek
alkalmazdsdval!

13B-5 Homogén gomb gordiil érdes feliilett lejtén. A
gomb és a feliilet kozott a nyugalmi sirléddsi egyiitt-
hat6 p. Keressiik azt a maximalis 6 szoget, amit a sik
feliilet a vizszintessel bezdr és amin a gdémb cslszas
nélkill legordiilhet. Fejezziik ki az eredményt u, fiigg-
vényeben!

13B-6 Egy homogén tomor gomb és egy homogén to-
mor henger nyugalmi helyzetb6l egyszerre indulva csu-
szds nélkiil gordiil le egy lejtén. Mindketté tomege M,
sugara R. Melyik ér hamarabb a lejt8 aljdara? Indokoljuk
a valaszt!

13B-7 Homogeén témor henger cstiszds nélkiil gordiil le
a vizszinteshez 6 sz6g alatt hajlo lejt6n. Bizonyitsuk be,
hogy a csuszést gatlé nyugalmi sirlodasi egyiitthato
legkisebb értéke (tg 6,)/3 kell, hogy legyen!

13B-8 Egy fiti az M tomegii, R sugart karikat a kezében
lév6 bot végére szerelt stirléddsmentes kerék segitségé-
vel vizszintesen hajtja az ut mentén (13-18 ébra). Iy
modon a karikdra vizszintes iranyi, a karika témegko-
zeppontja felé mutato er6t fejt ki, anélkiil, hogy érint6-
leges er6t fejtene ki a peremre. (a) Vézoljuk a karikdra
hat6 eréket! (b) Ha a talaj és a karika kdzbtt a nyugalmi
surléddsi egylitthaté u, mekkora lehet az a (gordiild
karikdra alkalmazott) maximalis F' erd, amely mellett a
karika még nem csuszik meg a talajon?
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vitja a gordiilés karakterisztikus tulajdonsigait?
Targyaljuk meg, mi okozhatja azt, ha a bowling
golyé nem egyenes vonal mentén gurul egy viz-
szintes feliileten!

(Megjegyzés: a maximalis erd nem egyenld a maximalis
nyugalmi surlodasi erével!)

13-18 abra.
A 13B-8 feladathoz.

13B-9 Homogén tomor M témegi R sugarl henger pa-
lastjara szovet szalagot tekertek. A szalag vége a meny-
nyezethez van er6sitve, (13-19 dbra). A hengert a szalag
segitségével vizszintes helyzetben tartjak, majd nyu-
galmi helyzetb6l elengedik. (a) Kérdés; mikozben a
henger lejjebb siillyed, a tomegkdzéppontja elmozdul-e
Jjobbra vagy balra, vagy pedig egyenesen lefelé halad?
Indokoljuk meg a vilaszt! (b) Mutassuk meg, hogy a
tdmegkdzéppont gyorsuldsa 2g/3.

13-19 dbra.
A 13B-9 feladathoz.

13B-10 A jojo zsindrja a 2 mm sugari bels6 tengelyre
van felcsavarva, ahogyan a 13-20 abra mutatja. A jojo
tomege 200 g és inerciasugara 2 cm. (A zsindr vastagsiga
elhanyagolhat6.) (a) Mennyi id6 alatt tekeredik le 1 m
hosszil zsinor, midén a joj6t nyugalmi helyzetéb6l elen-
gedik? (b) Mekkora a forgdsi kinetikus energia és a hala-
dasi kinetikus energia ardnya a jojo siillyedése kozben?
13B-11 Egy 30 m/s sebességgel'haladé gépkocsi kerekei-
nek dtmérdje 90 cm. (a) Hatdrozzuk meg a kerekek ten-
gely koriili forgdsdnak szogsebességét! (b) Mind a négy
kereket 40 teljes fordulat alatt egyenletes fékezéssel meg-
allitjdk. Hatdrozzuk meg a kerekek szoggyorsulasat!
13B-12 Két homogén témor henger (egyik tomege M és
sugara R, masiké 2M és R/2) nyugalmi helyzetb6l egy-
szerre inditva csiszdsmentesen gordiil a lejtén. Egyszer-
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13-20 abra.
A 13B-10 feladathoz.

re érnek-e a lejté aljara? Ha nem, melyik ér le hama-
rabb? Indokoljuk meg a valaszt!

13.4 A parhuzamos tengelyek tétele (Steiner tétel)

13A-13 A parhuzamos tengelyek tételénck felhasznila-
saval hatirozzuk meg az M tomeg(, / hossziisign vé-
kony rud tehetetlenségi nyomatékdt a rid végén atme-
nd, a ridra merSleges egyenesre!

13A-14 A parhuzamos tengelyek tételével hatdrozzuk
meg a homogén tomor gomb tehetetlenségi nyomatékat
a gombfeliletet érint6 egyenesre vonatkozodan!

13B-15 Egy R sugar( kerék a vizszinteshez € sz6ggel
hajl6 lejtén cstiszasmentesen gordill. A kerék inercia-
sugara k. Szamitsuk ki a kerék haladasi gyorsulasat, ha a
forgatonyomatékot (a) a kerék tomegkozéppontjara, (b)
a lejtd és a kerék érintkezési pontjara szamitjuk.

13B-16 Az R =20 cm sugari vékonyfalu tires gomb 20
cm hossza fondlon fiigg (13-21 abra.) A gdmbot akkor
engedik el nyugalmi helyzetébdl, midén a fonal a fiig-
gblegessel 40°-0s szdget zar be. (a) Hatirozzuk meg a
tomegkdzéppont sebességét abban az idépontban, ami-
kor a fonal éppen fliiggbleges helyzetben van. (b) Mek-
kora a fonalat feszit§ er6 ebben az idépontban, ha a
gomb tomege 2 kg?

13-21 abra.
A 13B-16 feladathoz.

13.5 Térbeli dltalanos mozgas

13B-17 Midén egy motorkerékparos vizszintes palyan
egy kanyarban 30 km/h sebességgel halad, tomegko-
zéppontja 10 m sugar(i korén mozog. Hatirozzuk meg
azt a fiiggGlegessel bezart szoget, amellyel ,,bed6l”.

13B-18 Megrakott potkocsi sulypontja (SP) a 13-22
abran lathat6 helyen van. A pétkocsi és a rakomdny
egyiittes silya 1800 N. A vontatd (az 4dbrdan nem latszik)

a potkocsira F erdt fejt ki. Az erd fiiggbleges kompo-
nense a teher egy részét tartja, vizszintes komponense
1,4 m/s* gyorsulassal bal felé gyorsitja a potkocsit. A
sarlodas elhanyagolhato. (a) Mekkora az F erd vizszin-
tes és fliggbleges komponense, ha D = 0,5 m? (b) Mek-
koranak kellene D-nek lennie, hogy F, = 0 legyen?

!——3 m—-{

13-22 4bra.
A 13B-18 feladathoz.

13B-19 Egy vasari mutatvanyos hengeralaki fal belsd
felilletén motorozik (13-23 &bra). Tomegkozéppontja
egy vizszintes sikban fekvé R =4 m sugara korén mo-
zog. A fal és a kerekek kozott a nyugalmi strlodasi
egyiitthato 0,7. Hatirozzuk meg (a) azt a minimalis v
sebességet és (b) az ehhez tartoz6 6 szoget, amely le-
het6vé teszi, hogy a motoros ezt a mozgast fenntartsa!

13-23 abra.
A 13B-19 feladathoz.

13.6 A porgettyii

13B-20 Pérgetty(i rotorja (forgo része) egy 12 cm suga-
rii homogén témér tércsa, amely egy 23 cm hosszi ten-
gely kozepére van szerelve. A tengelyt egyik végén
csuklé tartja vizszintesen, mikozben a rotor 1200 for-
dulat per perc fordulatszdmmal poérég. Hatarozzuk meg
a precesszidé @, szogsebessegeét (fordulat per perc egy-
ségben)!

13B-21 Jatékcsiga tomege 500 g, inerciasugara 2 cm €s
tomegkozéppontja a kihegyezett végétdl 5 cm-re van,
90 ford/s fordulatszamu, feliilrél nézve az oramutato
jarasdval megegyez6 irdnya porgésbe hozva oly médon
helyezziik durva talajra, hogy tengelye a fliggdlegessel
20°-os szoget alkot (13-24 dbra.) (a) Hatdrozzuk meg a
tengely precesszidjanak @p. szogsebességét! (b) Hata-
rozzuk meg a precesszid irdnyat (a mozgist feliilrdl
nézve)! Indokoljuk okfejtésiinket!
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13-24 Abra.
A 13B-21 feladathoz.

Tovabbi feladatok

13C-22 Vékony papirszalagb6l csévélt M tomegii teker-
cset a szalag végénél fogva vlzszintes iranyli F erével
hizunk a 13-25 abran vézolt modon. Feltételezziik,
hogy a tekercs homogén témor hengernek tekintheté és,
hogy a tekercs nem csiszik meg. (a) Mutassuk meg,
hogy a tekercsre haté nyugalmi sarlédasi eré Jjobbra
iranyul! (b) Hatirozzuk meg a tekercs tomegkozép-
pontjinak gyorsuldsat és (c) a tekercsre hat6 nyugalmi
strlodasi erdt!

13-25 dbra.

A 13C-22 feladathoz.

13C-23 Az r sugard homogén témor henger csuszds
nélkil zérus kezdd sebességgel legordiil a 13-26 4bran
bemutatott hurkot képezs palya H magassagban 1évg
pontjir6l. A hurok sugara R (R>r). Hatdrozzuk meg
azt a legkisebb H magassigot, ami biztositja, hogy a
henger mindvégig érintkezésben maradjon a palyaval.

G Henger
X sugara

13-26 abra.
A 13C-23 feladathoz.

13C-24 Oldjuk meg az elbbi feladatot a hurokpalyan
legdrdiilé homogén témér » sugarii gémbre is!
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13C-25 Az R sugara billiardgolyé sarloddsmentes viz-
szintes asztalon nyugszik., A golyét az asztal folott s
magassagban vizszintes erSimpulzus éri. Mekkora le-
gyen h értéke, hogy a meglokott golyoé ne csisszon
meg, amikor gordiilni kezd? (Utmutatés: az FA? erGim-
pulzus a tomegkdzéppontnak mAy impulzust ad 4t: ha-
sonloképpen a témegkdzéppontra vonatkozo forgato-
nyomaték impulzusa megvaltoztatja a toémegko6zép-
pontra vonatkozé impulzusmomentumot. Milyen kap-
csolatnak kell fennallnia e két Jelenség kézbtt ahhoz,
hogy cslisz4s ne lépjen fel?)

13C-26 Egy 90 kg-os 30 cm sugart gyephenger 2 m/s
sebességgel vizszintes talajon csuszdsmentesen gordiil .
Most a henger tengelyére vizszintes irdny 65 N nagy-
sagl erét gyakorolva a hengert 4 s alatt (csuszas nélkiil)
megillitjuk. Hatdrozzuk meg a henger tengelyére sza-
mitott & inerciasugarat!

13C-27 M tomegil hasdb vizszintes stirléddsmentes
feliileten fekszik. A hasibon homogén m tomegii tomor
henger nyugszik (13-27 4bra). Most a hasabra vizszintes
Fer6t gyakorolunk. Ennek kovetkeztében amint a hasib
gyorsul, a henger cstszas nélkiil hatrafelé gordiil. Ve-
zessiink le a hasdb gyorsuldsdra egy az F, az M és a m
mennyiségekkel kifejezett 6sszefiiggést.

13-27 abra.
A 13C-27 feladathoz.

13C-28 Tekintsiik a 13-28 4brdn bemutatott Gsszealli-
tist. A csuszas nélkiil gérdiils homogén henger koré
zsinér van tekerve. A zsinér miasik része sulytalan sur-
léddsmentes csigan van atvetve és a végén suly fiigg. (a)
Hatirozzuk meg az m tomegfi sily gyorsuldsat a henger
M témegének, a saly m témegének és a g nehézségi
gyorsuldsnak fiiggvényében. (b) Mutassuk meg, hogy a
megoldas fiiggetlen a henger és a vizszintes feliilet k&-
zott felléps surlodasi eré irdnyanak megvalasztasatol!
(c) Allapitsuk meg a strlédasi eré helyes iranyat.

13-28 dbra.
A 13C-28 feladathoz.

13C-29 A 13-29 4bran lithatd orsé két egyforma,
egyenként M tomegii R sugari tdrcsabél és egy M to-
megli R/2 sugari bels§ tomor hengerbél all. A belss
hengerre csavart fonal lelogo végét allandd T feszits-
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er6vel huzzuk. Ennek kovetkeztében az ors¢ vizszintes
irdinyban gyorsul mikdzben az asztalon cstszds nélkiil
gordiil. (Az asztalba vagott rés lehet6vé teszi, hogy az
ors6 mozgasa kozben a fonal fliggbleges maradjon.)
Hatdrozzuk meg M és T fliggvényében (a) az orso to-
megkoézéppontjanak a gyorsulasat és (b) az orsora hato
vizszintes erGt!

13-29 abra.
A 13C-29 feladathoz.

13C-30 A 13-30 4bra mutatja, hogy az m tomegi ré-
szecske surloddsmentesen mozoghat egy R sugari; fél-
gbmb alakq, rogzitett edény belsejében. A 0, szoggel
megadott helyzet(i részecskének vizszintes irdnyd v,
kezdbsebességet adunk. Hatdrozzuk meg 6, és R fligg-
vényében azt a legkisebb v, sebességet, ami lehetdvé
teszi, hogy a részecske éppen ki tudjon szokni az
edénybdl! (Javaslat: hasznaljuk az energiamegmaraddsi
torvényt.)

13-30 abra.
A 13C-30 feladathoz.

13C-31 Egy ors6 belsé hengerére szovetszalagot csé-
véltek. (Az orsd belsd, ill. kiilsd sugara r, ill. R.) Az
orsot a 13-31 abran bemutatott modon vizszintes felii-
letre helyezik és a szalagot a fiigg6legessel alkotott 6

AR o

13-31 abra.
A 13C-31 feladathoz.

szOg irdnyaban ugy hiizzak, hogy az orsé allandé szdg-
sebességgel forogjon, de haladé mozgast ne végezzen.
Az ors6 és a feliilet k6zott némi sarlédas lép fel. (a)
Készitsiink vazlatot a fellépd er6krdl és (b) hatirozzuk
meg a 6 szoget!

13C-32 Homogén tomor » sugari golyot R sugari fél-
gomb alakid edény belsejébe tesziink. A golyét a fiig-
golegessel @ szoget bezard helyzetébdl (13-32 dbra)
elengedjiik. Ha a golyé csiiszds nélkiil gordiil, hatiroz-
zuk meg tomegkozéppontjanak sebességét az edény
legmélyebb pontjaban.

13-32 abra.
A 13C-32 feladathoz.

13C-33Tekintsiink egy vékony lemezt az xy sikban,
tomegkézéppontjaval az origoban. A lemez x tengelyre
szamitott tehetetlenségi nyomatéka I, y tengelyre sza-
mitott tehetetlenségi nyomatéka 7. Bizonyitsuk be,
hogy a lemez z tengelyre vonatkozo tehetetlenségi
nyomatéka I, = [ + 1. Ezt poldris-axidlis tételnek neve-
zik. (Javaslat: szamitsuk ki a testre [, és [, értékét és
vegyiik figyelembe, hogy x* + )2 =)

13C-34 (a) Vezessiik le az [ hosszisagh m tomegl ho-
mogén vékony rid 7 tehetetlenségi nyomatékat a to-
megkdzépponton dtmend, ridra merSleges tengelyre.
{(b) Terjessziik ki eredményiinket a homogén, négyzet-
alaki, vékony lemez tomegkozéppontjan atmend, egyik
élével parhuzamos tengelyre vonatkoztatott tehetetlen-
ségi nyomatékanak kiszdmitasara!  (c) Felhaszndlva. a
poldris-axialis tételt (lasd az el6z6 feladatot) vezessiik
le a négyzetalaki homogén lemez. tomegkdzéppontjan
dtmend, a lemezre merdleges tengelyre vonatkozo te-
hetetlenségi nyomatékat!

13C-35 Tekintsiink egy magas kéményt, amely valami-
lyen kiils6 hatas kdvetkeztében megd6l. Az ilyen kémény
a d6lés kozben darabokra eshet, mert a téglak kozotti
habarcs nem tud maér nagyobb huzéerdnek ellendllni. A
kémény eldblése sordn ez a hiizberd biztositja a legfels6
rétegek korpilyan mozgdsahoz szitkséges centripetilis
er6t. E feladat modelljeként tekintsiink egy [ hosszusagu,
alsé végén csukléval rogzitett homogén rudat. A rad fiig-
gbleges nyugalmi helyzetbdl indulva a graviticié hatdsara
megdbl. A rid hosszanak hanyadrészében lesz a rad tan-
gencidlis gyorsuldsa nagyobb, mint a nehézségi gyorsulas
tangencialis komponense?

13C-36 Tegyiik fel, hogy egy homogén tomér henger w,
kezdeti szogsebességgel forog, amikor nyugalmi hely-
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zetben léve tomegkozépponttal vizszintes feliiletre he-
lyezik. Hatdrozzuk meg azt a d tavolsigot, amit a hen-
ger a feliileten gordiilve és csiiszva megtesz, amig nem
kezd el cstiszas nélkiil gordiilni!

13C-37 Homogén, tomér kugligolyét (tomege M, suga-
ra R) egyenes vonalil mozgassal (gordiilés nélkiil) haji-
tanak rd a tekepdlya padléjéra v, kezdGsebességgel. Egy
kezdeti D tivolsigot részben csiszva tesz meg, kézben
novekvo forgdsi sebességre (szogsebességre) tesz szert,
és a D tavolsag befutdsa utdn csiiszds nélkiil gordil. Az
alland6 cstiszdsi strlodasi erd f. (a) Fejezziik ki a meg-
adott adatokkal a golyonak azt a v, sebességét, amivel
cstiszds nélkiil gurulni kezd! (b) Hatdrozzuk meg a D
tdvolsigot! (Megjegyzés: amig a golyo a D tavolsidgon
beliil van, addig a # Ra.)

13C-38 A tekejatékos v,=10 m/s sebességgel hajitja a
golyot a palydra anélkiil, hogy kezdeti forgdst adna ne-
ki. A goly6 d = 15 méter vizszintes utat csuszik (kézben
gordiil is), mieltt csuszdsmentesen kezd gordiilni.
Szamitsuk ki a golyo és a palya kozotti csiszasi stirlo-
dasi egyiitthatot. A megolddshoz az alapvets elvekbél
induljunk ki!

13C-39 R sugari M tomegii homogén henger csiiszas
nélkiil gordiil a O hajldsszogii lejtén. Gordillés kozben a
henger hiarom er6, mégpedig: a gravitdcios erd, vala-
mint a lejt6td] szdrmazo6 surlodasi erd és normalis ird-
nyu eré hatdsa alatt gyorsul. Helyettesitsiik ezt a harom
er6t gondolatban egyetlen olyan erbvel, amelynek hati-
sira a henger ugyanakkora haladdsi gyorsuldssal és
szoggyorsuldssal mozogna. (a) Hatdrozzuk meg ennek
az eronek nagysagit és irdnyat, valamint (b) tAmad4s-
pontjat.

13C-40 Egy 3 kg tomeg(, 2 m hosszi, vékony, homo-
gén merev rad vizszintes sima feliileten nyugszik. A
rudat most a kozéppontjatdl 25 cm tivolsigban, a radra
mer6legesen vizszintes 9 N's nagysdgi er6impulzus éri.
(a) frjuk le a radnak az ezt kovetd mozgasat, beleértve a
numerikus értékeket is! (b) Mekkora tivolsigra mozdul
el a tdmegkozéppont a rid egy teljes fordulata alatt?
13C-41 Egy m tomegii, k inerciasugara kereket viz-
szintesen rogzitett » sugarh tengely tart. (A tengely at-
mérdje a kerék tengelyfuratdnak atmérdjénél valamivel
kisebb.) A keréknek w, kezdeti szbgsebességet adunk.
A surlodds kovetkeztében a kerék lelassul. (a) Keressiik
meg a kerckre hato f surlodasi erd tdmadaspontjat és
magyardzzuk meg, hogy ez miért nem a furat tetején
van. (b) u,, r, g és k fliggvényében hatdrozzuk meg az a
szoggyorsulast!

13C-42 Tegyiik fel, hogy valahol a vilagiirben, ahol a
gravitacios hatas elhanyagolhato, trallomast szerelnek
ossze. A szerkezeti elemek vékony I alaka, 8 m hosszu,
100 kg tomegii gerenddk. A magaban allo gerenda
cgyik végén a gerenddra merdlegesen 20 N nagysign
erd hat. A gerenda az 4llocsillagokhoz viszonyitott nyu-
galmi helyzetébdl megindul, az erd nagysiga és az allo-
csillagokhoz viszonyitott irAnya valtozatlan marad. (a)
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Irjuk le kvantitative a gerendanak a kozéppontja koriil
végzett mozgasat! (b) Irjuk le kvalitative a gerenddnak
a kézéppontja koriil végzett mozgasat!

13C-43 Vékony, D hossziisagu elhanyagolhaté tomeg(
rad két végére egy-egy kisméretli m tomegfi testet erd-
sitettek. Az dsszedllitds vizszintes sirlédasmentes felii-
leten nyugszik. Egy ugyancsak m tomeg(i gitt-golyé v,
kezd@sebességgel csuszik a rid felé a ridra merdleges
irdnyban, az egyik testnek iitkozik és hozziragad. (a)
Hatdrozzuk meg a rendszer iitkdzés utdni @ szdgsebes-
ségét! (b) Hatirozzuk meg a rendszer végsd kinetikus
energidjanak ¢s a gitt-golyé kezdeti kinetikus energiaja-
nak ardnyat! (c) Elfordul-e a rad ezt kovetSen 360°-kal?
Ha nem, akkor mekkora az elfordulds legnagyobb szo-
ge? Magyarazzuk meg a jelenséget.

13C-44 Tegyiik fel, hogy a 13C-42 feladatban az F=20 N
er6 allandoan merdleges marad az firben mozg6 geren-
dara. Ahogyan az el6bb, a gerenda most is az 4llocsil-
lagokhoz viszonyitott nyugalmi helyzetb&l indul. frjuk
le kvalitative (a) a gerenda tdmegkdzéppontjinak moz-
gasat és (b) a gerenddnak a tomegkozéppontja koriil
végzett mozgasat!

13C-45 Elhanyagolhaté gravitici6ju térben végzett
dokkolasi mandver soran egy 1100 kg-os {irkabinnak
0,06 m/s? linedris gyorsuldst és 0,08 rad/s® szggyorsu-
last kell adni. Az egyik szabélyozd rakéta a kabin to-
megkdozéppontjira F, erdt, egy masik szabalyozo rakéta
a tomegkozépponttol 3 m-re F, erdt fejt ki F,-gyel el-
lentétes irdnyban. A kabin tdmegkozéppontra vonatkozo
tehetetlenségi nyomatéka 4900 kg-m?. (a) Hatarozzuk
meg az F, és az F, erd nagysédgat, ha a kabint F, irdnya-
ban kell egyenes mentén gyorsitani! (b) Mas lenne-e a
gyorsulds nagysdga, ha az er6ket felcserélnék? (c) Mis
lenne-e a gyorsulds iranya? Indokoljuk meg a valaszt.
13C-46 Egy tricikli kormédnya gy van régzitve, hogy
nem lehet elforditani. Az egyik ,,alsé6” helyzetben 16v3
pedalra vizszintes F' er6t gyakorolunk (13-33 4bra).
Feltéve, hogy a tricikli nem farol meg, vajon elére, vagy
hétrafelé fog menni? Adjunk magyarazatot!

13-33 Abra.
A 13C-46 feladathoz.

13C-47 Kerckparos lendiiletb§l (hajtias nélkiil) egye-
nesen gurul elére. Ha a kerékpar jobbra kezd délni,
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akkor az els6 kerék pérgettylihatisa jobbra vagy balra
forditja-e a kereket? Indokoljuk meg a vélaszunkat!
(Megjegyzés: a porgettyiihatds, jollehet valoban léte-
zik, nagyon kicsi a bicikli mozgésat befolydsold egyéb
hatdsokhoz képest.)

13C-48 Forgo porgettyli tengelyét két tdmaszték tartja
szimmetrikusan, vizszintes helyzetben a 13-34 Abran
lathaté. médon. A rendszer vizszintes forgéasztalon
nyugszik. Ha a forgoasztalt feliilr8l nézve az dramutatd
Jardsdval megegyez6 irAnyban forgatjuk, akkor melyik
tamaszick, az A vagy a B, fog nagyobb felfelé mutatd
erdt gyakorolni a porgettyiitengely végére? Magyardz-
zuk meg az érvelésiinket.

13-34 abra.
A 13C-48 feladathoz.




A-20 Az 1-23 fejezetek paratlan szdmozasu feladatainak megoldasai

10A-15 a) 200 N b) 173 N jobbra, 100 N felfele
10A-17 0,94 m

10A-19 A vélasz adott.

10B-21 A valasz adott.

10B-23 0 = arctg (fim,)

10B-25 a) 1011 N b) 854 N, 14,2° a vizszintes felett
10B-27 a) 214 N b) 369 N, 54,5° a vizszintes felett

10B-29 b(1+,/3)
10B-31 515N
10B-33 a) 1386 N b) 1297 N, 67,7° a vizszinteshez
10B-35 A valasz adott.
10B-37 0= arctg u,)
10B-39 a) N,=N,=60N b) 16,4 N
10C-41 15,9°
10C-43 2230 N
10C-45 A valasz adott.
10C-47 A valasz adott.
10C-49 2) 17,6 N b) 42,9 N
c) 13,3 N, 41,0° a fiiggblegestol
10C-51 A valasz adott.
10C-53 A valasz adott.
10C-55 (0,3a/4)
10C-57 A valasz adott.
10C-59 1,04T

XI. Fejezet
11A-1 a)3,14x 10 m/s b) 1,75 x 107 rad/s

1
11A-3 kismutato 4—5X 107" rad/s; asztronauta

1,05%107° rad/s; nagymutaté 1,75x 107 rad/s;
koszorlikd 628 rad/s

11A-5 a)174s b)4,85rev

11B-7 13,5s

11B-9 A valasz adott.

11A-11 43,4 rad/s

v |2h

11B-13 —
D\ g

11C-15 § =(R-r)8/r

XII. Fejezet

12A-1 2a)2mf* bymf* c)2mf* d)y m#*
12B-3 A valasz adott.
12B-5 A valasz adott.
12A-7 3,16 cm
12A-9 8,50 % 10* kg-m?/s
12A-11 a) 0,320 kg-m® b) 0,960 kg:m*/s c) 4,80 N
12B-13 329N-m —Z iranyban
12A-15 0480 N
12B-17 a) 24,0 N-m b) 3,56 x 107 rad/s?
c) 1,07 m/s?
12B-19 a) T, =24,2N, 7,=30,0 N b) 4,30 m/s

12B-21 a) Jg/R b) 2

K’ /i
4F 2

12B-23 a) 6,25 rad/s> b) 50 rad

12B-25 0,103 rad/s

12B-27 0,526 rad/s

12A-29 L*/2mR?

12B-31 2,87 rad/s*

12B-33 a) 67500 k] b)24 m

12C-35 i Ma’

12C-37 c) 2MP/3

12C-39 376 kg:m®

12C-41 a)ym/M b) L[mM /(m+M)]|D*w?
12C-43 A valasz adott.

12C-45 a) 0,506 kg b) 60,4 N

12C-47 1,97 x 10° N

12C-49 A valasz adott.

12C-51 a) 6t Newton méterben, ha  masodprcben adott

b) 0,060 radianban ha ¢ masodpercben adott
12C-53 A vilasz adott.

12C-55 ,/3gDsin0

12C-57 2,20 m/s
12C-59 Do, /2

ol

XIII. Fejezet

13A-1 a)4,00J b)2,00] c¢)6,00]
13A-3 5,96 m/s

13B-5 0= arctg (7u4/2)
13B-7 A valasz adott.
13B-9 A viélasz adott.

13B-11 a) 66,7 rad/s b) 8,84 rad/s
13A-13 M#/3

13B-15 g sin O/(1+k/R?)
13B-17 35,3°
13B-19 a) 7,48 m/s b) 55,0°
13B-21 a) 0,741 rad/s b) az dramutato jarasaval azonos

iranyban

13C-23 [11(R-r)]/4
13C-25 h=1R

13C-27 a=F/(M+m/3)

4T
13C-29 b) i
13C-31 arcsin (+#/R)
13C-33 A vilasz adott.

13C-35 2¢

13C-37 a) 5v/7 b) 12mv,/49f

13C-39 a) 2Mg/3, lefelé b) R/2 a TKP-t6l
13C-41 A valasz adott.

13C-43 a)v/3 Db) 0,500

13C-45 a) F, =197 N, F,=131N

13C-47 jobbra




