
AZELEKTROMOS
POTENCIAL

Egtik elektron azt mondja a masihtak:
Most, hogy egyitt vagyunk, elirt k legmagasabb potencidlunkat.

26.1 Bevezet6s

Az energia fogalma annyira fontos a fizik6ban, hogy c€lszerii megvizsg6l-
nunk az elektromos er6terek 6s tiiltesek ktiziitti kijlcsiinhat6sok energiavtszo-
nyait. A mechanikai probl€m6k tArgyal6s6n6l az energiamegmaradiis 6s a

munkat6tel kin6lt lij lehet6s6geket a probl6m6k megold6s6ra: Ahelyett, hogy
er6kkel (teh6t vektormennyis6gekkel) sz6molnrink, skal6ris mennyis6geket:
mechanikai energi6kat haszn6lhatunk. Skal6r mennyis6gekkel rendszerint
sokkal egyszerfbb sz6molni, mint vektorokkal. A gmvitAci6s €s elektromos

er6k kdzdtt kiizeli anal6gia van: minclkett6 a t6vols6g n6gyzet6vel forditottan

ardayos konzervativ er6, 6s mindegyik konzervativ erfterhez hozzitartozik

egy potenciolis energia f)ggvdny, amely a kiilcsiinhatisok elemz6sekor fon-

tos szereDet i6tszik.

26.2 Az elektromos potencifl

Tekintsiink egy E t6rer6ss6gii elektromos er6t6rbe helyezett 4 elemi tiiltest.
Ahhoz, hogy az F: qoE elektromos er6 elemi dl l6vols6gra mozditsa el a
tiiltest

414t =1. f, l = qoE.d{ (26-r)

munkav6gz6s sziiks6ges. Definici6 szerint, a konzeryativ er6 6ltal vegzett
munka ellent6tes el6jellel egyenl6 az elekhomos potenci6lis energia, dU,
megv6ltoz6s6val, vagyis

jg = -qoE. dl (26-2)

Az a pontb6l a v6ges t6vols6gban l6v6 6 pontba tiirt6n6 elmozditdskor tehat az

ELEKTROMOS POTEN-
CIALIS ENERGIA, U: uo-u"=-lo+oE dt (26:3)

Az energia Sl egysege I joule (J). Vegyiik tekintetbe, hogy a (26-3) egyenlet
jobb oldala szint6n energia egysdgekben van megadva, minthogy qnEdl egy-

s6ge szint6n 1(C)(N/C)(m) = Nm : J. Hasonl6an, mint alogyan a gravitiici6s
potenci6lis energia tiirgyal6sakor tettiik, b6rmely alkalmas pontot vdlaszthat-
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juk a potenci6lis energia z6ruspontjdul, 6s minden m6s pont potencidlis ener-
gi6j6t ehhez a ponthoz viszonyitva adhatjuk meg.

Er6terek 6s t6lt6sek energiaviszonyainak leir6s6ra m6g alkalmasabb ro-
kon fogalom: a V elektromos potencidl. Yegynk 6szre, hogy az elektromos

er6ter ,ltal vegzett munka, | 4oE dl afinyos qo ragysd;giLyal. Hogy a ttilt6s

nagys6gdtol val6 figg6st megsziintessiik, 6s igy olyan mennyis6ghez jussunk,
amely csak az er'l€ffe jellemz6, a ,/ elektromos potencidlt az al bbi kl-t
egyenlettel defi ni6ljuk:

dv =  t im ! !=_n.a
qo'+O 4o

Az a 6s b pontok kozattti veges tivols6gon a l/potenciSl v6ltoz6s6t, a fesziilt-
s6get az al6bbi egyenlettel sz6mithatjuk:

ELEKTROMOS
POTENCIAL /

vn -v = - l,'n ar. (26-s)

Az €lektromos potenciril (vagy ahogyan gyakran haszniijhk, a potenci-

6l) SI egys6ge az I joule/coulomb : 1 J/C : 1 Volt (V).' A N/=-�lu.dl.

egyenletben szerepl6 negativ el6jel miatt az elektromos er6vonalak mindig a
cscikken6 potenci|I ir6ny6ba mutatnak. Fizikai fontoss6ga csak a I Z potenci-
6lkiiltinbs6gnek (fesziiltsdgnek) van 6s igy a potenci6lskrila z6ruspontj6ul
b6rmely alkalmas pont potenci6lj6t vrilaszthatjuk. Olyan er6terek eset6ben,
amelyek v6ges kiterjed6sf tiilt6s-eloszlisokb6l erednek, a potenci6lsk6la z6-
ruspontjaul a t6lt6sekt6l' nagyon messze (azaz a v'gtelenben) l6v6 pont po-
tenci6lj6t celszeni v6laszlani'. ha y --.7 *,V = 0 .

Az elektromos er6terek vizsg6latiban, a skaliiris potenciiil sokkal k6nyelme-
sebben hasznilhato, mint az elektxomos potenci6lis energia. (Mechanikai rendsze-
rekn6l €ppen forditott a helyezet: a potenci6lis energia hasznosabb fogalom, mint
a potenciel.) A ket meruryis6g a q t6nyez6ben kiiliinbiizik egym6st6t:

,/ 6s U KAPCSOLATA (26-6)

rh
Amikor kisz6mitjuk a - 

)E 
dl integr6lt, gondoljunk arra, hogy az

elektromos er6t6r konzervativ, azaz az integr l efteke f)ggetlen q k2t pont
kdzdtti konkret fufi|. Emiatt olyan integr6ci6s utat vAlaszthatunk, amely
ment6n a sz6milas egyszerii. P6ld6ul, tekintsiik egy pontszedi ttilt6s E t6r-
er6ss6gii sug6rir6nyu er6ter6t (26-la 6bra) 6s az a 6s 6 pontok kiiziitti vonal
menten vaf6 integnil6st. A 26-1b 6br6n egy dl. .vonalszakaszt l6thatunk,

amely az E t6rer6ss6ggel valamilyen szdget zir be. A d/ vektomak a radi6lis,
a tlr i6ny6val megegyez6 dr komponense a t6r ir6ny6ba mutat (O ir6nyri,)
mig a k6t m6sik komponense' a @ 6s O irdnyban dereksztiget z|r be az A

ir6nnyal. Minthogy E-nek csak sugririr6nyri komponense van, az E dl
skal'rszorzatban az r-re mer6leges komponenseket tartalmaz6 tagok z6rusok.

' Ezt az egys6get Alessandro Volta glof(1745 1827) oiasz fizikus eml6kere nev€zt6k €l .
Volta alkotta meg az els6 galv6nelemet, ami az els6 gyakorlatban alkalmazhat6 eszkdz volt
egyendramok kelt€s€re. Koribban a fizikusok az elektromossdg jelensegeit csak szik{kon
vagy villamokon tanulm6nyozhattak.

' Amikor egy k6s6bbi fejezetben az ei€ktromos 6.amkddket tdrgyaljuk, az 6ramkrir bizo-
nyos pontjat z6rus potencidlirnak tekintjiik, 6s ezt a pontot gyaknn ,,fdldeljiik", tehet olyan
femvezetekhez csatlakoztatjuk, ami a fiilddel j6 elektromos kontaktusban van. Miiszerek,
h6ztartasi b€rendez6sek eseteben a hiromeres csatlakoz6 k6bel egyik ere biztositja a be-
rendezes f6mh6z6nak fdldel€s6t.

' cdmbi polerkoordinatarendszerben ez€k lenn6nek a ri i etve d ir6nyok.
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a) Minthogy az E t6rer6ss6gf er6t6r b)
konzervativ er6ter,

.b
a LV = - 

JE. 
dt potenci6l-

kiiltinbs6g azonos, ak6r a folyto-
nos, aker a szaggatott vonal
ment6n v6gezziik el az integrd-
l6st.

A dl vektomak hifuom, egy-
m6sra k6lcsiiniisen me16leges
komponense van: O, @ 6s @

26-1 6bra
Potenci6lkiiltinbs6 g sz'mitAsa q
pontszeni tiilt6s elektromos er6te-
r6ben

Ez6rt a szrimitis akkor a legegyszerfbb, ha a 26-la 6brin szaggatott vonallal jeldlt
|  -  , "

[rt menten intega{unk. A'z lE dl integnil az E t6rer6ss6gre mer6leges szaka-

szon zerus (mert cos 90' : 0j; igy csak a sug6rir6nyf szakasz mand, amelyrc

E t6 rer i i ss6g i i  sug6r -  l r . ro - l -  ,  I  ihor  F  po /n , .  , ,d  E  I
ir6nvt er6terekre J L at = J E, d/" L.usl'tr"n'bur'rere-d',I

(26-7')

A tov6bbiakban mindig azokat az utakar keressiik meg, amelyck ment6n

kiinnyii az integr6l6st elv6gezni: vagy az erSvonalak ment6n, vagy LTokra

mer6legesen. Olyan er6terek cset6ben, amelyeknek az er6vonalai p6ld6ul az

-r tengellyel p6rhuzamosak, integr6l6ssal a kiivetkez6t kapjuk:

|;:H:#';J:;.'J"'" Jn at-lr"a, (26-s)

Ezekb6l az dsszefiigg6sekb6l l6tszik, hogy az elekfiomos terer6ss6g dimerui6ja

megadhat6, mint potenci6lkiiltinbs6g/trivolsrig. Egys€ge VolVm6ter, melyet

gyakrabban haszn6lnak, mint a 24. fejezetben bevezetett (de ezzel ekviva-

lens) newtor/coulomb egyse get.

a) Szamitsuk ki a Z elektromos potenci6lt egy 4 pontszerfi tiiltes
kttmyezeteben, ha r-+- tivols6gban V=0. b) Sz6mitsuk ki
egym6st6l r t6vols6gra l6v6 k6t pontszer( tiilt6sb6l (q' 6s qr) 6116
rendszer U elektromos potenci6lis energi6j6t.

MEGOLDAS

a) A (26-5) egyenlet szennt

V, =- l'" *
A I/=0 porcnci6lir a pont a vegtelenb€n van, a b pont pedig a
pontszerf tiilt6stSl valamilyen trivots6gban helyezkedik el. A pont-

szerfi tijltes elektromos t6rer6ss6ge [ = kqP ttagysiryl 6s sugin-



ininyban kifet6 mutat. Behelyettesitve e4 az E(r) firggvenyt a fenti
k6ptetbe, v6gezziik el az integr6l6st egy sugariftinyir vonal menten:

v -o = - l_1a, = - rf_io, = -r0[ =9 .

( r/= 0 a vegtelenben (r = -1;

A l/potenci6t pozitiv tiiltes kiimyezeteben pozitiv, €s 1/r fiiggv6ny
szerint tart zerushoz a v6gtelenben. A szuperpozici6 elv6t felhasz-
niiva, ezt az eredm6nyt 6ltalinosithatjuk ttibb ttiltes esetere is:

A q PONTTOLTES KOR- LN
NYEZETEBEN AZELEKT- V =a
ROMOSPOTENCIAL T

AZ ELEKTROMOS POTEN-
CIAL TOBB PoNTSZERf
TOLTES KORNYEZETEBEN
LEV6 PONTBAN

rEr, BcvrraAsror, r
TAvoLSAcRA LEv6
TOLTES U ELEKTRO-
MOS POTENCIALIS
ENERGIAJA

4tte or
(26-e)

r/ = kt 3.L (26-10)
7 r ,

g =  pQrQz _  Qt4z  (26-11)
r 4n€ or

Minthogy a potenci6l skal6ris mennyis6g, a k6plet szednt egy-
szeni algebrai i isszegezdsl kell elv6gezni. igy. a Iz potencidlt
egyszeriibb kisz6mitani, mint az E t6rer6ss6get.

b) Az egym6st6l r t6vols6gra l6v6 k6t pontszer( tiilt6s potencialis
energi6j6nak kisz6mitis6hoz fethaszn6ljuk azt, hogy egy 4 tdl-
t6st a v6gtelenb6l (ahol V - 0) qV munkav6gz6s befektet6s6vel
vihetiink a I/ potenci6li helyre. Enndlfogva a 4, tiilt6st a v6gte-
lenb6l a 4, tttlt6st6l r t6vols6gra l6v6 Z potenci6lir pontba [/
munkav6gz6s 6r6n vihetjiik:

26-2 fibra
A 26-2 p6ld6'hoz.

Ezt a k6pletet pontszerii ttilt6sekb6l rill6 tiilt€srendszerek eset6re
irgy altal6nosithatjuk, hogy a rendszert tiilt6senk6nt 6pitjilk fel:
a rendszer teljes U potenci6lis energi6ja egyes toltesp6rok po-
tenci6lis energi6j6nak iisszege. P6ldriul, h6rom t6lt6sb6l rill6
rendszer teljes potencidlis energi6ja

g  -  p 4 r 4 z  * p 4 z 4 t  * p 4 f l 2 (26-12)
ftt fzt ttl

Ponxiilttsekb'l dll6 rendszer teljes U elektromos potencidlis
energidja azzal a munkdval egtenl6, ami ahhoz sziiksiges, hogy
az egyes tdlt4seket a vigtelenb6l a rendszerben elfoglalt he-
Iyiikre vigye.

K6t pontsze{i t61tes, (qt = 2 pC Es q"= 3 1tC) 3 m6ter oldalhosz-
szris6gri egyenl6 oldal[ hriromszdg k6t csrics6n helyezkedik el (26-
2 dlora). a) Sz6mitsuk ki a V polsncii'lt ah romsziig harmadik csti-

csirban (V = 0 a v6gtelenben). b) Mekkora munkav6gz6s sziiks6ges
ahhoz, hogy a v6gtelenb6l 4, : 4pC tdlt6st vigyiink a h6romsziig



harmadik csrics6ra? c.) Sz6mitsuk ki a h6rom tiilt6sb6l 6116 rendszer
teljes elekfomos potenci6lis energi6j6t.

MEGOLDAS

a) A (26- l0) alapj6n

A munka, ami ahhoz szokseges, hogy a 4r t6lt6st a v6gtelenb6l

a Zpotenci6lir helyre vigy0k:

[. lt = qrv = (4 . t}a c)(1,5 . 104 v) = 6,0 . 1O'�J

A h6rom tiilt6sb6t 6116 rendszer U teljes potenci6lis er'ergi ja az

alibbi m6don sz6mithat6:

g  -  p Q t 4 z  * p 4 z %  * p 4 f l t
ftz fzt trt

.  f  ̂  . ^ "  N m ' l [ t z . t o  " c X ]  l o  " c ) .
L = l e . l u  - : ,  l l  - - *

I  c ' ] L  r m
(3.10-6cx4. l0-6c)

J '

(2 lo*cx4 lo*c)'l--r 
- ,

= 7,8 10-'�J

Az elem 6s az akkumul6tor olyan fesziilts6gfon6s, melynek elektromos

potenci6lkiiltinbs€g6t a belsej6ben lezajl6 k6miai reakci6 hozza l6he. Ve-

gyiink egy 12 voltos aut6akkumuldtort. Egy pozitiv 6s egy negativ p6lusa

van. A ,,12 V" azt jelenti, hogy ekkora a p6lusok kdziitti potenci6lkiil6nbseg

(a pozitiv p6lus potenci6lja a nagyobb). Ha a p6lusokat egyn6ssal p6rhuzamos,

egymrist6l d tivols6gra l6v6 f6mlemezekhez csatlakoztatjuk, az akkumulitorb6l

mindaddig tiilt6sek 6ramlanak a lemezekre, amig a lemezek kiizittti potenci6l-

kiiliinbs6g is 12 V nem lesz. Ezek a tiiltdsek a lemezek bels6 feliilet6n helyez-

kednek el 6s igy a temezek ktiziitt elekhomos er6ter alakul ki (26-3 6bn)- Ha a

lemezek ktiztitti cl +iLvolsi;g kicsiny a lemezek m6reteihez k6pest, az er6t6r a

lemezek kdzepe tij6n homog6n. (Els6 kiizelit6sben elhanyagotjuk a lemezek

sz6le tfijbn az cr6br inhomogenitris6t.) A k6vetkez6 peld;iban ezl az elrendezest

vizsg6ljuk, hogy jobban meg6rtsiik E 6s Z kapcsolatiit.

A 26-3c 6br1n egy 12 V-os akkumul6tor k6t, egym6st6l 4 mm-re

t6v6 nagy, p6rhuzamos f6mlemezhez csatlakozik. a) Sz6mitsuk ki a

lemezek kiiziitti elektromos terer6ss6get. b) A fels6 lemezn6l elen-

gediink egy addig nyugalomban ldv6 protont. amelyik a t€r hatdsii-

ra a szaggatott vonal menten gyorsul a negativ lemez fel6. Sz6mit-

v = * r q ' = * l q ' * q ' l
l r ,  l t t  o , )

'=(''" y][-#.-#]=,,,'o'u
b)

,=[ fJt . . t ,+8) ro,



a)

b) A fenti dramkiir s6m6ja. A leg-
tiibb tdlt6s a lemezek bels6 felii-
let6n helyezkedik el, 6s olyan
elektromos er6teret hoz l6tre,
amely a lemezek kdzepe tij6n
homogennek tekinthet6, a sz6lek
k6myezet6ben inhomog6n. Ha a
lemezek sok-kal nagyobbak. min.
a kiiziittiik l6v6 t6vols6g, a sze-
lekn6t t6v6 inhomogenit6st fi-
gyelmen kiviil hagyhatjuk.

c) A homog6n elektromos er6t6r
F: eE er6t gyakorol a protora,
6s lefel6 gyorsitja. (Ez az er6
soklal nagyobb, mint a gravitd-
ci6s er6, amit elhanyagolhatunk.)

26-3 6bra
A 26-3 plld hoz. P6rhuzamos f6mle-
mezekhez csatlakoztatott akkumulator
elektromos er6teret hoz l6tre a leme-
zek kiizdtt.

suk ki a proton elektromos potenci6lis energi6jfnak v|ltoz|sit a
mozgtis sor6n. c) Mutassuk meg, hogy a proton gravit'ici6s poten-
ci6lis energi6j6nak vAltoz6sa elhanyagolhato az elektromos poten-
cidlis energi6ja v6ltozi;sittoz k6pest. d) Sz6mitsuk ki a proxon veg-
sebess6g6t (amivel el6ri a negativ lemezt).

MEGOLDAS

a) A potenci6tkiitiinbsdg, amelyen a proton 6thalad,
. b

Vb-V"=- JE.d{. Minthogy az er6t6r homog6n, E kiemel-

het6 az integniljel el6, 6s igy a

rb
v,  -V"  =-E 

)dr  
= -Ed

egyenlethez jutunk.
Az E t6rer6ss6g nagys6g6ra ad6dik, hogy:

1r1- lv , -v ' l  -  tzv  =3ooo I
d  4 l o - ' m  m

A proton potenci6lis energi6jrinak Atl valtoz{sa a (26-4) szeifii

LU =  qL I /  =  (1 ,67 .10  r 'CX-12 V)  =  -1 ,92 .10  13  J

A proton gravillci6s potenci6lis energi6j6nak megv6ltoz6sa,
mialatt 4 mm-rel lejjebb keriil:

LU"  =  mgh=(1 ,67 . l0 ' '  kgx9 ,8m/  s ' ) ( -4  l0  3m)

AU " = -6,55'19 ze t

Ez kb. 30 milfi6rdszor kisebb v6ltoz6s, mint ami az elektromos
potenci6lis energi6ban tiirt6nt. Amikor tiiltdtt elemi r€szecsk6k
€lektromos tdrben tiirten6 mozg|sit vizsg6ljuk, majdnem min-
dig elhanyagolhatjuk a gravilici6 hati4siit.
A munkatetel szerint, az elektromos t6r 6ltal vtgzetr qA V nun-

ka megegyezik a kinetikus energia v6ltoz{siLval.

qLV = LK

e\v = tl2@v

E"( ny  = . 1 -  =
Innen \ m

v =  4 ,8 . t04  m/s

Misik m6dszer: Newton m6sodik tdN6nye szerint EF : ma,

teh6t a proton gyorsrl6sa a = F/m = eE/m. Ezt az artEket a moz-
g6segyenletbe helyettesitve:

y2  = f i+2ay

:u,  =o*z{4\a
\ m  )

Ezt az egyenletet megoldva:

A k6t pfuhuzamos femlemezhez
csatlakoztatott akkumul6tor, az
egyik lemezr6l t6lt6seket visz 6t a
m6sikra, mindaddig, amig a le-
mezek ktiziitti potenci6lkiiliinb-
s6g el nem 6ri az akkumul6tor
p6lusai kiizdtti fesziilts6get.

b)

d)

t
v

2(1,60. 1o-'!,cx12 v)
t , b / . i u  -  K g

E"Ed E"6n . ̂ ^ .^,r D' - - t r  ,  
= l  

^  
=a'ou tu I



Elektronvolt

Az, hogy az elektron tiilt€se (mint param€ter) gyakran fordul el6 az atom- 6s
magfizik6ban, rij energiaegys€g bevezellslhez vezetett. I elektronvolt (eV)
az az energia, amelyet egy, az elektron6val megegyez6 tdlt€ssel (e) rendelke_
z6 objektum nyer akkor, ha I Volt potenci6tkiiliinbs6gen keresztiilhaladva
grorsul.

ELEKTRONVOLT
(energiaegys6g)

AIV = eLV

tev = (1,602. 10-t, c)0 I / c)

I eV : 1,602 lO re J

Az el6z6 (26-3) p'ld|t oldjuk meg fgy is, hogy a proton helyett alfa_
r6szecske (h6lium atommag) gyorsul a negativ lemez fel6. Minthogy az alfa_
r€szecske tiiltese +2e, 12 V potencialkiiliinbs6gen keresztiil val6 gyorsul6s
utiin energi6ja (2e)(12 V)=Za eV lenne, pontosan dupl6ja az egy pozitiv
ttilt€sii proton6nak. SI egys6gre val6 6tsz6mit6skor az al6bbi 6tsz6mit6si t6_
nyez6t haszn6ljuk:

/ t  r n r - t n - t q r \
24 eyl :::::--::--- " 

l= 3,84.10-r8l
\  l e v  )

Atszihft{ci
ftnyez6

Az elektronyolt olyan energiaegys6g, amit gyakran haszndlunk, nem elekt-
romos eredetii energi6k nagys6g6nak jellemz€sdre is. p6ld6ul, szok6s rigy
megadni a leveg6 molekul6inak energirij6t, hogy szobah6mdrs6kleten kb.
l/40 eV dtlagos energi6ja van egy molekul6nak.

(26-r3)

(26-14)

Sz6mitsuk ki a y poter.ciAlt egy homog€n pozitiv p ti tessiiriisegii
R sugaru giimbtin beliil 6s kivil, felhaszn6lva a 25-5 p€lda megol_
dits6n6l az Z' tdrer6ss6gre kapott k6pletet. Fejezziik ki az ered-
menyt, a giimb teljes t6lt6se, Q fiiggvdny6ben, ahol e= plnR] .

{Legyen V = 0 a v6gtelenben.)

MEGOLDiS

425-5 p9ldfban az E t6rer6ssdgre az al6bbi kifejez€seket vezefiiik le:

A gaimb belsej6t en (r < R)

-  p  I O  I"^* '  = 
3%, 

= 
l4""gt I

A giimbiin kiviil (r > R)

^  f p n ' ) r  ( o \ r" - '= [ " ,  J ;= l *^ ) l
A GOMBON KiVUL:(r > R) A potenci6l 6rt6k6r a vegtelen_

ben z6rusnak v6lasztothrk. igy v6gtelen 6s r kdziitt integr6lunk. Er-
re a radi6lis t6rre a kiivetkez6 egyenletet irhatjuk fel:

vu-v"=- lon ar

t, ( o \, =f_s_)fr)|. =_€_v,,' -o=- 
J *l;; )7d' 1+,reo.1\, t1^ 4treor



o,r, l.-Lt -nez
RzJ hasonln

A giimbiin kiviil a potenci6l akkora, mintha O pontszerii tdltes len-
ne a gtimb kiiz6ppontj 6ban.

A GOMB BELSEJEBEN (r < ft): A fenti eredm6ny szerint, a

giimb felszin6n (r = R) a potenci6l V =Q/4nEoR. A giimb belse-

j6ben, az r helyen a potenci6lt integdl6ssal kaphatjuk meg:

tb
V u - V " = -  l E  d r

1,5 vn

Vp
1 . , , .

7 Je egu "" -,, = - | .(#u.l'-= [#")(+)l:
,,".=,.ffi(i)11;"

26-4 6bra
A 26-4 plldfihoz. A V potnci{l r-
fiigg6se, ha egy R sugarri giimbben a
t6fogati tdltessfrfs€g egyenletes, r'
maximuma a giimb k6z6ppontj 6ban
van (noha ott E = 0). A gitmbitn kiYnl
a potenci6l ugyanakkon, mint ha a
teljes 0 tdlt6s a kdz6ppontban pont-
szerfi tiilt6sk6nt leme jelen.

26-5 6bra.
A 26-5 p'ldfihoz. Ket kiil6nbitz6 titlte-
s( v6kony koncentrikusaa elhelyez-
ked6 vezetS gtimbh6j. A bels6 giimb-
h6jon -10 nC, a kiils6n -15 nc tii ltes
varl.

, ,  o  , . .2  Dr \ ,  Q _  Q [ . ._  j l . lv h e " t = -  
B t t t & t r - -  

K - ) +  
4 r " r R =  s r t J L ' -  * ' l

Ezt a V(r) potenci6lfiiggest a 26-4 6br6n szeml6ltetjiik.

Megjegyis: Vegyiik 6szre, hogy az r : R helyen a k6t gbrbe

sim6n megy 6t egym6sba. Ha r > R, V l/r szertnt v|ltozik; ha r < R,
Vlr) parabola alaki. azaz,(/) = konstans l. Noha az elektromos
terer6ss6g a kdzeppontban 26rus, a V potenci6lnak 6ppen ott van

maximuma. Ez 6sszeriien hangzik, figyelembe veve hogy a poten-

ci6l vd'ltozbsa azzal a munk6val ar6nyos, amit akkor v6gezn6nk, ha

a qo tetsz6leges pozitiv tdlt6st a v€gtelenb6l (alol V = 0) hoznink a
gtimb felszin6re. Ekkor ugyanis mindig pozitiv munk6t v6gezn6nk
a taszit6 Coulomb er6 ellen6ben. M6g a giimb belsej6ben is taszit6-

er5 ellen6ben kell munk6t v6gezniink (noha ennek nagys6ga a kii-

z6ppont fel6 egyenletesen kiiz€lit z6rushoz), teh6t, ahogy a q0 titl-

t6st a kiizepponthoz ktizelitjiik, tov6bbi pozitiv munk6t kell v6gez-

ni, vagyis I/ 6rl6ke poziliy ir6nyban tov6bb n6. Erdemes iisszeha-

sonlitani ezt az eredm6nyt a 16-14 6brin illusztr6lt anal6g eset

eredm6ny6vel (az m tdmegpont gravitiici6s potenci6lis energi6ja

homog6n ttimegeloszl6sir Fiild kiizel6ben) .

Tekintsi.ink k6t koncentrikus v6kony, vezer1 gdmbhejat (26-5 ribra)

Legyen a bels6 gdmb sugara 11 = 15 cm, tdlt6se +10 nC (nC a

nanocoulomb riividit6se, I nC: 10i C). A kiils6 gitmb sugara 12 =

30 cm, titlt6se 15 nC. Feltetelezve bogy I/= 0 ha v -s *, szdmit'

suk ki a) az ,E elektomos terer6ss6get; 6s b) a Z elektromos poten-

ci6lt az alibbi tartomiinyokban:

A tartom6ny: a bels6 gtimbhdjon beliit (r < r')

B tartomeny: a k6t giimbh6j kiiztitt (r , < r < rr)

C tartom6ny: a kiils6 gtimbh6jon kiviil (r > rr)

MEGOLDAS

A rendszer geometriai szimmetri6ja miatt a tttlt6sek a giimbiikiin

egyenletesen oszlanak el. A szimmetria miatt c6lszeni el6sziir



Gauss tiirv6ny6nek alkalmaz6s6val a t6rer6sseget, majd a V Es E
ktiztitti iisszefiiggest kifejez6 (26-5) formula segits6gdvel a poten-
ci6lt kisz6mitani. Az egyes tartomanyokban ezeket a mennyis6ge-
ket kiiliin kiiliin hatirozzuk meg: A t6rer6ssdggel kezdjiik.
a) Az E elektromos tdrer4ssdg kiszdmitdsa:

A. tartom6ny: a bels6 giimbh6jon beliil: Felhaszruilva a
rendszer szimmetriaj6t, Gauss-feliilet gyan6nt koncentrikus
gdmbiiket v6lasztunk, majd alkalmazzuk a Gauss tiirv6nyt:

f _  , .

lE -dA=q/eo.  Akdrmekkora  is  E  nagysdga a  Causs  fe l i i l e t

valamely pontjdn, szimmetriaokokb6l ugyanakkoninak kell lennie a
feliilet tttbbi pond6n is. Minthogy a Gauss-feliilet belsej6ben nincs
tiiltes, arra kbvetkeztethetiink, hogy a terer6ss€g a fel0let minden
pontj6n z6rus. Tovribba, minthogy ilyen Gauss-feliiletet tetsz6leges
sugiirral werkeszthetiink (felteve, hogy 0<r<r,), az E tirer6ssig a
bels6 g\mbhij belsejtben mindenikt zerus.

E,q= 0 (a bels6 gdmbh6j belsejeben)

B. tartom6ny: a k6t giimbh6j kiiziitt. Szimmetria-
okokb6l ism6t c6lszerii olyan Gauss-feliiletet vilasztanunk
amely r sugar0 (r, < r < rr) koncentrikus giimb. Ismerjiik fel,
hogy a probl6ma nagyon hasonlit a 25-7 p6ld6ban leirthoz,
melynek eredmdnye

-  l .  t  l qE " = l =- l- {sugerirenyban kift le murar. ha rl r . 12 )
\  + n E o  J  r -

Figyelembe v6ve, hogy 1/478€0 =9 10eN m2 lC2, kiszi;mir'

haduk a t6rer6ss6get az r, sugani bels6 gtimbh6j kiils6 felszin6-
nek kiizvetlen kiirnyezet6ben.

Ez a t6rer6ss6g lll szerinl cs6klen, eg6szen a kiils6 giimbb6j
bels6 felszin6ig, ahol a nagys6ga

r ,  = [s  ro"  NT'  I  ro  lo 'q  -  4ooo N
'  

I  c '  J ( 0 .1s  m) '  C

r  .  = fn '0"  *T ' l  lo  lo "q -  rooo N
" 

I  c '  J (0.30 m)' c

-  l  - ^ " N m ' l - s  t o " c  - ^ ^  N
L . =l9 lU ------:- l---------------- - - fUU -" 

I c' .J 10.30 m)'� c

(a bels6 gdmbh€j
krils6 felszin6nek
kdzv€tl€n kdz€16-

(a kiils6 satmbh6j
bels6 felszin6nek
kdzvetlen kiizel6-
ben)

C. tartom6ny: a kiilsd giimbh6jon kiviil. Gauss fetiiLlet gya-

niint ismet r stgari (r> r) koncentrikus gdmbiit v6lasztunk, 6s a

Gauss tiirv6nlt ( 
f 

n - al = q t e. l alkalmazzuk, figyelembe v6ve,

hogy a feliileten beliil l6v6 ered6 tiittes q. Az ered6 tiiltes q :

4, + 4r, vagyis (10 nC) + (-15 nC)= (-5 nC). A t6rer6ss6g teh6t

, -[ | ] 
q (sugrirrranybao betbte mutar." ' - \ 4 r c o  

) r '  h a  i  ' . 2 .  m e n  q  n e g a t , u t

A t6rer6ss6g nagys6ga a kiils6 giimbh6j kiils6 feliitete kiizvetlen
kiirnyezet6ben (r : rr)

(a knls6 sitmbh6j
kiils6 felszin6nek
kdzv€tlen kiizel6-
b€n)

A negativ el6jel jelzi, hogy a t6rer6ss6g befel6 mutat (a -r iliny-
baa). Nagys6ga 1/l -tel v6ltozik, 6s z6rushoz tart, ahogy r -+ *.

Figyeljiik meg, hogy a t6rer6ss6g a tiivols6gnak nem
folytonos fiiggv6nye. Amint az egyre nagyobbnak yi,lasztntl

Gauss-feliiletet tull6pi a kttvetkez6 giimbh6jat, 6s magiba zirja

a) Az E elektromos t€rer6ss6g pozi-
tiv, ha sug6rir6nyban kifel6 mu-
ta| negativak a sug6rir6nyban be-
fel6 mutat6 t6rer6ss4,gek. Az 6b-
r6n a giirbiilt szakaszok l/l
fiiggv6nyek. A t6rer6ss6g nem
folytonos fiiggv6ny, ugyanis
amikor a Gauss-feliilet folyama-
tos niivel6se kdzben az a gdmb-
h6jakat 6tl6pi 6s mag6'Joa z64a a
gitmbh6jak titltes6t, akkor E hir-
telen rij 6rt6ket vesz fel.

b) A Z elektromos potenci6l 1/r sze-
rint veltozik. Iz folytonos,

usvanis az IE. dl fsv is felfo'-

hat6, mint az t(/) fiiggvdnygilrbe
alatti teriilet. A szakadiisos fiigg-
v€ny integriildsakor a diszkonti-
nuit6sn6l az dsszeg nem ugr6s-
szerfien v6ltozik.

26-6 6.}�ra
A 26-5 p6ld6hoz. K6t kiildnbtiz6 tiilt6-
sii, koncentrikus, vezet6 gitmbh6j.



a gij,mbh6j ttilt6set, akkor E hirtelen megv6ltozik, teh6t nem
folytonos (legal6bbis ebben az idealiz6lt esetben, amikor felt6-
teleztiik, hogy a pontszerf titlt6sekb6l 6116 r6tegnek z6rus a
vastags6ga). A diszkoniinuilisokat mindk6t oldalr6l megkiize-
litve megtudhatjuk, hogy mekkora ott a terer6ss6gugr6s. A 26-6
6brdn vi.Z,olfuk a t'rer6ss6get 6s a potenci6lt r fiiggv6ny6ben.

b) A V elektromos potencidl kiszdmitAsa.
Mivel az E t6rer6ss6get mindeniitt ismerjiik, a

v,-v1=-F.  at
tisszefiigg6st fogjuk alkalmazni a potencidl v ltozfls'nak kisz6'

mitiis6ra. A z6rus referencia pont V - 0 ha r = -. Igy r: - er-
tekt6l kezdve haladunk befe16 a giimb kiizeppontjdig kiszrimitva
a potenci6l v6ltoz6s6t.

C. tartom6ny: a kiilsd giimbh6jon kiviil. A tiilt6selosz-

l6s gdmbszimmetri6ja miatt mind a t6rer6ss6g, mind a potenci6l

olyan, mintha a 4 ered6 tiiltds (q : qt+ q) a kiiz6ppontban len-

ne koncentrdlva. Befeld integr6lva *-t6l r-ig (azaz a giimbiiktin

kiviil) azt kapjuk, hogy

v -o=- l ' - :  .0 ,  =L l  - f l l9  rcruno,"dny-
)  -4 rcor '  

- '  
4ncor l ^  \4nc"  )  r  ban r>  12 ,

Minthogy az ered6 tdlt6s 4 : -5 nC, a potenci6l sz6,m'rt'ke r :

rr-nEI:.

, .  = l n  t o "  " T ' l - , t , ' , 0 ' c  - r s , v  \ h a r = r 2 l, ,  l ' '  
- '  

c, J (0,]0 m)

B. tartominy: a k6t gitmbh6i kiiziitt. A potenci|l viltozisa r,

6s r ktiztitt (ha r, 3 r S r):

v, -v,. = - IE d(.

E nagys6g6t, a Gauss tiirv6ny szednt, kizrir6lag a bels6 giimbdn

l6v6 q, tiilt6s szabja meg. A t6rer6ss6get rr-t6l r-ig integr6lva

azt kapjuk, hogy

f '  o ,  (  a ,  ) [ r  l ' l
v - V  = - l  " : d r = l : l l  - - - l

Minthogy ,/", = -150 V, a potenci6lt a B tartom6nyban az alabbi
k6plet adja meg:

l. c' )[ r I 
' l 

rB ranom'ny-
v s = i r t 5 0  u r . [ * * J L ; -  

t ]  
b a n r , , r _ r , ,

A potenci6l szem6rt6ke a bels6 giimbh6jn6l:

r,4 = (-150 9 +[e. ro' rT' 
)1,0 

ro-'"1*, _t
r l- l

0 ,30 ml

, / r  =  -150 V+300 V =  150 V

Noha az E t6rer6sseg nem folytonos a gtimbh6jakon lahol a

tiiltEsek vannak), a V porenci l mindeniitt folytonos fiiggv6ny.

Ez az 6llit6s kdzenfetv6, ha figyelembe vessziik, hogy az

[E dl integrel6st fgy is 6rtelmezhetjiik, mint az ,0(r) fiigg-



v6ny giirbe alarti teriiletenek iisszegz€ssel tiirtent kisz6mit6s6t
(26-6a 6bn). A szakad6sos fiiggv6ny integr6l6sakor a diszkon-
tinuitisn6l csak az iisszeg niiveked6s9nek iteme v6ltozik ugr6s-
szeriien, s nem maga az iisszeg.
A. tartom6ny: a b€ls6 giimbh6jon beliil. Ism6t ugyanazzal az
6ltal6nos kEolettel indulunk el:

v2
r2

=_ 
) ,8 d l

Azonban ebben a tartom6nyban E mindeniitt z6rus, teh6t befel6
haladva a potencidl nem v6ltozik. Va$/is, a potenci6l mindeniitt

ahol r I 4, azonos, 6s numerikus 6rt6ke

V,t = 150 Y (A taftomanyban 0 < /< r"2)

A 26-6b 6brin a ,(r) elektromos potenci6l kithat6 r fiiggv6ny6-
ben 6briizolva mindhdrom tartom6nyban. Figyeljiik meg, hogy
noha a bels6 gdmb belsej6ben az E t6rer6ss6g mindeniitt z6rus,

a V potenci|l |tt|ke vdges pozitiv 6s 6lland6.

Tekintsiink egy vdgtelen hossais6gir egyenes ment6n elhelyezked6
tiiltest, melynek (tiilt6s,/hossais6g egys€gben megadott) ttilt6ssftft6-
ge ,1.. Sz6mitsuk ki az ett6l a vonalttiltest6l sziLrmaz6 Zpotenci6lt.

MEGOLDlS

A potenci6leloszl6sr az 25-l p6ld6ban kisz6mitott E t6rer6ss6g-
eloszl6s felhaszn6l6s6val adjuk meg:

l" egyenletes vonal- - L
menti tdltessiirfis€g o = -ZoW

eseten

A potenciilkiil6nbs6geket az al6bbi m6don sz6mitjuk:

t t r_v r=_  [ "n  a r

Az E t6rer6ss6g fenti kifejez6s6t behelyettesitve azt kapjuk, hogy

v2-v,=- 1,40,=- ];enn- rn,,)

Itt mo$ vdraflan, el6re nem ldtott probl6miival keriiltink szembe: a po-
tenci6l nem lehet zerus sem a v6gtelenben, sem az r = 0 helyen, ugyanis

ha a logaritmus argumentum6ban vegtelen, vagy 0 6l1na, a fiiggv€ny-

6rt6k + vagy v6gtelen lenne. igy h6t referenciapontul olyar:., r = a v€

ges trivols6gban l6v6 pontot v6laszhxlk, ahol V =O,har = a. Ilyen vii-

lasztis eseten a /potenci6l a vonaltiilGst6l r ti4vols6gban:

rt = - A (tn,- r" "1= - -L 1" f tl lin"!n: o e6-ti\
2 n t ^  2 I t c o  \ a )  n a r - a )

Ezt M eredm'nyt a 26-7 6br6n szemleltetjiik.

(sug6rir6nyban
kifel6 mutat)

(26-1s)

(26-16)

26-7 hbra
A 26-6 p6ld6hoz. Y 6gtelen hosszit

egyenes ment6n egyenletesen elhe-

lyezked6 vonalmenti t6lt6s Z elekho-

mos potenci6lja. V= O,ha r = a.



Az yz sikban 16v6, v6kony, a sugarir gyfirf ment6n +O tiilt6s oszlik
el egyenletesen. Szdmitsuk ki a potenci6lt a gyiirfi tengelye menten,
a ktiz6ppontt6l r t6vols6gra l€v6 P pontban (26-8 6bra). Legyen

Z= 0 az.x: - helyen.

MEGOLD.4S

Ahelyett, hogy " 6y =- 
ln at vektorintegr6lt hatiiroznank meg,

gyakorta sokkal c6lszeriibb a dV : kdqlr dsszefiigg6s alapj6n a
skal6rintegr6lt kisz6mitani. Ezzel a plldbval ezt a megolddsi m6d-
szert illusztr6liuk. A fenn6ll6 szimmetria miatt a gyiidi ment6n

minden egyes dq = Lat t6lt6selem azonos
van a P pontt6l. Felhasznalva a (26-10)
alakjAt, azt kapjuk, hogy

,[t -f t6vols6gra
iisszefligg6s integr6l-

'  f  Ln. -  . l d q  I  L a s  K
t ' = A I a = k Q-- =--Q )tds - = -ft

J  r  J  r l a ' + x '  " l q t + r '  J  . l a ' + " '
, t:r.-^ 4y!1.giirnre Cwrure--6-

, , -  Q' - 
+o"n^[F t r-'

26-8 6bra
A 26-7 plldihoz. A potencii,l az
€gyenletesen tiiltdtt v6kony gyiirfi

tengelye ment6n.

26-9 6bra
A 26-8 peldihoz. Egyenletes titltesel-

oszl6sf kiirlap.

Sz6mitsuk ki a I/ elektromos potencielt egy a sugarfi korong ten-

gelye ment6n, amelynek egyik kiirlapj6n a (tiilt6si feliilet egys6gben

megadott) egyenletes feliiletmenti tiilt6ssiiriis6g o.

MEGOLD/IS

A 26-9 6br6n illusztr6ltak szerint, legyen .x a ktirlap kdz6ppontja 6s

a tengelyen l6v6 P pont kdziitti t6vols6g. Osszuk a kiirlapot r suga-

ru €s dr sz6less6gii tdltittt kitrgyiinik sorozat6ra; haszn6ljuk fel az

el6z6 p6lda eredm6ny6t a kiirgyiffi tiiltese 6ltal l'trebozott dV po'

tenci6l kisz6mit6s6ra; dsszegezziik ezeket a pot€ncialokat, hogy a

teljes kdrlap tttlt6se 6ltal l6trehozott potenci6lt megkapjuk Egy r

sugarir, dr sz6less6g( gyiirii teriilete dA = 2tcrdr 6s ezen dq: odA
: o2r rdr tiiltls van igy, a P pontban ez a gyiir1 dV potenciiilt hoz

l6tre, melynek nagysaga:

Most az ttsszes gyfrfi potencialj6t ttsszegezniink kell r : o Es r : a

halfuok kiizdtt. Felhaszn6lva a G-II. fiiggel6k 19. k'pletet' azt

kapjuk, hogy

, = f' + = k"2, l + = k"2,1.17 *,' l'"J n . ! r 2  + x '  J o l r ' + x



26.3 A V potenciril gradiense

M6g akkor is, ha az elektromos er6t€r nem homog6n - vagyis ha a t6rer6ss€g
mindhrirom koordin6ta szerint v6ltozik - kapcsolatot tal6lhatunk / 6s E kti-
zittt. Ha a t6rer6ss6gnek csak egy komponense van, {, akkor

d V = -  E , ' d x (26-r8)

(26-re)ahonnan F.

Azonban, ha Z €s E h6rom v6ltoz6: x, y 6s z friggv6nye, h6rom deriv6ltat kell
kisziimitanunk: az r szednti deriv6ltat (amelynek kisz6mitisa sordn az y €s z
vi\ltoz6kat nem v6ltoztatjuk); az y szeririi dedv6ltat (amelynek kisz6mitisa
sor6n az x €s z v6ltoz6kat nem v6ltoztatjuk); 6s v6gezetiil a z szerinti deriv6l-
tat (amelynek kisz6mitisa sor'n az :r 6s y v6ltoz6kat nem vdltoztatjuk). En-
nek az elj6rdsnak rdvid matematikai jeliil6se: az x szerinti parci6lis deriv6-
l6st jelent6 a A YlAx szimb6l]J'J^. Ez azt jelenti, hogy ,,Sz6mitsuk ki V x sze-
rinti deriv6ltj6t, mialalt az iisszes tiibbi v6ltoz6t 6lland6 ertdken tartjuk".
igy a (26-19) egyenletet h6rom dimenzi6s esetben az al6bbi m6don kell
alkalmazni:

(26-20)

dV
dx

a v  -  d v  -  a v
o x  o y  o z

t  a v ^  a Y ^  a v  " \
|  - x + - Y  + - z  I
I d r  A y '  a "  )

/  ^ . ,  ^ , ,  \
l iL1*i.!-y*?zl e6-22)
I d t  d y "  d .  )

t ;  - _

Az elj6r6st a kitvetkez6 p€1d6val illuszh6ljuk. Tekintsiink egy olyan poten-
ci6tteret, ahol V = ax2y; a = konstans. A parci6lis deriv6ltak a kiivetkez6k:

-  O V  A V  d V
L , = -  - - - 2 a x y  b . , = -  - -  - q x -  L , = -  - = U

o x  o y  o z

A teljes E terer6ssdg:

E= E, i+  E ,y+  E, i=  -2a tyL-  ax ' � y

Az 6ltal6nos jel6t6sm6dot alkalmazva E 6s I/ kapcsolatit az al6bbi egyenlet
fejezi ki:

E = - (26-2r)

A z6rojelben l6v6 kifejez6st Z gradiens6nek nevezzik. A gradiens olyan
vektor, amely abba az irinyba mutat, amerre a potenci6l v6ltoz6sa a legna-
gyobb, azaz az ekvipotenci6lis feliiletre mer6leges 6s az E t6rer6ss6g iriinyd-
ba esik. Az elektromos terer6ss6s teh6t a ootenci6lt6r neqativ sradiense. A
gradienst V szimb6lummal (nabla vagy grad) jeliiljiik.

Giimbi koordin6tarendszerben (26- 1 0 6bta) h6rom, egym6sra k6lcsiintisen

mer6leges i,6 es,| egys6gvektorokat defini6lunl. Bizonyit6s n6lkiil kii-

ziiljiik a giimbi koordin6tarendszerben atkalmazand6 gradiens-kifejezdst:

I/ GRADIENSE
(der6ksziigii koordi-
n6tarendszerben)

I/ GRADIENSE
(giimbi koordin6ta-
rendszerben)

Y V  = -

vv=yi* !+5* -- l  - !6,
o r  roa  r s l l t l t  oQ

26-10 6hra
Giimbi koordin6t6k. Az egysegvekto-

( 2 6 - 2 3 1  . " : . irok i.0 es{ egym6sra piiron}dnt
mer6legesek. Ezek mindegyike olyan
ir6nyba mutat, amelyek menten a
r. 0 6 6 v6ltoz6k 6rt6ke ntivekszik.

Ezt a jeliilesm6dot alkalmazva, a keplet 6ltal6nos atakja:



ZES E KOZOTTI
KAPCSOLAT

E = - Y V (26-24)

Vegyiik 6szre, hogy milyen k6nyelmes a vektorok haszn6lata: riivid, ttimiir,

6s b6rmely koordin6tarendszerben alkalmzhlt6. .

a) Mekkora a V potenci6l egy dip6lust6l nagy tr4vols6gban (a dip6-

lust alkot6 k6t tdlt6s uivols6g6n6l sokkal nagyobb t6vols6gbanx b)

A (26-4) bsszefiigg6st felhaszn6lva hatirozzttk meg az E elektro-

mos t6rer6ss6get a dip6lust6l nagy tivols6gban.

MEGOLDAS

a) A dip6lus porencillja az 6t alkot6 k6t tiiltes potenci6lj6nak tisz-

szege. Pontszedi t6lt6s potencielja V : kqlr. Mindket titltest

figyelembev6ve, a potenci6l a P pontban:

(  t  r )  r  - r .
v = k q l  -  - l = k q  -

-l t. r, ) r*r

ahol az r* 6s r- t6vols6gokat a 26-l I 6brAn v6zolt m6don defrni-

dljuk. Ha r>- l. a kovetkez<i kdzeliteseket alkalm azzuk'. r-r = I

6s (r r-) = Lcosq . Ezeket a (26-25) egyenletbe behelyettesit-

ve, tov6bbd figyelembe v6ve. hogy a dipolusmomenrum: p q1'

azt kapjuk, hogy

.  t c o s l  .  p c o s 7  (  I  ) p c o s Ov = xq----t- = R ----i- = 
l^r"" I I

(26-2s)

(26-26)

(26-27)

26-lL hbra
A 26-9 p€ldbhoz. b) Av6gett, hogy kisz6mitsuk az E elektromos t6rer6ss6g r, 0 6s {

ir6nyir komponenseit, az al6bbi parci6lis deriv6ltakat kell ki-

sz6mitsuk:

d Y  /  z p c o s g )  a v  ( p s i n g l  , ^  a v  - ^
- = _  ! _ |  

- - - - - i  
|  ! !  : - : _ v

dr  \  4ncor '  )  A0  \4uor '  )  dQ

Ezeket a kifejez6seket a (26-24) egyenletbe helyettesitve a

giimbi koordin6t6kt6l val6 fiigg6sre azt kapjuk' hogy

l a v ^  t a v ,  I  a v ; l
E=-  

l i r+ ;  ; reo* , ' * , ra7*1
I  2pcosg)^  (  Ps ing  ) .  {dvo t  ad ip6 '

E=-  
|  4 , , . ' | t * ' 14 ;7 f  r us !6 r r

' A V oper6tor nagyon hasznos segedeszkdz, amelyet a fizik6ban sokszor hasmdlunk Tu_

lajdonk6ppen a,,meredeks6g" fogalm6nak attal6nositasa hArom dimenzi6m Nagyon 6rde-

kes a szintvonalas t6rk6p€kkel val6 anal6gia: a gavit,ci6s potenciel gradiense egy feliile-

ten mindig ,,f€1fe16", abba az ir6nyba mutat, amerre a potenciAl v6ltoz6sa a legnagyobb'

Egy elsza;adult k6darab abban az irAnyban gdFdiil le, amerre a feliilet a legmeredekebb'

vagyis g=- Y(I 
" 

irinyi$an Hasonl6keppen' az elektromos poteDci6l gradiense

,,felfel€" mutat, mig az E el€ktromos tereftisseg ',lefele" ^zaz abba ̂z ir6nyba' amerre egy

szabad pozitiv tijlt€s elmozdulna. Tov6bbi anal6g eset az, amikor egy tartom6ny pontjaiban

a h6m€rs6klet kiildnbdz6 A tartom6ny b6rmely pontjan a (skalir) h6m6rs6klet gradiense

olyan vektor, ami a h66rammal 6ppen ellent6tes ir6nyba mutat'



Figyeljiik meg, hogy a dip6lus tengely6re mer6leges ir6nyban (9 =

r /2) ez a kifejezls megegyezik L (24-16)-tal. Az, hogy nincs { ini-
nyi komponens, iisszhangban van a rendszer szimmetd6j6val, 6s
azzal, hogy a tdrer6ss€gvonalaknak a titlt6seken kell v6gz6dniiik.
Az er6ter 6rdekes tulajdons6ga tiikrdz6dik a (26-27) iisszefiigg6sben:
A dip6lust6l nagy trivols6gban, a dip6lus tengelye ment6n (A = 0)
az elektromos t6rer6ss6g 6ppen k6tszerese annak, ami ugyanakkora
tivols6gban, de a dip6lus tengely6re mer6leges ir6nyban (0 = 90")
van. Nagy t6volsdgban. ak6rmelyik irdnyban. a t6rer6ssdg l/ l sze-
dnt v6ltozik.

L6ttuk, hogy az elektromos er6vonalak hasznosak, ha az elektomos tdlt6sek
temeszet6t 6s kiilcsiinhat6saikat akarjuk meg6rteni. Hasonl6k6ppen, nagyon
hasznosak, ha az elektromos potenci6lokat kiv6njuk szeml6ltetni. K€pzeljiink
el egy feliiletet, amelyik mindeniitt mer6leges az er6vonalakra. Egy kicsiny
tetsz6leges 40 titlt6st minden munkav6gz6s n6lkiil mozgathatunk ezen a felii-
leten, ugyanis a 16 hat6 F: 4oE er6 mindeniitt mer6leges a mozg6s ir6nyiira.
A potenci6l a feliileten mindeniitt ugyanakkora, ez6rt a feliiletet €kvipo-
tenci6fis feliiletnek nevezzik. Az azonos A Z potenci6ll6p6senk6nt megszer-
kesztett ekvipotencialis feltiletek sorozata nagyon j6l 6rz6kelteti az er6lerct.
A 26-13 6brin n6h6ny p6ld6t l6thatunk. Pontszerii ttilt6sek eset6ben, az
ekvipotenci6lis feliiletek a tdlt6st k6riilvev6 koncentrikus giimbfeliiletek.

26.4 Ekvipotenciflis feliiletek

a) A pontszedi ttilt6s az iireges
vezet6 bels6 6s kiils6 feliileten
tiilt6seket gyiijt itssze.

b) Az elektromos er6t6r a giimbiin
kiviit mindi g gombszimmetri-
kus marad, ak6rhova is helyez-
ziik az iireg belsej6ben a pont-
szerii tdlt6st.

26-12 6bra
Ureges, felttlltetlen, vezet6 gdmb, amelynek belsejebe pontszerfi titltestjuttathrnk.

Az ekvipotenci6lis feliileteket sokkal kdnnyebb kis6rletileg meghat6-
rozni, mint az er6vonalakat. Bonyolult k6tdimenzi6s elektromos er6terek
eseteben, a t6rer6ss6g-szerkezetel kis6rleti riton c6lszerii fgy meghat!fuozni,
hogy el6sziir megkeressiik az ekvipotenci6lis feliileteket, majd ezekre mer6-
leges vonalakat szerkesztve kapjuk m€g a tdrer6ss6g-vonalakat.

Az ide6lis vezet6 felszine ekvipotenci6lis feliilet. Enn6lfogva, az eleh'
romos erfvonalaknak a vezet6k fel letire mindendtt mer1legeseknek kell



a) Az 6bra sikj6ra mer6leges vezet6n 16v6 pozitiv
vonalmenti tdltds potenci6lja. A vezet6r6l kiindul6
er6vonalak a v6gtelenben l6v6 negativ ttilt6seken
v6gz6dnek.

c) Az ribra sikj6ra mer6leges ket vezet6 sik poten-
ci6lja ellent6tes el6jelii feliiletmenti tttltes eseten.
Az egyik sikvezet6b6l a m6sik fel6 mutat6 61 6ll ki.

Az iibra sikj6ra mer6legesen halad6 k6t vezet6n l6v6
azonos nagys6gri, de ellent6tes el6jelii vonalmenti
t6lt6s potenci6lja. A bat oldali vezet6r6l kiindul6
er6vonalak ajobb oldali vezet6n v6gz6dnek.

b)

26-13 6bra
Elektromos er6vonalak (folytonos
vonalak.l 6s ekvipotenci6lis lelt i letek
metszete (szaggatott vonalak). Az
er6t6r vonalak mindeniitt mer6le-
gesek az ekvipotenci6lis feli i letekre
ezt a tulajdonsdgot onogonalit i isnak
r.evezzik.

d) Az 6bra sikjSra mer6legessen halad6 k6t vezet6n
l6v6 azonos nagys6gir pozitiv vonalmenti ttiltes
potenci6lja. Eppen rigy, mint az .z esetben, az er6-
vonalakat rigy k6pzelj0k el, hogy a v6gtelenben 16-
v6 negativ tiilteseken v6gz6dnek.

lenniiik. (Ha nem igy lenne, akkor E-nek lenne egy, a feliilettel p6rhuzamos
komponense, aminek kiivetkezt6ben a tttlt6s mozgat6:s6,hoz munkavegzesre
lerure sziiks6g.) Tov6bb6, minthogy az er6vonalaknak tiilt6seken kell v6g-
z6dniiik, ahol egy er6vonal a vezet6 feliiletet 6ri, ott ttiltesnek kell lennie.
Ezen tulajdons6gok alapj6n n6h6ny 6rdekes 6llit6st tehetiink. P6ld6ul, ha egy
pontszerii tiiltest szimmetrikusaa kiirbevesziink egy iireges, vezet6 giimbh6j-
jal, akkor az elektromos er6t6r a giimbh6jon kiviil v6ltozatlan marad. Tov6b-
b6, ha a giimbhejat m6r elhelyeztiik a pontszerii ttiltes ktiriil, ez ut6bbit beliil
b6rhogy mozgathatjuk, a giimbh6jon kiviil az elektromos er6ter nem vAltozik
(26-12 ihra).



Ezek alapj6n ana ktivetkeztethetiink, hogy egt vezet6 belsejiben ltv6,
kilftst em tartalmaz' zdrt regben a tdrer6ssig zirus, f)ggetlen l attdl,
hogt a vezet6 feliilet4n vqnnak-e tdltdsek vagt sem. A 26-5 p6ldiban mrir
megmutattuk, hogy ez az 'llitAs igaz az iireges vezet6 gtimb eset6re. Most
tekintsiink egy szabiLlytalan alaki iireges vezel6t, olyat, mint amit a 26-14
5brdrr 6br6zolunl. Szerkessziink Gauss-feliiletet az iireg belsej6ben, 6s alkal-

t
mazzuk Gauss tdrvdnyet: lE.dA= q'/eo. Minthogy a Gauss-feliileten be-

liil nincs ttilt6s, 
f 

E. dA = 0 . Vegyiik azonban tekintetbe, hogy ebben az eset-

ben az 6llitris igazol6s6ra szimmetria-dryeket nem haszndlhatuak fel. (Elk6p-
zelhet6 lenne ugyanis, hogy vannak olyan er6vonalak, amelyek metszik a
feliiletet, egyesek bel6pnek, m6sok kil6pnek, 6m az irtegrdJ 26rus.) Tdtelez-
ziik fel, hogy egy er6vonal bel6p, (majd kil6p) a 26-14 6br6n viizolt, Gauss-
feliilettel hat6rolt t6rr€szbe. Ekkor egy elektron az A pontnhl kil6phetne a
vezet6b6l, az A 6s B pontok kitz6tt az er6t6r munk6t v6gezhetne rajta, majd
ezt ktivet6en az elektron ism6t bel6phetne a ''/ezet6be -B-n61. Az elektont
ezfii\t a vezetlben munkav6gz6s ndlkiil visszavezethetn6nk az A ponthoz
(minthogy a vezet6 ekvipotenci6lis feliilet). Ezt a ciklust megism6telve az
elektron energi6ja tov6bb n6ne; a rendszer energi6ja korl6tlanul megniivel-
het6 lenne, vagyis els6fajri perpetuum mobile-t (driikmozg6t) kdszithetn6nk.
Ez azotban a termodinamika els6 f6t6tele 6rtelm6ben nem lehets6ges. igy
kimondhatjuk, hogy egy vezet6 belsej6ben 16v6, tiilt6st nem tafialmaz6 zLrt
iiregben a t6rer6ss€g mindig z6rus. M6sk6ppen megfogalmazva, 26rl vezel6
ttikeletes elektrosztatikus 6my6kol6 hatiissal bir.

Egy m6sik kiivetkeztet6s, amelyet az er6vonalak 6s ekvipotenci6lis fe-
liifetek tanulm6nyoz6s6b6l levonhatunk, az, hogy a tiilftsek a vezet6k 6lein,
csicsain gtiilnek dssze. Ezl illusztr'land6, tekintsiink ket tottiitt vezet6 giim-
bitt; legyen az egyik nagyobb a m6sikn6l. Ktissiik iissze 6ket vezet6 huzallal.
Ekkor a ttilt6sek addig v6ndorolnak, amig a k6t giimb potenci6lja azonosse
nem v6lik (26-15 6bra). T6volitsuk el ezutin a huzalt. (Felt6telezziik, hogy a
ket gttmb eglm6st6l elegend6en t6vol van, 6s igy az egyes gtimbiik tiilt6se a
misik gtimb titlt6seloszl6s6t l6nyegesen nem befoly6solja.) Egy q tttlt€sii, /
sugarf izol6lt giimb feliilet6n a V potenci{l nagysiqa V = kq/r. Minthogy a
ket ttilt6st id6legesen vezet6vel kiittittiik dssze, potenci6ljuk egyenl6:

ka, _ ke,
ft f:.

(26-2E)

A o feliiletmenti titlt6ssifuiis6g az / sugaru gdmb felszin'n o : q/4rf .lgy a
(26-28) egyenlet a kdvetkez6 alakra hozhat6:

rtol= r2q 2 Q6-29\

A 25-4 p'ldzrban tgy tal6ltuk, hogy a o feliiletmenti tiilt6ssiidisegii vezet6

feli.itetenek ktizvetl€n ktimyezet6ben a t6rer6ssdg E = 6 / €o. Ezt a (26-29)

dsszefiigg6sbe behelyettesitve azt tal6ljuk, hogy

E'r'' = E'r' (26-30)

Ez az eredmeny 6l:Ial6nosithat6 szabiilytalan alakri vdgtelen hosszir vezet6kre
is: az ilyen vezet6k feliilet6nek ktizvetlen kdnyezeteben ott a legnagtobb a
tirerdssdg, ahol (t vezetI keresztmetszeftnek q gdrb leti sugara a legkisebb.'

Enn6lfogva, E is, o is nagyon nagy lehet egy nagyfesziilts€gii berendezes
csircspontjain. Ez probl6m6t okoz, ha a leveg6ben mindig jelenlev6, kozmi-

' Bizonyos geometriajri vezet6k ezen 6llal6nos szabdly al6l kiv6telt kep€znek. B6vebben
l6sd Richard H. Price 6s Ronald J- Crcwley, ,,The Lightning-rod Fallacy" clmii cikk€ben
(American Joumal ofPhysics 53,843 (1985))

26-14 ihra
Az iibran feltiintetettel ellent6tben, egy
vezet6ben l6v6 zirt iireg belsej6ben a
t6rer6ss6g z6rus fiiggetleniil att6l,
hogy a vezet6 ttiltdtt, vagy sem.

26-15 6bra
K6t felttiltdtt, izol6lt 6s huzallal dssze-
kiit6tt vezet6 giimb. A giimbiik tehrit
azonos Zpotenci6llal rendelkeznek. A
huzalt ezutiin elt6volitjuk. (A gitmbttk
tivols6grinak az 6br6n l6that6n6l sok-
kal nagyobbnak kell lennie, hogy az
egyes gtimb6k tiilt6se ne befoly6solja
l6nyegesen a miisik gdmb szimmebi-
kus tdlteseloszl6s6t.) Ezen elj6rris so-
I6n a tdltesek rigy oszlanak meg a ket
giimb ktizdtt. hogy a krsebbrl giimbiin
a o feliileti tiilt6ssfiriisEg nagtobb,
enn6lfogva e feliilet kdzvetlen kdr-
nyezel6ben az elektromos t6rer6ss6g is
nagyobb.



26-16 Abra
A t6rion-mikroszk6p, amelyet Erwin
Miiller a Pennsylvaniai A ami ngye-
temen dolgozott ki, egy tiihegy atom-
jait k6pezi le. M{lkdd€se azon alapul,
hogy az elektromos t6rer6ss6g mindig
a feliilet csircsainil a legnagyobb. A
l6gmentesitett iivegbtr6ban egy na-
gyon hegyes tf (a tiihegy rnindiissze
n6hiinyszor tiz nanom6teres gtirbiileti
sugaru) az iivegbura bels6 feliilet6n
l6v6 fluoreszk6l6 r6teghez k6pest nagy
pozitiv potenci6lon van. A tfihegyen.
az egyes kristilylapok 6lein6l l6v6
atomok alkotta ..sarkok" felett kiiliin6-
sen er6s elektromos t€rer6ss6g alakul
ki. A l6gtires t€rbe h6liumot vezetnek,
melynek atomjai a ,,sarkokndl" l6v6
atomok feletti kiiliiniissn nagy t6rer6s-
s6gfi er6t6rbejutnak. A hinek elekt-
ront 6tad6 atomok pozitiv tiilt6sfi h€li-
um ionn6 v6lnak. €s az er6vonalak
ment6n a fluoreszk6l6 erny6 fel6
gyorsulnak.6s on becsap6dva az er-
ny6n f6nyes foltot keltenek. Minden
egyes folt teh6t a tiihegy egy atomja-
nak felel meg. Sajnos, a tf feliilete
ktimy6k6n l6v6 nagy elektromos t6r-
er6ss6g nagy mechanikai fesziiltsege-
ket kelt a tfben, emiatt a m6dszer csak
nagyon j6 mechanikai tulajdonsdgok-
kal rendelkezti f6mes anyagok vizs-
siLlal raalkalmazhat0.

a) Iridiumkristily-tfhegy terion-mikroszk6pos k6pe. Minden egyes f6nyes
folt egy atomnak felel meg.

Fluoreszcens
emy6

ldgmentesitett
iivegbura

nagr pozitiv
potencial

b) A terion-mikroszk6p. c) A tfihegy felszin6n l6v6 atomok kdmyezet€-
ben kialakul6 elektromos er6t6r egyszerfisi-
tett virz.lata-

kus sug6rz6s 6ltal letrehozott tiiltiitt ionokat az ellenkez6 tiilt€sii vezet6 ma-

g hoz vonzza. A csricsokon, ahol az elektromos t6rer6ss6g nagyon nagy,

ezek az ionok akkora sebessdgre gyorsulnak fel, hogy a leveg6t alkot6 m6s

molekul6kkal iitktizve, tov6bbi ionokat keltenek, 6s igy a (viszonylag) j6

szigetel6 leveg6ben elektromos kisiil6s indul meg. A jelenseget koronakisii-

l'snek nevezziik 6s azzal j6r, hogy a leveg6 a csircsok kiimy6k6n l6tlat6

fEnnyel vil6git az ionok 6s elektronok irjraegyesiildse kiivetkezt6ben. Sz6raz

leveg6ben az elektromos kisiil6s akkor ktivetkezik be, ha a t6rer6ss6g kb.

3xlo6 V/m €rt6knel nagyobb, b6r kisebb nyomiis esetdn (n6hiiny sz6z pascal

nyom6son) a kisiil6s sokkal kisebb terer6ss6g hatiis6ra is megindul. Mindad-

dig, amig erre a nyom6sfiigg6sre a memiikiik rA nem jtittek, addig az iirha'
j6kban alkalmazott elektromos 6ramkiiriik tervez6s6n€l probl6m6t okozott az,

hogy egyes a Filldiin, kipr6b6kis sonin kitfn6en miiktid6 6ramkdriik, ivkisii-

l6s miatt meghib6sodtak, amint az flrhaj6 a Fiild atmoszf€lij6n kiYiilre keriilt.

A nedvess6g 6s a por szinten nagymertekben lecstikkenti a kisiil6s megindu-

hls6hoz sziiks6ges t6rer6ss6g nagys6g6t.



Zivatarok idej'n, a zivatarfelhok 6s a fiild kiiziitt nagy potencialkiilitnb-
s6gek alakulnak ki. A magas €piiletekre szerelt tiihegyii villdmh6ritok szerepe
nem az, hogy a vill6mokat ,,vonzzik", hanem 6ppen ellenkez6leg: a fiildiin
itsszegyiilt ttttt6sek ,,folynak ki" a tii hegy6n. Ez6ltal a kialakult nagy poten-
ci6lkiiliinbs6gek fokozatosan lecsiikkenhetnek (mellesleg, id6nk6nt, a ,Itil-
t6skifoly6s" k6vetkezt6ben €ppen a vill6mh6rit6ba csapnak a nagy villimok).
A repiil6g6peken szint6n vannak speci6lis 6lek 6s csricsok a titbblettitlt6s
csiikkent6s6re. A tengeri viharok kitdrese el6tt el6fordul, hogy az 6rbocok
hegyein6l koronakisiilds alakul ki. Ez a tenger6szek v6d6szend6r6l elnevezett
Szent Elmo tiize.

Osszefoglalds

Az U elektromos potencidlis energia.

tb
U u - U " = -  )  q o D  d t

A V elektromos potencidli

v" -v, = - l'E d(.

Fizikai szempontb6l csak a / Z potenci6lkiiliinbs6g (fe-

sziilts6g) lenyeges. Minthogy az er61'f,�r konzewativ, AV
6rt6ke tetsz6leges c 6s b kiizdtti rit eseteben azonos.
V6ges m6retfi tiilt6srendszerek eset6ben a potencial z6-
ruspontj6t a v6gtelen t6voli ponthoz rendeljiik.

Az I elektronvolt (eY) az az energia, amelyet egy,

az elektron tdltds6vel megegyez' nagys6gf tdlt6sii 16-
szecske nyer akkor, ha I volt potenci6lkiiliinbs6g( k6t
pont ktizdtt szabadon gyorsul.

I eV = 1,602 1s'e J

Pontszedi tiiltesek eseteben ( V = 0 ha r + - ):

. .  (  r  \ q q '  .  I  t  ) su = l - l -  v = l - t :
\4 t tco)  r  \4 t t to  )  r

Szimmetdkus ttilt6seloszl6s eset6n a Z 6s E kdztitti kap-
csolat miatt a t6rer6ssdget gyakran c6lszeri.ibb I/ meg-
hatitozisa atapj6n kisz6mitani, mint a Coulomb tiir-
v6nyb6l.

Kdrddsek
1. Mi a megkiiliinbo^elfls az elektromos potenci6lis

energia kiiliinbs6ge 6s az elektromos potenci6l-
kiiliinbs6g kiiziitt?

2. A pozitiv tiiltesek a pozitiv vagy a negativ poten-
ci6fti helyek fel6 mozognak? Es az elektronok?

3. Tekintsiik 6t a pontszerii ttilt6sekb6l 6tt6 rend-
szetben az elektromos er6kre, er6terekre 6s po-
tenci6lokra vonatkoz6 ttirv€nyeket 6s tisszefiig-
geseket. A tiimegpontokb6l 6116 rendszerek ese-
t6ben a gravit6ci6s er6k, er6terek, potenci6lok
6s t6rer6ss6gek kttziitt anal6g tdrv6nyeket 6s
iisszefiigg6seket tal6ltunk. Vizsg6ljuk meg, hogy

Integr6lalakban

vu-v"=- Jun u

Differenci6lalakban
(€gydimenzios esetben)

- d v
dx

A gradiensvektor abba az ir6nyba mutat, amerre a skaldr
fiiggveny viitozisa a legnagyobb. Ez6rt M E elekto-
mos terer6sseg a V potenci'l negativ gradiense. H6rom-
dimenzi6s esetben a gadienst a V (,4abla" vagy ,,grad')
szimb6lummal jeliiljiik.

Der6ksziigii koordinitarendszerben

_ . .  d l / .  a v ^  a v ^
v y  =  - x + - y  +  - z

0 x  A y "  A z

Gtimbi koordinitarendszerben

d v  l d v .  I  a v ^
Vy ==-i+- _0 +---:-; : ;0

o r  r o a  r s t n i /  o Q

Az x v6ltoz6 szerinti parci6lis deriv6l6sl (azaz az x v6l-
toz6 szerinti deriv6l6st, mialall az itsszes tiibbi v6ltoz6t
6lland6nak tartjuk) a 0/0x szimb6lummal jeliiljiik.

Egy o tiilt6ssiinis6gii feliilet kiizvetlen kiimyeze-
t6ben az E elektromos t6rer6ss6g nagys6ga:

_ o
t 7  = -

Szab6lytalan feltiletii ttiltiitt vezet6k kiimyezet6ben a
t6rer6sseg ott a legnagyobb, ahol a feliilet giirbiileti su-
gara a legkisebb.

milyen hasonl6s6gok 6s kiil6nbs6gek vannak a
ket eset kiiz6tt.

4. Mi6rt nem keresztezhetik egym6st az ekvipoten-
ci6lis feliiletek ?

5. Lehet az elektromos potenci6l z6rus olyan pont-
ban, alol a t6rer6ss6g nem z6rus? Ha igen, mutas-
sunk erre egy p6ldiit.

6. Az elektromos t6rer6ss6g v6kuumban, egy bizo-
nyos pontbar z6rus. A f potenci6lnak is z6rusnak
kell-e leurie ebben a pontban? A v6laszt illuszt-
r6lard6. mutassunk D6ldikat.



Lehet-e az elektromos t6rer6ss6g z6rus olyan
pontban, ahol az eleldromos potenciil nem z6rus?
Ha igen, mutassunk erre pdldrit.
Mikent azt a 16.4 fejezsben megmutathrk, egy
egyenletes vastags6gu gtimbhdj iireg6ben a gravi-
trici6s t6re16ss6g 26rus. Hasonl6keppen, vezet6, iire-
ges giimbh6j belsej6ben az elektromos terer6ss6g z6-
rus. Tov6bb6, az elektromos t6rer6sseg z6rus tetsz6-
leges (nem csak g6mb) alakir vezet6 belsej6ben l€v6
zArt iiregben is. Vajon z6rus-e a gravitlci6s terer{s-
s6g tetsz6s szerinti iireges test (p6ld.iul egy tteges
kocka) belsej6ben? Lehet-e olyan pont az ilyen iireg
belsej6ben, ahol a gravitrici6s t6rer6ss6g zd,rts? Ya-
1on mindig, brimely, brirmilyen alaki iireges test
belsej6ben tal6lhato ilyen pont?

Feladutok
26.2 Az elektromos potenci6l

264-l Ke\ egym6ssal p6rhuzamos femlemezt 12 vol-
tos elem p6lusaihoz csatlakoztahrnk. a) Egy nyugalmi
helyzetf elektront a negativ lemez mellett etengediinl.
Mekkora sebess€ge lesz a pozitiv lemezbe ttirt€n6 be-
csap6d6sakor? b) Sz6mitsuk ki az elektron maxim6lis
kinetikus energi6j6t, 6s adjuk meg eV 6s joule egys6-
gekben is. c) Ha a lemezek tiivolsiiga 4 mm, mennyi
ideig reptt az elektron a lemezek kttzittt? d) Ha a l€me-
zek t6vols6ga ett6l kiiliinbtiz6 lenne, vdltozna-e az a) 6s
b) k6rddsekre adand6 v6lasz?
264-2 KeL egym6st6l 2 cm t6volsiigra elhelyezett,
egymiissal pdrhuzamos f6mlemez kdzittt 90 V poten-
cirilkiiliinbsdg van (26-17 6bra). A pozitiv lemezen I6v6
kis lyukon keresztiil 5x106 cm/s sebess6gii elektron ha-
tol be a lemezek ktizdtti terbe. Sz6mitsuk ki, milyen
trivols6gra kdzelitheti meg az elekhon a negativ lemezt.

26-17 6bra
A 26A-2 feladathoz.

9. Az izoleft, feltdltdtt vezet6k feliilete ekviDoten-
cidlis feli i let. Azt jelenti-e ez, hogy a feli i l ;r i t i f l-
t6ssilr(s6g mindeniitt azonos?

10, T6telezziik fel, hogy egy vezet6 feliiletdn az
elektromos t6rer6ss6g mindeniitt azonos. Mit je-
lent ez a feliiletmenti ttiltdssfiniseg es a vezitri
geometridj 6nak vonatkozrls6ban?

11, A ,,Faraday-kalitka" olyan doboz, amelynek falai
f6m dr6th6l6b6l vannak. Ezdkeny voltm6r6t csat-
lakoztatunk a kalitk6n beliil l6v6 szonda 6s a
f6mh6l6 k626. Hogyan detektillhat6 ezzel a kE-
sziil6kkel a kalitk6n beliili tiibblettiilt6s?

12. Mi6rt nem lehet szakad6sa egy tdlt6seloszlast jet-
lemz6 potenci6lfiiggv6nynek?

264-3 A hidrog6natom Bohr-modellje szerint az elekt-
ron a proton ktiriil a kiiziittiik hat6 Coulomb er6 hat6s6-
ra 52,9 pm sugarri korp6ly6n kering. (A proton l6nyeg6-
ben nyugalomban van, minthogy t6mege sokkal na-
Eyobb az elekton6n6l.) a) Newton m6sodik torv6ny6-
nek alkalmaz6s6val sziimitsuk ki az elektron sebess6g6t.
b) Mutassuk ki, hogy az elektromos potenci6lis energia
nagysiga k6tszerese az elektron kinetikus energi6j6nak.
c) Mekkora a rendszer teljes energiiija elektronvolt egy-
s6gekben kifejezve?
26A-4 A hidrog6natom Bohr-modellje szerint az elekt-
ron a (nyrgv6) proton k6riil k6rp6ly6n kering. A ktir-
p6lya sugara 0,529 1010 m. Szamitsuk ki abban a t6r-
r6szben, ahol az elektron mozog, a) az ,E t6r€r6ssdg
nagysrigat, 6s b) a Z elektromos potenci6lt (legyen
V = 0 la 1 = - ). c) Osszehasonlitiisul kozotjiik, hogy a
leveg6ben akkor iit iit szikra, ha a t6rer6ss6g a 106V/m
6rt6kn6l nagyobb. Mi6rt nem kellett ezt figyelembe
venni a Bohr-modell megalkotiisakor? d) Hasonlitsuk
dssze az elektron potenci6lj6t egy aut6akkumul6tor fe-
sziilts6g6vel.
268-5 Egy a oldalhosszris6gir, egyenl6oldah.i h6rom-
sz6g minden egyes csircs6n +4 tdltes van. Szrimitsuk ki
a hriromsziig kriz6ppontja 6s az oldalak felezlpontja
kiiz6tti /Z fesziilts6get. A k6z6ppontban, vagy az olda-
lak ktizep6n nagyobb a potenci6l?
268-6 Egy a oldalhosszrisiigri n6gyzet minden egyes
csrics6n q pozitiv tiilt6s van. Sz6mitsuk ki a negyzet
kiiz6ppontja 6s az oldalak felez'pontja ktiztttti potenci-
6lkiiliinbs6get. Vajon a kiiz6ppontban, vagy az oldalak
felez6pontj6ban nagyobb-e a potenci6l?
268-7 Mutassuk meg, hogy k6t pozitiv t6lt6sii koncent-
rikus vezet6 gttmbh6j kitziil mindig a bels6 a nagyobb
potenci6hi, fiiggetteniil az egyes gtimbh6jakon l6v6
(pozitiv) tdlt6s nagys6g6t6l.
268-8 A 26-18 6br6n l6that6 egyenl6sz6ru h6romszdg
mindh6rom csfcsdn q = 2pC tiiltes van. a) Sz6mitsuk ki
ezen tiilt6selrendez6s elektromos poienci6lis energi6jet.
(Utmutat6s: A tiilt6sek€t egyes6vel, a v6gtelenb6l indul-

l'-"*
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va, vigyiik a hiiromsziig csricsaihoz. A potenci6lis ener-
gia v|ltoz{sa az els6 tdlt€s elhelyezdsekor z6rus.) b)
Mekkora az E elektromos t6rer6ss6g az O orig|ban,
amikor mindh6rom tiiltds a hely6re keriilt?

26-18 6bra
A 268-8 feladathoz

26.3 t/ gradiense
26.4 Ekvipotenci6lis feliiletek

268-9 A t6r egy tarlom6ny6ban a volt egysdgekben ki-
fcjezett V potencialt a It : (3 Y /m2\,t2 + (.0,2 V /m)y
fiiggv6ny adja meg, ahol x 6s 1, m6terekben megadott
t6vols6gok. Sz6mitsuk ki az x = l0 cm, y = 15 cm koor-
din6t6jr.i helyen l6v6 elektronra hat6 er6 nagys6g6t 6s
irinyht.
268-10 Titlttitt vezet6 gomb felszindn az elektuomos
potenci6l 200 V; a gdmb kiiz6ppontj6t6l sziimitott l0
cm tivols6gban 150 V. Sz6mitsuk ki a) a gomb sugar6t
6s b) a gtimb tdlt6s6t.
268-11 K6t izol'lt vezet6 giimbdn egyenl6 Oo ttilt6s
van. Az egyik gdmb sugara R, a m6sik6 3R. A ket gom-
bdt osszedrintjiik, majd elv6lasztjuk egym6st6l. Szdmit-
suk ki, hogy ezutiin mekkora az egyes giimbiik tiilt6se.
268-12 Ket egyforma kicsiny f6mg6mb tiiltdse qr, illet-
ve 42. Egym6st I m t6vols6gb6t 9xl0 ' N er6ve1 vonz-
zdk. A gtimboket itssze6rintjiik, majd irjb6l €gym6st6l 1
m kivols6gra helyezzik el. Ekkor igy tal6ljuk, hogy
2x10 ' N er6vel taszitj6k egym6st. Sz6mitsuk ki a q, 6s

4, tolt6seket.
268-13 K6pzeljiink el k6t iireges, koncenhikus (egy-
miisba helyezett) f6mgiimbiit. A bels6 giimb sugara 30
cm, tolt6se 80 pC. A knts6 gtimb sugara 50 cm, tdlt6se
40 ,LrC. Sz6mitsuk ki a) az elektromos t€rer6ss6get €s b)
a potencielt mindh6rom lartomiinyban: a kiils6 gdmbiin
kiviil, a gdmbtik ktiziitt, 6s a bels6 g6mb belsej6ben. c)
Abrdzoljuk az E(r) 4.s a Z(r) fiiggv6nyeket.
268-14 KeI +q tiikes az r tengely menten, az x : l:q
helyeken helyezkedik el. a) V6zoljuk az ry sikban a
t6rer6ss6geloszl6st. b) An€lknl, hogy pontosan megha-
t6rozn6nk, vdzoljuk a Z(.r) potencidleloszl6st az r ten-
gely menten (legyen I/= 0 ha.x :1-). c) A Z(r) fiigg-
v€ny grafikonja felhaszn6l6s6val magyafinzuk el, hogy
hogyan lehet megszerkeszteni az x tengely ment6n az

E(x) tdrer6ssegeloszliist. Keszitsiik el vialatosan az E(x)
tdrer6ss6geloszl6s-6br6t is. d) Ism6tetjiik meg a fentie-
ket, de ellent€tes el6jelii, +4 6s 4 tdlt6sekkel.

Tovdbbi feladatok

26C-15 Egy I hosszris6g6, v6kony szigetel6 rudon
egyenletesen eloszlva I titltes van. Sz6mitsuk ki a Z
elekhomos potenci6lt a nid v6get6l y tiivols6gban, a
26-19 6br6n vizolt helyen l6v6 P pontban.

i I F,r.
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26-19 6bra
A 26C-15 feladathoz.

26C-16 A, 26-20 6brin vizoltak szednt, v6gtelen hosz-
szitsigu, a bels6 6s 6 kiils6 sugarir hengerpal6stban (a
cs6 belsej6ben) pozitiv t6lt6seloszl6s van. A p tiilt€sel-
oszl,s nem egyenletes, az r sug6rral forditottan ax6nyos,
vagyis az a < / < b tafiomenyban p = Hr, ahol & egy Sl
m6rtekegys€ggel kifejezett 6lland6. Sz6mitsuk ki az
elekftomos tdrer6sseget az a) r < a, b) a 3 r 3 b, c) r 2 b
tartomiinyokban. d) Sz6mitsuk ki az elektromos poten-
ci6lt ugyanezekben a tartom6nyokban irgy, hogy a po-
tenci6l zdruspontja, V: 0 az r : d >> 6 helyen (a cs6t6l
nagy t6vols6gra) legyen.

26-20 6bra
A 26C-16 feladathoz.

26C-17 Egy R sugaru gtimb belsej6ben a tiilt€ssiirfs6g a
kitz6ppontt6l val6 r t6volsiiggal arinyos, azaz p : Ar,
ha (0 < r < R), ahol I egy 6lland6. a) Mi I SI egys6ge?



b) Mekkora a gomb teljes Q t6ll6se A-val6s R-rel kife-
jezve? (itmutatis: kiivetve a 264 p6lda megold6sit,
iisszegezziik a dr vastags6gir giimbh6jak dq titlt6s6t.) c)
Gauss t6rv6ny6t felhaszn6lva szdmitsuk ki a giimb bel-
sej6ben, a ktiz6pponttol r L{vols6gra az E t6rer6ss6get.
d) Sz6mitsuk ki a Z potenci6tt r fiiggv6ny6ben a giim-
biin beliil is, kiviil is (legyen I/ = 0 a v6gtelenben).
26C-18 Ylgezzi* el az el6z6 feladatot p : Ar2 tdltes-
eloszlist felt€telezve.
26C-19 Elektromos terer6ss6get az E = 2000i + 3000i

kdplet ad meg, ahol a mennyis6gek SI m6rt6kegys6gben
adottak. Szamitsuk ki az I €s -B pontok kdzotli (l/s- VA)
potencidlkiil6nbs6get, ahol az A 6s ,B pontok koordin6t6i
a ktivetkez6ek: A: x. : O, Y = 3 m, z : 2 m; B: x: 2 m,
y = 1 m, z = 0. (Utmutat6s: minthogy E konzervativ
er6t'r, a V" - lz, kiiliinbseg b6rmely, a pontokat iissze-
ktit6 irt menten sz6mithat6.)

26C-20 Az x = 0 helyen egy -20 nC nagys6gri pontsze-
rii titltes, az r = 6 cm koordinrilijri pontban egy m6sik,
+10 nc nagysagri pont van. Egy nyugalmi 6llapotit
elektront elengediinl az x = I cm helyen, amely ezut6n
az x tengely ment6n a pozitiv tiilt6s fel6 mozog. Szimit-
suk ki az elektron sebess6g6t az x : 5 cm pontban.
(Utmutatris: Mekkora a potencialkiiltinbs6g ezen pontok
kttzittt?)
26C-21 Az atommag cseppmodellje szennt egyes
atommagok nagy energi6jt oszcill6ci6i az atommagot
k6t, kiiliinbdz6 nagys6gir r€szre €s tovdbbi n6h6ny neut-
ronra tiirhetik sz6t. A magtiired€kek a Coulomb-taszit6s
eredm6nyek6nt kinetikus energirihoz jutnak. Sz6mitsuk
ki az unirr atommagj6b6lk1pz6d6 k6t g6mb alakf darab
elektromos potenci6lis energi6jdt (MeV egys6gekben),
melyek tiiltese +38e illetve +54e, sugara pedig

5,5x10 15 m, il lewe 6,2x10'5 m T6telezziik fel, hogy
az egyes r6szek tiiltdse egyenletesen oszlik el a giim-

biikben, 6s a k6t gtimb kezdetben egym6st 6rinti. (Az

eredm6ny kdzelit6leg megegyezik az ur6nhasad6s sor6n

6szlelt kinetikus energi5val.)
26C-22 Ket egyforma, -4 titltesii es6csepp dsszeiitkoz-

ve egy nagyobb cseppet alkot. Az iitktizes el6tt a csep-

pek jellemz6i a kttvetkez6k: a) 6 feliiletmenti tiiltessii-

riis€g; b) E elektromos t6rer6ss6g a csepp felszin6n6l; c)

Z eleklromos potenci6l a csepp felszin6n6l (V = 0 a

v6gtelenben). Sz6mitsuk ki ezen mennyis6geknek az ij

cseppre vonatkoz6 6rt6keit.
26C-23 KeL egym6st6l 5 cm t6vols6gra l6v6 prirhu-

zamos vezet6 lemez kiiz6tt 2000V potenci6lkiiliinbs€g

van. Egy nyugalmi helyzetf elektront elengediink a

negativ lemezn6l 6s egyidejiileg egy nyrgalmi helyzetf

protont a pozitiv lemezn6l. a) A pozitiv lemezt6l milyen

trivols6gbaa tal6lkoznak? b) Sz6mitsuk ki, hogy az

egyes r6szecsk6k mekkora sebess6ggel csap6dnak a

szemkiizti lemezbe. c) Sz6mitsuk ki, hogy mekkora a

mozgrisi energi6juk (eV 6s J egys6gekben) a lemezbe

tdrt6n6 becsap6d6skor.
26C-24 Egy a sugaru v6kony korong egyik oldal6n

egyenletes feliiletmenti titlt6ssiiriis6g van. A korongba

c/2 sugaru lyukat furunk. a) Felhaszn6lva a szuperpozi-

ci6 elv6t 6s a 26-8 p6lda eredm6ny6t, sz6mitsuk ki a ,/

elektromos potenci6lt a korong tengelye ment6n, ;r t6-

vols6gra a tdltesek sikjrit6l (legyen V = 0 a veg-

telenben). b) Mekkora a tyuk ktiz6ppond6ban a potenct-

6t? c) Mekkora a t6rer6ss6g a lyuk kiiz6ppontj6ban?
26C-25 Tekintsiink egy elektromos kvadrup6lust, azaz

hArom tdlt6s al6bbi konfigur6ci6j6t: legyerJ -2q tiill€�s az

orig6ban, +4 tdlt6sl,: +(/2helyen,6s m6g egy +4 tiil-

llsy: - 41,n"t "n Sz6mitsuk ki a potenci6lt a) azt

tengely ment6n, 6s b) az 1., tengely ment6n. c) Mutassuk

meg, hogy a kvadrup6lust6l nagy trivolsiryban (azazha

;r is, y is sokkal nagyobb mint zJ a potenci6l a t6volstig

kdb6nek reciprok6val v6ltozik. (Utmutat6s: alkalmaz'

zt*jxa ll Jl+-F =1-a2 l2 kozelitest.s



AZ 2445 FEJE Z.ETEK PARATLAN
, SZAMOZASU FELADATAINAK
MEGOLDASAI

XXIV. Fejezet
244-1 649 kg
24A-3 2,27 x l03e
244-5 I l0 N 157o-ra a +x tengelyt6l
24B,-7 2,51 x l0 to

248-9 "x :0,817 m
248-11 9,55 elektront
24A-13 4,90 x 10 ) C
248-15 y: (q E./2mv.2)x2

24A-17 1,70 x 10 10 m
24B-19 QlLttt.d(d + L)

248�-21 Av|lasz adott.
24C-23 A y'lasz adott.
24C-25 A v|lasz adott.
24C-27 W: Q2/8xe.R
24C-29 3,67 cm

ztc-tt 2",[.U 2qd

r - r ^ f - r;l
2 4 c - $  d = L l r , *  

" '  _ � l r  = t o  1 , , + "  
n ' I

2 .  l _ '  n , o " l z )  2 , L '  , ,  )
24C-35 a) E, = LL / 4ffi,3

f /-. I
b r  E .  = ( , t . 4 n c . t l \ l  a ) - ( l  . V r '  +  a  ) l

24C-37 A viiasz adott.
24C-39 A v6lasz adott.

24C-41 E = (Q/4ile.R,) sin(//2R), a megmarad6

korivt6l kife16 ir6nyitva

XXV. Fejezet
25A-l a) z€rus b)3q/c. c) -2q/a.

25A-3  7 ,50x  10 'Nm' /C
25A'-5 a) z6rus b) o/e.

258-7 a) px/e. b) pd/2t.

25A-9 a) o/t.b) o/2e.

25A- l l  -1 ,15  x  10  ' �  C /ml

25B-f3 b) 1,38 x l0Telektron/m3 hii iny

25C-75 a) Clm'� \ Q: nrL(b a)
c) E: (Ht.)(l - a/r)

25C-17 A vri lasz adott.
25C-19 E(ttR'�)

XXVI. Fejezet

26A-1 a) 2,05 x 106 m/s

b )  1 2  e Y ,  1 , 9 2  x  1 0 ' " J  c ) 3 , 8 9 n s
26A-3 a) 2,19 x 106 rn/s c) 13,6eV
268-5 0,0415 kq/a; a koztppontban
268-7 A viilasz adott.

268-9 i,01 x 10-19N, 18,4o azr tcngelyhez k6pest
268-rr Q./2,3Q./2
268-13 A gtimb belsej6ben E:0, V= -(140/3rE€.) pV

a gitmbiik kozt

E = (8014r€"1) pN/C befel6,

V: (l/4re")(80/r 40/0,5) pV

a giimbokiin kiviil E = (4014rc.f) pN/C,

befel6,
V: -(40/4re.r) pY

zects 4 .n
4ft€,,1

t----_--T
l + , l l ' + y '

,
26C-17 a) Clm" b) Q: AnR"

c) E = Ar2/4€. d)r2Reseten y:AR4l4€"r

r 3 R esetdn V:(A/12e")(4R3 f)

26C-19 2000 V
26C-21 A v6lasz adott.
26C-23 a) 2,72 x 10-5 m

b) 2,65 x l0? m/s 6s 6,19 x 105 m/s
c) 2000 eV, 3,20 x 10 '" J

f r  . r - . 2  I
2 6 C - 2 s  a )  \ q /  2 E t . ) I l x '  - L t l  ' 2 t "  

I  -  l /  y J

g  ( q l a r c ) l Q + t / D - 1  + O - t t 2 ) - \  - 2 / ) ) l


