KINEMATIKA
2. GYAKORLAT

1B/1. (MA 123.) Fiigg6legesen felfelé dobunk egy kdvet 20 m/s sebességgel.
a) Mekkora lesz a sebessége 3 s mulva?
b) Hol lesz ekkor a test?

c) Milyen irdnyban mozog ebben a pillanatban?

Megoldas
Flgglleges hajitas

sebessége: v,(t) = vo — gt (vizszintesen v, = 0);

z koordinataja (ha a kiinduld koordindtaja zo): z(t) = zo + vot — %gt” (és x = Xo).
Szamolhatnank ugy, hogy elG6szor kiszamoljuk, mennyi ideig emelkedik, és milyen magasra
jut ezalatt, majd a maradék id6re a pdlya legmagasabb pontjardl induld szabadeséssel
szamolnank tovabb. Mivel azonban a sebességet a képletben el6jeles mennyiségként
kezeljuk, a felfelé ill. lefelé irdnyulé mozgast egyben szamolhatjuk: felfelé v, > 0, lefelé v, < 0O,
a legfels6 ponton v, = 0.

Adatok: vo = 20 m/s (pozitiv, mert felfelé dobtuk el a testet); zolegyen O
— v(t)=20-10t; z(t) = 20t — 5t°.

a)t=3s: v(3)=20-10-3=-10 m/s.

c) v(3) elGjele negativ. — a test lefelé mozog.

b) z(3) =20-3-5-3°= 15 m.
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1B/2. (MA 6.) Egyenes palyan 36 km/h sebességgel haladé vasuti kocsi oldalait a palyara
merdleges iranyban kil6tt I6vedék ti at. A kimeneti nyilas 5 cm-rel van eltolédva a
menetirannyal ellentétesen a bemeneti nyilashoz képest. A kocsi falainak tavolsaga 2,5 m.
Mekkora a l6vedék sebessége?

Megoldas

A vonat az x tengely mentén halad egyenletes vyonat Sebességgel: x(t) = Xo + Vyonat t;
a golyo az y tengely mentén halad egyenletes vgo,6 Sebességgel: y(t) = yo + Vgoiys t.
Vyonat = 36 km/h =10 m/s.

Origdnak valasszuk azt a pontot, amikor a golyd éppen eléri a vonatot.

t* ideig tart, amig a golyd athalad a vonaton, ez alatt

a vonat Syonat =5 cm = 0,05 m-t halad: Syonat = AXvonat(t*) = Vyonat t*;
a golyd altal megtett tavolsag a vonat szélessége, Sgoiys = 2,5 M: Sgoiys = AYgolys(t™) = Vgolys t* .
A két egyenlet tehat Syonat = Vvonat t* €S Sgolys = Veolys t*.
Elosztva egymassal a két egyenletet az id6 kiesik:

Sgolyé _ Vgolys

Svonat  Vvonat ’
amibél a golyd sebessége

Vgolys = (Svonat/ Sgolyé) * Vyonat -
Behelyettesitve

Vgolys = (2,5/0,05) - 10 = 500 m/s.
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Kérmozgas, gérbe vonali mozgas gyorsuldsa
https://phet.colorado.edu/en/simulation/legacy/ladybug-motion-2d

Egyenletes kormozgds esetén a gyorsulds mindig mer&leges a sebességre, emiatt a sebesség
irdnya allanddan valtozik.

Velociy Acceleration

relocit Acceleration

“Acceleration

Veloity

Ha a gyorsulds nem pontosan merGleges a sebességre, akkor a sebesség nagysaga is valtozik:
ha hegyes szoget zdrnak be, akkor a test gyorsabb lesz:

N

: | |
Acgsleration ||

ha tompa szoget, akkor a test lassul:

elocity

Rgceleration

Atlagsebesség

Mennyi az atlagsebesség egy korre? Vagyis az az allando érték(i sebesség, amivel egy kor

megtétele alatt ugyanannyit mozdulna el a test? Nulla, mivel a test egy kor megtétele utan
visszaérkezik a kiindulé pontba.
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Impulzus
KISERLET: All6 kiskocsinak iitkézik egy mdsik kiskocsi v* sebességgel, majd dsszetapadva

mozognak tovdbb.

Ha a két kiskocsi témege megegyezik — az 6sszetapadt kocsik sebessége % v*.

Ha a mozgd kiskocsira rdatesziink egy akkora témeget, mint a kiskocsié, vagyis a mozgo
kiskocsinak kétszer akkora a témege, mint az dlléé — az ésszetapadt kocsik sebessége % v*.
Ha az dllé kiskocsira tesziink egy akkora témeget, mint a kiskocsié, vagyis a mozgo
kiskocsinak fele akkora a témege, mint az dlloé — az ésszetapadt kocsik sebessége % v*.

A kisérlet azt mutatja, hogy a két 6sszetapadt test sebességét nem csak a mozgo test
sebessége hatdrozza meg, hanem a testek tomegei is.
IMPULZUS

a tdmeg és a sebesség szorzata:

I=mv

vektormennyiség, irdnya megegyezik v vektor irdnyaval;

mértékegysége: [kg-m/s].
AZ IMPULZUS MEGMARAD az itkdzések soran.
Egyetlen magara hagyott test (ami nincs kélcsénhatasban semmivel) egyenes vonalu
egyenletes mozgdst végez, vagyis Ugy mozog, hogy sebességének se a nagysaga, se az iranya
nem valtozik, tehat a sebességvektora allandé, és igy az impulzusa is allandé (nagysdga és
irdnya is).
Két test kdlcsdnhatdsba kerlilhet egymassal. Ekkor az egyes testek sebessége — és igy
impulzusa — megvaltozhat, de a két test impulzusanak az ereddje (vektori 6sszege)
ugyanakkora az ttkozés el6tt és az litk6zés utan, tehat a kettdjik eredd impulzusa
megmarad. Tobb testre is igaz, hogy az impulzusuk 6sszege megmarad a kélcsonhatdsuk
el6tti és utani dllapotot 6sszehasonlitva. A testeket rendszernek tekintve az eredd impulzus
megmarad.
Az impulzus megmaraddsanak az a feltétele, hogy olyan rendszert vizsgaljunk, ami nincs
kdlcsdnhatasban a rendszeren kiviili testekkel.
Gyakorlati szempontbdl lehetséges, hogy a rendszer kdlcsonhatdsban van mds testekkel (pl.
a Fold vonzza, az asztal nyomja a testeket), de egyszerre tobb kélcsdnhatds Iép fel, amik
kioltjak egymast, az ereddjik nulla. Masrészt az is lehetséges, hogy nem nulla az eredd (pl.
surlddas miatt), de az Gitkozés olyan rovid ideig tart, hogy ennek a hatasat elhanyagolhatjuk.
Az impulzus megmaradasa alkalmazhaté
- Utkozéseknél, ha két test 6sszeragadva egy testként mozog tovabb (rugalmatlan Gtkozés);
- aforditott jelenségnél: ha egy tobb testbdl allé rendszer tobb részre vélik szét (pl.

kocsibdl kidobott tégla, robbands, rakéta);
- és akkor is, ha litk6zés utdn a két test kiilon testként mozog tovabb.
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1B/3. (MA 535.) Rugdval 16kiink szét két golydt. Az egyik 1 kg és 8,75 m/s sebesség(i. A masik
3,7 m/s sebességet kapott. Mennyi ennek a golyénak a tomege?

Megoldds
Adatok:

Jeldlje a testek tomegét mp és mp: mpa =1 kg, mg=7?;

a testek sebessége a szétlokddés elStt vas = vgy = 0;

a testek sebességének nagysaga a szétlokGdés utan |vay | és |ve|:
|Va2|= 8,75 m/s, |vey|=3,7m/s.

A két testbdl és a rugdbdl all6 rendszer eredd impulzusa nem valtozik, mikézben a rugd
szétloki Gket. A rugd tomege elhanyagolhatd a testek tomegéhez képest, ezért a két test
impulzusdnak Osszege egyezik meg a szétlokddés el6tti és utani dllapotban.

A szétlokédés elbtt a testek nyugalomban vannak, tehat az eredd impulzus zérus:
|1=0= Mmpa Var + va31=0.

A szétlok6édés utan az ered6 impulzus:

I2 =Ma Va2 + M Va3 .
A sebességek egymassal ellentétes irdnyuak (egydimenzids vektorok), az elGjeliik fogja
mutatni a sebesség irdnyat. Ha az m, tomeg( test sebességének az irdnyat vessziik
pozitivnak, akkor az mg tomeg( test sebessége negativ elGjell:
Va2 = 8,75 m/s; vg, =—3,7 m/s (de természetesen valaszthatnank a masik lehet&séget is).

Az impulzus-megmaradast felirva:
li=1l: mMmavap+mgve, =0
= mg=—(Var/Ve2) mMa;
behelyettesitve
mg=—(8,75/(-3,7)) - 1 =2,365 kg.

1B/4. (MA 536.) Egy 6sszenyomott rugé 0,2 kg és 0,3 kg tdmegdi, eredetileg nyugvé
kiskocsikat ugy |0k szét, hogy azok 5 s alatt 60 cm tdvolsagra jutnak egymastél. A rugé
tomege és a surlddas elhanyagolhatd. Mekkora a kocsik sebessége?

Megoldas
Az 1B/3. feladathoz hasonldan itt is teljesiil az impulzus-megmaradas feltétele, tehat

felirhatjuk, hogy ma va; + mg vgy; = 0, mert a szétlok&dés el6tt a kocsik nyugalomban voltak,
tehat a két kocsibdl allé rendszer ered6 impulzusa zérus volt. Itt azonban nem ismerjik sem
az my, sem az mg tomegl kocsinak a szétlokédés utani sebességét (var-t ill. vg,-t), de tudjuk,
hogy a megadott id6 alatt 6sszesen mennyit tavolodtak egymastdl (d = 60 cm-t).
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irjuk fel a testek x koordinatajat Ggy, hogy a testek az origébdl indulnak. At id6 alatt
az my tomeg( test az xa koordinataju pontba érkezik: xa = vaz At;

az mp tomegl test az xg koordinataju pontba érkezik: xg=vg; At;

és a két test kozott tdvolsdag d= | xa—xs | = | Va2 — Va2 | ‘At .

Ez érvényes tetsz6leges irdnyu sebességekre, ha a sebességeket el6jelesen kezeljik.
Jelen esetben ellenkezd irdnyba mozognak a kocsik.

Valasszuk ugy az elGjeleket, hogy va, > 0 és v, <0, igy d = (var — vgy)-At.

Két egyenletiink van tehat:
az impulzus-megmaradasra felirt ma va; + mg v, =0,
és az elmozdulasra felirt d = (va> — vgy)-At.

Fejezzik ki a masodikbdl va; -t:
Va2 = d /At + Vg,
és irjuk be az els6be:

mAvA2+mBVBZ=mA(d/At+vBZ)+vaBz=mA-d/At+(mA+mB)sz=0

ma d

—> Vg =— .
B2 mpa+mpg At

Adatok: ma=0,2kg; mg=0,3kg; At=5s;d=60cm=0,6 m.

Behelyettesitve
02 06

-—=-0,4-0,12 =—-0,048 m/s =— 4,8 cm/s,
0,2+0,3 5

va, =0,12 + (-0,048) = 0,072 m/s = 7,2 cm/s.

Vgy =~

1B/5. (MA 544.) Terheléssel egyiitt 150 kg tomeg(i kocsi 10 m/s sebességgel halad. A
kocsibdl menetiranyban kidobunk egy 30 kg tomeg(i ladat, a talajhoz viszonyitott 15 m/s
sebességgel. Mekkora a kocsi sebessége a lada kidobdsa utan?

Megoldas

Adatok: mjzga = 30 kg, Myeesi = 150-30 = 120 kg;

a kidobas el6tt a kocsi és a lada sebessége megegyezik, mivel a lada még a kocsin van:
Vkocsi,1 = Vidda,1 = V1 = 10 m/s;

a kidobds utan a lada sebessége a talajhoz képest: vizg422 = 15 m/s.

Kérdés a lada kidobdsa utan a kocsi sebessége a talajhoz képest: viocsi2 = ?

A kocsira és a ladara hato kiilsé er6k ereddje zérus (a feliilet altal kifejtett nyoméderd
nagysaga éppen megegyezik a nehézségi erével), igy tehat teljesll az impulzus-megmaradas
feltétele. A kocsibdl és a [ddabdl allé rendszer eredd impulzusa nem valtozik, mikézben a
ladat kidobjak.
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Kidobas el6tt:
I3 = (Mkocsi + Miada) - V1 = (120+30)-10 = 1500 kg-m/s ;

Kidobas utan:
l2 = Miocsi Vkocsi,2 T Miada Viada,2 = 120 Vkocsi2 30-15=120 Vkocsi2 450 kgm/S

lb=11: 120 Vioesi2 + 450 =1500 —  Viocsi2 = (1500-450) / 120 =8,75 m/s .

1B/6. (MA 538.) All6 vizben két csdnak egyenletesen halad egymas felé. Sebességiik kiilon-
kilén 0,6 m/s. Amikor egymas mellé érnek, az egyikrél a masikra 60 kg tomegl(i testet
tesznek at. Ezutan a masik csénak eredeti irdnyaban 0,4 m/s sebességgel halad tovabb.
Mekkora ennek a masodik csonaknak a tomege, ha a viz ellenallasa elhanyagolhaté?

Megoldds
A két csénakbol és a 60 kg tomegl testbdl 8116 rendszer eredd impulzusa allandé. A feladat

megolddsa szempontjabdl most Iényegtelen, hogy mekkora tomeg(i csdénakrol kerdlt at a
,masik” csénakra a 60 kg tomeg(i test, mert annak a csénaknak a tovabbi mozgésaval nem
foglalkozunk. Az viszont lényeges, hogy a 60 kg tomeg(i test mozgasban volt, és tudjuk a
sebességét.

Adatok:

Az ,masik” (ismeretlen mcsnax tOmegli) csdnak sebessége

az atrakas el6tt Vesonak1 = 0,6 m/s volt,

az atrakas utdn vessnak2 = 0,4 m/s lett (lelassult, mert egy szembdl érkezé testet tettek ra).
Az Mgt = 60 kg tomeg( test sebessége

az atrakas el6tt ellentétes iranyu volt a csdnakéval, sebességének nagysaga 0,6 m/s volt,
tehat Viest 1 = —0,6 m/s volt,

az atrakas utan Viest» = 0,4 m/s lett (a csdnakkal egyitt halad).

Impulzus-megmaradast felirva a ,masik” csénakbdl és az atrakott testbél alloé rendszerre:
az atrakas el6tt:

l1 = Mesgnak Vesonak,1 + Miest Viest,1 = 0,6 Mcsgnak + 60'(_0;6) = 0,6 Mcsgnak — 36 ;
az atrakas utan:

l2 = Mesgnak Vesénak,2 T Miest Viest,2 = 0,4 Mcsgnak + 60-0,4 = 0,4 Meggnak + 24 .

li1=1: 0,6 Mcsgnak — 36 = 0,4 Mesgnak + 24 — 0,2 Mesgnak =60 —>  Meggnak = 300 kg
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1B/7. (MA 541.) m; tdmeg(i lapos kocsi a talajon nyugalomban van. m, témeg( személy (a
talajon torténé nekifutassal) v sebességgel rafut a kocsira, és ugyanilyen sebességgel fut le a
kocsirdl. Mi torténik a kocsival? A kocsi és a talaj kozotti surlédastdl eltekintilink.

Megoldas
A kocsibdl és a futdbdl all6 rendszerre alkalmazhatjuk az impulzus-megmaradast.

Harom allapotot tudunk 6sszehasonlitani:
1.) Miel6tt a futd fellép a kocsira:
a futd sebessége: i1 =V ;
a kocsi sebessége zérus: viosi1 = 0.
2.) Mikozben a futd a kocsin fut végig:
a futo sebessége: vius 2 = ? ismeretlen;
a kocsi sebessége: viocsi2 = ? ismeretlen.
3.) Miutan a futdé végigfutott a kocsin:
a futd sebessége: viys 3 = v (ugyanolyan sebességgel fut, mint a kocsira futas el6tt);
a kocsi sebessége viocsiz = ? ismeretlen.
A 2.) allapotrdl nem tudunk semmit, de az 1.) és 3.) dllapotot 6ssze tudjuk hasonlitani.
l1=13: Mfye - V+ Mioesi - 0= Miys * V+ Miocsi * Vioesi3  —> Vkoesiz = 0 .
Mivel a futd sebessége a kocsin vald atfutas el6tt és utdn megegyezik, ezért a kocsi
sebessége is meg kell egyezzen a futd athaladasa el6tt és utan.
[A kocsi kozben elmozdul valamennyit, mert a 2.) szakaszban mozgasban volt.]

KIEGESZITO FELADAT ERDEKLODOKNEK

1B/8. (MA 525.) Gombfocijaték kdzben a 2 g tdmeg(i labda és az 1,2 dkg tdmeg(i jatékos
utkozik, és ezt kdvetben a labda keleti iranyban mozog 5 m/s, a jatékos északra 0,5 m/s
sebességgel.

a) Mekkora és milyen irdnyu a jatékosbadl és labdabdl allo rendszer impulzusa?

b) Utkozés el6tt mekkora és milyen irdnyu volt a labda sebessége, ha a jatékos sebessége az

Utkozés eIottE m/s volt, és sebességének irdnya nem valtozott az (tkdzés soran?

V. e
jatékos,2 T
Viabda,?2

T Vjatékos,1
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BEVEZETO FIZIKA C

Megoldas
A labdabdl és a jatékosbdl allo rendszer impulzusa vektormennyiség, amit a labda ill. jatékos
egymasra meréleges sebessége alapjan tudunk kiszamolni.

A

y

V., ,
jatékos,2 T
Viabda,2

T Vjatékos, 1

X

Vegyiink fel egy koordinatarendszert Ggy, hogy az x tengely mutat a keleti, és az y tengely az
északi irdnyba.

Adatok: Mjsekos = 1,2 dkg = 1,2:107° kg; Migpaa =2 8 = 2:10 kg;

a sebességek nagysaga

Utkozés utan: Vjsiekos,2 = 0,5 M/S; Viabda2 = 5 M/s;

Utkozés el6tt: Vistakos,1 = c M/S; Viabda1 = ?

a) Utkézés utdn

a labda x irdnyban mozog, az impulzusanak nagysaga
llabda.2 = Miabda Viabda2 = 2:107> - 5 = 10-10° kg-m/s;

a jatékos y irdnyban mozog, az impulzusanak nagysaga
ljstékos,2 = Migtékos Vidtekos,2 = 1,2:1072 + 0,5 = 6:10™ kg'm/s.
Tudjuk tehat az impulzus komponenseit:

llabda,2 = Ix2 €S ljstekos,2 = ly2 ,

és ebbdl kiszamolhatjuk az impulzus

nagysagat Plthagorasz-tétellel:

h= [lo?+1,2= J(10-10‘3)2 + (6-10‘3)2 = 11,6610 kg'm/s ;

és az x tengellyel bezart sz6gét:

tgar =1,/ 2 =610"°/10-10°=0,6 — a,=30,96°.
Az eredd impulzus tehat északkeleti iranyba mutat, kelettel 30,96°-ot (északkal 59,04°-ot)
zar be, és a nagysdaga 11,66-107 kg-m/s.

b) Az impulzus-megmaradast vektor esetén komponensenként irhatjuk fel, vagyis az ered6
impulzus megmaradasa ugy teljesiil, hogy mind a két komponense kilon-kiiléon megmarad:

le = |x2 es |y1 = |y2.
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BEVEZETO FIZIKA C

Altaldnos esetben mind a két komponensben szerepelhet a labda és a jatékos impulzusa is,
ha a sebességek nem specialisan x ill. y irdnydak. Altaldnosan ugy kellett volna felirnunk az a)
rész megoldasat, hogy az titkdzés elStt a jatékos sebességének x komponense Visiskos x1 €S Y
komponense Vjstekos,y1; illetve az (itk6zés utan Vjsskos x2 €S Vistekos,y2; €S hasonldan a labdara is,
tehat az impulzus-megmaradas komponensekben felirva igy néz ki:

lx1 = lx2 ' Mistékos Vjatekosx1 + Miabda Viabda,x1 = Mistékos Vjatékos,x2 + Miabda Viabda,x2 €S

ly1 = ly2 © Mijstekos Vjatékos,yl + Miabda Viabda,yl = Miatékos Viatékos,y2 + Miabda Viabda,y2 -

Mivel a feladatunkban

a jatékos csak az y tengely mentén mozog az litk6zés el6tt és utdn is, igy
Vjstékosxt = 0, Vijatekosx2 = 0,

a labda az Utkozés utan csak az x tengely mentén mozog, igy

Viabda,y2 = 0'

ezért a feladat adatait pontosabban ugy kellett volna felirni, hogy

a sebességek komponensei

(tk6zés utdn: Visiekosx2 = 0; Vistekosy2 = 0,5 M/S; Viabdax2 =5 M/S; Viabday2 = 0 ;

.. . 7 77 1
(itk0zés el6tt: Visterosxa = 0; Vistekosy1 = 7 M/S; Viabdaxa = ?; Viabday1 = 7

A nem-zérus tagok tehat
le = Ix2 : Miabda Viabda,x1 = Miabda Viabda,x2 és

ly1 = ly2 © Miabda Viabda,y1 + Miatékos Viatékos,y1 = Miatékos Vjatékos,y2 -

Az x komponensbdl azt 1atjuk, hogy a labda ltkozés el6tti sebességének x komponense
megegyezik az itkdzés utanival: Viabda x1 = Viabdax2 = Viabda2 = 5 M/s.

Utkodzés el6tt azonban a labda sebességének van y irdnyld komponense is, mert a jatékos y
iranyu sebessége (és igy impulzusa) megvaltozik az Gitkdzés soran. Ezt kifejezhetjik a
masodik egyenletbdl:

Viabda,y1 = (Vjatékos,y2 = Vjatékos,y1) * Mistékos / Miabda -

Behelyettesitve

Viabday1 = ( 0,5 —% )-1,2:102 /2103 =2 m/s.

A labda elvesztette azt az y irdnyu sebességét, és az ennek megfelel§ impulzusat dtadta a

jatékosnak, aki ettél felgyorsult (a sebessége megnétt c m/s-rél 0,5 m/s-ra).
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Vijstékos,2 T

o°

/ T Vjstékos, 1
Viabda,1

A komponensekbdl kiszdmolhatjuk a labda Uitkdzés el6tti sebességének

Viabda,2

A 4

»
»

X

nagysagat Plthagorasz-tétellel:

Viabda,1 = \/Vlabda,x12 + Viabday1® = V 52+2%=5,385m/s;
és az x tengellyel bezart szogét:
th = Viabda,y1 / Viabda,x1 = 2 / 5= 0;4 —> B = 21:800-
A sebessége tehat északkeleti iranyba mutat, kelettel 21,80°-ot (északkal 68,20°-ot) zar be,

és a nagysaga 5,385 m/s.

SZIMULACIO, AMIVEL ERDEMES JATSZANI:

Utkozések: https://phet.colorado.edu/en/simulation/legacy/collision-lab

Mik a gyakorlé feladatok a példatarbél?

e azl/1.fejezet minden feladata, kivéve a csillagosok;

e azl/2.fejezet minden feladata, kivéve a csillagosok;

e azl/3.fejezet minden feladata, kivéve a csillagosok;

e azl/14.fejezetbdl: 526., 527., 534. (kivéve erélokés), 537., 539., 540., 550.a), 555.
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