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VEKTOROK
A vektorok olyan mennyiségek, melyeknek nagysaguk és iranyuk is van.
Vektor jelélése: a vagy a vagy a; azabszolut értéke |a| = a.

VEKTOR SKALAR

sebesség tomeg

gyorsulas rugdallandd

rugd megnyulasa id6

helyvektor ut

eré munka

elmozdulasvektor mozgasi energia

impulzus  I=mv helyzeti energia
nyomds p=F/A

MUVELETEK VEKTOROKKAL

Két vektor 0sszege: a+b

Vektor szorzasa skaldrral: Ald

A<O0 és |A|>1 A>0 és |A|>1
A=-1
A>0 és |Al<1

— két vektor kilonbsége: a—b=a+(-1)b
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— vektorok linedris kombinacidja: A;[d + A,[b kifejezés a Ay, A, Osszes lehetséges értékével
el6allitja az a és b vektorok altal kifeszitett sikot — a sik 6sszes vektora felbonthatdé a és b iranyu
komponensekre A; és A, megfelel6 értékének meghatdrozasaval.

pl.

— vektor felbontdsa két masik vektor iranyaval parhuzamos komponensekre:
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Descartes-kooordinatarendszer (2D)
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Az i egységvektor az x koordinata novekedésének iranyaba mutat, a j egységvektor az y koordinata
novekedésének iranyaba (vagyis az egységvektorok az adott koordinata névekedésének iranyaba
mutatnak);

i ésj linearis kombindcidja fesziti ki a sikot;

a koordindtak vetiletek az egységvektorokra;

koordinatavonalak: x = konst. ill. y = konst. vonalak.

a=as +ayj, b=bi+bj

Osszeadas: a+b = (ay+by)i + (a,+by)j

szorzas skaldrral: A-a=A-ai +A-aj
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3 dimenziéban
az egységvektorok: i, j, k;
a koordinatak: x, y, z.

A kinematikaban megismert vektorok felirasa Descartes-koordinatarendszerben

helyvektor:

r(t) = x(t)i+y(t)j+z(t) k
vagy roviden
r=xi+yj+zk

sebességvektor:

v(t) = v(t) i+ vy(t) j + va(t) k
vagy roviden
v=veit+tvj+v. k

gyorsulasvektor:

a(t) = ax(t) i +ay(t) j+a(t) k
vagy roviden
a=asi+ajj+ak
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2D polar-koordinatarendszer:
A pont helyét az origétdl vett tavolsaggal és egy szoggel adjuk meg: r és ¢ a két koordinata.

r = konst.

Az r = konst. koordinatavonalak korok,
a ¢ = konst. koordinatavonalak origdbdl indulé félegyenesek.

Az e, egységvektor az r koordinata novekedésének iranyaba mutat (sugar iranyban kifelé).

A helyvektor felirdsa: r=re,
r=re, r: az r vektor hossza, skalar

Az ey egységvektor a ¢ koordinata névekedésének irdnydba mutat,
merdGleges az e, egységvektorra pozitiv forgasiranyban.
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Az egységvektorok egylitt fordulnak a mozgd ponttal!

Kinematika: r - V=fF - a=v

Hogyan lehet konkrét koordindtarendszerekben szdmolni?

A helyvektor, a sebességvektor és a gyorsulasvektor komponensei Descartes-
koordinatarendszerben:

A helyvektor: r(t) = x(t) i+ y(t)j+z(t) k

A sebességvektort a helyvektor derivaldsaval kapjukmeg: v=1r=xi+ yj+ Zk
Formalisan a derivalaskor megjelennek az i, j, k vektorok derivaltjai is, de mivel az i, j, k
egységvektorok konstansok, a derivaltjuk zérus.
A sebességvektor tehat
v=1ni+vj+vk=xi+yj+zk
azaz koordinatanként derivalunk: v, = x,v, = y,v, = Z.

A gyorsuldsvektort a sebességvektor derivalasaval kapjuk meg: a= v =v,i+ v, j+ v, k,
a gyorsuldsvektor tehat
a= a;+ ayj + ak =0, i+ vy, j+ v k

AZaz Ay = Vy, Ay =1y, A; = V.

A gyorsulasvektort kifejezhetjik a helyvektor masodik derivaltjaként is:

a= a;d+ ayj+ak=v=0i+v,j+ v, k=F=Xi+7jj+ 7k
azazay =V, =X, a4, =V, =y, a, = U, = Z.

(A vektorok nagysaga a komponenseibdl Pitagorasz-tétellel szamithatd.)
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A helyvektor, a sebességvektor és a gyorsulasvektor komponensei sikbeli polarkoordinata-
rendszerben:

A helyvektor: r=r e, .

A sebességvektort a helyvektor derivalasaval kapjuk meg:

v=r=re+re,,

ez az alak azonban még nem az e, és ey egységvektorok szerinti felbontas, az e, derivaltjat ki kell
fejezni az e, és ey egységvektorokkal.

Mivel az egységvektorokat mindig ugy vessziik fel, hogy kévessék a mozgd pontot, valtozik az
iranyuk — nem lesz a derivaltjuk zérus!

De,

Ahogy a pont mozog és az e, egységvektor koveti a mozgasat, beladthatd, hogy At - 0 esetén a Ae,
vektor merdleges lesz az e, vektorra, éppen ey iranyu,

e =0pe,
és a nagysaga a @ szog valtozasi sebességétdl flgg.

Ezt behelyettesitjiuk, ezzel tehat a sebességvektor polarkoordinata-rendszerben:
V=re+r@e,

Az e, szorzdja, r azt jelenti, hogy mennyire valtozik az origétdl mért tavolsag. Ennek segitségével
konnyen megoldhaté a kovetkez6 feladat:

Pl.: kancsal gélya

A kancsal gélya szeretne a fészkére repiilni. O azt hiszi, hogy
egyenesen a fészke felé replil, de kancsalsdga miatt mindig
az 6t a fészekkel 6sszekots egyenessel dllandd a szoget
bezdrva repll. A gélya sebességének nagysaga allando (v).
Odaér-e valaha a fészkére?

fészek
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fészek

Legyen a fészek a vonatkozdsi pont, onnan mutat a helyvektor a gélya aktudlis helyéhez.

Ahogy a golya repil és a helyvektora valtozik, valtozik az e, vektor iranya is.

A gélya sebessége mindig allando szoget zar be a helyvektoraval (a kancsalsaga miatt), ezért ha a
golya sebességét felbontjuk a helyvektoraval parhuzamos és arra meréleges komponensekre,
akkor ezek a helyétdl fliggetleniil allandd értékek.

° °

® v Y °
V cosa
) vV cosa
® e /

,,,,,, % r

B V cosa €, o e

e d ; @

A sebességének a helyvektorral parhuzamos, tehat e, iranyl komponensének a nagysaga v-cosa,
és a fészek felé mutat, ellenkezé irdnyba, mint az e, vektor.
A sebességnek a polarkoordinata-rendszerben altalanos képlete szerint
vV=re+roeg
az e, szorzdja r , ami ebben az esetben —v-cosa -val egyenlé:
r =—v-cosa
r a gélya tavolsaga a fészektdl.
Mivel v-cosa = konst., ezért r = konst. — raz id6ben egyenletesen csokken:
r=d-—(v-cosa)t,
és agolya t* =d / (v-cosa) id6 alatt a fészkébe ér (r(t*) =0 lesz).

A polarkoordinata-rendszerben felirt sebességgel egy bonyolult mozgast
sokkal egyszer(ibben tudtunk vizsgalni, mint Descartes-
koordinatarendszerben tudtunk volna, kihasznalva, hogy az
egységvektorok kovetik a test mozgasat.

08

A gyorsulasvektort a sebességvektor derivdlasaval kapjuk meg:
a=v=re+re+rpes+rpe,+r ¢,

Az atalakitashoz sziikséguink van a masik egységvektor derivaltjara is: &, =—@ e, .
Ezt beirva a gyorsuldsvektor tehat:
a=(f-r@*)e+(2rp+rip)e,
8
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KORMOZGAS felirasa polarkoordinata-rendszerben

Az egységvektorok:

az e, vektor sugar irdnyban kifelé mutat: radidlis (azaz sugdr irdnyu) egységvektor;

az ey vektor érintd iranyu (pozitiv forgdsirdnyba mutat): tangencialis (azaz érinté iranyu)
egységvektor.

Mivel kormozgas esetén az r (a tavolsag az origotol) allandg, r = konst., ezért =7 =0,
a fenti altalanos képletek egyszer(isodnek:

A sebesség v=rope, :
a sebesség érintd iranyu (mivel ey iranyu),
nagysdaga r@, ahol ¢ = W a szogsebesség, tehat v = rw (, kerileti sebesség”).

Agyorsulds a=—r@’e, +rpey:
az ey érint6 iranyd komponens
nagysaga r @, ahol ¢ = ® =3 a szoggyorsulas,
tehat ai=rp=ro=rB=v;
neve tangencialis gyorsulas,
ez a sebesség nagysaganak valtozasat okozza;
(ilyet Iattunk az egyenes vonali mozgasnal is, de a gyorsulasnak kdrmozgas esetén van egy
masik komponense is)

az e, sugar iranyu komponens
sugar iranyban befelé mutat (mivel negativ el6jel(i),
a neve centripetalis gyorsulds,
nagysaga acp =r ('pz =r o, ami v = rwfelhasznalasaval atirhatd acp = v2/r alakbais;
ez a sebességvektor iranyanak valtozasat okozza
(egyenletes kormozgasnal is fellép!)

Tehat polarkoordinata-rendszerben felirva a krmozgast R sugaru kor esetén
a helyvektor: r=R e,

a sebességvektor: v =Rw ey

a gyorsulasvektor a = -Rw’e, + RB ey

Egyenletes kormozgds esetén 3 =0, w=konst.,, ¢ =y + wi;

egyenletesen valtozd kormozgas esetén 3 = konst., W= wyp+PBt, ¢ = do+ ot + %43 t
altalanosan w(t) tetszb6leges lehet.
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DINAMIKA

Minek a hatdsara mozog a test? Kell-e hatas ahhoz, hogy egy test mozgasban legyen?
https://www.youtube.com/watch?v=ZVfhztmK9zI&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=E43-CfukEgs

A kozegellenallas (és a surlodas) allanddan fékezi a testek mozgéasat, de ha ezek nem lennének,
akkor nem lenne kulénbség a vasgolyd / kalapacs és a tollpihe k6zott mozgasa kozott.

Arisztotelész (i.e. 384-322) igy ,,indokolta”, hogy nem létezhet vakuum:

»-..tovabba senki sem tudna megmondani, hogy egy valamilyen mddon egyszer mozgdsba hozott
test miért allana meg barhol is. Mert hiszen miért alljon meg inkdbb itt, mint emitt. Ugyhogy egy
test vagy nyugalomban lenne, vagy pedig mozogna ad infinitum, amig valami akadaly az utjaba
nem kerilne.”

NEWTON AXIOMAK

l. axidma: tehetetlenség torvénye.
Magara hagyott test nyugalomban van, vagy egyenes vonall egyenletes mozgast végez, ha a test
mozgasat olyan vonatkoztatasi rendszerben vizsgaljuk, ami inerciarendszer.

Magara hagyott: nincs kolcsénhatasban mas testtel; ha megfelel6en tdvol van mas testektél.
Nyugalomban van, vagy egyenes vonalu egyenletes mozgast végez: v = konst.

Mi az inerciarendszer? olyan vonatkoztatdsi rendszer, amiben érvényes Newton I. axiomaja. Vagyis
korbeért a definicid. Feloldas: az allitds az, hogy |étezik inerciarendszer. Meg kell vizsgdlni, hogy
egy bizonyos vonatkoztatasi rendszerben a magukra hagyott testek v = konst. mozgast végeznek-e.
(Nem elég egyetlen testet vizsgalni, mert barmely testhez rogzithetlink vonatkoztatasi rendszert,
és abban a vonatkoztatasi rendszerben persze az a test nyugalomban van; de harom fliggetlen
mozgast végzs test mar elég.) Ha igen, akkor ez a vonatkoztatasi rendszer egy inerciarendszer, és
ebben a vonatkoztatasi rendszerben az 6sszes testre igaz lesz Newton I. axiomaja.

A Foldet inerciarendszernek tekintjik olyan mozgasok vizsgalatanal, amelyeknél a megtett
tavolsagok elhanyagolhatdak a Fold méretéhez képest — de nagyobb tavolsagot atfogd
mozgasoknal mar nem tekinthetlink el a Fold forgasatdl, keringésétdl, és igy nem tekintheté
inerciarendszernek.

Vagy: allécsillagokhoz rogzitett vonatkoztatdsi rendszer alkalmas inerciarendszernek.

Ha van egy olyan vonatkoztatdsi rendszer, ami inerciarendszer, akkor az ahhoz képest allg, ill.
allandé sebességgel mozgd (azaz egyenes vonalu egyenletes mozgdst végz6) vonatkoztatasi
rendszerek is inerciarendszerek (Galilei-féle relativitasi elv) — végtelen sok inerciarendszer van.

10



