A fizikai mérések hibaja

A természettudomanyos megismerés egyik alapvetd
modszere a kisérletezés, mérés. Tapasztalatokat, adatokat
szolgaltat a gyakran nem nyilvanval6 Osszefliggések fel-
ismeréséhez, és lehetdséget nyujt az elméleti eredmények
ellenérzésére. A mérés soran a mérendd mennyiséget az
egységiil valasztott mennyiséggel (etalonnal) hasonlitjuk
Ossze, melynek eredményét szamokkal fejezziik ki.

A méréssel meghatarozott fizikai mennyiségek sziik-
ségképpen véges pontossagliiak. Az ismételt mérések va-
lamilyen mértékben mindig eltérnek egymastol. A mért
értekek bizonytalansaga kiilonb6zd forrasokbol szarmaz-
hat, im. a méréberendezések tokéletlensége, ismeretlen
kornyezeti hatasok, ill. a vizsgalt jelenségek sztochasz-
tikus jellege. Ezért a mérés csak akkor tekinthet6 teljes-
nek, ha a legvaldszinlibbnek tartott érték mellet megadjuk
annak varhat6 hib4ajat is. A mérési hiba legalabb kozeli-
t6 meghatarozasa nélkiil a mérési eredmény informa-
cié tartalma vitathato!

Az alabbiakban 6sszefoglaljuk a hibaszamitas alapjait
a laboratoriumi gyakorlatokhoz sziikséges szinten. Az is-
mertetésre keriild fogalmak ill. eljarasok szigoru megala-
pozasara a valdsziniiségszamitas keretében kerdil sor.

1. Hibatipusok

Eredetiik szerint az alabbi hibafajtakat kiillonboztetjiik
meg:

e rendszeres (szisztematikus) hiba;

e véletlen hiba;

o statisztikus hiba.

Rendszeres (szisztematikus) hiba: Meghatarozott
moédon hato okok kdvetkezményeként 1ép fel. Azonos ko-
rilmények kozott végzett méréseknél nagysaga és eldjele
nem valtozik. Ilyenek a mérdeszkoz tokéletlenségébdl
szarmazo6 hibak (a miikodés ill. hitelesités pontatlansagai),
melyek nagysdgit a miiszerekre vonatkozd hitelesitési
tablazatok, ill. miszerleirasok tartalmazzak. [Pl. a mér-
legsulyoknal megadjak, hogy a valddi érték mennyire tér-
het el a névleges (rairt) értéktdl.] Ezen adatokat vala-
mennyi méréeszkozre ismerniink kell, hogy a hibaszami-
tas soran figyelembe vehessiik. A szisztematikus hibak
bizonyos fajtai nem kezelhet6k ilyen modon. Ide tartoz-
nak a mérési modszerek specifikus hibai, vagy az elha-
nyagolt kiilsé hatasokbol (nyomas, homérséklet, paratar-
talom, elektromos és magneses szort terek, stb.) eredd bi-
zonytalansag. Ezek altalaban csak akkor észlelhetdk, ha a
mérést tobb fiiggetlen modszerrel is elvégezziik.

Véletlen hiba: A mérést befolyasold sokfajta kiils6 ok
egylittes kovetkezményeként 1€p fel. Minden egyes mé-
résnél masképp jelentkezik. Eldjele negativ és pozitiv
egyarant lehet. Ilyen eredményre vezetnek a véletlensze-
rien fellépd kornyezeti hatasok (mechanikai rezgések, fe-
sziiltség- ill. hémérséklet-ingadozasok, stb.), a mechani-
kus alkatrészek kotyogasa, beallitasi- és leolvasési pontat-
lansagok (az utdbbiak mérésautomatizalassal nagymér-
tékben csokkenthetdk), stb. A véletlen hibak teljes kikii-
szObolésére nincs mdd, szamitasba venni csak atlagos ha-
tasukat lehet.

Statisztikus hiba: Nagyszamu egymastol fiiggetlen
esemény megfigyelésekor 1ép fel. Ilyen példaul a részecs-

keszamlalasnal észlelt hiba. Ha ¢ id6 alatt n fiiggetlen
esemény kovetkezett be, az nem jelenti azt, hogy ¢ id6
alatt minden esetben n az események bekovetkezésének
szama. Egyszer tobb, masszor kevesebb esemény kovet-
kezik be. Ez a statisztikus ingadozas. A valdszinliség-
szamitas szerint, ha az észlelt események szama meghata-

rozott id6 alatt kozépértékben n, akkor ez az érték + x/;

statisztikus ingadozast mutat. Ez a valoszinii statisztikus
hiba. A statisztikusan ingadoz6 mennyiségek relativ hiba-
ja (1d. alabb) ugy csokkenthetd, hogy a megfigyelést lehe-
téleg hosszl idére ill. nagyszamu eseményre terjesztjiik

ki. A ++/n/n relativ hiba értéke ugyanis n novelésével
csokken.

Jelolések: A mérési hiba jelolésére leggyakrabban a gorog
delta (A) betiit hasznaljuk (igy pl. az [ hosszlisag hibaja Al), de
specialis hibatipusok esetén (mint pl. a szoras) mas jeloléseket
alkalmazunk (1d. alabb). Az x mennyiség hibajat abszolit (Ax),
relativ (Ax/x), vagy szazalékos formaban (Ax/x-100%) adhatjuk
meg: Al =+ 0,002 m, Al/l ==%0,0015, vagy Al/ll =+ 0,15 %. Az
utobbi kettd eldnye, hogy dnmagukban is jelzik a mérés pontos-
sagat. A mérési eredményeket csak annyi szamjegyig érdemes
feltlintetni, ahany jegyig pontossaguk terjed.

A laboratoriumi gyakorlat mérései soran mindharom
hibatipus fellép. A meghatarozandé6 mennyiségek vagy
kozvetleniil mérhetéek, vagy ismert fliggvénykapcsolat
segitségével kozvetlenll mért mennyiségekbdl kdzvetve
hatarozhatok meg. Az alabbiakban a kozvetlen és kozve-
tett mérések hibait targyaljuk.

| 2. Hibaszamitas kozvetlen mérések esetén

A legkedvezobb érték (atlagos érték): Tegyiik fel, hogy
egy x mennyiséget igen sokszor mériink meg azonos ko-
rilmények kozott. A tapasztalat szerint az egyes méré-
sekbdl szarmazo adatok egy értéktartomanyon beliil szor-
nak. A tartomany kozepére eso értékek gyakoribbak, mint
széleken levok. Ez a viselkedés rendszerint jol kozelithetd
a Gauss-féle normadleloszlassal:

p)=— p{ %} ,

ahol p(x)dx annak valészintisége, hogy a mérés eredmé-
nye az (x, x+dx) tartomanyba esik, o az eloszlas szélessé-
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gét meghatarozo paraméter, és X a valodi érték. Belatha-
td, hogy n — o esetén a mért értékek aritmetikai atlaga

1 n
Xy =—in —>X.
3

A gyakorlatban a mérések szama korlatozott, igy x;
csak X legkedvezobb becslésének tekinthetd. Az, hogy az
x; s x;, értékek mennyire kozelitik meg X-et az egyes mé-
rések hibaibol szamithato, és tobbféle mdédon szamszerii-
sithetd. Mivel a nagyszdmu (normaleloszlast kovetd) mé-
rés hibainak algebrai kozépértéke nullahoz tart, az egy-
szerli kozépértékképzés hiba meghatarozasra nem alkal-
mas. Megadhatok ellenben az egyes mérések ill. a kozép-
érték kvadratikus hibai. Az alabbiakban csak a leggyak-
rabban hasznalt hiba definiciokra tériink ki.

Az egyes mérések kvadratikus kozéphibaja (varha-
t6 v. standard eltérése): A mért x; értékeknek a valodi X
értéktdl valo atlagos eltérése. Szokasos jele o. Gyakran
hasznalt tovabbi elnevezése az egyes mérések varhato
vagy standard eltérése (standard deviation, Standard-
abweichung). Nagyszamu mérés esetén az alabbi kozelitd
kifejezés alapjan szamithato:
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e x =ux; * o a Gauss-gorbe inflexios pontjaihoz tart. A
mérési pontok 68,3 %-a esik ebbe a tartomanyba, mig
95,4 % ill. 99,7 % felel meg az atlag + 2o ill. 30 nagy-
sagu kornyezetének.

e Vegyik észre, hogy mikozben a mérési pontok szdma-
nak novelése az x; atlagérték javulasdhoz vezet, o=t nem
csokkenti. Ez azt tiikrozi, hogy az egyes mérések pon-
tossdgan a mérés megismétlése nem valtoztat.

Az atlagérték kvadratikus kozéphibaja (varhato v.
standard eltérése): Az el6bbinél (ti. az egyes mérésekbdl
kapott eredmény bizonytalansaganal) lényegesebb foga-
lom az atlagérték kozepes hibaja, o;, mely az x; atlagnak
az X tényleges értékt6l valo kozepes eltérését adja meg.
Ennek megfelelden az atlagérték varhato vagy standard
eltérésének is nevezik. o; az x; atlagértéket koriilfogd
azon tartomany szélességének a fele, melyben a tényleges
érték 68,3 % valoszinliséggel talalhatdo meg.
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e A tényleges érték 95,4 ill. 99,7 % valoszinliséggel talal-
hat6 a x; £ 20 és x; + 3 0; tartomanyokban.

e Szemben o-val, a mérések szamanak novekedésével o
csokken, ami azt tiikrozi, hogy az atlag egyre jobban
megkdzeliti a tényleges értéket.

A gyakran haszndlt szords (scattering, Streuung) és
variancia (variance, Varianz) kifejezések a megfeleld
kvadratikus kozéphibat (o, o) jelentik. Szigortian véve,

az (1) és (2) osszefiiggések csak igen nagyszdmu mérés
(n>100) esetén érvényesek. A gyakorlatban sokszor
meg kell elégedniink 3-10 méréssel. Ekkor a (2) egyenlet-
tel szamitott o3t az alabbi tadblazatban megadott un. -
faktorral kell megszorozni.

Altalinos megjegyzések: A fenti képleteket nem sza-
bad formalisan alkalmazni. Tegyiik fel, hogy egy tavolsa-
got tobbszor megmériink, de csak a cm-es osztasokat ol-
vassuk le, s igy mindig 100 cm-t kapunk. A (2) egyenlet
formalis alkalmazasaval a mérési hiba nullanak adodik.
Valdjaban a pontatlan leolvasas kovetkezményével allunk
szemben. A (2) képletbdl legfeljebb csak akkor kapha-
tunk redlis eredményt, ha a miszer leolvasasat a lehetd
legnagyobb pontossaggal végezziik. Ekkor az utolsé jegy
mar becsiilt, tehat az egyes mérésekre kiilonbozni fog. Ez
az ingadozas nem egyszerlien a leolvasasi hibabodl ered,
hanem sok, esetleg teljesen ismeretlen tényez0 is szerepet
jatszhat benne. (Digitalis miiszereknél a leolvasasi hiba
lényegesen kisebb jelentdségii, de altalaban ott is talalhato
olyan jegy, melyhez a véletlenszerien valtoz6 kijelzés
miatt nehezebb értéket rendelni.) Ezért fontos, hogy a mé-
rés ismétlésével a véletlen hibat lehetdség szerint csok-
kentsiik. Ha a mérési adatok megegyeznek, hibaként az
eredmény utolsé jegyében fél egységet vesziink. Ameny-
nyiben ismert a miszer hitelesitéssel megadott hibaja is, a
ketté koziil a nagyobbat tekintjiikk a mérés hibajanak. En-
nél pontosabb felvilagositas csak akkor kaphato, ha a mé-
rést tobb kiilonbozé modszerrel is elvégezzik.

Az (1) és (2) egyenletek szarmaztatasa: Az egyes mérések
tényleges hibdja e; = x; - X. Véges szaml mérésbol sem X, sem
pedig e; nem hatarozhaté meg. Az egyes mért értékek tényleges

szérasa definici6 szerint o =—Zei2 , ahol X az Gsszes pontra
n

vald Osszegzést jelenti. Meghatarozni ezt sem tudjuk, de a lat-
szolagos hibdkkal kifejezhetd az alabbiak szerint. A tényleges
hiba definicidjabol

1 1 1
X =;Z(xi —e,-)z;in —;Zei .

1 1
Minthogy x, =— ) x; ,ezért X =x, —— ) e;, azaz a valodi
gY Xk n Z i k n Z

értek, az egyes mérések atlagértékétdl, a tényleges hibak kdzép-
értékével kiilonbozik.
A tényleges hibat definial6 egyenletbdl e;-t kifejezve

1
e, =x,—X=x;,-x; +;Zei =v;,+e,,

ahol v; =x; - x; a latszolagos hiba, e, = lZei a tényleges hi-
n

bak atlaga. Ebbol az egyenletbdl adddik, hogy v;=e; - ¢, ill.

v,.2 = e,.2 —2e;e; +e,f . Képezziik most az egyes mérések latszo-

lagos hibanégyzeteinek atlagat:

%Zv,z =%Z(ei2 —2e;e; +ef)=%2€f —2e, %Zei tef =
=~ Yel e},

Vegyiik észre, hogy

| n=3 || 4 5 || s 8 || 10 || 20
| 68,3 % bizonyossag || =132 || 1,20 || 1,15 || 1,11 || 1,08 J| 1,06 || 1,03
| 99,7 % bizonyossag || r=192 || 92 || 6.6 || 55 || 45 || 4.1 || 34




e; =(%Zei2j2 :[%jz(ef +e; +..tel +2ee, +...)2
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mivel nagyszami normaleloszlasu adat esetén hasonld nagysagu

vegyesszorzatok azonos valoszinliséggel fordulnak elé pozitiv
¢és negativ eldjellel, s igy a vegyesszorzatok Osszege elhanya-
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olhatd. Az utobbi két kifejezést az — » v =— » e —e
g 2) n z i n Z i k

egyenletbe helyettesitve, és azt va -re megoldva megkapjuk
a tényleges ¢és a latszolagos hibak kozti 6sszefiiggést:
2 _n-l 2
vi=——> e; .
2=

1 e, .
Ezt a szords o :—Z:ei2 kifejezésébe helyettesitve az egyes
n

mérések tényleges kvadratikus hibdjara az (1), mig az atlagérték
tényleges kvadratikus hibdjara a (2) kifejezések adodnak.

3. Hibaszamitas kozvetett mérések esetén

Meéréseinknél a keresett mennyiséget legtobbszor nem
kozvetlenill észleljiik, hanem kozvetleniil mérheté ada-
tokbol ismert fliggvénykapcsolat alapjan szamitjuk. A
kiindul6 adatokat ismételt mérésekkel hatarozzuk meg.
Az egyes mérési eredményekbdl kiszamitjuk a legvaldszi-
niibb értéket, melynek a képletbe torténd helyettesitésével
kapjuk a keresett mennyiség legvalosziniibb értékét. Eb-
ben az esetben a mérés hibaja az alabbiak szerint szamit-
hato.

Tegyiik fel, hogy meghatarozandé mennyiségiink y, az
a, b, ... mérheté mennyiségek fiiggvénye: y=y(a,b,...).
Mivel altaldban a hibdja Aa « a, Ab « b, stb. felhasznal-
hatjuk az y = y(a,b,...) fiiggvény Taylor-sorat, melybdl a
magasabbrendi tagok elhagyasaval y maximalis abszolut
hibajat a kovetkezd kifejezés adja:

|
oa

Ay = Aa +

o4
ab‘Ab+.... 3)
Minthogy ebben a kifejezésben a parcidlis differencialha-
nyadosok abszolut értéke szerepel, a legrosszabb esetet
tételeztiik fel, amikor valamennyi hiba egyszerre €és azo-
nos iranyban 1ép fel. (A Aa, Ab, ... hibak is pozitivnak te-
kintenddk.) A differencialast természetesen csak a sza-
mottevd relativ hibaval rendelkez6 mennyiségekre kell
elvégezni.

A Gauss-féle hibaterjedési térvény figyelembe veszi,
hogy az egyes mennyiségek hibai részben kompenzaljak
egymast. A kvadratikus abszoliit hiba az alabbi médon
fejezhet ki:

2 2
e[ 2] (T o @

Mivel azonos abszolut hiba kiilonb6z6 nagysagrendi
mennyiségekhez tartozhat, azt a mérést itéljiik ponto-
sabbnak, amelynél a relativ hiba kisebb. Kozvetett
mérések esetén a relativ hiba

a—y Ab+ ...
oa

& _ (maximalis), (5a)
y y(a, b,...)

Aa+a—y

vagy

2 2
e
2V 4% - (kvadratikus).  (5b)
y y(a,b,...)

Ha eredményiinket tényezokbdl allo kifejezés adja, akkor
a tényezOk relativ hibai ill. hibanégyzetei 6sszegzddnek.
Ha eredményeinket hanyados fejezi ki, akkor a szdmlalo
¢és nevez0 relativ hibai ill. hibanégyzetei 6sszegzddnek.

Példa: Tekintsilk a nehézségi gyorsulas inga segitségével
torténd meghatarozasat. Az inga / hosszat és T lengésidejét A/

ill. AT hibaval mérjiik, majd a g:47r2L2 Osszefliggésbol
T

szamoljuk a nehézségi gyorsulast. Ezen eljaras kvadratikus hi-
baja a (4) egyenlet szerint

2 2
rg=+ [ ZEar] +[Ear| |
al or

vagy a differencialés elvégzése utan

47 ? 872 ?
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Ebbdl a kvadratikus relativ hiba (5b) alapjan

2 2
g =+ A_l + 2£ .
g / T
Hasonloképp (3) és (5a) felhasznalasaval a maximalis relativ hi-
bara
A8 _ A AT Ldedik.
g / T

| 4. Egyenes illesztés a legkisebb négyzetek modszerével |

Gyakori feladat, hogy a mért (x1,)1), (x2,02), ... (Xn¥0)
adatokat dsszekapcsolo y = a + bx lineéris egyenlet a és b
egylitthatodit kell meghataroznunk, ahol az y;-t meghataro-
z6 egyes mérések hibaja o;, és az egyszer(iség kedvéért
feltessziik, hogy az x értékek pontosak. A feladat a legki-
sebb négyzetek modszerével oldhaté meg. Az Gsszes
mérési adat figyelembe vételével olyan a és b értékeket
keresiink, melyekre az y = a + bx egyenestdl valo eltérés a
lehet6 legkisebb. Ezen kovetelmény teljesiilését a

n 2
/1/2 ZZ[yi _(C;-—iz—bxl)] (6)
i=1 i

kifejezés minimalizalasaval biztositjuk, melynek feltétele,
hogy a és b kielégitse a

2 n
—a—bx;
ozfl:_zzu &
Oa i=1 O-lz

2 n o )
Oziz_zzxiu
b i=1 0'1'2

0
egyenleteket.
1 X; v
Vezessikbeaz S=» —, S, =) ——, Sy=>» ——,
z 0'1'2 z o2 o2

i i

2
S.. =Z% Sy =Z’;—§ és A=SS, —(S,) jelo-



léseket, és fejezziik ki segitségiikkel a-t €s b-t. A keresett
megoldas:
S8, = 8,8 SS,, —S.S

Xy Xy xPy
és b=—F"—"— 7
A A Q)

a

Meg kell még hatiroznunk a és b bizonytalansagat,
melyhez minden pontpar hozzajarul. A hibaterjedésnek
megfelelden a és b szorasa

2 2
ol = Z(S—QJ ol ill. o} = Z(%J ol

Vi
S. —S.x, Sx, — S
6)’,' O'iA 6)7,' O'iA

mérési pontokra vald Osszegzés utan a és b szorasa
(varianciaja)

L o—,,z% )

2

Az illesztés josagat a Q(nz;z,%J kifejezés adja
meg (ahol Q a nem-teljes gamma fiiggvény). Ez annak a
valdsziniisége, hogy a fenti médon szamitott 3 érték (vé-
letlen folyamatok soran) megvalésul. Ha Q > 0,1, akkor
az illesztés eredménye hihetd. Amennyiben Q > 0,001, az
illesztés elfogadhatd lehet, de csak akkor, ha a hibak nem
kovetik a normaleloszlast, vagy kissé alulbecsiiltek. Vé-
giil, 0 < 0,001 esetben a linearis viselkedés és/vagy az il-
lesztési eljaras jogosan megkérddjelezheto.
® Nem-teljes gamma fiiggvény: Q(a,x)z F(a)_ljt“'le_’dt R

X

ahol F(a) = I t“e7ds ateljes gamma fliggvény.
0

® Ha az egyes mért y; értékek o; hibaja nem ismert, megpro-
béalkozhatunk becslésével. Ennek feltétele, hogy minden
pontra vonatkozéan a standard eltérés azonos legyen
(0; = 0), tovabba hogy az x és y kozt feltételezet linearis
kapcsolat jol illeszkedjen a mérési adatokra. Ekkor a o; =1

feltevéssel szamithatjuk a és b értékét, ill. a y*-et, majd ezek

Z2

n—

zelitjiik. A paraméter értékek szoérasat pedig ugy kapjuk,

hogy a o; =1 feltételezéssel a (8) egyenletek alapjan szami-
2

ismeretében az egyes mérések szorasat o = -vel ko-

tott o2 ill. o} értékeket megszorozzuk -vel. Ez az el-

n—
jaras nem teszi lehet6vé az illesztés josaganak fiiggetlen
meghatarozasat.

® Vegyiik észre, hogy szamos latszdlag kiilonb6z6 probléma
lefordithatd a fenti egyenes illesztésre. Ilyenek pl. az
n'=a+b&E ill. n=aexp(bx) fiiggvénykapcsolatok, me-
lyeknél az y = i/ és x = &", ill. az y = In(7) és a = In() he-
lyettesitéseket alkalmazzuk.

Irodalom:

® A hibaszamitas elméleti kérdéseirdl 1d. Janossy La-
jos A valosziniiségelmélet alapjai és néhany alkal-
mazdsa cimi konyvét (Tankonyvkiadd, Budapest,
1967).

® A hibaszamitassal kapcsolatos problémak korszert,
gyakorlati megkozelitése (Gsszefoglalok, alkalmas
numerikus modszerek, kész programok, szubrutinok)
W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky és W.
T. Vetterling, Numerical Recipes, The Art of
Scientific Computing cimli konyvében talalhato
(Cambridge University Press, 1986).



