A 2D rendszerekben mégegy globális bifurkáció jöhet elő, a

Nyereg-nyereg kapcsolat

Itt az attraktorok medencéje változik meg, maguk az attraktorok változatlanok maradnak. A kritikus paraméterértéknél lép fel a nyereg-nyereg kapcsolat, az ú.n. heteroklinikus pálya.

Ábra
LEKÉPEZÉSEK

Gyakoriak az olyan dinamikai renszerek is, amelyeknél a rendszer állapota csak diszkrét időpontokban érdekel bennünket (pl. minden perc, óra,  év stb. elején), vagy csak egy diszkrét idő elteltével változik meg az értékük. Az utóbbira példaként hozhatjuk fel az egy hónapra tartósan lekötött betét értékét: ez csak egy teljes hónap letelte után nő meg a kamat értékével: ha előbb vesszük ki a pénzt a bankból, akkor csak az eredetileg betett összeget kapjuk vissza. Populációdinamikában illetve ökológiai modellekben is gyakori az ilyesmi, amikor pl. csak egy teljes év eltelte után  vizsgáljuk meg  ismét az egyedszámot. Ilyenkor nem a dinamikai rendszer változóinak a változási sebességét adja meg a matematikai modell, hiszen a közbenső időpillanatokra vagy nem vagyunk kiváncsiak, vagy nincs is értelme ezt vizsgálni. Ezért ilyen esetekben a rendszer pillanatnyi állapotából nem annak változási sebességét, hanem ebből a kezdeti állapotból közvetlenül az új állapotot számítja ki a matematikai modell. Az ilyen típusú modelleket leképezéseknek nevezik.
Tehát egy m dimenziós leképezés alatt az alábbi diszkrét dinamikai rendszert értjük:

x1, n+1  = F1(x1,n,x2n, ….xm,n, (1, (2, …, (l)

x2, n+1  = F2(x1,n,x2n, ….xm,n, (1, (2, …, (l)

…………………………………………….

xm, n+1  = Fm(x1,n,x2n, ….xm,n, (1, (2, …, (l)

ahol még a renszer l darab paramétertől is függ. A szokásos vektor jelöléssel a fenti m dimenziós leképezés az alábbi formában írható fel:
xn+1 = F(xn, (),

ahol xn, xn+1 és F m dimenziós vektorok, ( pedig egy l dimenziós vektor.

A továbbiakban csak egy és kétdimenziós leképezésekkel foglalkozunk.

1D:   xn+1 = f(xn, ()

2D:   xn+1 = F(xn, yn, ()

        yn+1 = G(xn, yn, ()

Leképezések származtatása differenciálható dinamikai rendszerekből 

Egy leképezés létrejöhet úgy is, mint egy magasabb dimenziós differenciálható dinamikai rendszer Poincaré metszete. Ezt a  technikát 

általában 3 dimenziós differenciálható dinamikai rendszerek tanulmányozására szokás használni, mivel a Poincaré metszet dimenziója eggyel kisebb lévén, rajta a dinamika könnyebben tanulmányozható. Példaként tekintsük egy határciklus u.n. Neumark-Sackers (vagy másodrendű Hopf) bifurkációját. Ilyenkor az történik, hogy egy határciklus valamely paraméter függvényében elveszti a stabilitását, és a határciklus helyén egy növekvő keresztmetszetű tórusz (u.n. kváziperiodikus attraktor) jelenik meg. Egy informatív  Poincaré metszetet úgy nyerhetünk, hogy felveszünk egy síkot, amely mind a határciklust, mind a létrejövő tóruszt metszi. Ez a sík egyben két térfélre bontja a 3D fázisteret. A Poincaré metszet pontjainak azokat a pontokat fogjuk tekinteni, ahol a trajektóriák átdöfik az általunk felvett síkot, mondjuk az első térfélből a második felé haladva. (Fordítva is lehetséges, a lényeg csak annyi, hogy a döféspontok közül csak az egyik irányban átmenő trajektóriákhoz tartozó pontokat tekintjük.)

Az így felvett Poincaré metszeten a Neumark bifurkáció jól követhető. Ugyanis a bifurkáció előtt meglévő határciklus Poincaré metszete egyetlen pont. Tranziens állapotban a trajektóriák egyre közelebb kerülnek a határciklushoz, mint aszimptotikus állapothoz, és ez Poincaré metszeten olyan döféspontokat jelent, amely pontok a határciklust reprezentáló pont felé konvergálnak. A bifurkációs pont után pedig egy olyan zárt görbéhez konvergálnak a döféspontok, amely nem más, mint a tórusz metszete.

Egydimenziós Poincaré metszet: követési függvény

Egydimenziós leképezés bevezetése a határciklus megtalálásához a fázissíkon. Követési függvény:

x2=f (x1) ;

xi=f (xi+1);

                                                                        

Célszerű berajzolni az y=x 45°-os egyenest, mert az y= f(x) görbe és a 45°-os egyenes metszéspontjai adják a stacionárius pontokat, ahol 

f (xS) = xS.

Lamerey lépcső.

EGYDIMENZIÓS LEKÉPEZÉSEK VIZSGÁLATA

1) xn+1 = f(xn, ()
2) Ugyanazok a kérdéseink a rendszer kvalitatív viselkedésével kapcsolatban: 

3) Vannak-e fixpontok, és melyek ezek? Vagyis keressük a 

4) xS = f(xS, ()
5) egyenlet gyökeit, ahol xS a stacionárius pont koordinátája. (Ezt szokás egyensúlyi, vagy fixpontnak is nevezni.)

6) Milyen a fixpontok stabilitása?

7) Milyen a renszer aszimptotikus viselkedése?

Skalár differenciálegyenlet és egydimenziós leképezés lineáris stabilitásvizsgálata párhuzamosan tárgyalva

Bevezető megjegyzések

i) Most a paraméterektől való függéstől tekintsünk el.

ii) Az x vs. f(x)  (f(x)=x() diagram teljes analogonja az xn vs. f(xn) – xn = xn+1 - xn  lenne. (Ugyanis ez az időegységre eső változás, vagyis a sebesség.) E helyett azonban a leképezéseknél a xn vs. f(xn) diagramot szokás használni, mert az itt kényelmesebb. Az eltérések lényegében ebből adódnak.

Differenciálegyenlet                                                        Leképezés

x( = f(x)                                                                            xn+1 = f(xn)

0 Stacionárius pont

1 = f(xS) : a stacioárius pontban zérus a sebesség                                                                            xS = f(xS) : a stacionárius pont leképezése önmaga

Új koordináta bevezetése: ( a stacionárius ponttól mért távolság

( = x – xS                                                                         (n+1 = xn+1 - xS
(( = f(xS + ()






  (n+1 + xS = f(xS + (n)
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Bifurkációk 

1) párhuzamosan tárgyalva 

2) Nyereg-csomó

3) Transzkritikus

4) Vasvilla

x vs. x(  diagramok






xn vs. xn+1
az x=0 vonal szerepe




a 45 °-os egyenes szerepe

Az x vs. f(x) és az xn vs. f(xn) diagramok kicsit különböznek, mert az egyik esetben az egyensúlyi pontok az x tengely és az f(x) függvény metszéspontjai, míg a másik esetben a 45 °-os egyenes és az f(xn) függvény metszéspontjai.

A ( vs. xS megoldásdiagramok viszont teljesen aznosak a két esetben.

5) Flip bifurkáció: ilyen nincsen az egydimenziós differenciálegyenleteknél!

Perióduskettőződés: A második iterált is stabilitását veszti, ha ( < -1, mert ekkor xn+2 = (2(xn, de belátható, hogy a második iteráltnak két stabil fixpontja is születik a bifurkációs pontban. Vagyis a második iterált vasvilla bifurkációja történik ebben a pontban. A leképezés aszimptotikus állapotban e két fixpont között ugrál, vagyis két iteráció lesz egy periódus hossza. Ezt jelenti a perióduskettőződés.

