2. óra

Ismétlés: Din. Rendszerek, fázistér, fázissík, trajektória.

Lineáris oszcillátor

 csillapítás nélkül (LINOSC), csillapítással és negatív csillapítással (a d paramétert változtatva a Numerics menüben). Illusztráció a konzervatív, disszipatív  és explozív rendszerekre.

Lyapunov függvény a disszipatív és explozív lineáris oszcillátor esetén.

 LV rendszerek.

Annak bizonyítása, hogy az eredeti LV rendszer konzervatív. Integrálható. Az eredmény:

x + y – ln(x) – aln(y) = x0 + y0 – ln(x0) – aln(y0) = állandó ( V(x,y).

Nullklínák, egyensúlyi pontok. Hogyan mennek a trajektóriák?

Lássuk be, hogy a V(x,y) függvény rendszer szerinti időderiváltja 0! 

Házi feladat: annak bizonyítása, hogy a nyúlfarmos LV nem konzervatív, hanem disszipatív, a stacionárius pont globálisan stabil: valamennyi trajektória efelé tart. Segítség: vizsgáljuk meg az alábbi függvény 

V(x,y) = x + y – ln(x) – (a+c)ln(y)

rendszer szerinti időderiváltját. Lássuk be, hogy ez mindig negatív! Mit jelent ez? Lyapunov függvény és szintfelületei.

Tehát a nyúlfarmos LV rendszer disszipatív, és egy  globálisan stabil stacionárius pont az attraktora. 

Példák egyébb attraktorokra

Brüsszelátor
                                                    A ( X

                                             B + X ( Y

                                           2X + Y ( 3X

                                                    X (
Feltételezzük, hogy valamennyi sebességi állandó egységnyi.

(Házi feladat: bebizonyítani, hogy amennyiben a sebességi állandók nem egységnyiek, akkor is transzformálható úgy a rendszer, hogy mindössze 2 paramétertől függjön.)

x( = a -  (b+1)x + x2y

y( = bx -  x2y

Brüsszelátor numerikus példák Phaser-rel (a =1):

bruss1: b=3 stabil határciklus (a tranziensekkel együtt)

bruss2: b=1 stabil fókusz 

bruss3: b=4.5 stabil határciklus (nagyobb mint a b=3-nál)

               Tranziensek „levágása” a határciklusról:

               Numerics, Time, start: 30  end: 60 

Mbrussc0.1: b=4.5 de Y-ban is van befolyás C ( Y  c=0.1

Megmarad a határciklus, de c=1 felett zsugorodni kezd 

c=1.05, 1.10, 1.12. c=1.15 már csak egy stabil fókuszpont marad.
Oregonátor a q paraméter változtatásával oregq0.03 (nagyobb határciklus), oregq0.06 (kisebb határciklus),  oregq0.09 (stabil csomópont) 

Trajektóriák a tranziensek nélkül: egy idő után „Suspend” majd „Clear”. Ekkor a rajzolas onnan indul, ahol félbeszakítottuk.
Lorenz rendszer lorenz: két különböző, de egymáshoz igen közel 

                                      
eső kezdeti feltétel x-t diagram




utána: View. Phase portrait.




Megpróbáljuk levágni a tranzienseket: nem sikerül!

Konzervatív, disszipatív és explozív lineáris oszcillátor.

Egyensúlyi pont, stabilitás és Lyapunov függvény 

A csillapított rezgőmogás egyenletéből indulunk ki:

m(x’’ = -kx  - c(x’
x’’ = -(k/m)x  - (c/m)(x’
x’’ = -((0)2(x  - (c/m)(x’ 
x’’/((0)2 = -x  - (c/m(0)(x’/(0
(0(t((,

d(=(0(dt,       
(c/m(0)(d,

x’’ = -x  - d(x’
Végül a fenti másodrendű differenciálegyenletet egy kétváltozós elsőrendű differenciálegeyenlet-rendszerré alakítjuk:

x’ = y

y’ = -x – d(y

és ezt fogjuk vizsgálgatni. A fenti rendszer konzervatív, ha d=0 , disszipatív ha d>0, és explozív, ha d<0. Bizonyítás.

Konzervatív rendszer: d=0. 

x’ = y

y’ = -x 

(Tudjuk, hogy ez a csillapítatlan harmonikus rezgőmozgás mozgásegyenlete, amelynek a megoldása x=Acos(t+() és y=-Asin(t+(),  de mindezt most nem akarjuk felhasználni. E helyett közvetlenül az x és y összefüggést, vagyis a trajektóriák egyenletét szeretnénk megkapni, az időfüggés nélkül.)

A fenti két egyenletet elosztva egymással, a trajektóriák differenciálegyenletét kapjuk, amely integrálható:

y’/x’ = dy/dx = x/y
(
ydy  + xdx = 0
(
y2/2 + x2/2 = C

x2 + y2 = R2
R2 =(x0)2 + (y0)2  ahol  R = (2c)1/2,

vagyis a trajektóriák körök, melyeknek sugara a C integrációs állandótól függ. Van egy megmaradó konzervatív mennyiség, amely nem változik, miközben a renszer állapotát mutató pont a fázissíkon halad, a differenciálegyenlet és a kezdeti állapot (az x0,y0 kezdőpont) által meghatározott trajektórián. Ez tehát valóban egy konzervatív rendszer. (A mechanikából azt is tudjuk, hogy  a megmaradó mennyiség az nem más, mint a mechanikai energia, vagyis a kinetikus és potenciális energiák összege. Házi feladat belátni, hogy a C tényleg ez.) 


A fenti levezetés nélkül is be lehet látni, ha egy ((x,y) fázisfüggvény (( attól függ, hogy a fázissík melyik pontjában vagyunk) a rendszer trajektóriái mentén mozogva nem változik, amennyiben bevezetjük az u.n. rendszer szerinti derivált fogalmát

(( = d(/dt = (((/(x)x’  +  (((/(y)y’ ,

amely megmutatja, hogy milyen gyorsan változik a ( a fázispont  x és y koordinátáinak a változása következtében. (Fontos hangsúlyozni, hogy a (( akkor tekinthető a rendszer szerinti deriváltnak, amennyiben x’-t és y’-t az adott  rendszer határozza meg. Ugyanis elképzelhető, hogy valamilyen sebességgel kószálunk a fázistérben, és ennek következtében a ( (x,y) mennyiség is változik. A (C/dt mennyiség ekkor is a fenti formula alapján számítható, de x’-őt és y’-őt most a mi bolyongásunk sebessége fogja megszabni, ami pedig az adott rendszertől teljesen független lehet. Vagyis ilyen esetben d(/dt nem  rendszer szerinti derivált, hanem valami más, mondjuk  kószálás szerinti.)   Ha feltételezzük, hogy ( az alábbi módon függ a koordinátáktól,

( = x2/2 + y2/2, és a rendszer az x’ = y  és  y’ = -x,

Akkor a ( rendszer szerinti deriváltja

(( = xy  + y(-x) = 0,

vagyis ( valóban nem vátozik miközben a rendszer a trajektórián (amely itt egy kör) mozog, azaz (=C, vagyis állandó.
Egyensúlyi pont

A fenti rendszernek még van egy fontos tulajdonsága, nevezetesen az, hogy egy egyensúlyi, vagy más néven stacionárius ponttal rendelkezik, amelybe helyezve a rendszert annak állapota nem változik, mert ott mind az x mind az y változatlan, azaz:

(x’)S = 0
és
(y’)S = 0.

Az S index arra utal, hogy ez a két összefüggés egyszerre csak a stacionárius pontban igaz. A rendszert leíró differenciálegyenletet tekintetbe véve a stacionárius pont koordinátáira az alábbi két algebrai egyenletet kapjuk:

yS = 0

és

-xS= 0,

vagyis a stacionárius pont a fázissík origója. Ha ebbe a pontba helyezzük a rendszert, akkor ott is marad. (A harmonikus rezgőmozgásnál ez annak az esetnek felel meg, amikor sem kezdeti kitérése, sem kezdősebessége nincs a rugóhoz kapcsolt tömegpontnak.)
Van-e mindig egyensúlyi pont?


Tekintsük azt a példát, amikor csak egy dimenzióban, mégpedig a felfelé mutató x koordináta mentén mozoghat egy anyagi pont a Föld nehézségi erőterében. A mozgásegyenlet és a kezedeti feltételek ekkor:

x’’ = -g
x(0)=x0,
x’(0)=v0.

A másodrendű mozgásegyenletet ismét egy kétváltozós elsőrendű differenciálegyenlet-rendszerré alakítjuk:

x’ = y

y’ = -g 

(A függőleges hajítás egyenleteit persze jól ismerjük

v= v0 –gt,  x= x0 + v0t + (g/2)t2,

de most a trajektóriák egyenleteit szeretnénk közvetlenül megkapni, és az időfüggéssel nem törődünk). Tehát képezzük a két egyenlet hányadosát, és a trajektóriákra így nyert differenciálegyenletet integráljuk:

y’/x’ = dy/dx = -g/y
(
ydy  + gdx = 0
(
y2/2 + gx = C

Látható, hogy ismét egy konzervatív renszert kaptunk  (ahol a C integrációs, vagy mogás- állandó a kezdeti mozgási és helyzeti energia m-ed része), de az is világos, hogy a rendszernek nincs egyensúlyi pontja. A trajektóriák vízszintes tengelyű parabolák amelyek egymáshoz képest víszintes irányban el vannak tolva, és bár vannak olyan pontok, ahol az x’=0, de olyan pont nincs, ahol y’=0, és ezért olyan sem lehet, ahol mindkét feltétel egyszerre teljesülne.


Tehát ahogy a példa mutatja, nem minden rendszernek van egyensúlyi pontja. Ezért célszerű egy dinamikai rendszer vizsgálatát avval kezdeni, hogy megnézzük: vannak-e benne egyensúlyi pontok.

Stabilitás.

Visszatérve a konzervatív lineáris oszcillátorhoz, annál azt találtuk, hogy van egyensúlyi pontja. A következő logikus kérdés, hogy mi történik a rendszerrel, ha az egyensúlyi pontból egy „picikét” kitérítjük. Lyapunov orosz matematikus osztályozása szerint két eset lehetséges: a rendszer továbbra is az egyensúlyi pont közelében bolyong: ekkora rendszert Lyapunov értelemben stabilnak nevezzük. A konzervatív oszcillátor is ilyen, ha kitérítjük az egyensúlyi helyzetéből akkor továbbra is az egyensúlyi pont közelében marad és ott kőröz körülötte. 

A másik eset az, amikor az egyensúlyából kitérített rendszert reprezentáló fázispont az egyensúlyi ponttól eltávolodik: vagyis nem tudunk olyan kicsi kezdeti kitérést választani, hogy előbb vagy utóbb  a rendszer ne távolodjon el egy  véges távolságra az egyensúlyi ponttól. Ekkor a rendszert instabilnak nevezzük.

Végül a stabil eseten belül egy fontos aleset amikor a rendszer aszimptotikusan stabil: ilyenkor az idő múlásával az egyensúlyból kibillentett rendszer egyre közelebb kerül az egyensúlyi ponthoz. Disszipatív rendszereknél a stabil egyensúlyi pontok mindig aszimptotikusan is stabilak.

Surlódó oszcillátor. Disszipatív rendszer d>0.


A korábbiak értelmében ekkor a vizsgálandó  differenciálegyenlet rendszer az alábbi:

x’ = y

y’ = -x – d(y

Itt sajnos a trajektóriák egyenletét nem olyan könnyű megkapni mint az előbb (polárkoordinátákban ez egyszerűbb, próbáljuk meg!), de most erre nincs is szükségünk ahhoz, hogy a rendszer kvalitatív viselkedését megértsük. E helyett az alábbi intuitív gondolatmenetet követhetjük. Emlékszünk, hogy a konzervatív rendszernél volt egy C integrációs állandó, amely a rendszer mechanikai energiájával volt arányos. Ott a C rendszer szerinti deriváltja nulla volt, mert a trajektória mentén a rendszer mechanikai energiája nem változott. (A konzervatív rendszerben érvényes a mechanikai energia megmaradása.) Logikus feltételezni, hogy a súrlódó, disszipatív rendszerben a mechanikai energia állandóan csökken, tehát a C rendszer szerinti deriváltjának negatívnak kell lenni. De ha ezt be tudjuk bizonyítani, akkor ebből következik, hogy a rendszer egyensúlyi pontja (ami  továbbra is az origó, mint belátható), globálisan asszimptotikusan stabil. Ugyanis ha C csökken, akkor a trajektória egyre kisebb sugarú körökön belülre kerülve minden határon túl közeledik az egyensúlyi ponthoz, akárhonnan is induljon. Nézzük meg tehát  a

C(x,y) = x2/2  +  y2/2  függvény rendszer szerinti deriváltját

C( = dC/dt = ((C/(x)x’  +  ((C/(y)y’  = x(y  + y((-x – dy) = -dy2.

Tehát a C rendszer szerinti deriváltja negatív definit kifejezés:

C( = -dy2,

vagyis az időben monoton csökkenő függvény, éppen úgy, ahogy sejtettük. Vagyis az egyensúlyi pont globális attraktor,  a trajektóriák a teljes fázissíkon mindenfelől felé tartanak, és minden határon túl megközelítik. Ha a rendszert kibillentjük az egyensúlyi állapotából, akkor magárahagyva asziptotikusan közelítve tér vissza oda.

Lyapunov függvény


A fenti mechanikai energia általánosításaként kaphatjuk az ú.n. Lyapunov függvény fogalmát, amely függvény (ha találunk ilyet) segítségével a rendszer stabilitása egy véges D tartományban globálisan vizsgálható. (A globális itt a lokális ellentéte. A lokális vizsgálatok, mint majd látni fogjuk, csak a pont közvetlen környezetére szorítkoznak. A globális vizsgálatok viszont véges tartományra vonatkoznak, amely lehet akár a teljes fázistér is.) 


A Lyapunov függvény egy olyan skalár V(x) függvény, amely egy folytonos D tartományon van definiálva és pozitív definit (V(0) = 0, V(x)>0  valamennyi x(0  esetre) továbbá folytonos elsőrendű parciális deriváltakkal rendelkezik a D tartomány minden pontjában. A V-nek az x’ = f(x) rendszer szerinti deriváltja, amelyet V((x)-gal jelölünk, az alábbi skalárszorzattal van definiálva:

V((x) = (V(x)(f(x)

Egy olyan Lyapunov függvény létezése, amelyre egy az origót tartalmazó D tartományban igaz, hogy V((x) ( 0 garantálja az x’ = f(x) rendszer zéró megoldásának stabilitását, míg egy olyan Lyapunov függvény létezése amelyre az origót tartalmazó D tartományban igaz, hogy V((x) < 0 garantálja az x’ = f(x) rendszer zéró megoldásának aszimptotikus stabilitását.

Oszcillátor negatív súrlódással. Disszipatív rendszer d<0.


A vizsgálandó differenciálegyenlet most ugyanaz, mint az előbb, csak a d itt negatív. A Lyapunov függvény is ugyanaz, mint az előbb, csak itt a rendszer szerinti deriváltja pozitív definit a teljes fázistérre, mert d negatív és ezért 

C( = -dy2>0.
Ez azt jelenti, hogy valamennyi trajektória, az egyensúlyi pont közvetlen közeléből indulók is, kifelé tartanak: útjukon kifelé egyre nagyobb C-vel jellemezhető köröket (általánosabban: Lyapunov felületeket) metszenek. Vagyis a rendszer instabil, és mivel a trajektóriák a végtelenbe tartanak, így explozív is.

A Lotka-Volterra rendszer inegrálgörbéi

Az egyszerűség kedvéért legyen valamennyi sebeségi állandó egységnyi. Transzformációkkal igazolható ugyanis, hogy a differenciálegyenlet rendszer az alábbi alakra hozható:

x(  = ax   -xy

y(  = xy   -y.

Ha ugyanis az eredeti egyenlet az alábbi alakú:

dX/dT = k1AX  - k2XY

dY/dT = k2XY –k3Y,

akkor a következő transzformációkat alkalmazhatjuk:

X = (x

Y = (y

T = (t,

(x(/( = k1A(x - k2(x(y

(y(/ ( = k2(x(y - k3(y.

Egyszerűsítve és átrendezve a fenti formulát:

x( = k1A(x - k2((xy

y( = k2((xy - k3(y,

ami után az elsőnek említett, mindössze egyetlen paramétert tartalmazó differenciálegyenletet kaphatjuk. Ehhez a transzformációs állandókat a következő módon kell megválasztani:

( = k3/k2,

( = (  és 

( = 1/k3 .

Ekkor

a = k1A/k3.

Ezt az egyparaméteres differenciálegyenlet rendszert azután úgy is interpretálhatjuk, hogy legyen a fű koncentrációja „a”, és legyen valamennyi sebességi állandó egységnyi. (Itt most valamennyi változó: x, y és t, valamint az a paraméter is dimenziómentes.)

Nullklínák

x(  = ax - xy = x(a-y) ( tehát x( = 0 ahol y = a,

és x(>0 ha y<a, viszont x(<0 ha y>a.

y(  = xy – y =y(x – 1) tehát y( = 0 ahol x = 1,

és y(>0 ha x>1, viszont y(<0 ha x<1  .

A következő függvény

V(x,y) = x + y – ln(x) – aln(y)

rendszer szerinti idő deriváltja zérus: zárt görbékről van tehát szó. (Arra, hogy a trajektóriák körbe mennek a nullklínákból lehet következtetni. Mivel x és y között fennáll a fenti függvénykapcsolat, ezért nem mehet másodszorra más pontokon keresztül: ugyanazon x-hez ugyanaz az y kell hogy tartozzon. De a V(x,y)=const. görbéket külön is meg lehet vizsgálni: minden x-hez általában két y koordináta tartozik illetve minden y-hoz kettő db. X. Kivételt képeznek a zárt görbe szélső pontjai.)


A V(x,y) függvényhez integrálással is eljuthatunk, hiszen a 
dy/dx = y(x-1)/x(a-y) 

differenciálegyenlet (amit a két sebességi egyenlet hányadosaként nyerhetünk) átrendezhető az alábbi alakra

(1-1/x)dx + (1-a/y)dy =0,

amely integrálva azt adja, hogy 

x + y –lnx - alny = állandó 
a trajktória mentén. Vagyis ez nem más, mint egy adott trajektória egyenlete. Az állandó értéke jelöli ki, hogy melyik trajektóriáról van szó. A kifejezésből látható, hogy sem az x, sem az y nem tarthat a végtelenhez (hiszen ekkor az állandónak is végtelen felé kellene tartani, tehát nem maradhatna állandó), és ugyanilyen ok miatt sem az x, sem az y nem tarthat a 0-hoz. 

Nyúlfarm, Lyapunov függvény

Tételezzük fel, hogy a rét közelében van még egy nyúl-tenyésztő állomás is, ahonnét naponta állandó „c”  sebességgel engedik ki az újabb és újabb  nyulakat a rétre. Ennek a dinamikai rendszernek a differenciálegyenlete:

x(  = ax - xy + c

y(  = xy - y.
A nyúlfarmos rendszernél a következő függvény a Lyapunov fgv.:

V(x,y) = x + y – ln(x) – (a + c)ln(y),

mert mindig csökken. 

Bizonyítás (ezt fel lehet adni házi feladatnak is):

[dV/dt]( = ((V/(x)x( + ((V/(y)y( = (1-1/x)( ax - xy + c) +[1-(a+c)/y]( xy – y)

[dV/dt]( = [(x – 1)/x][x(a-y) + c] + [(y –a- c)/y][y(x-1)] 
[dV/dt]( = (x-1)(a-y) +c(x-1)/x + (x-1)(y-a) - c(x – 1)
[dV/dt](  = c(x-1)/x - c(x–1) = -c(x-1)2/x,

Vagyis a Lyapunov függvény rendszer szerinti deriváltja mindig negatív, mivel c pozitív (a nyúlfarmból kifelé jönnek a nyulak, és nem befelé), x mindig pozitív (a nyulak mindenkori populációja nem lehet negatív), és végül (x-1)2 is pozitív, tehát a negatív előjel megmarad. Tehát a nyúlfarm jelenléte disszipatívvá teszi az eredetileg konzervatív Lotka-Volterra rendszert.

Disszipatív, konzervatív és explozív LV rendszerek


A harmonikus oszcillátornál láttuk, hogy a „d” paraméteről függően lehetett konzervatív, disszipatív, avagy explozív. A Lotka-Volterra rendszernél is meg lehet ezt tenni, ha pl. a nyulak „képződése” nem lineárisan függ a nyulak koncentrációjától, hanem olyan hatványfüggvény szerint, ahol az n kitevő 1-től különböző. Az ilyen dinamikai rendszer differenciálegyenlete

x(  = axn   -xy

y(  = xy   -y.

Belátható, hogy a rendszer disszipatív ha n pozitív, de kisebb mint 1, konzervatív, ha n=1, és végül expolzív, ha n>1. A bizonyításhoz Lyapunov függvényként a konzervatív LV rendszer trajektóriáit lehet használni, mint szintfelületeket.







