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Közönséges  differenciálegyenletrendszerek.

Autonóm és nem autonóm 

Az alábbi differenciálegyenletrendszerrel megadott dinamikai rendszereket vizsgáljuk itt

x( = f(x, ( )

ahol x a dinamikai rendszer állapotvektora (azon változókból alkotott vektor, amely változókkal a dinamikai rendszer pillanatnyi állapota leírható), ( pedig a rendszer időben változatlan paramétereinek vektora (a paraméter jelentésére  a következő paragrafusban a skalár differenciálegyenletek kapcsán majd még visszatérünk ). Fontos, hogy a rendszer autonóm, vagyis az f függvény az időt explicite nem tartalmazza. A nem autonóm rendszerek is fontosak természetesen (pl. a kényszerrezgés is ilyen probléma), de ezekkel most nem tudunk foglalkozni. Annyit jegyeznénk csak meg, hogy formailag a 

x( = f(x, t, ( )

n dimneziós nem autonóm differenciálegyenlet n+1 dimenziós autonóm rendszerré alakítható az xn+1=t új változó bevezetésével és egy további n+1-edik differenciálegyenlet:

x(n+1 = 1

hozzáadásával az eredeti differenciálegyenlethez. Ez a formai átalakítás azt sugallja, hogy a nem autonóm rendszerek tulajdonéppen úgy kezelhetők mint az autonómok. Ez sok szempontból igaz, de a nem autonóm rendszereknek azért vannak specialitásai is. Ilyen például az, hogy az idő periódikus függvényei szoktak szerepelni az f függvényben, és ennek következményei vannak. Például  ez teszi lehetővé többek között azt, hogy miközben az n+1-ik változó (vagyis az idő) a végtelen felé tart, a többi változó nem szükségszerűen követi ezt a viselkedést.


Ezután kezdjük a legegyszerűbb, vagyis a skaláris differenciálegyenlettel leírható dinamikai rendszerek tanulmányozásával, miközben a dinamikai rendszerek szemléletmódját is igyekszünk ezen keresztül elsajátítani.

Egydimenziós v. skalár differenciálegyenletek 

mint dinamikai rendszerek

Változó és paraméter

Az ilyen dinamikai rendszereknél csak egyetlen változó van, amelyet x-el jelölhetünk. A rendszer állapotát tehát egyetlen valós szám, az x skaláris mennyiség adja meg, innen ered az elnevezés. x( - vagyis az x változási sebessége - egyrészt magától az időben változó x-től függ, másrészt pedig a  (1, (2,…(m időben változatlan mennyiségektől, az ú.n. paraméterektől (vagy rövidebb jelöléssel a paraméterek vektorától):

x( = f(x,(1, (2,…(m) = f(x, ( )

A paraméterek olyan mennyiségek, amelyeket pl. egy adott kísérlet során fix értéken tartunk, de amely fix érték egy másik kísérletnél más lehet. Így a dinamikai rendszereknek egy olyan családját vizsgálhatjuk, amelyek csak egyik vagy másik paraméter értékében különböznek egymástól. Például egy folyamatos kémiai reaktornál ilyen lehet a nyomás és a hőmérséklet. (Ebben az esetben a kémiai komponensek koncentrációi a változók.) Hogy a paraméter értéke mennyire fontos, azt jól mutatja a Haber-Bosch féle ammónia szintézis (Fritz Haber 1909), ahol a katalizátort (rendszerint vas) tartalmazó reaktoron átvezetett hidrogén és nitrogén gáz csak akkor alakul át jó hatásfokkal ammóniává, ha megfelelő nagy nyomáson (200-400 bar) és hőmérsékleten (400-650 °C) zajlik a reakció. Dinamikai szempontból azonban bennünket nem is a kitermelés érdekel, hanem – disszipatív rendszerek esetén – a dinamikai rendszer aszimptotikus viselkedése, vagy más szóval az attraktorának a típusa.  Megtörténhet ugyanis, hogy a paramétert változtatva az attraktor típusa, és így a rendszer kvalitatív viselkedése is, megváltozik. Ezt bifurkációnak nevezzük, és a dinamikai rendszerek elméletében ez fontos helyet foglal el. A kémiai reaktoros példánkhoz visszatérve előfordulhat, hogy valamelyik paramétert változtatva az eredetileg stabil stacionárius állapot instabillá válik, és a rendszer például oszcillálni kezd. Mielőtt azonban a dinamikai rendszerek bifurkációit tárgyalnánk, egyelőre tekintsük azt az egyszerűbb esetet, amikor a  skalár differenciálegyenlet paramétereinek a hatásával nem törődünk. Ilyenkor azokat valamely értéken rögzítve az f függvénybe beleérthetjük, és ezekután a skalár differenciálegyenlet az alábbi formára egyszerűsödik:

x( = f(x)

A megoldások kvalitatív vizsgálata


A legtöbb esetben az 

x( = f(x)

x(0) = x0
kezdetiérték probléma megoldása  bonyodalmas kifejezést ad (nem is feltétlenül integrálható), több dimenzióban pedig általában nem tudjuk analitikusan megoldani a feledatot. Egy dimenzióban az analitikus megoldás az

x(t) = ((x0,t)

függvény megadását jelentené, ami - mint mondottuk – explicit formában ritkán lehetséges. Egy dinamikai rendszerrel kapcsolatban azonban gyakran csak kvalitatív kérdések merülnek fel, és a kvantiatív  részletek esetleg egyáltalán nem is kellenek ahhoz, hogy a kérdést meg tudjuk válaszolni. Tehát nem minden probléma olyan, hogy pl. hol lesz a fázispont a t=2 –ben (dimenzió mentes időt használva), ha az x0=0.52-ből indult. Az ilyesfajta kérdéseket persze valóban csak az analitikus vagy numerikus megoldás segítségével lehet megválaszolni, de mint mondottuk, nem minden probléma ilyen.

Elsősorban három kvalitatív kérdés szokott érdekelni bennünket:

1) Vannak-e a dinamikai rendszernek olyan állapotai, (úgynevezett fix pontjai), ahonnan a rendszer nem mozdul el, ha a rendszernek  a kezdeti állapota éppen ilyen?

2) Mi a stabilitása ezeknek a pontoknak? (Vagyis mi történik a rendszerrel, ha ezekből a fix pontokból egy kicsit kimozdítjuk?)

3) Mi történik a különböző kezdeti állapotokból induló rendszerrel, ha az idő a végtelen felé tart? (Vagyis milyen a rendszer aszimptotikus viselkedése?)

Ezekre a kérdésekre persze könnyű válszolni, ha ismerjük az x(t) = ((x0,t)

megoldást. Tudjuk azonban, hogy ezt zárt formában sokszor nehéz, vagy lehetetlen megtalálni. Ez bizony – ahogy mondani szokás - rossz hír. A jó hír viszont az, hogy a fenti kérdésekre akkor is válaszolni tudunk, ha a pontos megoldás nem ismert. A dinamikai rendszerek elmélete éppen az ilyen típusú problémákkal foglalkozik.
Az egy dimenziós (1D) rendszer egyensúlyi pontjai.


A legelső kérdés az, hogy vannak-e ilyen egyensúlyi pontok? Vagyis vannak-e az 

f(xS)=0

algebrai egyenletnek valós gyökei, ahol az xS1, xS2,… xSN az ú.n. stacionárius vagy egyensúlyi pontok, avagy fixpontok. Ha egy x-y koordinátarendszerben készítünk egy 

y = f(x)

diagramot, a grafikus ábra azonnal megválaszolja a kérdést, hiszen a gyökök ott vannak, ahol a grafikon metszi az x tengelyt, és ez rápillantással megítélhető.

Az egyensúlyi pontok globális stabilitása. A skalár differenciálegyenlet Lyapunov függvénye

Itt mindig lehet találni Lyapunov függvényt, amelyet  ebben az esetben szokás potenciálfüggvénynek is nevezni:

V(x) =-x0(xf(s)ds.

A V(x) függvny rendszer szerinti deriváltja ugyanis mindig negatív, mert

V((x) = -f(x)(x( = -[f(x)]2.

Példa f(x) = x-x3 V(x)= -x2/2 + x4/4. Rajzok. Bistabil rendszer: két stabil és egy instabil egyensúlyi pont. 


Itt tuljdonképpen az garantálja a Lyapunov függvény létezését, hogy egy dimenzióban két egyensúlyi pont között, illetve valamelyik végtelen és egy egyensúlyi pont közötti intervallumon a vektortér iránya nem változhat. 2 és több dimenzióban ez általában nincsen így, és ezért ott Lyapunov függvényt találni és globális stabilitásvizsgálatot végezni csak kivételes esetekben lehet. Viszont egy pont közelében mindig kivitelezhető a lokális stabilitásvizsgálat, akár több dimenzióban is. Bevezetésként nézzük meg a lokális stabilitásvizsgálatot az egy dimenziós rendszerek esetén. 

Az egyensúlyi pontok lokális (v. lineáris)  stabilitásvizsgálata


A stacionárius pont közelében linearizálva azaz Taylor sorba fejtve az első két tag:

f(x,() ( f(xS,() + f’(xS, ()(x-xS)  = f’(xS, ()(x-xS).

Vezessük be a (x = x- xS új változót. Ekkor a differenciálegyenlet az alábbi formába írható:

(x( = (((x,
ahol 
(= f’(xS, ().

A megoldást tekintve 

(x = (x0(exp(((t),

látható, hogy amikor a ((0 teljesül, akkor a stacionárius pont Lyapunov értelemben stabil, sőt ha ((0, akkor aszimptotikusan is stabil, egyébként pedig instabil.

Skalár autonóm differenciálegyenletek bifurkációi

Néhány definíció

Trajektória

Ezt többféle értelemben is szokták használni

1) Az

x( = f(x),
 x(t0)=x0
kezdetiérték probléma 

x(t) = ((t,x0)

megoldásai az x-t síkon .Például az 

x(=-x
x(t0)=x0
esetén (elsőrendű bomlás, vagy tehetetlenség nélküli rugó relaxál viszkózus közegben) az 

x(t)=x0exp(-t-t0)

egyenlettel megadott pontok összessége az x-t síkon, vagyis egy az (x0, t0) ponton átmenő görbe.

2) A trajektória eredeti jelentése a hajítás pályájával** illetve más pályákkal (pl. a Marshoz vezető pálya***) fonódik össze, és sok matematika könyv is így használja. Paraméteres görbe. Tehát a fázistérben lévő pályát is szokás trajektóriának nevezni. Vagyis szigorú értelemben a trajektória az n+1 dimenziós térben futó göbe, ahol n a fázistér dimenziója, a plusz 1 pedig az időtengely. „Lazább” felfogásban  lehet a fázistérben futó görbe is, de akkor a paraméterértékek „rá vannak írva” a görbe minden egyes pontjára. Ha ez hiányzik, akkor csak pálya.

Pálya

Ez egyértelműen csak a fázistérben fut. A szigorú értelemben vett trajektóriának a x tengelyre, vagy általában a fázistérre vett vetülete. Ugyan paraméteres görbeként is nyerhető, de a paraméterezéstől függetlenül kell tekinteni.

Pozitív pálya, negatív pálya, az x0-on átmenő pálya, fázispotré (ott már nyilak is vannak, a pályán nincs nyíl)

Iránymező, vektormező


Az iránymező a trajektóriához tartozik, a trajektória érintőjének az iránya a kérdéses (x,t) pontban. 


A vektormező a pálya érintőjének irányába mutat, de nagysága és iránya is van, mivelhogy a fázispont sebességével arányos vektort rajzolunk a fázistér minden pontjához, és így nyerjük a vektormezőt.

Pályaszerkezet avagy a „megoldás-folyam” („áramlás, flow”) kvalitatív képe

A skaláris 

x( = f(x)

differenciálegyenlet stacionárius pontjai és az f(x) függvény előjele ezen stacionárius pontok között megszabja a

i) a pályák számát (egy stacionárius pont is egy pálya!)

ii) és a mozgás irányát („direction of flow”) a pályákon
Az i) és ii) tulajdonságokat együtt nevezzük pályaszerkezetnek.

Bifurkáció elmélet

A bifurkáció elmélet a pályaszerkezet azon változásaival foglalkozik, amelyek a paraméterek variálása miatt jönnek létre.

Stabil pályaszerkezet

Egy adott (=(1 paraméterértéknél akkor mondjuk, hogy a 

x( = f(x,(1)

 differenciálegyenletnek stabil pályaszerkezete van, amennyiben megfelelően kicsi (de véges) (( paraméterváltoztatás nem okozza az áramlás kvalitatív képének, vagyis a pályaszerkezetnek a megváltozását.

Bifurkációs érték, bifurkációs pont


Azt a (=(CRIT paraméterértéket, ahol az differenciálegyenletnek nincs stabil pályaszerkezete (struktúrálisan instabil), bifurkációs értéknek nevezzük, és ebben az esetben azt mondjuk, hogy az 

x( = f(x,(CRIT)

egyenlet a bifurkációs pont-ban van.

Hiperbolikus egyensúlyi pont


Az 

x( = f(x,()

skalár differenciálegyenlet xS stacionárius pontját, melyre igaz, hogy 

f(xS,() =0
akkor nevezzük hiperbolikus egyensúlyi pontnak, ha igaz, hogy

f’(xS, () = ((f/(x )x=xs ( 0.

Ellenkező esetben nem hiperbolikus vagy degenerált fixpontról beszélünk.

A paraméter bifurkációs értékénél az egyensúlyi pont nem hiperbolikus, azaz degenerált, vagyis

f’(xS, ()=0.

Vagyis ilyen esetben a lineáris stabilitásvizsgálat szerint a pont stabil, de nem aszimptotikusan stabil. Ez arra utal, hogy a pont stabilitása valahogy változóban van. (Emlékezzünk rá, hogy pl. két dimenzióban, a harmonikus oszcillátor esetében, amikor a d csillapítás pozitívról negatívra változott, akkor is hasonló dolognak voltunk tanui. Pozitív d esetén disszipatív volt a rendszer, aszimptotikusan stabil egyensúlyi ponttal. Negatív d esetén pedig explozív volt, instabil egyensúlyi ponttal. A d=0 felelt meg a konzervatív esetnek, amikoris a stacionárius pont stabil volt, de nem aszimptotikusan volt az. A pályaszerkezetet tekintve, konkrétan annak irányítását, látható, hogy megváltozik, azaz bifurkáció történik a d=0 paraméterértéknél.)

Bifurkáció a lineáris skaláris differenciálegyenlet esetén.


Az autonóm lineáris skaláris differenciálegyenlet a következő alakú

x( = ((x.

(Ez a felírás feltételezi, hogy az egyensúlyi pont az origó. Ez a felírási mód nem jelent korlátozást, hiszen amennyiben a stacionárius pont nem az origóban van, akkor a (x=x-xS koordinátatranszformációval oda mindig eltolható. A továbbiakban fel fogjuk tételezni, amikor csak lehet, hogy ilyen koordinátatranszformációt már végrehajtottunk, és ezért x az egyensúlyi ponttól való távolságot jelenti.) A fenti differenciálegyenlet fázisportréját mutatja az xxx a), b) és c) ábra negatív, zérus és pozitív  ( esetén. Az xxx+1 ábra  pedig a problémának az ú.n. megoldásdiagramja, vagyis a stacionárius pontok helyzetét és stabilitását a (  paraméter függvényében ábrázoló grafikon.  Látható, hogy a (=0 paraméterértéknél bifurkáció van. Erre a következtetésre kell jutnunk, mert a pályaszerkezet megváltozott. A három pálya közül kettőnek az irányítása az ellenkezőjére vált, miután ( előjele megváltozik. Továbbá a pályák száma végtelenre nő a (=0 értéknél. 


A lineáris rendszer bifurkációja azonban ritkán szolgál valódi fizikai rendszerek modelljeként. (Bár durva „nulladik” közelítésként előfordulhat. Például az atombomba kritikus tömegét –a gömb minimális méretét – egy olyan reakció-diffúzió probléma megoldásából nyerhetjük, ahol a neutronok autokatalitikus szaporodása illetve elszökése tart egyensúlyt, ami formailag a neutronszaporodás időfüggésére egy lineáris skalár differenciálegyenletet ad. ( értékére negatív számot kapunk a kritikus méret alatt, nullát a kritikus méret esetén, és a pozitív ( itt valóban explóziót, a neutronok exponenciális szaporodását jelenti.)

Az alábbi két ellenvetést hozhatjuk fel a lineáris rendszerekkel kapcsolatban :

1) Tudjuk, hogy a valóságot a disszipatív rendszerek írják le jobban, a konzervatív és explozív rendszerek csak hosszabb-rövidebb távra érvényes közelítések lehetnek. Reálisabb eseménysorozat tehát az, ahol konzervatív és explozív rendszerek nem jönnek elő, hanem csak mindig disszipatívak.

2) A valóságban tökéletesen lineáris rendszerek nincsenek, mindig van jelen egy kis nemlinearitás. Feltételezhetjük tehát, hogy amennyiben a skalár diferenciálegyenletet kicsit alaposabban megnézzük akkor az úgy néz ki, hogy

x( = a0 + a1(x + a2(x2 + a3(x3 +….

Amikor (, és így a1 igen nagy, akkor a többi elhanyagolható. Ámde amikor a lineáris rendszer bifurkációjához közeledünk, akkor az x együtthatója nulla felé tart, és ami eddig elhanyagolható volt, most biztosan előjön, hacsak a rendszer nem elvileg lineáris (vagyis valami alapvető megfontolás miatt a1 kivételével valamennyi együttható elvileg zérus). Érdemes tehát megvizsgálni, hogy mi történik, amikor az együtthatók közül néhány az a1-en kívül is, nullától különbözik.

Nyereg-csomó bifurkáció


Tételezzük fel, hogy valamennyi együttható különbözik nullától, viszont x kicsinysége miatt az x-et másodfokúnál magasabb hatványon tartalmazó tagokat elhanyagoljuk. Ekkor az

x( = a0 + a1(x + a2(x2 

differenciálegyenlethez jutunk, amiben három paraméter is van: a0, a1 és a2. Kis ügyeskedéssel a három paraméterből kettőt kitranszformálhatunk (új idő és új x változó bevezetésével, kérdés: hogyan?), és az alábbi egyenlethez juthatunk:

x( = ( - x2 ,

ami nem más mint az ú.n. nyereg-csomó (avagy saddle-node) bifurkáció normálalakja. Mielőtt megvizsgálnánk ezt a bifurkációt alaposabban, nézzük meg, hogy még milyen bifurkáció jöhet számításba egy skalár differenciálegyenlet esetében?

Transzkritikus bifurkáció


Gyakran előfordul, hogy valamilyen fizikai elvből az következik, hogy a0=0. Ha továbbra is fenntartjuk, hogy a másodfokúnál magasabb tagokat elhanyagoljuk, akkor az alábbi differenciálegyenlethez jutunk:

x( =  a1(x + a2(x2 .

Ezt időtranszformációval a következő alakra hozhatjuk:

x( =  ((x - x2 ,

ami pedig a transzkritikus bifurkáció normálalakja.

Vasvilla (pitchfork) bifurkáció

Végül az is gyakori eset, hogy csak a páratlan kitevőjű tagok fordulnak elő egy fizikai összefüggésben. Például a rugóerő mindig csak az eredeti állapot visszaállítására törekedik, így ha nemlineáris tagot is figyelembe kell vennünk, akkor az csak páratlan lehet. A legkisebb nemlineáris tag tehát az x köbét kell hogy tartalmazza, a négyzet  most nem jöhet szóba. Tehát ilyenkor az egyenletünk a következő alakú, ha a harmadfokúnál magasabb tagoktól eltekintünk:

x( =  a1(x + a3(x3 .

Ezt ismét időtranszformációnak vethetjük alá, és így jutunk a vasvilla bifurkáció normálalakjához:

x( =  ((x - x3 .

Lábjegyzet. Trajektória, pálya fogalmainak a használata a mechanikában

(hajításoknál és egy speciális égimechanikai példában)

** Projectile Motion. Characteristics of a Projectile's Trajectory
„In fact, the projectile would travel with a parabolic trajectory.”
***When travelling among the planets, it's a good idea to minimize the propellant mass needed by your spacecraft and its launch vehicle. That way, such a flight is possible with current launch capabilities, and costs will not be prohibitive. The amount of propellant needed depends largely on what route you choose. Trajectories that by their nature need a minimum of propellant are therefore of great interest. 

Hohmann Transfer Orbits

To launch a spacecraft from Earth to an outer planet such as Mars using the least propellant possible, first consider that the spacecraft is already in solar orbit as it sits on the launch pad. This existing solar orbit must be adjusted to cause it to take the spacecraft to Mars: The desired orbit's perihelion (closest approach to the sun) will be at the distance of Earth's orbit, and the aphelion (farthest distance from the sun) will be at the distance of Mars' orbit. This is called a Hohmann Transfer orbit. The portion of the solar orbit that takes the spacecraft from Earth to Mars is called its trajectory.
Gravity Assist Trajectories

The gravity assist technique was championed by Michael Minovitch in the early 1960s, while he was a UCLA graduate student working during the summers at JPL. Prior to the adoption of the gravity assist technique, it was believed that travel to the outer solar system would only be possible by developing extremely powerful launch vehicles using nuclear reactors to create tremendous thrust, and basically flying larger and larger Hohmann transfers. 

