9. 

Lokális és globális bifurkációk kétdimenziós differenciálegyenlettel adott dinamikai rendszerekben

Lokális bifurkációk

Az eddig említett bifurkációk (vagyis a pályaszerkezet változásai) mindig egy stacionárius pont stabilitásvesztésével jártak: a pályaszerkezet kvalitatív megváltozása a kérdéses pontban történt. Közvetlenül a bifurkáció előtti és utáni helyzeteket összehasonlítva a kérdéses pont kis környezetében, azaz lokálisan, felismerhető volt ez a kvalitatív változás. Ezeket a bifurkációkat lokális bifurkációknak nevezzük. 

Nyereg-csomó, transzkritikus és vasvilla bifurkáció 2D differenciálható dinamikai rendszerben

 A lokális bifurkációk közül az az eset, amikor a linearizált rendszernek az egyik sajátértéke  tisztán valós, és ez  válik nullává, lényegét illetően nem különbözik a már tárgyalt  1 dimenziós esetektől. (Mint emlékszünk 3 ilyen bifurkációt tárgyaltunk: a nyereg-csomó, a transzkritikus és a vasvilla bifurkációt.) Legegyszerűbb a helyzet, ha szorzatrendszerről (Descartes szorzatról) van szó. Ebben az esetben csak azt a x változót kell tekintenünk, amelyikhez tartozó sajátérték nullává válik, és a (-xS megoldásdiagramot evvel a változóval kell elkészíteni. Általános esetben a két sajátirány nem esik egybe a koordináta-tengelyekkel. Ekkor a középponti sokaságot az a sajátirány képviseli, amelyikhez tartozó sajátérték nulla a bifurkációs pontban.

A szokásos  (-xS megoldásdiagram azonban most kevésbé biztos képet ad, ha az x nem éppen a középponti sokaságnak megfelelő sajátirány, mivel a (-xS síkban a paraméter mellett a stacionárius megoldásnak csak az egyik koordinátája tüntethető fel. (Például ha két különböző stacionárius állapotot jelző vonal találkozik  a (-xS síkban, ez nem jelenti feltétlenül, hogy a (-yS síkban is ugyanott találkoznak. A szokásos feldatoknál azonban ilyen komplikációkkal ritkán kell számolni. Ha nagyon szükséges, akkor felvehetünk olyan megoldásdiagramot, ahol az egész fázissíkot ábrázoljuk perspektívikusan, mint a ( paraméter függvényét. Különösem határciklussal kapcsolatos bifurkációk esetén ez igen szemléletes képet ad.)

Hiszterézis

Tulajdonképpen már a skalár differenciálegyenleteknél szót kellett volna ejtenünk egy gyakran előforduló szituációról, amikor a dinamikai rendszer egy bizonyos paramétertartományban bistabil. Ennek illusztrálására tekinsük az alábbi rendszert:

x( = (  +  x  – x3 

Ha ( abszolút értékben nagy, akkor ( akár pozitív, akár negatív csak egyetlen stacionárius megoldás van, és ez stabil. Ha azonban ( az alábbi két érték közé esik

-0.5((0.5< ( < +0.5((0.5,

akkor a rendszer bistabil. Ilyenkor három stacionárius pont van, melyek közül kettő stabil egy pedig instabil. Ennek a helyzetnek a fázisportréját ábrázoltuk a …ábrán:

ábra
A stabil stacionárius pontók csomópontok, az instabil pedig egy nyeregpont. Fontos szerepet játszik a nyeregpontba befutó két trajektória: ezek választják el a két pontattraktor medencéit egymástól. Ezeket a trajektóriákat nevezzük szeparatrixoknak.

 Készítsük el a (-xS megoldásdiagramot, és nézzük meg, hogyan változik a renszer stacionárius állapota, ha a ( paramétert először nagy negatív értékek (( < -0.5((0.5)  felől növeljük lassan nagy pozitív (0.5((0.5 < ()  értékre, majd pedig vissza? A megfigyelt jelenségethiszterézisnek szokás nevezni. Ez nem új bifurkáció, hiszen lényegileg két nyereg-csomó bifurkációból áll.

Hopf bifurkáció

Az 1 D rendszerekhez képest új lokális bifurkáció, amikor egy komplex sajátértékpár valós része válik nullává. Ez stabil vagy instabil határciklus születésével (vagy megszünésével) jár együtt, és mint tudjuk Hopf bifurkációnak nevezik. Két fajtája ismeretes, a szuperkritikus és a szubkritikus Hopf. Ezek megkülönböztetését csak grafikus ábrán tanultuk, számítással nem. 

1) Globális bifurkációk 2D rendszerekben

2) Határciklushoz vezető bifurkációk: kettős hurok, nyereg-csomó végtelen periódusú és nyereg-hurok bifurkáció.

Ezek a bifurkációk, mint azt már említettük, az egyensúlyi pont lokális stabilitásvizsgálatával nem találhatóak meg. Ilyen a kettős hurok (amit ciklikus ránc bifurkációnak is szokás nevezni), a nyereg-csomó végtelen periódusú, és végül a nyereg-hurok bifurkáció. Ezeket az egyenlet alakjából általában nem lehet felismerni. Ez alól  kivételt képeznek a polárszorzattal adott rendszerek, ezért a határciklushoz vezető globális bifurkációkra, ahol lehet, ilyen példát hozunk fel.

 Kettős hurok (ciklikus ránc, vagy kancsófül) bifurkáció

r(= ((r + r3  - 0.25(r5
((= 1

Itt kettős hurok bifurkáció jön létre a (= -1, és  szubkritikus Hopf bifurkáció pedig a (=0 paraméterértéknél. A (= -1 értéknél szemistabil határciklus van (kívülről stabil belülről instabil), melynek sugara rs=(2. (= 0-nál az instabil határciklus sugara nulla (szubkritikus Hopf), a stabilé pedig 2. A rendszer bistabil tehát a 

–1<(<0 intervallumban, és a ( változtatása során hiszterézis is megfigyelhető.

Ábra: megoldásdiagram
Végtelen periódusú nyereg-csomó (saddle-node infinite period:SNIPER) bifurkáció

r(= r - r3  

((=  ( + cos(
Itt, amikor a ( értéke nagyobb  mint 1, akkor aszimptotikus eseteben a fázispont az egysésugarú  körön, mint határcikluson kering az óramutató járásával ellenkező irányban. Amikor pedig ( értéke kisebb mint –1, akor ugyanezen a határcikluson mozog, csak ellenkező irányban. Ha viszont –1<(<1, akkor van két stacionárius pont is a határcikluson, melyek nyereg-csomó bifurkációval jönnek létre (=-1 esetén a (=0 szögnél, és ugyancsak nyereg-csomó bifurkációval tünnek el (= 1 esetében a (=( szögnél. A pozitív ( szögnél lévő stacionárius pont a stabil csomó, míg a negatív ( szögnél lévő a nyeregpont.

Másik példa (Art Winfree):

x( = (1 – x2 – y2)(x – (1 + ((y)y

y( = (1 – x2 – y2)(y + (1 + ((y)x

Itt (= -1 és (= 1 értéknél van SNIPER bifurkáció. Itt is felfedezhető a polárszorzattal való kapcsolat: (= 0-nál a Hopf normálalakja ismerhető fel, amikor a hopf paramétere éppen 1.

Ábra: megoldásdiagram
Végtelen periódusú nyereg-hurok (homoklinikus nyereg-hurok) bifurkáció 

Itt polárszorzatos alakot nem találtam. Egy egyszerű renszer:

x( = 0.7(y + 10(x( (0.1 – y2)

y( = – x + C

C=0.10, 0.12, 0.14 számítássorozat mutatja, amint a nyeregpont kipukkasztja a határciklust.

Ábra: megoldásdiagram
A határcilushoz vezető bifurkációk megoldásdiagramja 3 dimenziós ábrázolásban.
Megoldásdiagramok „olvasása” konkrét példákon kereszül 

Steve Scott: Autokatalátor diagramjai
A periódikus megoldások ágait vékony vonallal jelöljük a megoldásdiagramon: a folytonos vékony vonal stabil, a szaggatott vékony vonal pedig instabil határciklusra utal. A periódikus pályát gyakran két vonallal jelzik: ilyenkor pl. a határciklusos oszcilláció során felvett maximális és minimális x vagy y értékét jelenti a felső és az alsó vonal. Megjegyezzük, hogy az irodalom nem teljesen egységes a jelölésben. A határciklusok ágát szokás még pontozott vonallal is jelölni. Ebben az esetben a stabil határciklusok pontozott vonala fekete kitöltött körökből szokott állni, az instabil határciklusokat pedig belül üres karikák jelzik.

