Tanácsok

 a dinamikai rendszerek ZH 

néhány tipikus feladatának a megoldásához

Feladatok az 1dimenziós differenciálegyenletekkel megadott dinamikai rendszerek köréből

     Adott egy skalár differenciálegyenlet az alábbi alakban

dx/dt = f(x,(),

ahol ( egy paraméter. Itt nem a differenciálegyenlet megoldása, hanem csak annak kvalitatív vizsgálata a cél, ezért az alábbi problémákat vetjük fel: 

a) Kérdés, hogy egy adott ( mellett vannak-e stacionárius (vagy fix-) pontok, és milyen ezeknek a stabilitása.

b)   ( mekkora értékénél van bifurkáció (ha van egyáltalán), és milyen ennek a bifurkációnak a 

      típusa?

a) Elsőnek meg kell vizsgálni, hogy az 

f(xS,()=0

algebrai egyenletnek az adott ( érték mellett van-e megoldása, és ha igen, akkor hol helyezkednek el az xS gyökök. 

Gyakori, hogy az f függvény egy polinommal van megadva. Továbbá az is gyakori,  hogy a polinom gyöktényezős alakban, vagy ahhoz nagyon hasonló formában van felírva, hogy dolgozatírás közben ne kelljen magasabbfokú egyenletek megoldásával vesződni. Ezekből az alakokból általában könnyen kiolvasható valamennyi stacionárius pont:

xS1, xS2, … xSN.

A xSi stacionárius pont stabilitását lineáris stabilitásvizsgálattal úgy tudjuk eldönteni, hogy megvizsgáljuk a

d[f(xSi,()]/dx 

derivált előjelét. Amennyiben a derivált negatív, akkor a pont aszimptotikusan stabil, ha viszont  ez a derivált pozitív, akkor a pont instabil. (Amikor a derivált zérus, a stacionárius pont „marginálisan stabil” . Ezt az esetet külön tárgyaljuk a következő pontban.)

b) Bifurkáció olyan paraméterértéknél jön létre, ahol a pályaszerkezet megváltozik (pályaszerkezet: a pályák száma + a mozgás iránya a pályákon). Ez skalár differenciálegyenletek esetén mindig a stacionárius pontok stabilitásának változásával jár együtt. Tehát egydimenziós differenciálegyenletek esetén egyszerű a feladatunk: elegendő a stacionárius pontokat figyelni, ugyanis a  ( paraméternek kritikus értékénél ezek stabilitást váltanak, vagyis itt a függvény deriváltja sem nem pozitív, sem nem negatív, hanem zérus:

d[f(xS,(CRIT)]/dx = 0.

       (Az ilyen pontokat nemhiperbolikus stacionárius pontoknak nevezzük.)

       Az xS stacionárius pontra és a (CRIT kritikus paraméterértékre tehát két egyenletünk van:

f(xS,(CRIT)=0 és d[f(xS,(CRIT)]/dx = 0,

       vagyis a két ismeretlen kiszámítható. Ha egy bifurkációs pontot azonosítottunk, utána el kell 

       dönteni, hogy milyen bifurkációról van szó. Skalár differenciálegyenletek esetén három 

       esetet tárgyaltunk: a nyereg-csomó, a transzkritikus és a vasvilla bifurkációt. A precíz eljárás 

       az lenne, hogy a differenciálegyenletet a bifurkációs pont kis környezetében    

       transzformációkkal és a magasabb rendű tagok elhanyagolásával valamelyik bifurkáció 

       normálalkjára hoznánk, és így azonosítanánk. E helyett azonban a megoldásdiagramok 

       szemléletesebb geometriai módszerét szokás alkalmazni.

xS(() vagy megoldásdiagramok
A megoldásdiagramot úgy állítjuk elő, hogy a dinamikai rendszer stacionárius megoldásait ( xS ) ábrázoljuk a ( paraméter függvényében. Az így nyert görbéken a stabilitást is feltüntetjük, olymódon, hogy a stabil stacionárius pontok helyét egy vastag folytonos vonallal, az instabil stacionárius pontok helyét pedig egy ugyancsak vastag, de szaggatott vonallal jelöljük. (Annak, hogy a vonalak vastagok, jelen pillanatban nincs jelentősége. Később azonban a stacionárius pont mellett a határciklusos viselkedést is szeretnénk majd ábrázolni a megoldásdiagramokon, és azokat a stacionárius pontoktól való megkülönböztetésül nem vastag, hanem vékony vonallal fogjuk jelölni.) 

Mint az előadáson szó volt róla, a realisztikus és érdekes dinamikai rendszerek mindig nemlineárisak, és ezért általában több stacionárius megoldás is van. A megoldásdiagramon ezeket a megoldásokat reprezentáló görbék bizonyos pontokban találkoznak, vagy fordítva forgatva a filmet, a stacionárius megoldások ezekből a pontokból ágaznak szét: éppen ezért nevezzük ezeket a pontokat elágazási vagy bifurkációs pontoknak.

Tehát először felrajzoljuk az egyes xSi stacionárius megoldásokat a ( paraméter függvényében, és megállapítjuk, hogy hol vannak elágazási pontok. Ezekután az egyes ágak stabilitását vizsgáljuk meg. Egy ágon ezt elég egyetlen ( paraméterértéknél megnézni, mivel stabilitásváltás csak az elágazási pontokban lehetséges. Miután minden ág stabilitását feltérképeztük, az elágazási pontok, azaz a bifurkációk típusát már könnyű eldönteni aszerint, hogy oda hány és milyen stabilitású ág fut be, illetve indul ki onnan. 

Csak a rajz topológiája számít, vagyis hogy miként kapcsolódnak egymással a görbék!

Példa:

dx/dt = x2 - (,
dx/dt = ( - x2,
dx/dt = x2 + (,
dx/dt = -x2 - ( : ezek mind a nyereg csomó bifurkációt mutatnak a (CRIT=0 paraméterértéknél, de a parabola állása, vagy a stabil és instabil ágak helyzete (hogy melyik van alul, és melyik van felül) más és más.(Gyakorlásként vizsgáljuk meg ezeket az eseteket!)  Természetesen az sem kötelező, hogy a ( és az xS értéke éppen zérus legyen a bifurkációs pontban: a parabola csúcspontja akárhol lehet, attól az még nyereg-csomó bifurkáció. (Pl. dx/dt = ( + 2x – x2, itt a bifurkációs pontban xS=1 és (CRIT= -1.)

Általában azt mondhatjuk, hogy amennyiben egy megszokott bifurkáció megoldásdiagramján a ( vagy xS tengely irányát megfordítjuk, avagy a stabil és instabil ágakat felcseréljük (ami eddig folytonos vonal volt, az ekkor szaggatott lesz, és viszont), attól még ugyanazzal a bifurkációval állunk szemben.

Feladatok a 2 dimenziós differenciálegyenletekkel megadott dinamikai rendszerek köréből

A feladat itt is a dinamikai rendszer kvalitatív viselkedésének a vizsgálata, tehát hogy vannak e stacionárius pontjai, ezeknek mi a stabilitása, és hogy vannak-e bifurkációk. Nagy különbséget jelent azonban, hogy itt zárt pályák, azaz határciklusok is előfordulhatnak. Ha a rendszer kezdetben a határcikluson van, akkor ott is marad, akárcsak egy stacionárius pont esetében. A határciklus is lehet stabil, vagy instabil.  A határciklus azonban globális jelenség, így a vele kapcsolatos bifurkációk is gyakran globális bifurkációk, kivéve a Hopf bifurkációt, ahol a határciklus zérus sugárral keletkezik, vagy szűnik meg egy fókuszpont közelében. 

Elsőnek a lokálisan vizsgálható feladatokat tekintjük. Tipikus feladat pl. a következő:

Adva van az alábbi kétváltozós közönséges differenciálegyenlet rendszer:

dx/dt = f(x,y,(),

dy/dt = g(x,y,(),

ahol ( egy paraméter.

a) Kérdés, hogy egy adott ( mellett vannak-e stacionárius (vagy fix-) pontok, és

     kérdés ezek stabilitása.

b) ( mekkora értékénél van bifurkáció (ha van egyáltalán), és milyen ennek a bifurkációnak a 

    típusa?

a) Először a stacionárius pontokat kell megkeresni, ami az alábbi kétismeretlenes algebrai egyenlet megoldását jelenti:

 f(xS,yS,() =0,

g(xS,yS,() =0.

      Az algebrai egyenlet megoldását általában valahogyan megkönnyíti a feladat, hogy evvel ne töltsünk túlságosan hosszú időt. (Például mindkét egyenlet gyöktényezős, vagy ahhoz hasonló alakban van felírva. A fázissíkon ekkor úgy célszerű megkeresni a stacionárius pontokat, hogy felrajzoljuk az f(xS,yS,() =0 és a g(xS,yS,() =0 u.n. nullklínákat. Ahol ezek metszik egymást, ott vannak a stacionárius pontok. Vigyázat: pl. a f(xS,yS,() =0 feltételből több nullklína is adódhat, de ezek metszéspontjai – amennyiben egyáltalán vannak ilyenek – természetesen nem stacionárius pontok, hiszen ezekben a pontokban is csak a dx/dt=0 feltétel teljesül, a dy/dt=0 feltétel nem.) 

Ha megvannak a stacionárius pontok, akkor a következő lépés ezen pontok lineáris stabilitásvizsgálata, vagyis a stacionárius pont közvetlen környezetében, azaz lokálisan, a nemlineáris differenciálegyenletrendszert egy lineáris differenciálegyenletrenszerrel helyettesítjük. Ennek a lineáris rendszernek a mátrixa az u.n. Jacobi matrix, melynek elemei:

a11 = (f/(x,         a12= (f/(y,

a21 = (g/(x,
a22 = (g/(y.

Természetesen valamennyi derivált az éppen vizsgált stacionárius pontban (xSi, ySi ) veendő.

Mint tudjuk a pont stabilitása a Jacobi mátrix sajátértékeitől függ: amennyiben ezek közül     

bármelyik valós része pozitív, úgy a pont instabil, ha pedig valamennyi valós rész negatív,     

akkor aszimptotikusan stabil. (Ha a sajátértékek tisztán valósak , akkor az 1 dimenziós          

differenciálegyenletnél már ismertetett osztályozásról van tulajdonképpen szó. Amennyiben 

a sajátértékek komplexek, akkor mint láthatjuk, a valós részük dönti el a stabilitást. A nem-

hiperbolikus pont fogalmát is ebben a szellemben általánosíthatjuk: olyan pont, amelyben a 

a linearizált rendszer – a Jacobi matrix - egyik sajátértéke – vagy általában véve annak valós 

része –nulla.)


A stabilitást és a pont jellegét (csomó, nyereg, vagy fókusz) a Trace- Determináns 

diagram alapján határoztuk meg. (Természetesen ennek a módszernek az alkalmazása 

nem kötelező, de szemléletes volta miatt javallott.) Ezzel az órán már részletesen foglalkoztunk.

A következő teendő, hogy amennyiben a feladatban egy paraméter is szerepel, hogy megvizsgáljuk az esetleges bifurkációkat.

Bifurkációk 2D differenciálegyenlettel adott dinamikai rendszerekben

Lokális bifurkációk

A lokális bifurkációk közül az az eset, amikor a linearizált rendszer tisztán valós sajátértéke válik nullává, lényegét illetően nem különbözik az 1 dimenziós esettől. A síkbeli (pl. (-xS) megoldásdiagram azonban most kevésbé biztos képet ad, mivel a síkban a paraméter mellett a stacionárius megoldásnak csak az egyik koordinátája tüntethető fel. (Például ha két különböző stacionárius állapotot jelző vonal találkozik pl. a (-xS síkban, ez nem jelenti feltétlenül, hogy a (-yS síkban is ugyanott találkoznak. A szokásos feldatoknál azonban ilyen komplikációkkal ritkán kell számolni. Ha nagyon szükséges, akkor felvehetünk olyan megoldásdiagramot, ahol az egész fázissíkot ábrázoljuk perspektívikusan, mint a ( paraméter függvényét. Határciklussal kapcsolatos bifurkációk esetén ez hasznos lehet.)

Hopf bifurkáció

Az 1 D rendszerekhez képest új lokális bifurkáció, amikor egy komplex sajátértékpár valós része válik nullává. Ez stabil vagy instabil határciklus születésével (vagy megszünésével) jár együtt, és Hopf bifurkációnak nevezik. Szuperkritikus és szubkritikus Hopf. Ezek megkülönböztetését csak grafikus ábrán tanultuk, számítással nem, ezért  csak ilyen feladat várható. 

Globális bifurkációk

Ezek a bifurkációk, mint azt már említettük, az egyensúlyi pont lokális stabilitásvizsgálatával nem találhatóak meg. Ilyen a kettős hurok, a nyereg-csomó végtelen periódusú, és végül a nyereg-hurok bifurkáció. Ezeket az egyenlet alakjából általában nem lehet felismerni, kivétel a polárszorzattal adott rendszereket. Itt tehát az várható, hogy vagy plárszorzattal adott rendszer globális bifurkációit kérdezzük, vagy már egy kész megoldásdiagram interpretációja a feladat. (Ezt az órán gyakoroltuk.) A periódikus megoldások ágait vékony vonallal jelöljük a megoldásdiagramon: a folytonos vékony vonal stabil, a szaggatott vékony vonal pedig instabil határciklusra utal. A periódikus pályát gyakran két vonallal jelzik: ilyenkor pl. a határciklusos oszcilláció során felvett maximális és minimális x vagy y értékét jelenti a felső és az alsó vonal. Megjegyezzük, hogy az irodalom nem teljesen egységes a jelölésben. A határciklusok ágát szokás még pontozott vonallal is jelölni. Ebben az esetben a stabil határciklusok pontozott vonala fekete kitöltött körökből szokott állni, az instabil határciklusokat pedig belül üres karikák jelzik.

Feladatok az 1 és 2 dimenziós leképezésekkel megadott dinamikai rendszerek köréből

Jelen ZH-ban csak az egydimenziós leképezések kvalitatív vizsgálatával foglalkozunk (mivel a 2 D rendszerekre végülis nem jutott idő). A felvetett kérdéskör analóg a differenciálegyenleteknél feltett kérdésekkel.

Adott egy egydimenziós leképezés az alábbi alakban

xN+1 = f(xN,(),

ahol ( egy paraméter. 

a) Kérdés, hogy egy adott ( mellett vannak-e stacionárius (vagy fix-) pontok, és milyen ezek 

stabilitása?

b) ( mekkora értékénél van bifurkáció (ha van egyáltalán), és milyen ennek a bifurkációnak a 

    típusa?

a) Elsőnek meg kell vizsgálni, hogy az 

xS = f(xS,()

egyenletnek az adott ( érték mellett van-e megoldása, és ha igen, akkor hol helyezkednek el az xS1, xS2,… xSN, gyökök. Az xSi stacionárius pont stabilitását lineáris stabilitásvizsgálattal úgy tudjuk eldönteni, hogy megvizsgáljuk a

d[f(xSi,()]/dx 

derivált abszolút értékét. Amennyiben ez egynél kisebb, akkor a pont aszimptotikusan stabil, ha viszont  ez egynél nagyobb, akkor a pont instabil. A lineáris közelítésben kétféle instabilitás lehet: amikor a derivált 1-nél nagyobb és pozitív, divergenciáról beszélünk. Amikor a derivált egynél kisebb és negatív, akkor pedig ú.n. „flip” instablitás lép fel: a rendszer a stacionárius pont körül ide-oda ugrálva távolodik az instabil stacionárius ponttól. 
b) A bifurkációk itt hasonlóak, mint az 1D differenciálegyenletek esetén, csak itt még lehetséges a flip vagy perióduskettőző bifurkáció is, amikor a derivált éppen -1. Amikor a derivált +1, akkor nyeregcsomó, transzkritikus, vagy vasvilla bifurkáció történik.

