DINAMIKAI RENDSZEREK

Vizsgazárthelyi megoldás
2006. december 8.

1.) Egy skaláris differenciálegyenlet az alábbi alakú:

x( = f(x) = ((-x2)(x(((+1- x )
ahol ( egy paraméter.

a) Adjuk meg a (=0,25 paraméterértéknél a stacionárius pontok helyét és stabilitását!

(Indokoljuk a választ!)
Megoldás
4 gyök van: xS1 = + (()1/2 = 0.5,   xS2= - (()1/2 = -0.5,   xS3=0,   xS4 = (+1 =1,25

f’(x) = ((-x2)’(x(((+1- x )  + ((-x2)(x’(((+1- x ) + ((-x2)(x(((+1- x )’
Mivel szorzatok összegéről van szó az egyes stacionárius állapotokban mindig csak azt a tagot kell tekinteni amelyikben az a szorzótényező kerül deriválásra, amelynek a gyöke éppen a kérdéses stacionárius állapot. (A többi tagban ugyanis ez a szorzótényező éppen zérus.) Tehát
f’(xS1) = -2xS1(xS1(((+1- xS1)  = -2(xS1)2((1,25 – 0,5 ) <0 vagyis aszimptotikusan stabil,
f’(xS2) = -2xS2(xS2(((+1- xS2)  = -2(xS2)2((1,25 + 0,5 ) <0 tehát ez is aszimptotikusan stabil,
f’(xS3) = ((-xS32)(((+1- xS3 )   =  (()(((+1) = 0,25(1,25 > 0 instabil,
f’(xS4) = -((-xS42)(xS4 = - (0,25 – 1,252)(1,25 > 0 instabil.
b) Milyen bifurkációk fordulnak elő a ( paraméterérték változása során, és hol? 

Megoldás
Bifurkáció ott fordul elő, ahol a fixpont nem hiperbolikus. Vagyis egyszerre két reláció áll fenn: f(xS) = 0 és f’(xS) = 0 ugyanezen a helyen. 
1) f(xS1)=0  (  xS1= + (()1/2,  f’(xS1)=0 ( -2(C[(C+1-((C)1/2]  ( (C=0  ( (xS1)C=0,

ahol (C  a paraméter kritikus értéke, (xS1)C pedig az első stacionárius pont helyzete a

bifurkációs pontban.
 2) f(xS2)=0  (  xS2= - (()1/2,  f’(xS2)=0 ( -2(C[(C+1+((C)1/2]  ( (C=0  ( (xS2)C=0.


(Tulajdonképpen a (C-nek még egy további indexet kellene tenni aszerint, hogy

 melyik gyökhöz -a megoldásdiagram melyik ágához – tartozik, de ettől,

 az egyszerűség kedvéért eltekintettünk.)

3) f(xS3)=0  (  xS3= 0,  f’(xS3)=0 ( (C((C+1)  ( két gyöke van (C(1)=0  és (C(2)= -1,  

mindkettőhöz az  (xS3)C=0 tartozik.
4) f(xS4)=0  (  xS4= (+1,  f’(xS4)=0 ( -[(C –((C+1)2]( (C+1)  ( (C= -1 ( (xS4)C=0.

c) Szerkesszünk xS=xS(() (xS : x stacionárius értéke) megoldás diagramot a válasz indoklására! (Stabil stacionárius pont: folytonos vonal, instabil stacionárius pont: szaggatott vonal.)

Megoldás
 A megoldásdiagram rajzolását a ( tengellyel célszerű kezdeni, amely egyben a harmadik gyök ágának (xS3= 0 ) felel meg. Ezen az ágon két bifurkációs pont van a (C(1)=0  és (C(2)= -1 paraméterértékeknél. A stabilitást a már levezetett
f’(xS3) =  (()(((+1)

formula adja. E szerint xS3 instabil, ha (<-1, stabil, ha -1<(<0, és végül instabil, ha (>0.

A megoldásdiagram rajzolását a negyedik gyöknek megfelelő ággal folytathatjuk, aholis xS4 = (+1. Ez az egyenes a (= -1 pontban metszi az harmadik gyöknek megfelelő ( tengelyt, ahol nyilvánvalóan transzkritikus bifurkáció jön létre. A negyedik gyök ágának megfelelő egyenes mentén a stabilitást az
f’(xS4) = -((-xS42)(xS4 = - [( - ((+1)2]( (+1)
kifejezés előjele adja meg. Ez (<-1 esetben negatív, tehát itt stabil a negyedik fixpont, (>-1 esetben pedig pozitív, vagyis ebben a tartományban instabil ez a megoldás. 

Végül az xS1= + (()1/2 és az xS2=  - (()1/2 megoldások stabilitásával foglalkozunk.  
 A xS1= + (()1/2 ág stabilitása a 
f’(xS1) = -2xS1(xS1(((+1- xS1) = -2([(+1-(()1/2]  

kifejezés előjelétől függ, amely (>0 esetén mindig negatív, vagyis ez az ág mindig 

stabil, hiszen (<0 az ág nem létezik. Az xS2= - (()1/2 ágra analóg megfontolások alapján 

ugyanez az eredmény adódik. Felismerhető tehát, hogy az origóban vasvilla bifurkáció 

történik. 
Mindezek alapján megrajzolható az alábbi megoldásdiagram:.
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Megjegyezzük, hogy az egyes megoldás-ágak stabilitása a feladat a) részében kapott eredmények alapján is eldönthető, abból kiindulva, hogy a stabilitás változása csak az elágazási (bifurkációs) pontokban lehetséges.
2.) A Duffing oszcillátor mozgásegyenlete:
m(X’’ = k1(X – k3(X3 –k2(X’,    
ahol a vessző  ( „ ’  ”) a ( idő szerinti deriválást jelenti. 

a) Bizonyítsuk be, hogy lehet olyan X=((x, és (=((t transzformációkat találni, hogy a transzformált egyenletekben már csak egy paraméter jelenik meg, melyeket jelöljünk a-val:

x(( = x – x3 - ax(.
Ekkor a másodrendű differenciálegyenlet egy y=x( új változó bevezetésével az alábbi kétváltozós differenciálegyenlet-rendszerré alakítható: 
x( = y

y( = x – x3 - ay.
A pötty ( „( ”) a transzformált t idő szerinti deriválást jelöli.
Megoldás:
(k1((2)/m = 1, (k3((2((2)/m=1, azaz ( =(m/ k1)1/2, (=(k1/k3)1/2 , és így a=k2/(k1(m)1/2 .

b) Keressük meg a transzformált dinamikai rendszer stacionárius állapotait! 

Megoldás:
0= yS
0= xS  – (xS)3 -ayS,

ahol xS és yS egy stacionárius pont koordinátái. A fenti egyenletrendszerből 

yS1 = yS2 = yS3=0 és  xS1=0,    xS2= +1,    xS3= -1. 

c) Linearizálással vizsgáljuk meg a stacionárius pontok típusát!  

Megoldás:
((x)(   =  [0]((x + [1]((y     
((y)(   =  [1 - 3xS2]((x  + [-a]((y ,

ahol (x=x-xS és (y=y-yS. A három fixpontban tehát a  Jacobi matrix az alábbi lesz:

S1:  (0,   1)

S2: (0,    1)

S3:  (0,    1)        

       (1, -a )

      (-2, -a)

       (-2, -a)

A fentieknek megfelelően az S1 stacionárius pont - amely az origóban van - mindig nyereg (hiszen Det= -1, a-tól függetlenül) a másik két pont viszont lehet centrum (a=0 esetén), avagy stabil fókusz, esetleg csomó. Ez utóbbi akkor jön elő, ha a csillapítás kellően nagy, és ezért  a Tr2/4 >Det kritérium teljesül, ami itt azt jelenti, hogy a2/4>2.
d) Bizonyítsuk be, hogy az 

L(x,y) = y2/2 – x2/2 + x4/4 

fázisfüggvény rendszer szerinti deriváltja állandó előjelű, azaz az L(x,y) Ljapunov függvény!
Megoldás:
L*=dL/dt= ((L/(x)(x( + ((L/(y)(y(
L*= (-x + x3)(y + (y)(( x – x3 – ay) = -a(y2.

Tehát az L fázisfüggvény értéke mindvégig csökken. Ha pedig a=0, akkor konzervatív a rendszer, és csillapítatlan oszcillációkat mutat. 

Megjegyzés: A  „forced Duffing oscillator” (kényszerrezgést végző Duffing oszcillátor)  a Phaser könyvtárában megtalálható. Ha a kényszer c amplitúdóját 0-nak választjuk, megkapjuk a gerjesztés nélküli Duffing oszcillátort, és így a következtetéseink helyességét numerikusan is lehet ellenőrizni.
3.) Tekinsük az alábbi reakció sémát egy zárt, kevert reaktorban:
A(X

B +X ( Y

2X + 2Y ( 3X + Y
X ( C

Az A és B komponenseket állandó szinten tartjuk (elfogyott mennyiségüket pótoljuk), a C komponenst pedig folyamatosan eltávolítjuk. (Ez a séma t.k. egy módosított Brüsszelátor.)
  A fenti négy reakció sebességi állandói legyenek sorrendben k1, k2, k3 és k4. Ekkor ez a dinamikai rendszer az alábbi 2 változós közönséges differenciálegyenlettel adható meg:

X’ = k1(A – k2(B(X  - k4(X  +  k3(X2Y2
Y’ = k2(B(X  -  k3(X2Y2,
ahol a vessző  ( „ ’ ”) a ( idő szerinti deriválást jelenti. 

a) Bizonyítsuk be, hogy lehet olyan X=((x, Y=((y és (=((t transzformációkat találni, hogy a transzformált egyenletekben már csak két paraméter jelenik meg, melyeket a és b jelöl:

x( = a – (b +1)x + x2y2
y( = bx  – x2y2.
A pötty ( „( ”) a transzformált t idő szerinti deriválást jelöli.
Megoldás:
k4(( = 1, (=(, k3((3((=1, k1(A((/(=a, k2(B((=b  azaz ( =( k4)-1, (=(k4/k3)1/3 .

Azaz  a= (k1/k4)((k3/k4)1/3(A  és b= (k2/k4)(B.

b) Keressük meg a transzformált dinamikai rendszer stacionárius állapotát! 

Megoldás:
0= a – (b +1)xS + (xS)2(yS)2
0= bxS  – (xS)2(yS)2,

ahol xS és yS a stacionárius pont koordinátái. A fenti egyenletből 

xS=a és  yS=(b/a)1/2.

c) Linearizáljuk a stacionárius állapot körül az egyszerűsített differenciálegyenlet-rendszert!

Megoldás:
((x)(   =  [-(b+1) + 2xS(yS)2]((x + [2(xS)2yS]((y     
((y)(   =  [b - 2xS(yS)2]((x  - [2(xS)2yS]((y ,

ahol (x=x-xS és (y=y-yS. Behelyettesítve:

((x)(   =  [b -1]((x + [2a2((b/a)1/2]((y     
((y)(   =  [-b]((x  - [2a2((b/a)1/2]((y .

d) A linearizált differenciálegyenletnek a stacionárius pontja az origó.(Hiszen a sorfejtésnél a változók a fixponttól való eltérést jelentik.) Vizsgáljuk meg, hogy ez a fixpont lehet-e nyeregpont?

Megoldás:
A Jacobi matrix determinánsának az előjelétől függ a válasz. Nyeregpont esetében Det<0.

Ebben az esetben 

Det = [b -1]([- 2a2((b/a)1/2] - [-b]([2a2((b/a)1/2]
Det = [1- b + b ]([ 2a2((b/a)1/2] = 2a2((b/a)1/2.

Mivel a2 mindig pozitív, a válasz a (b/a)1/2 kifejezés előjelétől függ. Mivel ez nem más mint yS , ha ez kémiai koncentrációt jelöl, akkor csak pozitív lehet.

e) Adjuk meg annak a feltételét, hogy a linearizált egyenlet fixpontja éppen egy centrum!

Megoldás:
Centrum esetében Det>0 és Tr=0. 

Tr= b -1 - 2a2((b/a)1/2 = b -1 – 2a3/2(b1/2 = 0.

A fenti egyenlet mind az a-ra, mind pedig a b-re kifejezhető

a = [(b-1)/(2b1/2)]2/3, 

b = [a 3/2 + (a3 + 1)1/2 ]2
Ha pl. a=1, akkor b = [1 + (1 + 1)1/2 ]2 = (2.414)2 = 5.83 –nál lesz centrum.

f) Milyen bifurkáció következik be itt a nemlineáris rendszerben, és ez mit jelent?

Válasz: Hopf bifurkáció, ahol egy stabil fókuszból egy instabil fókusz lesz, vagy fordítva. Szuperkritikus Hopf: az instabil fókusz körül stabil határciklus található.

Szubkritikus Hopf: a stabil fókuszt egy instabil határciklus veszi körül.

4.) Megoldás-diagram – fázisportré-sorozat gyakorlat. Itt a bifurkációs diagram magyarázatára fázisportré-sorozatot szerkesztünk. 
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: kritikus érték; 
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Példák:

I. Nyereg-csomó bifurkáció
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Fázisportré-sorozat:


[image: image8.wmf]1

m

c

m

2

m


II. Szubkritikus Hopf-bifurkáció
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Fázisportré sorozat:
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Feladatok:

a)  Mondjuk meg, hogy az alábbi bifurkációs diagramon milyen bifurkációk fordulnak elő!

b)  Minden, az ábrán jelölt
[image: image11.wmf]m

 értékhez adjuk meg a fázisportrét! (A fázissíkon vagyunk. Csak kvalitatív rajzot kérünk!)

A bifurkációs diagramokon vastag vonallal a stacionárius pontokat, vékony vonallal a periodikus pályákat jelöltük.

Folytonos vonal a stabil, szaggatott vonal az instabil stacionárius pont, ill. periodikus pálya. 
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a)   (1 és (2 között egy nyereg csomó, majd (2 és (3 között egy újabb nyereg-csomó bifurkáció történik. (A kettő együtt hiszterézist hoz létre.) 

(2 és (3 között egy kettőshurok bifurkáció látható, ahol egy stabil és egy instabil határciklus olvad össze.

(3 és (4 között egy szubkritikus Hopf,
(4 és (5 között egy végtelen periódusú nyereg-csomó (nyeregcsomó hurok),

(5 és (6 között egy homoklinikus nyereg-hurok, 

(6 felett pedig egy szuperkritikus Hopf és egy nyereg-csomó bifurkáció található.

b) Kvalitatív fázisportré rajzok (1–től  (6-ig:
[image: image13.png]N
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5.) Az ökológiai irodalom szerint egy rovarpopuláció egymást követő nemzedékeinek a számát az alábbi leképezés adja meg:

xn+1 = xn[1 + r(1-xn/K)],

ahol xn és xn+1 a rovarok egyedszáma az n-edik, illetve az ezt követő n+1-edik generációban,  „r” az ú.n. szaporodási ráta, „K” pedig az adott élettér eltartó képesége („carrying capacity”).

a) Keressük meg valamennyi nem-negatív stacionárius állapotot a két paraméter pozitív voltát  feltételezve!

Megoldás:
A stacionárius pontokra érvényes az alábbi összefüggés:

xS = xS[1 + r(1-xS/K)],

amely egyenletnek két megoldása van:
xS(1) = 0, és  xS(2) = K.
b) Milyen a stacionárius pontok stabilitása? 

Megoldás:
A megoldáshoz azt a kritáriumot kell megvizsgálni, miszerint az xn+1=f(xn) függvény f’(x) deriváltjának a kérdéses stacionárius pontban vett (f’(xS) (abszolút értéke 1-nél nagyobb, avagy kisebb? 
df(xn)/dxn = 1 +  r(1-xn/K)  -r xn/K = 1 + r - 2 r xn/K.

Az xS(1) = 0 stacionárius pontra 
(f’(xS) (= 1 +r >1,
vagyis ez a pont mindig instabil. Az xS(2) = K fixpontra 

(f’(xS) (= (1 -r (,

amely kifejezés lehet nagyobb mint 1, amennyiben r>1. Vagyis ez a pont stabil, ha r<2, és instabil, ha r>2. 

c) Számítsuk ki, hogy az r paraméter mely értékénél jön létre bifurkáció. Milyen fajta bifurkáció ez?
Megoldás:
A példa előző részében láthattuk, hogy a xS(2) = K fixpont stabilitást veszít az r=2 paraméterértéknél. Lineáris közelítésben ez flip bifurkáció, ami egy nemlineáris rendszer esetén általában perióduskettőző bifurkációt jelent. 
Pontozás: 

1 a) 1p. b) 2p. c) 2p.


      Σ 5p

2 a) 1p. b) 1p. c) 2p. d) 2p.

      Σ 6p

3 a) 1p. b) 1p. c) 1p. d) 2p. e) 1p. f) 1p.   Σ 7p

4 a) 2p. b) 3p.                                           Σ 5p

5 a) 1p. b) 2p. c) 2p.                                 Σ 5p








      Σ 28p

Elégséges: 9-11

Közepes:  12-14

Jó:             15-18
Jeles:         19-
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