Dinamikai rendszerek — mi ez és mire j0?

Mott6 helyett:

Ha'a dinamikai
rendszereket tudod,

mindenhez is ertesz.

Miel6tt a dinamikai rendszerekrdl beszélnénk, mit is értiink rendszer alatt? A rendszer a minket
koriilvevo vilag egy kisebb-nagyobb része, ami valamiért szamunkra éppen érdekes. Lehet ez egy
cseppnyi reakcidelegy, vagy akar egy galaxis-rendszer is. Amikor ezt modellezziik, akkor az
allapotat valamilyen valtozokkal irjuk le, példaul a reakcidelegy esetén koncentraciokkal, a galaxis-
rendszer esetén a galaxisok koordinataival és sebességével. A modellben lesznek valamilyen
szabalyaink, amik leirjak ezeknek a valtozoknak a viselkedését. Dinamikai rendszer esetén ezek a
szabalyok olyanok, hogy a valtozok idébeli megvaltozasara van egy torvénylink, és ez a tdérvény
csak a valtozok adott id6pontbeli értékétdl fiigg (ez utobbira mondjuk azt, hogy determinisztikus a
rendszer). A legismertebb tipusuk a differencialegyenlet-rendszer: a valtozok id6beli derivaltja adott
a valtozok pillanatnyi értékének fiiggvényeként.
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Fontos megfigyelés, hogy a valésagot jol leiré dinamikai rendszerek esetében elegend6éen hosszu
id6 mulva a rendszer egy allandésult viselkedést mutat. Legegyszeriibb esetben ilyenkor az sszes
véltozo egy éallando értéket vesz fel, ezt nevezziik staciondrius allapotnak vagy egyensulynak.
Kémiai reakcidk esetén ez a tipikus viselkedés. Vannak viszont bonyolultabb rendszerek is, ahol az
allandosult viselkedés egy periodikus valtozas, allando periédusidovel és amplitidéval. Gondoljunk
példaul egy ingadrara: miutan elinditottuk, azaz kell6 er6vel megloktiik, rovid id6 alatt beall egy
alland6 amplitidoja ingamozgas. De néhany egzotikus kémiai rendszer esetén is egy oszcillalo
reakcio az allandosult allapot (ilyen pl. a Belouszov-Zsabotyinszkij vagy a Briggs-Rauscher
reakcio). A legbonyolultabb rendszerek esetén pedig az allandosult allapot egy 6ssze-vissza,
kaotikus mozgas, ilyen pl. a 1égkor, azaz az id6jaras valtozasa; de ilyen lehet egy kett6s inga is.



Okos matematikusok rajottek, hogy ezeknek az allandosult allapotoknak a vizsgalatahoz nem
feltétleniil sziikséges megoldani a differencidlegyenlet-rendszert (ami kicsit is 6sszetett esetben a
nagyon nehéz és a nincs analitikus megoldas koziil valamelyik). A differencialegyenlet-rendszer
jobb oldalat (altalanosan: a valtozast leir6 szabalyt) megvizsgalva egyszer(i matematikai
eszkozokkel (példaul nullahelyek keresése, derivalas) az allandésult viselkedésrdl sok minden
megmondhato. Példaul a stacionarius allapot esetén az egyenstlyi értékek, vagy egy oszcillacio
esetén annak kozepe és a koriilbeliili amplitido és periodusidd. A félév soran szo lesz ezekrdl a
modszerekrol.

Vannak ezekben a differencidlegyenlet-rendszerekben paraméterek is. Ezek az id6ben allandéak,
vagy lassan valtoznak. Ugyanakkor két kiilonb6z6 rendszer vagy kisérlet esetén ezeket
madosithatjuk. Gondoljunk példaul a kiilsé6 hémérsékletre, vagy az ingadra hosszara. A fent mar
emlegetett okos matematikusok arra is rajottek, hogy ahogy ezek a paraméterek valtoznak, a
rendszer allandosult viselkedése is valtozik. Bizonyos értékeknél drasztikusan: megjelenik egy
Ujabb stacionarius allapot (tin. bistabil rendszert kapunk), vagy a stacionarius allapot helyett
megjelenik egy oszcillalo viselkedés. Ezeket el is nevezték bifurkacionak. A félév soran részletesen
végig fogjuk venni az 1 és 2 valtozds rendszerek tipikus bifurkacioit.

Ez szép és jo, de a valodi rendszerekben altalaban kett6nél tobb valtozonk van. Viszont okos
matematikusok arra is rajottek, hogy a bifurkaciok esetén egy néhany valtozds részrendszer az, ami
ezeket a viselkedésbeli valtozasokat okozza, ezért kiilonosen fontos az 1 és 2 valtozds rendszerek
ismerete. Arrol is lesz sz0, hogyan kell ezeket az érdekes részrendszereket megtalalni. Ezen kiviil
sz0 lesz még arrol is, hogy ha egy rendszerben sok paraméteriink van (pl. sok reakciokinetikai
allandonk), akkor hogyan lehet megtalalni ezeknek azt a néhany kombinaciojat, ami ténylegesen
meghatarozza a bifurkaciokat, azaz a rendszer viselkedését. Példaul egy oszcillacids reakcié esetén
ha két adott reakcidkinetikai alland6 hanyadosa nagyobb egy kritikus értéknél, akkor a rendszer mar
nem tud oszcillalni.

Es akkor kanyarodjunk vissza a mottéhoz. A dinamikai rendszer viselkedése nem fiigg attél, hogy a
rendszer valtozoi épp kémiai koncentraciok, populaciok létszamai, helyek és sebességek, vagy
termodinamikai valtozok. A viselkedés csak attdl fiigg, hogy a valtozast leir6 szabalyrendszer (azaz
pl. a differencidlegyenlet-rendszer jobb oldala) milyen alaki. Tehat aki otthon van a dinamikai
rendszerek tudomanyaban, az elé barmilyen tudomanyteriiletrél odatesznek egy determinisztikus
rendszert, azt képes lesz megvizsgalni. Példaul ugyanolyan alaku rendszer képes leirni egy
oszcillaciés reakcidt, a cirkadian-kort (biokémiai reakciok) vagy egy tranzisztoros aramkor
fesziiltségének valtozasat. A masodik példa kicsit bonyolultabb, itt parcialis differencial-
egyenletekrdl van sz6 (ezekrdl csak érint6legesen lesz sz6 a félév soran). Itt példaul ugyanaz a
modell hasznalhatd a préritliz terjedésére, a kémiai hullamokra, az idegsejtek kalcium hullamaira
vagy a kozépkori pestisjarvany terjedésére.

Ezért olyan sokoldaltan hasznalhat6 a dinamikai rendszerek tudomanya. Ha valaki egyszer kell6
gyakorlatot szerzett benne, akkor tetszéleges tudomanyteriileten képes a differencialegyenlet-
rendszer struktirdja alapjan megmondani, hogy milyen viselkedés varhaté a rendszerben. Vagy
visszafelé, a rendszer tulajdonsagainak ismeretében javaslatot tenni arra, hogy milyen modell fogja
tudni azt leirni.



