DINAMIKAI RENDSZEREK

Gyakorl6 feladatok

1.) Egy skalaris differencialegyenlet az alabbi alaku:

x=(u—x")-x-(x—1) ’
ahol p egy paraméter.
a) Adjuk meg a y=0,25 paraméterértéknél a stacionarius pontok helyét és stabilitasat!
(Indokoljuk a valaszt!)
b) Milyen bifurkaciok fordulnak el6 a p paraméterérték valtozasa soran? Szerkessziink
Xs=Xs() (xs: x stacionarius értéke) megoldasdiagramot a valasz indoklasara! (Stabil
staciondrius pont: folytonos vonal, instabil stacionarius pont: szaggatott vonal)

2.) Egy skalaris differencidlegyenlet két paramétertdl fiigg:

X=Wy X=X+,
a) Milyen bifurkaci6 fordul el6 p; fiiggvényében, ha p,=0? Rajzoljuk fel az x.=x,(u1)
megoldasdiagramot! Indokoljuk a rajzot!
b) Milyen bifurkacié fordul el p, fiiggvényében, ha p;=0? Rajzoljuk fel az x=x,(u2)
megoldasdiagramot! Indokoljuk a rajzot!
c) Rajzoljuk fel a pi, p» paramétersikon a bifurkaciok helyét megadé gorbét! Indokoljuk a
rajzot!
*d) Ha az el6bbi paramétersikon a Mzzg—l+% egyenes mentén haladunk, akkor milyen
bifurkaciot figyelhetiink meg? (Indoklassal!)

3.) Tekintsiik az alabbi kétvaltozds elsérendii differencidlegyenlet-rendszerrel megadott, un.

Van der Pol-oszcillatort!
3

x=ux—+ y
‘ 3
. 2
y=—w,x
a) Linearis rendben vizsgaljuk meg, hogy a p paraméter értékét valtoztatva hogyan valtozik a
stacionarius pont tipusa?

b) Bebizonyithatd, hogy negativ p értékekre a stacionarius pont globalis attraktor (medencéje

az egész x - y sik). Erre tdmaszkodva indokoljuk, hogy milyen bifurkaci6 jon létre a p=0
paraméterértéknél!

*c) Bizonyitsuk be, hogy negativ u értékekre a stacionarius pont globalis attraktor!
Probalkozzunk a
V(x,y)=3 (@i +y?)

elliptikus szintfeliileteket ad6 Ljapunov-fiiggvénnyel!

4.) A kovetkez6 néhany feladat polarkoordinatas szorzatrendszerekkel foglalkozik:
a)
F=ur—r’
=1
Rajzoljuk fel a fazisportrét (csak kvalitativan) a p=-1, p=0 és p=1 esetekben! Milyen
bifurkacié torténik a p=0-nal? Rajzoljuk fel az r, = r(u) megoldasdiagramot is!
b)
F=—4r+ur—r’
=1
Rajzoljuk fel a kvalitativ fazisportrét a p=0 és p=5 esetekben! Milyen bifurkacio torténik a két
érték kozott? Rajzoljuk fel az rs = ry(u) megoldasdiagramot is!
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C)
F=4r—r’
¢=1—usin¢
Rajzoljuk fel a kvalitativ fazisportrét a p=0,97; p=1 és py=1,03 esetekben! Milyen bifurkacié
torténik p=1-nél?

5.) Bifurkiciés diagram — fazisportré sorozat gyakorlat. Itt a bifurkaciés diagram
magyarazatara fazisportré-sorozatot szerkesztiink. p;: paraméterérték a kritikus p. alatt; p.:
kritikus érték; p: paraméterérték a kritikus p. felett.

Példak:

I. Nyereg-csomo bifurkacio

Fazisportré-sorozat:
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I1. Szubkritikus Hopf-bifurkéacié
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Fazisportré sorozat:
iy U u
Feladatok:
i) Mondjuk meg, hogy az alabbi megoldasdiagramon milyen bifurkaciék fordulnak
el6!



ii) Minden, az &bran jelolt py értékhez adjuk meg a fazisportrét! (A fazissikon
vagyunk.)
A megoldasdiagramokon vastag vonallal a stacionarius pontokat, vékony vonallal a
periodikus palyakat jeloljiik.
Folytonos vonal a stabil, szaggatott vonal az instabil stacionarius pont, ill. periodikus palya.
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6.) Tekintsiik az alabbi ,satortet6” leképezést a [0; 1] intervallumban:
2,5'u-x, ha0<x,<0,4
X =iu ha0,4<x,<0,6
2,5u(1—x,) ha0,6<x,<1

ahol p egy paraméter.

a) Rajzoljuk le a leképezést a u=0,2 ; 0,4 ; 0,8 és 0,9 értékeknél!

b) Adjuk meg a dinamikai rendszer staciondrius allapotait ugyanezekben az esetekben
(indoklassal)! Néhany széval jellemezziik is a rendszer dinamikai viselkedését mind a négy
esetben!

7.) Tekintsiik az alabbi leképezést a valés szamok halmazan:
Xn+1:Xn+M_X$1
ahol p1 egy paraméter.
a) Adjuk meg a rendszer fixpontjait a y paraméter fiiggvényében!
b) Vizsgaljuk meg ezek stabilitasat y fliggvényében!
¢) Milyen bifurkaci6 torténik p=0 esetén?
d) Milyen bifurkacié torténik py=1 esetén? Igazoljuk is, hogy tényleg ez a bifurkacié torténik.
e) Mi lesz a leképezés stacionarius allapota p=1,1 esetén, ha tudjuk, hogy p=1 és 1,1 kozott
nem torténik djabb bifurkaci6?

8.) Egy kétvaltozds linearis differencidlegyenlet-rendszer A egyiitthatomatrixa az alabbi ala-
ku:
A:{O —sinp
1 cospu

ahol p egy paraméter.
a) Hatarozzuk meg, hogy milyen p értéknél lathatok az alabbi fazisportrék:
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b) Hatarozzuk meg a sajatértékeket és a hozzajuk tartozé sajatvektorokat a pg = -n/2 parameé-
terértéknél, és ennek alapjan rajzoljuk fel a kvalitativ fazisportrét!

o<

G

Rajzos elméleti kérdések:
Az abrakon a tengelyek és a gorbék mellé irjuk oda, hogy mit jel6lnek, és hogy melyik feladat
megoldasanak szantuk!

9.) Transzkritikus bifurkacio

dx_ x—x’
T
9.1 abra: Harom x vs. f(x) diagram a) pu<0, b) p=0 és c) p>0 értékekre.

9.2 abra p-xs diagram (megoldasdiagram).

10.) Vasvilla bifurkacio6 perturbaciéja

X x=xC
dr Uy W,
10.1 abra Megoldasdiagram p2>0 és p2<0 esetén

10.2 abra p1-p2 bifurkaciés diagram. (A bifurkacio6 helye a pi-p2 koordinatarendszerben.)
11.) a) Rajzoljuk fel a Tr-Det diagramot és irjuk be az egyes tartomanyokba, illetve

hatarvonalakra, hogy a stacionaris pont milyen jellegii (pl. Stabil csom6, instabil fokusz, stb.)!
b) Milyen fazisportré felel meg a Tr-Det diagram origéjanak?

12)a)A [ (71‘) _)\(D} lineéris rendszer fazisportréi A<0, A=0 és A>0 esetén.

b) A fenti linearis rendszer megoldasdiagramja A fiiggvényében.

13.) A szubkritikus Hopf-bifurkacié polarkoordinatas normalalakja:

LA
FT
do _
a °

13.1 abra: fazisportrék p<0, p=0 és pu>0 esetén.
13.2 abra: p - rs megoldasdiagram.

14.) Jel6ljiik be az alabbi fazisportrékon a rajtuk talalhaté attraktort vagy attraktorokat, adjuk
meg a tipusukat is! Ha lathat6 az abran, jel6ljiik az attraktor(ok) vonzasi tartomanyanak
hatarat is!
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