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1. BEVEZETES A FIZIKABA

Eldismeret: az SI rendszer alapmennyiségei és az ismertebb szdrmaztatott mennyiségek.
Alapmértékegységek. Radidn, szteradidn. Prefixumok. Vektoralgebra.

1.1. A fizikai elmélet struktiraja, jellegzetességei (olvasnivald)

A fizikai elmélet szerkezete. A fizikai dllitds igazsdga. Modell. Klasszikus fizika, relativitdaselmélet,
kvantumfizika.

A fizika természeti jelenségekkel foglalkozik, a természettudomany egyik aga.

A fizika kiterjedten haszndlja a matematika appardtusat. Kiilonosen all ez az elméleti fizikdra,
amelynek struktirdja is a matematikai példat koveti. Igy egy fizikai elméletben mindenekelétt bevezetiink
alapfogalmakat és alaptételeket, ez utdbbiakat posztuldtumoknak, vagy ha az adott teriileten kiiléndsen
fontosak és atfogodak, éltalanos érvényliek, akkor axiomdknak nevezzikk. Az alapfogalmak segitségével
definiciok révén bevezethetiink Gjabb fogalmakat, és ezekre allitasokat, tételeket mondhatunk ki. A tételeket
logikai tton kell az axiémakbdl, posztulatumokbdl levezetni (bizonyitds).

Egy fizikai allitds mindig csak meghatdrozott modellekre mondhat6 ki. A modell a val6sag
leegyszeriisitett, csak a 1ényegesnek tartott sajatsagokra szoritkozé képe. igy példaul a merev fest egy olyan
idedlis test, amelynek pontjai egymdst6l mindig ugyanolyan tdvol maradnak, mozgds kozben a pontok
tdvolsdga nem valtozik. A merev test sokszor jo kozelitéssel leirja a szildrd halmazdillapotu testek
viselkedését.

A fizikai 4llitds igaz, ha az axiémdkbdl logikai dton levezethetd. Ritkdn fordulnak eld, de anndl
nagyobb jelentdséglieck azok a hiteles, megbizhaté kisérletek, amelyek az adott idében -elfogadott
axiémdkkal ellentmonddsban 4ll6 eredményt produkalnak. Ekkor 4j fizikai elmélet sziiletik 4j axiémdkkal.
A régi elmélet gyakran ugyancsak hasznalhaté marad, de csak bizonyos hatdrokon beliil.

Egyik legnevezetesebb példa a XIX. szd. végén elvégzett Michelson-kisérlet, amelyben a fény
sebességét mérték a Foldon kiilonbozd irdnyokban. A Fold mozog, a mérés olyan pontos volt, hogy ennek a
mozgésnak a hatdsat észlelni kellett volna, de a fény sebessége mégis irany-fiiggetlennek bizonyult. A
kisérlet nyoman a térrdl és idordl vald klasszikus fogalmakat at kellett értékelni, és megsziiletett az uj
axiémakon nyugvé relativitdaselmélet. Az 1j elmélet azonban nem valtotta fel a klasszikus fizikat, csak
annak érvényességi kore korldtozdédott a fénysebességhez képest kicsi sebességek és nem til erds gravitacids
terek esetére.

A relativisztikus fizikat akkor kell alkalmazni, ha a sebességek nagyok (a fénysebességhez képest
nem elhanyagolhatdk), vagy ha a gyorsuldsok illetve gravitacids térer0sségek nagyon jelentOsek.

A Kklasszikus fizika altalaban nem alkalmazhaté atomi, molekularis méretii testekre sem, ekkor
kvantumfizikat kell haszndlni. A relativitdselmélet és a kvantumfizika megjelenése a fizikdban forradalmi,
gyokeres valtozast hozott a XX. szdzad elején.

1.2. Fizikai mennyiségek

Fizikai mennyiség, méroszam, mértékegység. Dimenzio, dimenzioanalizis. Mérés, mérési
hiba. Szabvdnyok, SI. Alapmennyiségek, szdrmaztatott mennyiségek. A méter, kilogramm
és szekundum torténete. Skaldrok, vektorok, tenzorok. Allandok a fizikdban.

A fizikai éllitdsokat leggyakrabban a fizikai mennyiségek kozotti Osszefiiggések
alakjdban fogalmazzuk meg. Barmely fizikai mennyiség (A) egy mértékegységnek ([A])
és egy méroszamnak ({ A}) a szorzata:

A={A} [A]

Azokrél a fizikai mennyiségekrdl, amelyeket azonos mértékegységgel is
kifejezhetiink, azt mondjuk, hogy dimenziéjuk azonos. Két azonos dimenzidju fizikai
mennyiség hanyadosa dimenziotlan. A fizikai mennyiségek kozotti Osszefiiggéseknél a
dimenzi6 igen fontos, a formuldknak, egyenleteknek dimenziondlisan is korrektnek kell
lenni. Hatvéanykitevd, illetve a szogfiiggvények filiggetlen véltozdja csak dimenzidtlan
mennyiség lehet. A fizikai mennyiségek dimenzidjara vonatkozé megfontoldsokat
alkalmazza a hasonldsdgelmélet és a dimenzidanalizis.



Példa: a matematikai inga lengésideje. Els6 1épésként szdmba vessziik, hogy a T lengésidot
milyen adatok hatdarozhatjak meg. Sz6ba johet6 adatok: a fondl hossza (£), az inga tdmege (m), a
gravitacios térerdség (g), a maximalis szogkitérés (¢). Tételezziik fel tehat, hogy

T = f(,m,g,d)

Tovabbi 1épésként feltételezziik, hogy az egyes mennyiségektdl fiiggd tényezok szorzataként 4ll
eld £, és az elsé harom tényezd hatvanyfiiggvény:

T=(%mP -o"F(0)

A dimenzidanalizis segitségével az ismeretlen kitevOket olymddon hatdrozzuk meg, hogy az
egyenletben a mennyiségeket kifejezzikk az alapmértékegységeikkel. Jelen esetben, mivel
¢ dimenzidtlan, ezért az F fliggvényre nem jon ki korldtozas, teljesiilni kell viszont az alabbinak:

s = m*kg® (m/s?)"

Ez akkor teljesiil, ha =0, a+y=0, —2y=1. A lengésidére tehat a kdvetkez6t kapjuk:

T=F(¢)(U/g)"

A dimenzidanalizisbdl nem jon ki, de ismert [*FA*], hogy kis ¢ esetén F(¢) = 2.

Egy fizikai mennyiség akkor j6l definidlt, ha megadhaté a mérésére vonatkozd
mérési utasitas. Adott mértékegység esetén egy konkrét fizikai mennyiség mérdszamat
méréssel hatdrozhatjuk meg. Méréskor a mérendd fizikai mennyiséget Osszehasonlitjuk
ismert mennyiséggel. Az 0sszehasonlithaté fizikai mennyiségeket hordozé testeknek van
kozos sajatsaga, és e sajatsidg mértékében lehet koztiik eltérés.

A mérés altaldban nem pontos, a mérési hibak eléfordulésa sziikségszerti.

A fizikai mennyiségek elnevezését, jelolését, mértékegységeit is szabvanyok irjak
eld. Ezek a szabvdnyok a mértékegységek nemzetkozi rendszerén (System International,
roviditve: SI) alapulnak.

Az SI rendszer megkiilonboztet alap- és szarmaztatott mennyiségeket.

Az alapmértékegységek definici6jandl fontos szempont az egyértelmiség, a
reprodukélhatésdg, az 1dotallosdg. Régebben eldszeretettel vettek alapul csillagdszati
adatokat, majd mesterséges etalonokat, manapsidg pedig egyre inkdbb az atomi
sajatsdgokon alapul az alapmennyiségek definicidja.

A szarmaztatott mennyiségek egységei kifejezhetdk az alapegységekkel. Példaul az
egyenletes mozgdsra vonatkozé v = s/t Osszefliggés alkalmas a sebesség egységének
megadasdra: m/s. Természetesen ez az egység a sebesség mindig (nemcsak egyenletes
mozgésndl) alkalmazhato egysége is.

A fizikai mennyiségek a térbeli irdnyokkal valé kapcsolatuk szerint lehetnek
skaldrok, vektorok vagy tenzorok. A tenzor kifejezést daltalanosabb értelemben is
hasznéljuk: a skaldar nulladrenddi, a vektor elsérendii tenzornak tekinthetd, mig a sziikebb
értelemben vett tenzor masodrendii tenzor.

A fizikdban tobbféle “dlland6” fordul el6. A dimenziétlan matematikai
konstansokon kiviil el6fordulnak az univerzalis fizikai allandék (h hataskvantum, c
vakuumbeli fénysebesség stb.), elemi részecskékkel kapcsolatos éllandok, égitestek
jellemz6 adatai, makroszkopikus anyagi sajatsagok. Utobbiak kozott vannak olyan
anyagjellemzdk, amelyek csak bizonyos kozelitéssel tekinthetok &llandonak egy
korlatozott tartomanyban (pl. fajlagos vezetés, hotdgulasi egyiitthatd).

1.3. A fizika felosztdsa (olvasnivald)

A fizika felosztdsa kiilonbozo szempontok szerint.

A fizika felosztdsanal tobb szempontot szokas figyelembe venni.
o A vizsgdlt jelenségek, témakorok szerint a fizika f6 fejezetei: mechanika, elektrodinamika,
termodinamika, optika, atomfizika, magfizika, elemi részek fizikdja, stb.
o Az alapul vett axidmaknak, megkozelitési médoknak megfelelden a klasszikus fizikan kiviil beszéliink
relativisztikus, kvantum- és statisztikus fizikarol és ezek kombinacidirol.



o Tovabbi felosztasi lehetdséget nydjtanak a vizsgalt modellek (pl. tomegpont, fluidum, idedlis fluidum,

idedlis gdz, idedlis vezetd, szigeteld, atlatszé kozeg, stb.) illetve folyamattipusok (sztatika, staciondrius

folyamatok, egyenletes valtozas, szinuszos folyamatok).

o Szokdsos még beszélni kisérleti, elméleti és alkalmazott fizikdrol, attdl fliggden, hogy melyik szempont

a hangsulyosabb.

Ezek a szempontok a fizikdban egyidejlileg 1épnek fel, ezért ezek nem kiilonithetdk el szigordan egymastol.
A fizika mds tudomdnydgakkal szorosan 0sszefiiggd teriileteit megfeleld jelzds szerkezettel nevezik

el: matematikai fizika, muszaki fizika, kémiai fizika, biofizika, stb.

2. BEVEZETES A MECHANIKAHOZ

Eldismeret: tomegpont, helyvektor, siirlis€g, merev test, transzlacio, rotacid, elmozdulds,
palya

2.1. A mechanika felosztasa

Tomegpont. A pontmechanika alkalmazhatésdga. Kiterjedt testek: pontrendszer és
kontinuum. Striség, dtlagsiriiség. Diszkrét tomegeloszlds kozelitése folytonossal és
viszont.

Kinematika - dinamika - sztatika.

Tomegpont (vagy roviden pont) a mechanika alapfogalma, a legegyszerlibb és
legjelentdsebb mechanikai modell. A tomegpontnak sem kiterjedése, sem belsO szerkezete
nincs, csak tomege. A tomegpont modellje j6 kozelitéssel leirja az olyan testek
mechanikai viselkedését, amelyek mérete az eléfordulé mozgasokhoz képest kicsi, és a
belsd szerkezetiik hatésaitol eltekinthetiink. A tomegpont modellje pontosan (nemcsak
kozelitésként) alkalmazhat6 akdrmilyen nagyméreti test tisztdn transzlacidés mozgdsara. A
tomegpont-mechanika jelentdségét lathatjuk a tomegkozéppont tételébdl is, ami szerint a
kiterjedt test tomegkozéppontjdnak mozgéasara mindig alkalmazhat6 a pontmechanika.

A pontrendszerek (diszkrét tomegeloszlasu Kkiterjedt testek) és a kontinuumok
(folytonos tomegeloszlasu testek) kiterjedéssel és belsd szerkezettel birnak, ezek kiterjedt
testek. (A mechanikai ,.testek” kiillonboz6 halmazéllapotiak lehetnek.)

Kontinuumokra vezethetjiik be a stirtiség fogalmat. Valasszuk ki a kontinuum egy P
pontjat. Vegyiik koriil P-t egy kis AV térfogattal. Ha ebben a térfogatrészben AM tomeg
van, akkor itt az atlagsiiriség

Pan = AM/AV . (1)
Ennek az atlagsiiriségnek a hatdrértéke, amint a AV térfogat a P pontra zsugorodik, a test
stirisége a P pontban:

p =dM/dV =lim AM/AV . (2)
A hatdratmenetnél a széban forgd térfogat tartson zérushoz, de ez még nem elegendo.
Sziikséges még, hogy a térfogatrész atmérdje (két legtdvolabbi pontjdnak tavolsdga) is
z€rushoz tartson. Ha a test homogén, akkor siirlisége minden pontban egyenld és
megegyezik a test atlagstirtiségével.

A diszkrét és a folytonos tomegeloszlas két olyan modell, ami bizonyos esetekben
egymassal kolcsonosen megkozelithetd. A kontinuumot ugy kozelithetjiik pontrendszerrel,
hogy kis részekre osztjuk fel, és minden kis részt kozelitiink egy tomegponttal. A sok
pontbdl all6 pontrendszert megfeleld strtiségli kontinuummal kozelithetjiik; e kozelités
akkor jogosult, ha a vizsgélt térfogatrészekben igen sok tomegpont van (pl. giz,
csillagk6dok, porok).

A mechanikat fel szokas osztani kinematikara és dinamikara. A kinematika
megelégszik a hely, illetve a helyvaltozds (mozgas) leirasaval. A dinamika a testek kozotti



kolcsonhatdsokat, erdket is figyelembe veszi, €s Osszefiiggéseket dllapit meg az erdk és a
mozgéasok kozott. A sztatika nyugvé testek (mechanikai egyensilyok) targyaldsaval
foglalkozik, vizsgélja az egyensuly feltételeit, tipusait.

2.2. Vonatkoztatasi rendszer és koordinatarendszer

Koordindtarendszer. Vonatkoztatdsi rendszer. A merev test fogalma. Szabadsdgi fok.
Transzldcio és rotdcio. A nyugalom és mozgds relativitdsa.

A tomegpont helyét helyvektorral vagy koordindtdkkal adhatjuk meg. Az r
helyvektor kezddpontja egy vonatkoztatdsi pont (koordindtarendszer rogzitése esetén
annak origdja), végpontja pedig a tomegpontban van. A tomegpont helye kizdrélag a
tomegpontra jellemz6, am a helyvektor mar fiigg a vonatkoztatdsi ponttl is. A
koordinatdkkal valé helymeghatarozas koordindtarendszer-fiiggd. A legegyszerlibb tipusu
koordinitarendszer a normalt egyenletes beosztasu, derékszogli, egyenesvonalu
koordinatarendszer, amit roviden Descartes-rendszernek neveziink. Az altalanos
koordinatarendszereket a Fliggelék targyalja.

A tomegpont mozgdsdnak leirdsakor belép egy fontos fizikai fogalom, a
vonatkoztatdsi rendszer. Az egymdashoz képest nyugalomban 1évd koordinatarendszerek
ugyanazon vonatkoztatdsi rendszerhez tartoznak. Forditva is igaz, ha két
koordindtarendszer ugyanazon vonatkoztatdsi rendszerhez tartozik, akkor a két
koordinatarendszer egymdashoz képest nyugalomban van.

A mechanikdban a nyugalom és a mozgds relativ fogalmak. Csak akkor
beszélhetiink réluk, ha médr van vonatkoztatasi rendszer: ehhez viszonyitva vizsgalhatjuk a
mozgdsokat. A vonatkoztatasi rendszer bevezetésénél alapvetO jelentOségli a merev test
modellje.

A merev test pontjainak tavolsaga idOben allandd, ezért a merev test barmely része
mozgds kozben az eredetileg elfoglalt tértartomdnnyal azonos alaki és méretl
tértartomdnyt tolt ki. A merev test térbeli szabadsdgi foka 6, ami azt jelenti, hogy egy
adott test térbeli elhelyezkedését 6 koordindatdval adhatjuk meg. Egyik lehetséges
megadas: megadjuk a test 3 nem egy egyenesbe esO pontjanak (P, P», P3) helyét. P, helyét
3 koordindta adja meg. A PP, tdvolsdg allandésaga miatt P, egy P; kozéppontd, PP,
sugarud gombfeliileten lehet, P, helyzetének megadasdhoz tehét elegendd 2 szogkoordinata.
Végiil P; a P\P; és P,P; tdvolsdgok dlland6sdga miatt egy kor keriiletén helyezkedhet el,
igy helyzete 1 szogkoordindtdval megadhato.

A merev test dltaldnos mozgdsa transzlaciobol és rotaciobdl tevodik Ossze. A
transzldcio (haladé mozgds) olyan mozgéds, amelynek sordn a test minden pontjanak
elmozdulédsa (s ezért a sebessége, gyorsuldsa is) azonos. Transzlaciéndl a test minden
pontja ugyanolyan alakd és hosszisagu palyan mozog, az egyes pontok palyai egyméshoz
képest parhuzamos eltoldssal fedésbe hozhatdk. Rotdcio (forgdmozgds) olyan mozgas,
amelynek sordn az egyes pontok szogelforduldsa (s ezért a szogsebessége, szoggyorsuldsa
is) azonos. Roticiondl az egyes pontok palyai korivek, a korok kozéppontjai a rotacid
tengelyén (forgastengely) vannak.

A vonatkoztatasi rendszer ugy képzelhet el, hogy a teret egymdshoz mereven
rogzitett pontok halmazanak (végtelen merev kozegnek) tekintjilk. Régen ennek az
elképzelt merev kozegnek valddi fizikai 1€tezést €s fizikai sajatsdgokat tulajdonitottak
(,,€ter”), ma viszont csak a mozgasok leirdsdhoz hasznélt segédfogalom.



3. PONTKINEMATIKA

ElSismeret: 1d6fiiggé mennyiség megvaltozdsa. Atlagos és pillanatnyi valtozdsi sebesség.
Atlagérték. Helyvektor, palya, at, elmozdulas.

3.1. Kinematikai alapfogalmak

A pdlya megaddsa paraméteres alakban. Elmozdulds, dtlagsebesség. Sebesség. A sebesség
irdnya és nagysdga. Elemi mennyiségek, elemi elmozdulds. A pdlya szeldje és érintoje. A
sebesség, dtlagsebesség szavak jelentése a koznapi életben. Egyenesvonalii mozgds.
Egyenletes mozgads. Egyenesvonalii egyenletes mozgds. Gyorsulds. Egyenletesen gyorsulo
mozgds.

A pont mozgdsa sordn egy irdnyitott térgorbét ir le, ez a test palydja. A palya hossza
a megtett ut (s). A palyat paraméteres alakban az

r=r(t) 3)
mozgasfiiggvény adja meg. Ez a fiiggvény egy vektor-skalédr fiiggvény, a t idoponthoz
hozzarendel egy vektort, azt az r helyvektort, ami megadja a pont helyét a t idoben. Itt
ismét alkalmaztuk a matematikai szempontbdl kifogdsolhatd, de egyébként elterjedt
jelolést: a jobboldalon r a fiiggvény jele, mig a baloldalon ugyanaz az r betli a fliggvény
értékét, a t idopontbeli helyvektort jelenti. A mozgésfiiggvénybdl a pont mozgdsaval
kapcsolatos bdrmely mennyiség kiszamithato.

Tekintsiik a (t;, t) idOintervallumot. A legegyszeribben kifejezhetd kinematikai
mennyiségek a mozgds e szakaszdra:
kezdépont: r(t)),
végpont: r(tp),
elmozdulads: Ar =r(ty) — r(ty),
atlagsebesség: Ar/At, ahol At=t,—t;.

Az elmozdulés tehdt méas szoval a helyvektor megvéltozésa.

A helyvektor id6 szerinti elsd derivéltjat a pont pillanatnyi sebességének, roviden
sebességének nevezziik €s v-vel jeloljiik:

v = dr/dt 4)
Ismeretes, hogy a differencidlhdnyados a differenciahdnyados hatarértéke, tehit a
pillanatnyi sebesség a t idOpontban a t-t tartalmazé (t;,t;) iddintervallumra vonatkozé
atlagsebesség hatarértéke:

v = lim Ar/At. (5)
A Ar elmozduldsvektor a palyagorbe egy szakaszdnak (a kérdéses At iddintervallumra
vonatkoz6 szakaszanak) szelOje. A szel iranya hataresetben az érintd irdnyahoz tart.

A fizikdban haszndljuk az “elemi” (infinitézimdlis) jelz6t az absztrakt matematikai
analizis fogalmainak szemléltetésére. Igy a dr elemi elmozduldst a Ar elmozdulds
hataresetének tekinthetjiik: dr-et tigy képzelhetjiik el, mint egy olyan piciny vektort, amit
a Ar elmozdulés anndl jobban megkozelit, minél kisebb a széban forgd At intervallum. Az
“elemi” mennyiségekkel vald szamitdsok szabdlyait a differencidl- €s integrilszamitas
egzakt matematikai szabdlyaibol olvashatjuk ki.

Ha a mozgasfiiggvény egy idOpontban nem differencidlhatd, akkor ott persze
sebesség sincs. Még ilyenkor is 1étezhet bal- és jobboldali derivalt: ez az eset fordul el6 pl.
az litkozések modellezésénél.

A sebesség vektormennyiség. Irdnya mindig a pélya érintdjének irdnya,
mozgasiranyban el0re mutat, nagysiga pedig az tt 1id0 szerinti derivéltja:

v =ds/dt (6)



A sebesség nagysdganak atlagértéke a megtett Uit és a mozgas kozben eltelt id6 hanyadosa:

Vgl = s/t (7)
A koznapi életben, példaul a kozlekedésben haszndlt sebesség, atlagsebesség fogalmak a
sebességvektor nagysagit és ennek idObeli atlagértékét jelentik.

A sebességvektor irdnyardl és nagysagardl tett fenti kijelentések egy matematikai
tételbdl kovetkeznek, nevezetesen abbdl, hogy a

dr/ds
vektor a pdlya érintjének irdnydba mutaté egységvektor. A kozvetett fliggvény
differencidldsara vonatkoz6 lancszabély szerint

dr/dt = dr/ds - ds/dt (8)
A sebességvektor tehdt az érintd irdnyu (tangencidlis) e; egységvektor és a sebesség
nagysagdnak a szorzata:

V =ve; v = ds/dt e = dr/ds 9)

Akkor mondjuk, hogy a mozgds egyenesvonald, ha a pédlya egyenes. A mozgdis
akkor és csak akkor egyenesvonali, ha a sebességvektor irdnya iddben &llando.
(Legfeljebb az irdnyitottsdg véltozik, mint pl. a rezgdmozgasnal.)

Akkor mondjuk, hogy a mozgds egyenletes, ha a sebesség nagysidga dallando.
Egyenesvonalu egyenletes mozgdsnal tehat a sebességvektor is dllandd, ezért az
egyenesvonalu egyenletes mozgds mozgdsfiiggvénye linearis:

r=]vdt=vt+r (10)
ahol ry a helyvektor kezdeti értéke: ryp = r(0).

A sebesség 1d0 szerinti derivéltjat gyorsuldsnak nevezziik, €s a-val jeloljiik:

a=dv/dt (11)
Az 1d0 szerinti differencidlhdnyadost réviden a mennyiség jele folé tett ponttal, a masodik
derivéltat pedig két ponttal is szokdsos jeldlni, tehat

v=dr/dt=¢ a=dv/dt= v =dr/dt’ = F (12)

A gyorsulas is vektormennyiség, de irdnya és nagysdga nem fejezhetd ki olyan
egyszerlien, mint a sebességé (14sd: 3.6.).

A mozgast egyenletesen gyorsulonak nevezziik, ha a gyorsulds idoben élland6. A
tomegpont mozgdsa homogén erdtérben ilyen (1asd: 8.1.).

3.2. A mozgas leirasa Descartes-koordinatarendszerben

A hely-, a sebesség- és a gyorsuldsvektor koordindtdi. A sebesség nagysdga. Az it
kiszamitdsa.

A Descartes-rendszer bazisvektorait szokds i, j, k-val, az r helyvektor koordinatait
pedig x, y, z-vel jelolni:

r=xi+yj+zk (13)
Mivel a Descartes-rendszer bazisvektorai dllanddak, sem az id6tdl, sem a helyt6l nem
fiiggenek, ezért a sebességvektor koordindtdi éppen a koordinatak 1d0 szerinti derivaltjai:

v=r=xi+yj+zKk (14)
Ujabb differencilassal kapjuk a gyorsuldsvektor koordinatdit:
a=r=Xi+yj+7k (15)

Mivel a bazisvektorok egymdsra merdleges egységvektorok, a sebesség nagysaga:

v= k2 +y2+22 (16)

Ennek segitségével a megtett ut kifejezheto:
s=] 323?422 dt (17)



3.3. Sikbeli mozgas leirasa polarkoordinata-rendszerben

A poldrkoordindta-rendszer egységvektorai és derivdltjuk. A hely-, a sebesség- és a
gyorsuldsvektor koordindtdi. A sebesség nagysdga. Szogsebesség, szoggyorsulds.

Sikbeli mozgdsok leirdsdra haszndlhatunk sikbeli poldrkoordindta-rendszert is. A
bazisvektorok most a sugdrirdnyu e, radialis, és az erre merdleges, pozitiv forgasirdnyba
mutatd e, azimutdlis egységvektor. A  helyvektor kifejezése ebben a
koordindtarendszerben:

r=rey (18)
hiszen az e, radidlis egységvektor irdnya éppen az r helyvektor irdnya.

Differencialjunk az id6 szerint:

V=TI =rTe+r €, (19)
Egységvektor derivéltja merdleges az eredeti egységvektorra, a derivalt nagysdga pedig
éppen a szogsebesség (Fliggelék), ezért

e, =0 ep (20)
Tehat a sebességvektor polarkoordindta-rendszerbeli kifejezése

V=T = Te+T1 @ e (21)

A sebesség nagysaga:

v =,/ +r2('p2 (22)

A gyorsulds szdmitdsandl sziikségiink lesz az ey egységvektor 1d6 szerinti
derivéltjara is. Az egységvektor derivaltjanak tulajdonsédgait felhasznalva most

o =-0e; (23)
addédik. A minusz eldjel abbdl adédik, hogy a kétszeres pozitiv irdnyu 1/2 szogl elfordulés

a vektort éppen a (-1)-szeresébe viszi. Némi Osszevondssal kapjuk a gyorsuldsvektort
poldrkoordindtdkban:

a=(i-r¢?) e+ Qi o+1d) ey (24)
A szodgsebességen a szog véltozasi sebességét, azaz 1do szerinti derivaltjat értjiik:
0=90 (25)

A szogsebesség eldjeles mennyisé€g: pozitiv, ha a szog idoben nd. (Pozitiv forgasirdny: az
Oramutaté jarasaval ellentétes.)
A szdgsebesség 1d0 szerinti derivaltja a szoggyorsulas:

B=d=¢ (26)

3.4. Kormozgas

Leirds poldrkoordindtdkban. Hely-, sebesség-, gyorsuldsvektor. A gyorsulds tangencidlis
és centripetdlis komponense. Egyenletes kormozgds, periodusido, fordulatszdm.

A kormozgés legegyszeriibben egy olyan sikbeli poldrkoordindta-rendszerben irhaté le,
amelynek origdja a kor kozéppontja. A helyvektor nagysaga ekkor dllandé: r = R, ahol R a
kor sugara. A helyvektor pedig:

r=Re, 27)
Akar kozvetlen differencidlassal, akdr a polarkoordindtdknal levezetett formuldk
alkalmazasdval megkapjuk a sebességvektort és a gyorsuldsvektort:

V=R mey (28)

a=RBey—-Ra e (29)
A kormozgds sebessége tehat a kor érintdjének irdnyaba mutat, nagysiga pedig v =R |0)| .
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A gyorsulas két komponensbdl tevodik ossze:
tangencidlis komponens: a=Rfeg (30)
centripetdlis komponens: ap=—-R ®’ er 31
A tangencidlis komponens mozgdsirdnyban eldérefelé mutat, ha a kdrmozgas gyorsul (a
sebesség nagysiaga nd), ill. hatrafelé mutat, ha a mozgés lassul.
Egyenletes kormozgds
Egyenletes a kormozgas, ha szogsebessége allando.
Ekkor tehét a szog idofiiggése
P)=wt+@o, (32)
ahol @ a szog kezdeti értéke (Qp = P(to) ).
Egyenletes kormozgasnal

r=Re, (33)

V=R mey (34)

a= —Ro’e (35)
Ilyenkor a mozgas periodikus, a periédusidd T. A periddusidd reciproka a fordulatszam:

n=1/T, (36)
a szogsebesség pedig

®=27nn=27/T (37)

Az egyenletes kormozgds gyorsuldsa (centripetdlis gyorsulds) tehat mindig a kor
kozéppontja felé mutat, nagysaga pedig
a;, =R 0’ =Vv/R = vo (38)

3.5. Harmonikus rezgémozgas, mint az egyenletes kormozgas vetiilete

A rezgémozgdsra jellemzo mennyiségeknek, elnevezések.

X K
Aj /\
/ \ .
9 \
y 0 t
T
A

Az egyenletes kormozgdst végzd pontnak a sik barmely egyenesére vett vetiilete
harmonikus rezgdmozgast végez. Vegyiik példdul az x tengelyt, ekkor a vetiilet:

x =R cos @(t) = A cos (0 t + Qo) (39)
A kormozgasra jellemz0 mennyiségeknek a rezgdmozgasnil mas neveket adunk. A
rezgdmozgast jellemzé mennyiségek:

A: amplitudé, az x ,.kitérés” maximdlis értéke,

o = 27nn = 27t/T a korfrekvencia,

T a rezgésido,

n=1/T afrekvencia (rezgésszam),

O(t) fazis, @y kezdofazis.
Frekvenciaegységként hasznéljuk a Herz-et (1 Hz = 1/s), de ezt a korfrekvencidra nem
hasznaljuk.
A rezgdmozgds sebessége és a gyorsuldsa:

V=X == Vpa SIN (O t + Qp) (40)

a=V =X =— anax COS (Ot + Qp) 41)
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A gyorsulds ardnyos lesz a kitéréssel és ellentétes eldjelii:
a=—x 42)

3.6. Tangencialis és centripetalis gyorsulas. Simulo kor.

Gorbe vonalii mozgads kozelitései. A sebesség nagysdgdnak és irdnydnak vdltozdsdabol
adodo gyorsuldsok.

A tomegpont mozgdsat az r(t) fliggvény irja le. Ezt a fiiggvényt egy adott idépont kis
kornyezetében egyszeribb fiiggvényekkel, ennek megfelelden a gorbe vonali mozgast
egyszeribb mozgasokkal kozelithetjiik. Elsé kozelitésben a sebességvektor a
meghatdroz6: a mozgést egyenesvonalu egyenletes mozgdssal kozelithetjiik az érintd
mentén az adott idOpontbeli v sebességgel. Masodik kozelitésben mar a gyorsulds is
szitkséges, a mozgdst kormozgassal kozelithetjiilk a pdlya kivdlasztott pontjdhoz tartozo
simul6 koron.

A simuld kor definicidja eldtt 1dssuk az érintd szemléletes definicidjat. A pélya
kivalasztott P pontja kornyezetében valasszuk ki a pédlya két kiillonbozd pontjat: Py, Ps.
E két ponton at huzhat6 egy egyenes — szeld —, az érint6 ennek az egyenesnek a hataresete,
amint P; és P, tartanak a P ponthoz.

A simul6 kor definidldsdhoz valasszunk ki 3 — nem egy egyenesbe esd — pontot a P
kornyezetében: Py, P,, P;. Egyetlen kor van, ami e harom ponton dtmegy, ennek a kornek
a hatdresete a simulé kor, amint Py, P, és P; tartanak P-hez. A simul6 kor érintdje a P
pontban megegyezik a palya érintdjével. A simuld kor sugarat jeloljiik R-rel.

A pont gyorsuldsvektora a P pontban az ottani simulé kor sikjdba esik. A
gyorsuldsvektor két komponense: az a; tangencidlis (érint6 irdnyu), és az a.p centripetalis
(normalis, a simuld kor kozéppontja felé mutatd) komponens. A formuldk levezetéséhez
induljunk ki a sebességvektorbol:

V=VeE, (43)
ahol v a sebesség nagysdga, e; pedig az érintd irdnyu egységvektor. A gyorsuldsvektor:
a=v=ve+ve (44)

Az e, egységvektor derivéltja
ét =me,, (45)

ahol ® az e, egységvektor szdgsebessége, e, pedig a simulé kor kozéppontjaba mutatd
normdlis egységvektor (Lasd: Fiiggelék). Tehat

a=a +ag, (46)
ahol a = \% € = S €t (47)
acp:vooen:vz/Ren:Rcozen (48)

A fenti matematikai levezetést szavakban Osszegezve:

Altalanos gorbe vonald mozgds esetén a gyorsuldsnak két komponense van:

- a tangencialis komponens a sebesség nagysdganak valtozasat irja le,

- a centripetdlis komponens, amely a sebesség irdnyanak valtozasat irja le.

Ha a mozgés egyenesvonalu, akkor a., = 0, ha pedig a mozgds egyenletes, akkor a; = 0.

A kovetkez6 kozelitésben a mozgéds mar altaliban nem lenne sikgorbe, a simulé kor sikja
csavarodik, de ezzel mar nem foglalkozunk.

4. TOMEGPONT DINAMIKAJA

Eldismeret: Tomeg, erd, kdlcsonhatds. Kétkari mérleg, rugds erdméro.
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4.1. A dinamika I. axiomaja és az inerciarendszer

Magdra hagyott test. Inerciarendszer, inerciarendszerek csalddja.

Régen uralkodé volt az a szemlélet, ami szerint a testek természetes dllapota a nyugalom.
Ahhoz kell kiils6é hatds, hogy a test mozogjon — ezt mutattidk a tapasztalatok, és ezt a
szemléletet ma leginkdbb Arisztotelész nevéhez kotjiik.

Newton ezzel szemben megfogalmazta azokat az axiomékat, amelyek a klasszikus
mechanika alapjait képezik.

Inerciarendszerben minden magdra hagyott test sebessége idoben dllando.

A magdra hagyott test itt azt jelenti, hogy a testre mds test nem hat. Mivel a
kolcsonhatdsok erOssége a tdvolsdggal csokken, magédra hagyottnak tekinthetd minden
olyan test, ami mas testektdl elég tdvol van: ilyenek pl. az dn. dll6csillagok.
De mi az inerciarendszer? Inerciarendszernek neveziink egy vonatkoztatasi rendszert, ha a
magdra hagyott testek sebessége e rendszerben allando.
Mindazok a vonatkoztatisi rendszerek, amelyek egy inerciarendszerhez képest
egyenesvonali egyenletes transzlaciot végeznek, ugyancsak inerciarendszerek. Ekkor
ugyanis

V=V-Vy, (49)
ahol v a pont sebessége a K rendszerben, v’ pedig ugyanazon pont sebessége a K-hoz
képest vy dllandé sebességli (egyenesvonali egyenletes) transzlaciot végzé K’
rendszerben. Ha tehét v idOoben allandd, akkor v’ is az. Az inerciarendszerek szamossaga
végtelen, az inerciarendszerek egymashoz képest egyenesvonali egyenletes transzlaciot
végeznek.
Az inerciarendszer definicidja és az 1. axidma latszolag egy korbenjaras, logikai circulus
vitiosus. Am val6jiban nem ez a helyzet: az I. axiéma igazi tartalma az, hogy létezik
inerciarendszer.
Tekintsiink egy vonatkoztatdsi rendszert. Ha ebben egy magara hagyott tomegpont
sebessége idében viltozik, akkor biztos, hogy a rendszer nem inerciarendszer. Amde ha
ennek az egy tomegpontnak a sebessége adllando, akkor az még nem jelenti azt, hogy a
rendszer inerciarendszer. (Tekintsiink péld4ul olyan koordindtarendszereket, amelyeknek
origdja e kivalasztott pont: ekkor a rendszerek még e ponton dtmend forgdstengely koriil
tetszOlegesen foroghatnak.) Vegyiink egy mdsik magéra hagyott tomegpontot. Ha ennek a
sebessége is dllando, akkor az mar — kivételes esetektdl eltekintve — elegendd ahhoz, hogy
kijelentsiik: a rendszer inerciarendszer. Es ekkor latszik az axiéma tartalma: ugyanebben a
vonatkoztatdsi rendszerben a harmadik, negyedik, akdarhdnyadik magédra hagyott
tomegpont sebessége is dllando kell legyen.

A kovetkezdkben, ha méast nem mondunk, a mozgast inerciarendszerben, illetve
inerciarendszerhez kotott koordindtarendszerben irjuk le.

4.2. A I1. axioma

Ero, tomeg. A tomeg additivitdsa. Az erd és a tomeg mérése. Kompenzdcios modszer.

A dinamika legfontosabb 0sszefiiggése, torvényszertisége a masodik axioma:

ma=F (50)
Ez az axiéma alapvetd fontossdgd a mechanikdban, a dinamika alapegyenletének is
nevezik. Szavakba foglalva: a test gyorsuldsa ardnyos a rd haté erdvel, az ardnyossagi
tényezd a test tomege.
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Ez az axioma két alapfogalmat tartalmaz: a tomeget €s az erét. A tomeg a test
tehetetlenségének mértéke, mig az erd a testre haté mds test hatdsdnak mértéke. Az
ma = F formula baloldaldn a széban forgé tomegpontra jellemzé mennyiségek vannak,
mig a jobboldal a kérnyezetben 1év6 mads test hatdsat adja meg.

A II. axiéma alapjan megadhatjuk az eré és a tomeg mérési utasitisat, ez egy fizikai
mennyiség esetében a mennyiség definicidjanak is tekinthetd.

A tomeg és az erd dinamikai mérése

Legyen adott egy F erd, és hasson ez eldszor egy A tomegpontra, ami ennek hatdsdra aa
gyorsuldssal mozog. Ugyanez az erd a B tomegponton ag gyorsuldst okoz. Ekkor

maaa = Mpag (51)
Ez az egyenlet tehdt megadja a két test tomegének ardnydt. Az egyik test tomegét vegyiik
adottnak (a tomeg egységének megvalasztisa), ekkor bdarmely mads test tomege
meghatdrozhato.
Hasonl6 eljarassal mérhetjiik az erdt. Ha az F, erd egy adott testen a; gyorsuldst hoz 1étre,
mig F> ugyanezen a testen a gyorsuldst hoz létre, akkor F/F, = a,/a,. Tehat, ha az er6
egységét megvalasztjuk, akkor barmely mds erd nagysdgat meg tudjuk adni. Az erd irdnya
pedig az altala létrehozott gyorsulds irdnya, az m tomeg ugyanis mindig pozitiv skalaris
mennyiség.

A tomeg és az erd sztatikus mérése

A tomeg sztatikus mérésének legegyszeriibb mddja a kétkari mérleg. Egyik serpenydjébe
az ismeretlen tomeget, mdsikba ismert tomegeket rakunk mindaddig, amig a mérleg
egyensilyba nem keriil. [smert tomegeket elvben daraboldssal allithatunk eld, kihasznalva,
hogy a tomeg additiv.

Az erd sztatikus méréséhez a kétkard mérleg ugyancsak felhaszndlhat6. Az egyik
serpenyOt most az ismeretlen erd hizza lefelé, és a mérleg akkor keriil egyenstlyba, ha a
madsikba helyezett ismert tomeg silya éppen egyenld az ismeretlen erével. Mérleg helyett
csigat is haszndlhatunk, valtoztathaté ismert er6forrds pedig a suly helyett egy rugderd is
lehet, amit a kitérésbdl olvashatunk le (rugds erdméro).

Az ugynevezett sztatikai mérés kompenzaciés modszer: az ismeretlen mennyiséget egy
valtoztathat6 ismerttel hasonlitjuk Ossze. Sziikségiink van egy nulldetektorra, ami jelzi,
hogy a két mennyiség mikor egyenld.

4.3. A IIl. axioma

Ha az A test hat egy B testre egy erdvel (Fag), akkor a B test egy ugyanolyan nagysagu,
de ellentétes irdnyu erdvel (Fpa) hat az A testre. Képletben:

Fag+Fpa=0 (52)
Tehat a hatds és visszahatds kozott szimmetrikus a kapcsolat: az erd és ellenerd egy
idoben 1ép fel, nagysaguk, tdimadasvonaluk azonos. Hangstlyozni kell viszont, hogy mas
testre hatnak, tehat timadaspontjuk nem ugyanott van.

A testek kozott kolcsonhatds 1étezhet csak, egyoldali hatds nem.

RAJZ: kiskocsis kisérlet

Kisérlet: Két ember all két kocsin, kotéllel huzzak egymast. A végeredmény mindig
ugyanaz, akdr az egyik hiz, akar a masik, akar mindkettd.
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4.4. A negyedik axioma

A negyedik axiéma azt mondja ki, hogy az egy tomegpontra hat6é erévektorok Osszege,
F = ¥ F; hatdrozza meg a test gyorsuldsat. Tehat, ha egy pontra tobb erd is hat, akkor

Ma=XF; (53)
Vigyazat: csak az ugyanazon tomegpontra hat6 erdket szabad és kell 6sszeadni!

4.5. Erotorvények

Foldi nehézségi ~, dltaldnos gravitdacios ~, linedris rugalmas ~, cstszdsi surloddsi ~,
tapaddsi surloddsi ~, gordiilo ellendlldsi ~, kozegellendlldsi erétorvények

A testek kozotti kolesonhatdsok kiilonféle tipusokba csoportosithatok. Az erétorvény
megmondja nekiink, hogy az adott kolcsonhatds esetén az erd mitdl és hogyan fiigg.
Matematikailag legjobban kidolgozott az az eset, ha az erd értékét megado fiiggvény
fiiggetlen véltozoi az ido, a hely és a sebesség:

F=F(r, i) (54)
Igen fontos specidlis eset az, amikor a sebesség nem szerepel véltozoként, azaz
F=F(tr) (55)

A helytdl és 1dotdl fiiggd fizikai mennyiségeket térmennyiségnek (tér, mezd; angolul:
field) nevezziik. A formula tehét egy erdteret ad meg. Ha ez id6ben allando6, azaz

F=F (r), (56)
akkor azt mondjuk, hogy az erdtér staciondrius (vagy sztatikus), ha pedig térben dllando,
akkor az er6tér homogén. A staciondrius, homogén erdtér esetén az erd allando:

F=F, (57)
Most nézziink néhdny konkrét erdtorvényt.

Foldi nehézségi erdtér

A Fold a test tomegével aranyos G erdvel hat a testekre:

G =mg (58)
Az ardnyosséagi tényezd a g vektor, amit graviticios gyorsuldsnak is neveznek. Irdnya
fliggoleges, a Fold kozéppontja felé mutat. A g vektor a kdznapi életben szokdsos — a Fold
méreteihez képest igen kicsi — tartomanyokban konstansnak tekinthetd, ekkor az erdtér
sztatikus és homogén.

Altaldnos gravitdcios erotorvény

Newton felismerte, hogy barmely két test kozott hat egy vonzderd, ami ardnyos a testek
tomegeivel. Egy m; és egy my tomegl tomegpont kozott haté erd nagysaga:
my -my (59)

I‘2

F=vy

ahol r a két tomegpont tidvolsdga egymastdl, y pedig egy univerzalis fizikai dlland6
(gravitaciés 4dlland6). A gravitdciés erd mindig vonzd: a két tomegpontot Osszekotd
egyenes irdnydba esik. Hangstlyozni kell: ez az erd barmely két test kozott fellép,
arnyékolni, befolyasolni nem lehet, erre utal az altalanos jelzd.

Kiterjedt testek kozott a gravitacios erdt integralassal hatdrozhatnank meg: példaul egy
pont és egy kiterjedt test kozotti gravitacids erdt gy hatarozhatjuk meg, hogy a kiterjedt
testet kis részekre bontjuk, ezeket mar tomegpontnak tekintjiik, alkalmazzuk az (59)
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formulat, és az egyes részektdl szdrmazd erdvektorokat Osszegezzik, igy egy kozelitd
értéket kapunk, aminek a hatarértéke végteleniil finomodé beosztasnal térfogati integral.
Az (59) formula azonban nemcsak tomegpontokra érvényes. Bebizonyithat6é a kovetkezd
allitas:
Egy vékony, homogén gombhéj és egy kiilsd tomegpont kozotti gravitacids erdt is
megadja az (59) formula, ha r helyébe a tomegpontnak a gombhé;j kdozéppontjatél mért
tdvolsagat firjuk. Madas szoval a gombhéj ugy hat, mintha a koézéppontjdban
koncentralédna a gombhéj tomege. A gombhéj belsejében 1évd tomegpontra viszont a
gombhéj zérus erdvel hat: a kiillonb6z0 irdnyu erdk 6sszege zérust ad ilyenkor.
Ebbdl kovetkezik tovabbd, hogy az (59) formula alkalmazhat6 gombszimmetrikus
tomegeloszlasu testek kozotti erdre is: a testeket a gombok koézéppontjdban koncentralt
tomegekkel helyettesithet;jiik.

A foldi nehézségi erd is kiadodik az altalanos gravitacios erdétorvénybdl. A M tomegii R
sugaru Fold kozelében elhelyezett testre hato erd:

M m M
Y =mg,, tehat gy =v—= (60)
R2 0 07 'R2

Az éltaldnos graviticids erdtorvény alapjdn a g gravitdcids gyorsulds magassagfiiggése
meghatarozhato:

2
R
g(h)_gO(ij (61)

Tavolodva a Foldtdl, a test egyre kevésbé érzi a Fold erdterét. Elvben persze a Foldtol
hat6 gravitacids vonzoerd csak a végtelenben tlinik el, de ha elég tavol megyiink, akkor
mar mas égitestek (példaul a Nap) vonzé hatdsa lesz a meghatarozébb, nagyobb.

Linedris rugalmas erotorvény

Egyik végén rogzitett rugd a rugé megnyuldsaval ardnyos erdt fejt ki:

F=-k (-1), (62)
ahol I a rugé hossza, 1y pedig a rugd hossza megnyujtatlan dllapotban. Mivel egydimenzids
esetrdl van sz, elegendd egyetlen Descartes koordinatat haszndlni, jeloljiik ezt x-szel. A
megfeleld erétorvény masik szokasos alakja:

F=-kx, (63)
ahol F az erd x komponense. F tehat eldjeles mennyiség: negativ, ha x pozitiv.

Az er6torvény elnevezésében a rugalmas jelzd arra utal, hogy az erd csak a pillanatnyi
kitéréstdl fiigg, a linedris pedig a kitérés és az erd kozotti ardnyossagra.

A linedris rugalmas erétorvény a rugé modellezésén tdl azért is 1ényeges, mert egy stabilis egyensulyi pont
kornyezetében minden tipikus egydimenzids erdtér ezzel kozelithetd.

Ha egy konkrét rugé viselkedését nézziik, akkor az csak kis kitéréseknél koveti a linedris rugalmas

er6torvényt, nagyobb kitéréseknél a linearitdstdl eltérés tapasztalhat6, a nemlinedris rugalmas test
viselkedésére az dltaldnosabb F = F(x) tipust erdtorvény alkalmazhaté.

Surlodadsi, kozegellendlldsi erdtorvények

Csuszasi surlédas

Ha egy test egy szilard feliileten mozog, akkor rd a mozgésirannyal ellentétes csuszasi
surlodési erd hat, ami ardnyos az érintkez6 feliiletek kozotti N nyoméerdvel:

F=uN (64)
W a csuszasi surlddési tényezo.
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Tapadasi surlodas

Ha egy test egy feliileten all, akkor ebbdl a nyugalmi helyzetébdl csak elegendden nagy
erd tudja kimozditani. Jeloljiikk a testre haté egyéb erét Fj-gyel, a feliilet dltal kifejtett
tapaddsi surlodasi erot F-fel. Mindaddig, amig a test nyugalomban marad

F=-F,
Van azonban egy F, kritikus érték, aminél nagyobb F nem lehet; ha ennél nagyobb erdvel
hatunk a testre, akkor az kimozdul egyenstlyi helyzetébdl, és a feliilet mozgds kézben mar
a csuszdsi surlddasi erdvel hat a testre. A kritikus erd szintén aranyos a feliiletek kozotti N
nyomoerovel:

Fie = W N. (65)

Gordiilg ellendllés

Henger, gomb illetve kerekek gordiilésénél is hat egy fékezd erd a testre, ez a gordiild
ellendllds, ami szintén ardnyos a feliiletek k6zotti N nyoméerdvel:

F=u,N (66)
Ug a gordiilo ellenallasi tényezd.
Mindhdrom tényezd (W, W, W) fiigg a feliiletek mindségétdl. Altalanos szabélyként
elmondhatd, hogy U, < WL < WW.. Ez magyardzza a kerék haszndlatat: gordiilésnél a legkisebb
a veszteség.

Kozegellenallas (részletek CSAK EMELT SZINTEN! segédanyagot késobb rakok ki)

Ha egy szilard test folyadékban vagy gdzban mozog, akkor rd a sebességgel ellentétes
irdnyu fékezd erd hat: ez a kozegellendllds. Kis sebességnél a kozegellendllds ardnyos a
sebességgel, nagyobb sebességnél a sebesség négyzetével. Tehdt a kozegellendlldsra két
egyszeri erétorvény irhat6 fel:
F=-kv (67)
F=-kvyv (68)

4.6. Mozgasegyenlet

A tomegpont mozgdsdnak differencidlegyenlete. Kezdeti feltételek. A mechanikai
determinizmus. A  determinizmus korldtai:  kdosz, kvantummechanika. Galilei
transzformdcio és Galilei-féle relativitds-elv.

Ha a II. axiémdba behelyettesitjiik a testre hatd erdk er6torvényeit, valamint a gyorsuldst
is kifejezzilk a helyvektor madsodik derivaltjaként, akkor kapjuk a tomegpont
mozgéasegyenletét:
mr =F(r,r) (69)

Ez az egyenlet egy kozonséges mdsodrendli differencidlegyenlet, a fiiggetlen véltozo az
id6. A differencidlegyenlet megolddsa egy r(t) mozgasfiiggvény, ha ezt
visszahelyettesitjiilk (69)-be, akkor azonossdgot kapunk. Ismeretes, hogy a megoldasok
létezésének vannak matematikai feltételei. Ezek rendszerint a fizikai probléméknal
teljesiilnek. Ekkor viszont végtelen sok megoldds van, amelyekbdl a kezdeti feltételek
valasztjak ki a fizikai probléma egyetlen megoldasat. Tipikus kezdeti feltétel: megadjuk a
helyvektort és a sebességvektort egy kezdeti idopontban:

r(t)=ro, V(to)=Vo
Bizonyos matematikai feltételek teljesiilése esetén tehat az
mr=F(r,r), rt)=ro, V(lh)=Vo
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kezdetiérték-problémanak egyetlen megolddsa van. Ha a kezdeti feltételek és a
tomegpontra haté er0k ismertek, akkor a tdmegpont mozgésanak teljes jovdje és mdltja
egyértelmiien meghatarozhatd, mas szoval a modell determinisztikus.

A determinizmus

Determinisztikus rendszerek nemcsak a mechanikdban, hanem szdmos mds tudoméanydgban eléfordulnak.
Az ilyen rendszerek kezdeti dllapota egyértelmilen meghatdrozza a rendszer jovobeli fejlédését, jovobeli
allapotait. A mechanikdban az "dllapot" alatt a hely és sebesség egyiittese értendd. A pontmechanikdban az
allapottér, mds széval fazistér 6 dimenzids, a fazistér egy pontjat két vektor, az r helyvektor és a v
sebességvektor adja meg, roviden tehdt (r,v). Kivdlasztva a féazistér egy tetszOleges pontjat mint
kezddallapotot, a mozgdsegyenlet megolddsa megadja az idObeli alakuldst, amit a kezdOponton dtmend
gorbe, mds széval trajektoria ir le. Kézenfekvd a gorbét paraméteresen megadni: ((r(t),v(t)) jelenti a pont
mechanikai allapotat a t iddpillanatban. A trajektdridnak pozitiv idokhoz tartozé fele a jovét, negativ
id6khoz tartozé fele a miltat adja meg, mig t=0-hoz a kezdeti allapot tartozik: ((r(0),v(0)).

A mechanikai determinizmust a fizikdban sokdig korlatlanul érvényesnek tekintették. Ha egy pénzérmét
feldobunk, akkor litszélag véletlenszertien esik le. Am kézenfekvd feltételezni, hogy ha pontosan ismernénk
a kezdofeltételeket, akkor meg tudnank eldre jésolni mi lesz: fej vagy irds. A huszadik szdzadban ismerték
fel, hogy a mechanikai determinizmusnak korldtai vannak. Kideriilt, hogy mar elég egyszeri
mozgasegyenleteknél is eléfordulhat kdosz, azaz olyan megoldds, aminél a trajektéridk nem rendezett képet
mutatnak, hanem gyorsan 0sszegabalyodnak, Gigy, mint a turbulensen draml6 folyadék részecskéinek palyai.
Ilyenkor a kezdeti dllapot nem alkalmas a jové meghatdrozdsdara, mert egy egész kis eltérés a kezdeti
allapotban gyorsan nagy valtozdsokhoz vezet. Bar a rendszer elvben determinisztikus, ez gyakorlati
szempontb6l semmit sem jelent, hiszen a kezdeti dllapotot nem tudjuk megadni teljesen pontosan, a
mérésnek mindig van hibgja.

A determinizmus a kvantummechanikdban nemcsak gyakorlatilag, de elvben is érvényét veszti. A
kvantummechanikai tomegpont allapotdnak megaddsa hullamfiiggvénnyel torténik, a hullamfiiggvény

rrrrrr

eredményekre elvben is csak valdszintiségi kijelentéseket tehetink. A mérési hibdk elvben sem
csokkenthet6k tetszOlegesen, a hely- és a sebességmérés hibdjanak szorzata a Heisenberg-féle
bizonytalansédgi relacié folytan dllando, ezért, ha az egyik kicsi, a masik nagy lesz.

Galilei-transzformdcio, Galilei-féle relativitdsi ely

Tekintsiink egymdshoz képest egyenesvonali egyenletes transzlaciét végzd két
koordinatarendszert, K-t és K’-t. Ha a két origd t = 0 -ndl egybeesik és a K' rendszer
allando6 vy sebességgel mozog a K-hoz képest, akkor

r'=r-vyt (70)
amibdl

vV=v-vygés a=a (71)
A (70) transzformdciot Galilei-transzformacionak nevezik. A mozgdsegyenlet alapjaul
szolgald II. axidma ugyanazt az alakot 6lti K-ban és K’-ben, hiszen egyrészt a gyorsulds a
Galilei-transzformacid kovetkeztében azonos a két rendszerben, masrészt az erd értéke
megint azonos, mert az a mdsik test hatdsdnak a mértéke, és értéke fiiggetlen a
vonatkoztatasi rendszertol. (Klasszikus mechanikdban a tomeg sem fiigg a vonatkoztatdsi
rendszertdl.) Ezért a mechanikai jelenségek mindkét vonatkoztatdsi rendszerben ugyanigy
zajlanak le. Ervényes tehit a Galilei-féle relativitasi elv: az inerciarendszerek a
mechanika szempontjab6l egyenértékiiek, nincs Kitiintetett inerciarendszer. Allandé
sebességll vonat belsejében végzett mechanikai kisérletekkel nem tudjuk megmondani a
vonat sebességét: az elhajitott tdrgyak, az inga, a rugdra akasztott test pontosan ugyanigy
mozog, mint egy all6 vonatban. Einstein specidlis relativitiselmélete tovabbmegy.
Einstein relativitasi elve szerint az inerciarendszerek nemcsak a mechanika, hanem
barmely fizikai jelenség szempontjabol egyenértékiiek, pl. a fény a mozgé vonatban is
pontosan igy mozog, mint az all¢6 vonatban.
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4.7. Tehetetlenségi erok: a mozgas leirasa nem-inerciarendszerben

A tehetetlenségi ero fogalma, szerepe, Osszetevoi: transzldcios, centrifugdlis, Coriolis,
Euler ero. Suly és siulytalansdg.

A K inerciarendszerhez képest gyorsulé és/vagy forgé K' rendszerben a tomegpont
gyorsuldsa nem egyenld a tomegpont K-beli gyorsuldssal. A kiilonbség a két gyorsulds
kozott aen = @' - a a pont helyétdl, sebességétdl, valamint a K' mozgdsanak jellemzditdl
fiigg. A K inerciarendszerben érvényes a II. axioma: m-a = F. A K' rendszerben tehat m-a'
= F + Fien, ahol Fien= m-aeen. Az Fien tehetetlenségi erd nem "igazi" erd, itt nincs mdsik
test, ami a testre erdvel hatna. A tehetetlenségi eré olyan - egyébként erd dimenziéju -
korrekcids tag, amit a valodi F er6hoz hozza kell adnunk, ha azt akarjuk, hogy az axiéma
a K' nem-inerciarendszerben formailag ugyanolyan alakban érvényes legyen, mint az
inerciarendszerben.

Az Fien tehetetlenségi erd ardnyos a test tomegével. Levezethetd, hogy a legéltalanosabb
esetben négy tagbdl - transzlacios, centrifugélis, Coriolis, Euler erébdl - all:

Fieh=Fu + Fe + Fc + Fg (72)
Az els6 tag az inerciarendszerhez képest gyorsuld transzlaciét végzo rendszerben 1ép fel,
mig a masik harom tag a forg6 rendszerekben.

Transzldcios tehetetlenségi ero

Tekintsiink egy K' rendszert, ami a K inerciarendszerhez képest transzlaciot végez aj
gyorsuldssal. Ekkor a' = a — ay,, tehét a transzlacids tehetetlenségi erdé Fy = -m-ag.. Az Fyr
er0 tehdt a rendszer gyorsuldsdval ellentétes irdnyd. A K' rendszerben minden testre hat ez
az erd; ezt érezhetjiik, tapasztalhatjuk, ha gyorsul6 vagy fékezd jarmiiben vagyunk.

Centrifugdlis eré

Legyen most K egy inerciarendszerhez kotott Descartes-koordindtarendszer, K' pedig egy
olyan Descartes-rendszer, aminek origdja ugyanott van, mint a K origéja, és a K-hoz
képest a z tengely koriil forog m szogsebességgel. Az m tomegpont a K' rendszer x'
tengelyén alljon, ekkor K-hoz képest m szogsebességli egyenletes kdormozgast végez.
Ehhez sziikséges egy valodi F erd, amit példaul az origéhoz rogzitett fondl fejt ki. A II.
axioma a K rendszerben: m-ac, = F, ahol ap az origé felé mutatéd centripetdlis gyorsulas.
A K' rendszerben 0 = F + F¢. A centrifugdlis erd ilyenkor pontosan annyi, mint a fondl
hizéereje, csak ellentétes iranyd. Altaldnos esetben is érvényes, hogy a centrifugilis erd

- a forgéstengelytdl kifelé mutat,

- nagysdga mry0’, ahol ry a forgdstengelytél mért tdvolsdg, ® pedig a rendszer
forgasanak szogsebessége.

Coriolis erd akkor 1ép fel, ha a test a(z inerciarendszerhez képest @ szdgsebességgel
forgd) K' rendszerhez képest mozog: az er6 merdleges a forgastengelyre és a test K'-beli v'
sebességére, nagysidga 2m-v'@-sin o, ahol o a v' és ® vektorok szoge.

Euler erd gyorsulva forgd K' rendszerben 1ép fel, értéke: Fg = m-r'xP, ahol r' a

tomegpont helyvektora K'-ben, B a K' rendszer szoggyorsuldsa a K inerciarendszerhez
képest.
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Stuly és sulytalansdg

A Foldhoz rogzitett vonatkoztatasi rendszer nem inerciarendszer. A Fold forog és kering a
Naphoz képest, s6t maga a Nap is gyorsul a Tejutrendszer tomegkozéppontjdhoz képest. E
sokféle gyorsulds koziil a legjelentdsebb hatdsa a Fold tengely koriili forgdsanak van. A
Foldhoz rogzitett neminercia-rendszerben a graviticiés er6hoz hozza kell adnunk a
vonatkoztatdsi rendszer mozgdsibol eredd tehetetlenségi erdket, amelyekbdl a
legjelentdsebb a Fold tengely koriili forgdsa folytdn fellépd centrifugdlis erd, ami az
Egyenlitonél éppen a kozépponttdl kifelé mutat. Ez azonban csak az egyik oka annak,
hogy a testek sulya az Egyenlitonél kisebb, mint a sarkokndl. A madsik ok: a Fold alakja

nem pontosan gomb, a sarkokndl kissé belapult. (Id. Fiiggelék)

4.8. A klasszikus mechanika érvényességi hatarai (olvasnival6)

A klasszikus mechanika altalaban csak makroszkopikus testekre alkalmazhaté. Molekuldkra, atomokra,
elemi részekre a kvantummechanika érvényes. A kvantummechanikdban az egy részecskét jellemz6 fizikai
mennyiségek a klasszikustdl eltérden valdszintiségi valtozdk. A részecske allapotat egy komplex értékii tér-
id6 figgvény, a W(r,t) hullamfiiggvény jellemzi, a mozgasegyenlet pedig egy parcidlis differencidlegyenlet,
a Schrodinger-egyenlet.

A klasszikus fizikdban elvileg készithetiink olyan méréeszkozt, amely egyrészt akdrmilyen nagy pontossagu
lehet, masrészt a mérendé mennyiségre vald hatdsa elhanyagolhat6. A kvantumfizikdban egyik kovetelmény
sem teljesithetd: itt a mérés sziikségszerien megvaltoztatja a mért rendszer édllapotat, tehdt a mérendd
mennyiséget, tovabbd a pontossdgot elvileg sem novelhetjiikk egy hatdron tdl. A bizonytalansdgi relaciok
értelmében nem lehet egyszerre pontosan mérni példdul a helyet és a sebességet: hibdik szorzata konstans.
Ennek ellenére nem ritkdk az olyan esetek, problémdk, ahol a klasszikus mechanika j6l leirja elemi
részecskék mozgasit, igy példaul toltott részecskék mozgdsat elektromagneses térben.

A klasszikus mechanika érvényessége masrészt nem terjed ki a nagy sebességek, nagy gyorsuldsok, illetve
erés gravitaciés terek tartomanydra. A specidlis relativitdselméletet kell alkalmazni akkor, ha a sebességek
megkozelitik c-t, a vakuumbeli fénysebességet. Az dltalanos relativitdselmélet pedig erds gravitacids terek
leirasdhoz sziikséges. Az dltaldnos relativitdselméletben alapfeltétel a sulyos és a tehetetlen tomeg
azonossiga, igy a gyorsul6 rendszerekben fellépd tehetetlenségi erdk és a gravitdcids erdk ekvivalensek,
leirasuk egységes.

A relativitdselméletben egy csomd megszokott fogalom, elképzelés nem érvényes. A mennyiségek, példaul
hossz, id6tartam, tomeg fiiggenek a vonatkoztatdsi rendszert6l. Nem érvényes a sebességosszeadds
klasszikus formuldja sem. A vdkuumbeli fénysebesség nem fiigg a vonatkoztatdsi rendszertdl, fizikai
allandé. Mésrészt ez egy hatdrsebesség: a nyugalmi tomeggel bird testek csak ennél kisebb sebességgel
mozoghatnak, toviabba semmilyen médon nem lehet jelet tovabbitani a vakuumbeli fénysebességnél
nagyobb sebességgel.

5. Kiterjedt testek alapfogalmai

5.1. Pontrendszer és kontinuum helyzetének megadasa. A kontinuum részecskéje

A 2.1. pontban megismertiik a kiterjedt test diszkrét és folytonos modelljét. Diszkrét
pontrendszer tomegeloszlisat, elhelyezkedését ugy adhatjuk meg, ha megadjuk minden
pontjdnak helyvektorat és tomegét: (rj,m;), i=1,2,3,... . Kontinuumndl ugyanezt a p(r)
strliségfiiggvény megadasaval adhatjuk meg. A kontinuum dV térfogati részecskéjének
tomege az r helyen dm = p(r)dV.

5.2. Tomegkozéppont

Pontrendszer tomegkdzéppontjdnak (mds széval sulypontjanak) helyvektora a pontok
helyvektorainak a tomegekkel stlyozott atlaga:

rs= Xmr;/ Xmj (73)
Kontinuumndl a szummazast térfogati integral helyettesiti:
ro=|p(mrdv /] p()dv (74)

A nevezd a test tomege, vagyis
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pontrendszernél: m = Xmy (75)

kontinuumnal: m = [ p(r) dV (76)
Descartes-koordinatakban:

Xg= Zmixi/ Zmi (77)
illetve

xs= [ xp(r)dV/ | p(r) dV (78)

A tomegkozéppont sajdatossdagai

a) Egyetlen tomegpont esetén a tomegkodzéppont helyvektora azonos a tomegpont r
helyvektoraval.

b) Két tomegpontbdl 4ll6 rendszer tomegkozéppontja a két pont kozott az dket Hsszekotd
egyenesen van, a koztik levo tavolsdgot a tomegkozéppont a tomegekkel forditott
ardnyban osztja.

c) A tomegkozéppont szamitasanal a testet tetszolegesen bonthatjuk részekre, €s e részeket
helyettesithetjiik egy-egy ponttal az adott rész tomegkdzéppontjaban (csoportosithatosag).
d) Szimmetrikus tomegeloszlasu testek tomegkdzéppontja a szimmetriasikon, -tengelyen,
illetve a szimmetriacentrumban van.

e) A tomegkozéppont nem feltétleniil pontja a testnek, de mindig a test szélei kozott
helyezkedik el. (Ez utébbi allitds pontosabban: a tomegkdzépponton atmend tetszdleges
sik két részre osztja a testet, €s ezek egyike sem iires.)

f) Ha a pontrendszer minden pontjanak ugyanannyi a tomege, akkor a tomegkodzéppont

helyvektora a helyvektorok szdmtani kozepe.
PL.: Homogén laphdromszog tomegkodzéppontja a haromszog geometriai silypontjaban van.

A tomegkozéppont jelentisége

A tomegkodzéppontnak sok helyen lesz szerepe: a testeket gyakran helyettesithetjiik egy
ponttal (Osszetett testek tomegkozéppontjdnak szamitdsa, kiterjedt test impulzusanak
szamitdsa, impulzustétel, tomegkdzéppont tétele, haladé mozgés), maskor viszont ez a
helyettesités nem tehetd meg (forgd mozgés, kinetikus energia, impulzusmomentum
szamitasa).

5.3. Kiterjedt testek mozgasegyenlete. Kiilsé és belso erék

n pontb6l all6 pontrendszer esetében a II. axiomdt a rendszer minden pontjara
alkalmazzuk. Behelyettesitve az erdtorvényeket, 3n darab, id6ben mdsodrendd,
differencidlegyenletet kapunk a 3n helykoordindtdra, amelynek a kezdeti helyek és kezdeti
sebességek megadasa esetén mar egyértelmii megoldasa van.

A pontrendszer pontjaira haté erdk kozott megkiilonboztetiink kiilsé erdket €s belsd
erOket. A bels6 eréket a pontrendszer pontjai fejtik ki egymdsra. Tehdt a
mozgasegyenletek:

ma=F+XF; i=12,....,n  a=dr;/df (79)
Itt F; jeloli az i-edik pontra hat6 kiilsd erdk ereddjét, Fy; pedig a k-adik ponttdl az i-edik
pontra hat6 er6t, tehit XFy; az i-edik pontra haté belsd erdk dsszege.

Kontinuum részecskéjének a mozgasegyenletét ugyancsak a II. axiomabdl kapjuk:

p(r) a dV = dF™° + dF> (80)
ahol a részecskére hat6 kiilsé és belsd erdket késobb (10. fejezet: Deformalhaté testek)
még részletezziik.

21



6. Impulzus, impulzusmomentum

6.1. Az impulzus (lendiilet) definicioja. Kiterjedt test impulzusa

Egy m tomegii v sebességli tomegpont impulzusa:

p=mv (81)
Az impulzus vektor, a sebesség irdnydba mutat.
Az impulzus additiv, pontrendszer impulzusa:

p = Xpi= Xmyv; (82)

Allitds. Kiterjedt test impulzusa egyenlé a test tomegének és a tomegkdzéppontja vq
sebességének a szorzatdval.
Ezt az 4llitast konnyen bebizonyithatjuk az impulzus és a tomegkozéppont definiciéjanak
felhasznalasaval:

mry=Xmlr; = mV,=2XmV;

6.2. Az impulzustétel

A test impulzusdnak valtozdsi sebessége (dp/dt) egyenld a testre haté kiilsd erdk
ereddjével (F):

dp/dt=F (83)
Egyetlen tomegpont esetén F természetesen egyenld a pontra hat6 er0k ereddjével, hiszen
ilyenkor minden erd kiilsé erd. Az impulzustétel egyenértékii a II. axiémaval, ha a tomeg
idoben konstans, ugyanis ekkor dp/dt = ma. Newton a II. axiomat nem a ma szokasos
alakban, hanem az impulzustétel alakjdban fogalmazta meg.
Ha a tomeg idében valtozik, akkor az impulzustétel és a II. axioma egyszerre nem lehet igaz. Valtoz6
tomegl test példdul a rakéta: a hajtégdzok tdvozdsa miatt a rakéta tomege csokken. Ebben az esetben a
klasszikus mechanikai leirdsban az impulzustétel nem érvényes, a II. axiéma pedig igen.
A relativisztikus mechanikdban a tomegpont tomege fiigg a test sebességétol. Ha a pont tomege a hozza
képest nyugvé inerciarendszerben m, (nyugalmi tomeg), akkor abban a rendszerben, amihez képest a pont v
sebességgel mozog

m, (84)

()

ahol ¢ a vdkuumbeli fénysebesség. A relativitiselméletben a fotonnak a nyugalmi tomege zérus, de a
mozgdsi tomege nem.

m=

Tekintsiink most egy pontrendszert €s irjuk fel az impulzustételt a pontrendszer minden
pontjara:

dpi/dt = Fikﬁ156 + X Fi (85)
Ha 0sszegeziink i-re, akkor kapjuk az impulzustételt a kiterjedt testre:
dp/dt=F, (86)

ahol F = £ F{*™™ a kiils6 er6k eredéje.

A belsd erdk Osszege a IlI. axioma miatt zérus (paronként kiejtik egymadst: X X Fy; = 0).
(Megjegyzendd, hogy a (86) formula akkor is érvényes lenne, ha a jobboldalon F az
osszes (kiils6 és belsd) erd ereddjét jelentené. Am ha impulzustételrél beszéliink, akkor F
alatt csak a kiils6 erdk ereddjét értjiik, igy mond tobbet a tétel.)
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6.3. A tomegkozéppont tétele

Mint lattuk, kiterjedt test impulzusa gy is szamithat6, mintha a testet egy m tomegl
ponttal helyettesitenénk a test tomegkozéppontjdban. Ezért az impulzustételt kiterjedt
testnél igy is irhatjuk:
d(mvy) /dt=ma,=F (87)

Azaz: a test tomegkozéppontja Ggy mozog, mintha a test teljes tomege ott
koncentralodna, és az osszes Kiilsé eré a tomegkozéppontra hatna.

A tomegkdzéppont mozgdsara tehat a belsd erfknek nincs hatdsa, azt kizdrdlag a kiilsé
erdk hatarozzdk meg.

6.4. Az impulzusmegmaradas tétele

Ha a testre kiils6 eré nem hat, akkor a test impulzusa idében dllandé marad.

ha F =0, akkor p = élland6 (88)
Szokéasos a mechanikdban zart rendszernek nevezni olyan testet, amire kiilsé eré nem hat.
Ezzel a sz6hasznalattal: zart rendszer impulzusa megmarad.
A tomegkozéppont tételébdl az is kovetkezik, hogy zart rendszer tomegkozéppontjanak
sebessége 1dOben dllando, ez a kijelentés pedig éppen az I. axidma.
Pusztan belsé erdk tehat a tomegkozéppont sebességét nem tudjadk megvaltoztatni, ha pl. a
tomegkozéppont sebessége kezdetben zérus volt, akkor zérus is marad.
Az impulzusmegmaradds tétele nagyon jo szolgdlatot tesz, ha a belsé erdket nem
ismerjiik, igy példdul iitkozéseknél vagy a mar emlitett rakéta mozgasanak szamitasanal.

6.5. Impulzusmomentum (perdiilet)

Az impulzusmomentum az impulzusvektor momentuma (vektor momentuma: 1d.
Fiiggelék). A p impulzusu tdomegpont origéra vonatkoztatott impulzusmomentuma tehat:

N=rxp (89)
Mas elnevezés: impulzusnyomaték, perdiilet.

Az impulzusmomentum additiv, ezért egy pontrendszer impulzusmomentuma:
N =X2N;=Xr; X pi (90)

A tomegpont mozgdsa sordn a helyvektor ,,surol” egy feliiletet. A At 1d alatt surolt feliilet
az r helyvektor és a Ar elmozduldsvektor dltal meghatdrozott parallelogramma felét alkot6
haromszoggel kozelithetd. Ezért hatdresetben a helyvektor éltal dt id6 alatt surolt elemi
feliilet: dA =r x dr /2. A feliileti sebesség tehat:

dA/dt=rxv/2, amia sebességvektor momentumdnak fele.

Az impulzusmomentum é€s a feliileti sebesség egy adott tomegpont esetén ardnyosak:
N=rxp=m(rxv)=2m dA/dt 91

6.6. Az impulzusmomentum tétele

Az impulzusmomentum vdiltozdsi sebessége egyenld a testre haté kiilso
forgatonyomatékkal:
dN/dt =M (92)

Egy tomegpont esetén ennek bizonyitdsa egyszerti:

dN/dt=d(r xmv) =dr/dtXmv+rxmdv/dt=r X F (93)
mert dr/dtxXmv=vXxmv=0 ¢és mdv/dt=F.

23



Pontrendszer esetén a bizonyitds az impulzustétel bizonyitdsdhoz hasonléan megy:
osszegezniink kell. A forgatonyomatékok 0sszegezésénél a belsd er0k nyomatékai zérust
adnak, ha feltételezziik, hogy két pont (i és k) kozt haté belsd er6k (Fy; és Fix) a két
tomegpontot 6sszekotd egyenes irdnyaba mutatnak:

ri X Fig+ re X Fie= (ri-r) X Fiy =0 (94)

6.7. Az impulzusmomentum megmaradasa. Centralis erotér

Ha a testre kiils6 nyomaték nem hat, akkor impulzusmomentuma idében allando:

ha M =0, akkor N = dllandé (95)
Ilyenkor a feliileti sebesség is allando:
dA/dt=0 (96)

Centrélis erdtérnek nevezziik az erdteret, ha az er0 tdmaddsvonala dtmegy egy kozos
ponton. Vdlasszuk ezt origdnak, és a nyomatékokat is vonatkoztassuk erre a centrumra.
Ekkor az er6 forgatonyomatéka zérus, barhol van a tomegpont. Centrdlis er6térben tehat
az impulzusmomentum allandé marad mozgds kozben. Ez azt jelenti, hogy a feliileti
sebesség vektora is dllando, vagyis az ilyen mozgds sikmozgds: a palya sikja merdleges a
konstans N vektorra, és a radiuszvektor egyenld idok alatt egyenld teriileteket surol.

Az impulzusmomentum megmaradasi tételét jol tudjuk alkalmazni merev testek
litkozésénél: ekkor ugyanis a nyomatékok meghatdrozdsa szinte lehetetlen, de az
0sszimpulzusmomentum megmarad, minthogy kiilsé eré nem hat.

7. Munka, teljesitmény, energia

Tomegponton végzett munka. Additivitds az eré és a pdlya szerint. Teljesitmény, dtlagteljesitmény.

Energia, energiamegmaradds. Tomegpont és pontrendszer kinetikus energidja.

A kinetikus energia tétele.

Konzervativ erdtér. Potencidlis energia. Erdvonalak és ekvipotencidlis feliiletek. Homogén erdtér és
gombszimmetrikus erdtér.

Mechanikai energia. A mechanikai energia megmaraddsi tétele. A konzervativ erdtér kritériumai.
Disszipativ erotér: a mechanikai energia disszipdcioja.

7.1. Munka

Ha egy tomegpontra mozgésa kozben erd hat, akkor az a tdmegponton munkét végez. Az
F er6 munkdja az F(r) vektortérnek a g palyagdrbe mentén vett vonalintegralja:

W =] F(r)dr 97)
A munka additiv az erd szerint és a gorbe szerint is. Azaz, ha az er0 két erd Osszege:
F = F; + F,, akkor a munka is a két 0sszetevé er6 munkdjanak osszege: W = W, + Wy,
Tovédbba, ha a g gorbe két szakaszbdl tevodik Ossze, akkor a g gorbén szamitott munka a
két szakaszon végzett munka Osszege.

Ha az F er6 a mozgéds kozben éllandd, akkor az integréljel elé kiemelheté és ekkor a
munka az erdvektor és az elmozduldsvektor skaldris szorzata:
W=F-:Ar (98)

Az altaldnos érvényl formula jelentése, a vonalintegral definicidja a kovetkezd. Osszuk
fel a pdlyét olyan kis szakaszokra, hogy egy-egy ilyen kis szakaszon beliil az F er6 mar
kozel allandénak tekinthetd. Ekkor a munkat az egyszerti W; = F; dr; képletbdl szamoljuk.
Adott felosztasndl tehdt az integrdlt a X F; dr; integralkozelitd Osszeg kozeliti. Ennek a
hatarértéke az integral, amint a gorbe beosztasat végteleniil finomitjuk.
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A munka képletében szerepld skaldris szorzat azt jelenti, hogy a munka pozitiv, ha az erd
az elmozdulassal hegyesszoget, negativ, ha tompaszoget, zérus, ha derékszoget zar be.
Figyelembe véve, hogy az elemi elmozdulds nagysdga azonos az elemi tttal, a munka igy
is megadhato:

W =][F, ds, (99)
ahol F, az erfnek az elmozdulds irdnydba esd komponense. Az elmozduldsra merdleges
erokomponens nem végez munkat.

Ha F; élland6, akkor W = F-ds. Ha ezen kiviil még az elmozdulds és az erd irdnya
megegyezik, akkor

W=F-s (100)
A munka egysége a joule: 1 J =1 Nm.

7.2. Teljesitmény

A teljesitmény P definicidja:

P=dW/dt (101)
Az egyszeribb P = W/t képlet éltalanos esetben az atlagteljesitményre érvényes. Ha a
teljesitmény idOben dallandé, akkor a (pillanatnyi) teljesitmény megegyezik az
atlagteljesitménnyel. A teljesitmény SI egysége a Watt: 1 W =1 Js.

A tomegpontra hato F er6 teljesitménye:
P=dW/dt=F dr/dt =F-v (102)

7.3. Energia

Nem egyszerli feladat az energiat altalanossigban a klasszikus mechanika keretében
definidlni, ezt nem is kiséreljiik meg, csak felidézziik az energia fontos sajatsagait:

Az 0sszenergia megmaradd mennyiség: zart rendszer energidja allando.

A mechanikdban a test energidja a munkdval van szoros kapcsolatban: a test
energiavaltozadsa egyenld a testen végzett munkdval.

Az energia allapotfiiggvény, szemben a munkdval, ami folyamatfiiggvény, azaz
folyamathoz tartozik.

A relativitdselmélet kimondja a tomeg €s energia ekvivalencidjat. Ha egy testnek van m tomege, akkor van E
energidja is, és viszont. A tomeg és energia kozt fenndll az

E = mc? (103)
Osszefiiggés. Mivel a ¢ vdkuumbeli fénysebesség altalanos fizikai dllandd, a tomeg és energia lényegileg
ekvivalensek, bar dimenzidjuk kiilonbozo.

7.4. Kinetikus energia

Egy m tomegli, v sebességli tomegpont kinetikus energidja:
Ekin: %) l’l'lV2 (104)
A kinetikus energia additiv, ezért egy pontrendszer kinetikus energidja: Exin=X Y2 my vi©

7.5. A kinetikus energia tétele

A test kinetikus energidjanak AEyi, megvaltozasa egyenld a testre haté 0sszes erOk Osszes
W munkdjaval:
AExin =W (105)
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Mas, egyenértékli alakja a kinetikus energia tételének dEyi,/dt = P, ahol P az 6sszes erd
Osszes teljesitménye.

A kinetikus energia tételét egy tomegpontra bizonyitjuk be:

Eio/dt=mv dv/dt=F-v=P
Pontrendszerre a bizonyitds teljesen hasonld, csak 0Osszegezniink kell az egyes
tomegpontokra. A kinetikus energia tétele teljesen altaldnos érvényli, mindenféle testre és
tetszOleges erOhatasokra érvényes.

7.6. Konzervativ erotér, potencialis energia

Konzervativ az F(r) er6tér, ha l1étezik egy olyan E,(r) skalértér, hogy

F =—grad E, (106)
E, neve: potencidlis energia.
Fontos: ha egy er6tér konzervativ, akkor hozza végtelen sok potencidlis energiafiiggvényt
rendelhetiink, mert ha E, jo potencidlis energidnak, akkor E,(r) + K is j6: a potencidlis
energidhoz tetszéleges K konstanst hozzdadhatunk, azaz a potencidlis energia nullaszintjét
onkényesen vilaszthatjuk meg. Onkényesen mondhatjuk meg, hol legyen a potencidlis
energia pl. zérus.

Az er6tér erévonalai merdlegesek a potencidlis energia szintfeliileteire, €s a potencidlis
energia csokkenésének iranyaba mutatnak.
A fenti formuldbdl integraldssal jon, hogy a tomegponton végzett munka konzervativ
térben:

W =-AE,

Konzervativ erotérre példak:

Foldi nehézségi erdtér:
F=-mgk, E,=mgz (107)
M tomegl tomegpont alljon az origdban, az r helyen pedig legyen m tomegpont. Ekkor a
m pontra hat6 gravitacids erdtér:
M:m r
F=- 'Y -
2 r

(108)
r

A tér konzervativ, a potenciélis energia:
Ep=—YyMm/r

Altaldban is igaz, hogy az olyan centrdlis erétér, ahol az eré csak a centrumtél mért
tavolsdgtol fiigg konzervativ.

Linedris rugalmas erd:
F=—kxi, E,=%kx’ (109)

A surlodési, kozegellendllasi er6k nem konzervativak. A csak a helytdl fiiggd erdterek
kozott is ritka, &m a gyakorlatban igen fontosak a konzervativ er6terek.

7.7. A mechanikai energia megmaradasanak tétele

A kinetikus és potencidlis energia 0Osszegét mechanikai energidnak nevezzik. A
mechanikai energia természetesen csak konzervativ erOtérben létezik, €s ott a mozgas
kozben édllando:
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Ennek bizonyitdsa roppant egyszerti:

A konzervativ elnevezés pont ebbdl a megmaradasi sajatsagbol ered.

7.8. A konzervativ erétér kritériumai

A kovetkezd sajatsdgok barmelyike egyenértékli a tobbivel, tehat a konzervativ erdterek
-és csak azok- rendelkeznek a kovetkez0 sajatsdgokkal:

Létezik olyan E,, hogy F = —grad E,

Létezik olyan E,, hogy W = -AE,

Létezik olyan E,, hogy Enech = Exin + E, = dllando.

Béarmely zart g gorbén végzett munka zérus.

A munka csak a kezdd és végponttdl fiigg, de nem fiigg a palyatol.

Az erdtér orvénymentes: rot F = 0

7.9. Disszipativ erok: a mechanikai energia disszipacioja

Tételezziik fel most, hogy a tomegpontra a konzervativ Fyon, erén kiviill még tovabbi Fq4
erd is hat, amelyre teljesiil, hogy a végzett munkdja mindig negativ. Ilyenek a surlédas,
kozegellendllds, Osszefoglaléan a disszipativ erdk, ezeknél az erd az elmozduléssal
ellentétes irdnyu. Ilyen esetekben a testnek szigordan nincs mechanikai energidja, de a
konzervativ er6térhez tartozik potencidlis energia, s igy ekkor is képezhetiink egy
altalanositott mechanikai energiat: Enech = Exin + Ep .

Ha a testre konzervativ és disszipativ erd egyszerre hat, akkor ez a “mechanikai energia”
1d6ben soha nem novekszik, hiszen ekkor

AEmech = AExin + AEp =W — Wion,= Wg< 0

A természetben mindig vannak disszipativ erdk, ezért a folyamatok irdnya Kkitiintetett, a
valodi folyamatok irreverzibilisek. Ezt a torvényszerliséget a termodinamika II. fététele
fogalmazza meg. Ugyancsak a termodinamikaban értelmezhetd, hogy mi lesz a latszolag
elveszett mechanikai energidval: belsé energidva alakul, azaz szétszorddik a molekuldris
szabadsdgi fokokon, disszipalddik.

8. Példak, specialis problémak

8.1. Tomegpont mozgasa homogén eroétérben

Homogén erdtérben az erd —€s igy a pont gyorsuldsa is— dllandé:

a = F/m (= konst.) (111)
A sebességet €s a helyvektort integralassal kapjuk:

v=at+ vy (112)

r="at’ + vot + o (113)

A vy és rp vektorok integracids dllandok. Fizikai jelentésiik: kezddsebesség és kezdeti
helyvektor: vo=v(0), ro=r(0).

A pont palydja parabola, ami specidlis esetben egyenes is lehet. A parabola tengelye az erd
irdnydval parhuzamos, az erd a parabola belseje felé mutat.
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Legszemléletesebb példdja a homogén erdtérben valé mozgdsnak a hajitds. A
tomegpont mozogjon a Fold kozelében, a graviticids erdtérben. Vdlasszuk meg a
koordinatarendszer origdjat ugy, hogy a kezdetben a pont az origéban legyen, azaz ry= 0.
A z tengely mutasson fiigglegesen felfelé, a vizszintes tengelyeket meg vdlasszuk meg
ugy, hogy a vy kezdeti sebesség y komponense zérus legyen. Ekkor a sebességnek az y
komponense mindig zérus marad, a pdlya az x,z sikban lesz. Az erd ekkor:

F=-mgk (114)
ahol g a gravitacios gyorsulds.

Vo= Vo cos o.i+ vpsin ok
« a hajitds szoge, ekkora szdget zar be v, az x tengellyel.

Alkalmazzuk a fenti dltaldnos formuldkat erre az esetre. A sebesség és a helyvektor két
komponense ezekkel a jelolésekkel:

Vx = Vg COS O (115)
V,= Vo sin oL — gt (116)
X =VgCoS O -t (117)
z=vosino-t-Yagt’ (118)

Ez utébbi két egyenlet a palya egyenlete paraméteres alakban. A palya egyenletét explicit
formdaban is megkaphatjuk, ha az id6t kikiiszoboljiikk (t-t az x-szel kifejezziik, és azt
helyettesitjiik a z-t megad6 formulaba): z az x-nek mésodfoku fiiggvényeként adddik (z
tengelyli parabola).
A hajitds magassaga a maximdlis z érték. A tetOpontban a sebesség vizszintes irdnyu,
ebbdl adddik az emelkedési id0 és az emelkedési magassag:

v(t))=0 = ti=vpsina/g

h = z(t) = (vo sin 0)*/ 2g (119)
A hajités ideje és a hajitas tavolsaga:

Z(t)) =0 = t=2vpsina/g(=21t)

d=x(t)) = vy’ sin 20/ g (120)
Adott nagysagu kezddsebesség mellett tehdt vizszintes terepen maximalis tdvolsag akkor
érhetd el, ha a kezdSsebesség vizszintessel bezart szoge 45°-0s.

8.2. A bolygémozgas. Kepler torvénvyei.

M tomeg (Nap) all az origéban, gravitacids terében m tomegli tomegpont (bolygd) mozog.
A mozgésegyenlet:

mi‘=—y—3r (121)
r

A mozgdsegyenlet megolddsa bonyolult matematikai feladat. A mozgds Iényeges
sajatsagait Kepler régéta ismert torvényei fogalmazzdk meg:

I. torvény: A bolygé ellipszispalyan kering a Nap koriil, az ellipszis egyik fokuszdban a
Nap van.

II. torvény: A Naptol a bolygdéhoz hizott vezérsugar egyenld idok alatt egyenld teriileteket
surol (a feliileti sebesség dllando).

II. torvény: A Naprendszer bolygdira a bolygdk keringési idejének négyzetei ugy
ardnylanak egymdshoz, mint palyaik nagytengelyeinek kobei.

Az, hogy a palya ellipszis, a differencidlegyenlet részletes megoldasabol adodik. Itt ezt
nem végezziik el, csak arra mutatunk rd, hogy az er6tér centrdlis, ezért a bolygd
impulzusmomentuma éllandé. Ebbdl kozvetleniil kovetkezik Kepler II. torvénye, valamint
az, hogy a pdlya sikgorbe.
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Kepler III. torvényét korpalydk esetére szemléltetjiik. Ha a bolygd korpalydn mozog
egyenletesen, akkor a kovetkezd Osszefiiggés all fenn a T keringési 1d0 és az R pdlyasugar
kozott:

2
mag, =F, azaz mr[ﬁj =Y 1’1’112\/[ (122)
T r
Atrendezve:
M
el 123
T 4xn° (123)

Ebbél lathat6, hogy 1’/ T* az egész Naprendszerre jellemzd dllandé mennyiség.

8.3. Rezgések

Ha egy mennyiség idoben periodikusan valtozik, akkor beszéliink rezgésrél. A
periddusido (T) reciprokat frekvencidnak (v) nevezziik, a frekvencia egysége a hertz: 1 Hz
= 1/s. Szinuszos, mas szdval harmonikus rezgésnél az x mennyiség 1dofiiggése:
X = A cos(mt + @) (124)

ahol A: amplitddd, : korfrekvencia, @=2nv = 2n/T, @o: kezdofazis.

Béarmely periodikus fliggvény felbonthaté szinuszos fiiggvények osszegére (Fourier-sorok). Az dsszegben a
periédusidének megfeleld alapfrekvencidjui szinuszos tagon kiviil megjelennek az alapfrekvencidnak egész
szamu tobbszoroseit tartalmazd szinuszos fiiggvények. Ez a felbontds ugyanaz, mint a hangtanban a hang

felbontdsa alaphangra és felharmonikusaira. A jel alakjat (a hangszint) az egyes tagokhoz tartozé amplitidék
és kezddfazisok hatarozzak meg.

8.3.1. Harmonikus rezgés

Egyik végén rogzitett rugora akasztott, egyensulyi helyzetébdl kitéritett €s elengedett test
kozelitdleg harmonikus rezgdmozgast végez. A jelenség modellezéséhez tekintsiink egy m
tomegll tomegpontot, ami az x tengely mentén mozoghat, mikézben ré linedris rugalmas
erd hat. Ekkor a mozgésegyenlet:

mx=-kx (125)
ahol k: erééllando, illetve rugdéllandé (k > 0).
A rugéerd aranyos a rugé megnyuldsaval: F=-k (1 -1p)=-kx
Ennek a mozgdsegyenletnek az dltaldnos megolddsa, amint majd latni fogjuk a 8.3.2.
pontban, harmonikus rezgdmozgas ® korfrekvenciaval.
A linedris rugalmas er6tér, mint minden egydimenzids erdtér, konzervativ. A potencidlis
energia:

Epor = 2 kx* (126)
A mechanikai energia megmaradasi tétele:
Emech = Y2 mv” + V2 kx* = V2 kA? (127)

A sebesség zérus, ha x-nek sz€lsdértéke van (x = £A), és a sebesség nagysdga maximalis,
ha x=0.

8.3.2. Rezgd rendszer csillapitdssal

Tételezziik fel, hogy a linedris rugalmas er6n kiviil egy a sebességgel ardnyos, azzal
ellentétes iranyu fékezd erd is hat. Ekkor a mozgasegyenlet:

mX=-kx—-cv, c>0 (128)
m-mel beosztva és a  k/m = wy’, ¢/m = 2B jeloléseket bevezetve a (128) egyenlet az
alabbi alaku lesz:

X+ 2%+ 0" x=0 (129)
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Ez a differencidlegyenlet linedris, dlland6 egyiitthatds. Karakterisztikus egyenletének 2, 1,
vagy 0 valés megolddsa lehet. Az aldbbiakban részletezziik a fizikailag kiillonb6zo
eseteket.

Harmonikus rezgémozgds (csillapitatlaneset) =0, 0=y

A (128) egyenlet ekkor a (125) egyenletet adja, dltalinos megoldasa
a (124) egyenlet szerinti, A és @ értéke egy adott rezgésre a kezdeti feltételekbdl
hatdrozhaté meg.
Legyenek a kezdeti feltételek a szokasosak:

x0=Xx(0), vo=x(0).
Az ezeknek a kezdeti feltételeknek megfelel6 megoldas:

x = A cos(mt + @), (130)
ahol A” = xo” + Vo /@,  tg Qo = — Vo/(X0-O).

Csillapod¢ rezgések

Ha B < @, akkor bevezethetd az 0)=w/co02 —B2 pozitiv mennyiség, és az altalanos

megoldds:
e Ag-cos(ot + @) (131)

Ezt ugy is interpretdlhatjuk, mintha ® korfrekvencidju harmonikus rezgés lenne idében
exponencidlisan csokkend amplitidéval: A = Ay ¢® . Bar a maximumok most nem
szigoruian periodikusan kovetik egymast, a zérushelyek igen (T = 27/® periodusidd alatt
két zéruspont van). A csillapodéd rezgés nem periodikus, de anndl kozelebb van ahhoz,
minél kisebb a csillapitdsi tényez0. A nem szigorian periodikus, de arra emlékeztetd
folyamatot is rezgésnek nevezhetjiik.

Nagy csillapitds: aperiodikus folyamat X

Ha [ > 0, akkor a megolddsok kvalitativ viselkedése  1s]
a kezdofeltételtdl fiiggden haromféle lehet, amint azt ]
az abra mutatja. Mindhdrom esetre igaz, hogy a 4
megoldds tart zérushoz, amint t tart végtelenhez,
tovabba, hogy a t > 0 félegyenes mentén legfeljebb
egy szélsoérték és legfeljebb két zéruspont lehet.

Aperiodikus hatdreset: 3 = @y

A kvalitativ viselkedés ugyanolyan 3 tipusu lehet, mint az aperiodikus folyamatnal.
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A (128) egyenlet minden megolddsa B > O esetben zérushoz tart, am az x = X= 0
egyensulyi dllapotot csak hatdresetben éri el. Az egyensulyi édllapothoz val6 lecsengés a
leggyorsabb éppen az aperiodikus hatdresetben.

8.3.3. Gerjesztett rezgések

Hasson a rezgd rendszerre a csillapité erdn kiviil egy szinuszos gerjeszto erd is:

mX=—kx —cv + Fy cos ot , (132)
ahol Fy a gerjesztd er6 amplitiddja, o, pedig a korfrekvencidja.

Osszunk be m-mel, €s vezessiik be az el6z6 pont jeloléseit: k/m = 0)02, ¢/m = 23, valamint
Fo/m = f;, amivel:

X+ 2B X+ @y X = fycos myt (133)
Belathat6, hogy a megoldas jellege olyan, hogy a kezdeti feltételek hatdsa elhal, lecseng
(tranziens szakasz), és kialakul egy allanddsult dllapot.

A megoldds felirhat6 x = A cos(®.t—@) alakban, ahol

A=f0/\/(c002—0)g2)2+4[3203g2 (134)

vagyis az amplitidé fiigg a rendszer adataitdl, a gerjeszté rezgés amplitidgjatdl és
korfrekvencidjatol. Kiilonosen érdekes az m, korfrekvenciatol valo fiiggés.

A
" mindharom gorbénél o, = 100
0.1 :
a: B=0 (fo=1)
0.06
b: B=10 (f=50)
0.044 c
0.02 b C: B= 10000 (f() = 1000)
S o

0 20 40 &0 ao o0 120 140 160 180 200

Az édbra a rezonanciagdrbét mutatja kiillonboz6 csillapitasok esetére. Kis csillapitdsndl az
amplitidonak éles maximuma van egy ®; = 0, rezonancia-korfrekvencidnal. Ha a B
csillapitas tart zérushoz, akkor A,y tart végtelenhez: rezonanciakatasztrofa. Nagy 3 esetén
a fiiggvénynek nincs maximuma, monoton csokken. A rezgésre képes két- vagy
haromdimenzids rendszereknek sok rezonanciafrekvencidja van. A rezonancidt gyakran
tapasztalhatjuk, sokszor kédros lehet, ezért tilos példdul nagyobb csoportoknak 1épést
tartani hidakon.

8.4. Kényszerek

8.4.1. Kényszererok
Feliilet

Tegyiik fel, hogy a tomegpont egy merev test feliiletén van. Ez egy geometriai kényszert
jelent: a tdmegpont csak gy mozoghat, hogy mozgdsa kdzben sem hatolhat be a feliiletbe.
Ezt a feliilet egy, a feliiletre merdleges N nyomderdvel éri el. A feliilet egy kényszer, az N
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nyomoéerd pedig kényszererd. N-nek csak az irdnya ismert, nagysidga hatdrozatlan:
pontosan annyi, amennyi elegendd ahhoz, hogy a pont ne hatoljon be a feliiletbe.

Nyugvoé feliilet esetén a pont sebessége merdleges a feliillet normalisara, tehat N-re is,
ezért ilyenkor a kényszererd nem végez munkdt. Tulajdonképpen ez a gondolatmenet
igazolja, hogy a feliilet 4ltal kifejtett kényszereré merdleges a feliiletre: ha nem igy lenne,
orokmozgot lehetne csindlni.

A feliilet altal kifejtett N kényszerero ellenereje a feliiletre haté nyomoerd.

A feliilet N ereje nem akaddlyozza meg, hogy a tomegpont a feliiletrdl levaljon, hiszen N
mindig csak a feliilettdl kifelé hat ((tart és soha nem visszatart)). Amennyiben a feliilet N
kényszerereje zérus, a pont mozgasat a felillet nem befolydsolja, ekkor vialhat el a
feliilettdl a pont.

Nyujthatatlan kotél

Misik példa a kényszerekre a nyujthatatlan kotél. Ez azt garantdlja, hogy a végére
akasztott tdmegpont ne tdvolodhasson el a kotél masik végétol a kotél hosszanal nagyobb
tavolsagra. A kotélerd mindig a kotél irdnydba mutaté hizderd. A kotélrdl még azt is
feltételezziik, ha mast nem mondunk, hogy nincs tdmege.

A kotélerd egy kotél mentén végig azonos nagysdgu, ha a kotél nincs megfogva
(csak a végein), nem surlodik. A kotélerdre is érvényes a IIl. axioma, tehat a kotél a két
végére kotott testek kozotti kolcsonhatést jelent egyenld nagysagu és ellentétes iranyu erd-
ellenerd parossal.

8.4.2. Surlodds. Gorbiilt lejto. Siklejto

Az egyszerliség kedvéért csak olyan esetet vizsgdlunk, amikor a mozgds pélydja egy
fliggdleges sikban van, a test azon a gorbén csuszik lefelé, amit egy fiiggdleges sik a
lejtébdl kimetsz. Ha a lejtd gorbiilt, akkor a palya egy g gorbeiv lesz. Tekintsiik ennek egy
P pontjat, ott érvényes, hogy

ma=G+ N + F; (135)
ahol G a Foldnek a testre gyakorolt fiiggdleges irdnyu vonzdereje, N a lejtd altal kifejtett,
a feliiletre merdleges kényszererd, Fs pedig a sebességgel ellentétes irdnyu, a lejtd altal
kifejtett surlddasi erd. A kordbban mar tanult erétorvények esetiinkben:

G =mg

F,=uN
Az N kényszererOre nem tudunk eleve formulét felirni, N ért€ke a mozgasegyenletbdl
hatdrozhaté majd meg.
A (135) vektoridlis egyenletet két komponensre bontjuk, a tangencidlis és a centripetalis komponensekben
az egyenlet:

m dv/dt = mg sino + 0 - pN

m v do/dt = mg cosat - N + 0 (136)
A lejtd mentén megtett utat s-sel jelolve, a lejté egyenlete kapcsolatot ad meg az s és a lejtd hajlasszoge
kozott, tehdt adottnak vehetd az s(o) Osszefiiggés. Tovabba v = ds/dt, és igy a (136) egyenletrendszerben két
ismeretlen marad: o és N, a differencidlegyenlet-rendszer megoldasa kiadja az 0 idofiiggésiiket, azaz a
mozgast és a kényszererd valtozasat.

Amennyiben a lejté siklejtd, akkor a centripetdlis gyorsulds zérus, s igy kapjuk a
kozépiskoldbol ismert:

N = mg cosa., a = dv/dt = g(sina-pLcosa) (137)
formuldkat.

8.4.3. Matematikai inga

A matematikai inga egyik végén felfiiggesztett, £ hosszusagu, nyujthatatlan €s tomegtelen

"oz

kotélre erdsitett m tomegli tomegpont. Nemzérus kotélerd esetén a tomegpont a
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felfiiggesztési pont koriili £ sugard gombfeliileten mozoghat, ezért gombi inganak is
nevezziik. Két specidlis esetet vesziink.

Sikinga

Tegyiik fel, hogy a tomegpont a foldi nehézségi
erdtérben mozog, és a kezddsebesség olyan, hogy
a palya egy éllando fiiggdleges sikban van, ez az
inga lengési sikja. A pdlya ilyenkor koriv.
A mozgésegyenlet:

mr =G +K
Bontsuk fel a vektorokat tangencialis és
centripetdlis (mds széval normadlis, esetiinkben
kotéliranyu) osszetevokre. Vegyiik figyelembe,
hogy az s 1t és az o sz0g kozott az Osszefliggés:
s = Lo, a gyorsulds tangencidlis komponense
pedig a; = £ 0. A mozgdsegyenlet tangenciélis komponense:

m{ & =—mg sino (139)
m-mel egyszerisithetiink:
a + (g/l) sinak= 0 (140)

Azaz a mozgés fiiggetlen az m tomegtdl: ez minden esetben igy van, ha a test pusztan a
nehézségi és kényszererdk hatdsa alatt mozog.
Kis szogl kitérésekre a<<1, alkalmazzuk a sinot = o0 kozelitést, ekkor a mozgasegyenlet:

o +0'a=0, o'=gl (141)
Ez pedig a harmonikus rezgdmozgds differencidlegyenlete. Az dltalanos megoldas:
oL = Ol cos(Mt+@o) , (142)

ahol ® a korfrekvencia, ahonnan a lengésidd: T =2n+///g.

Az ol és @ integracios allandokat a kezdeti feltételek hatdrozzdk meg.
Olp a maximalis szogkitérés, amplitido,
@o pedig a kezdofazis.

A sikinga sikjat inerciarendszerben megtartja. A Fold tengely koriili forgédsat
bizonyité elso kisérletetek egyike volt a Foucault-inga. Igen hosszi fondlon felfiiggesztett
inga esetén elérhetd, hogy az inga sokdig lengjen, a surlddas kicsi. Ilyen ingandl
tapasztalhatd, hogy az inga lengéssikja hosszu id6 alatt valtozik, minthogy a Foldhoz
rogzitett rendszer nem inerciarendszer.

Kiipinga
Ha a matematikai ingdt megfeleld
kezddsebességgel inditjuk el, elérhetjiik, hogy
az inga fonala o kupszogl kupfeliiletet irjon o
le, az m tomeg egy vizszintes sikban ) £
egyenletes kormozgast végezzen v
sebességgel. A mozgasegyenlet: K

mr =G+K , [ (143)
ahol K a kotélerd.
Mivel a mozgés egyenletes kormozgés, a
gyorsulds a kor kozéppontja felé mutat és G
nagysaga v*/{sina.
Az abrabol ezért a

tg oo = v*/ (g € sin o) (144)

33



Osszefiiggés adodik.

9. Merev testek

9.1. Alapfogalmak

Merev testnek olyan testet neveziink, amelynek barmely két pontja kozotti tdvolsag
idoben allandd. A merev test barmely része alak- és mérettarto.

A merev test szabadsagi foka 6, ennyi valds adat sziikséges és elegendd a merev test
helyzetének megaddsahoz. A helyzet egyik lehetséges megadasa:

- megadjuk a test egy A pontjanak térbeli helyzetét (ehhez harom helykoordinata kell),

- a test egy mdsik B pontjanak helyzetét két szogkoordinataval adhatjuk meg, hiszen az A
pont rogzitése utdn a B -a két pont tdvolsdgdnak fix volta miatt- egy gombfeliileten
helyezkedhet el,

- végiil, ha a test két pontja mar rogzitett, akkor a merev test mar csak az AB tengely koriil
végezhet egy forgomozgdst, igy a harmadik pont helyzetének megaddsahoz egy ujabb
szogkoordindta elegendd.

Megjegyezziik, hogy a merev testek lehetnek pontrendszerek vagy kontinuumok. Az
iménti okoskodds pontrendszerekre azonban csak akkor j6, ha a merev test pontjai nem
mind esnek egy egyenesre. Az olyan merev testnek, amelynek minden pontja egy
egyenesre esik, a szabadsdgi foka csak 5, hiszen ilyenkor a test sajat egyenese koriili
forgasr6l nem beszélhetiink. Ez az eset fordul eld példaul két tomegpontbdl allé
pontrendszernél.

A merev test modelljét legtobbszor szilard testek leirdsdra alkalmazzuk, amde akkor
is alkalmazhatd, ha a kérdéses test ugyan nem szildrd, viszont a széban forgé mozgés
kozben teljesiti a fenti “tdvolsdgtartis” kovetelményt.

9.2. A mereyv test mozgasa. Transzlacio és rotacio

A merev test dltalinos mozgdsa mindig Osszetehetd egy transzlaciobol és egy
rotaciobdl. Vilasszuk ki ugyanis a merev test egy A pontjat és tekintsiik azt a transzlaciot,
amely az A pont mozgdsit teljesen megadja. Ha az A pont mozgdsa ra(t), akkor egy
tetszOleges P pontjanak mozgasa:

rp(t) = ra(t) + [rp(0) - ra(0)] (145)
Azaz a test minden pontjanak elmozduldsa (és igy sebessége €s gyorsuldsa is) megegyezik
az A pontéval. E transzlacié utdn a merev testet az A ponton dtmend valamely
forgastengely koriili rotacidval a kivant véghelyzetbe hozhatjuk. A rotacié forgdstengelye,
és az elfordulds szoge fiigg attdl, hogy melyik volt a kivdlasztott A pont. Gyakran - bar
nem mindig — célszert, ha a kivalasztott pont éppen a test tomegkozéppontja.

A véges iddbeli elmozduldst végtelen kicsiny idOtartamra vonatkozd, elemi
(infinitézimadlis) elmozduldsokbdl rakhatjuk Ossze, s az infinitézimélis mozgdsok
infinitézimalis transzlaciokbol és rotdciokbol tevOdnek Ossze. Az infinitézimalis rotdcidok
forgastengelye az id6ben pillanatonként véltozhat. Minden idOpillanatban taldlhatunk egy
olyan egyenest, amely az adott pillanatban nem mozog (pontjainak pillanatnyi sebessége
z€rus), ezt az egyenest nevezziik pillanatnyi forgdstengelynek.

9.3. A merev test mozgasegyenletei

Az impulzustétel €s az impulzusmomentum-tétel minden testre érvényesek, igy a
merev testre is. Eltéroen a deformalhatd testektol, a merev testeknél ez a két vektori
egyenlet elegend6 a mozgas lefrdsahoz, hiszen a szabadsagi foka 6. Ezért szokds az

dI/dt=F dN/dt =M (146)

34



egyenleteket a merev test mozgasegyenleteinek nevezni. Nagy elony, hogy a belso erdk,
belsé nyomatékok e formuldkban nem szerepelnek, hiszen a merev test “tavolsagtartdsi”
kovetelménye miatt a merev test pontjai kozott jelentds belsd kényszererdk 1€phetnek fel.
A belsd erdk, nyomatékok a merev test mozgdsdra tehdt nincsenek hatdssal, dm
szamitasuk a miiszaki életben igen fontos lehet abbol a szempontbdl, hogy a testet meddig
tekinthetjiik merevnek (igénybevételek, terhelhet0ség, toréshatér, alakvaltozds megjelenési
hatara).

9.4. Egvenértékii erohalmazok

Legyen {F} és {F*} eroknek két halmaza. A két erdhalmazt akkor mondjuk
egymdssal egyenértékiinek, ha vektori ereddjiik €s eredd forgatonyomatékuk megegyezik:

YF =ZXF Y rxF =X rxF (147)
Annak, hogy melyik pontra vonatkoztatjuk a nyomatékot, most nincs jelentdsége, mert ha
a vektori ered0 er6 mar megegyezik, ¢€s valamely pontra vonatkoztatott
forgatonyomatékok ereddje is megegyezik, akkor mar minden mds pontra vonatkozd
forgatonyomaték is megegyezik.

Egyenértékli erchalmazok ugyanazon merev testen ugyanazon kezdofeltételek
mellett ugyanazt a mozgast hozzak 1étre.

A merev testre haté erd a tdmaddsvonala mentén eltolhat6. Lathat6, hogy F és a
beldle a tdmaddsvonal mentén torténd eltoldssal kapott F* erd egyenértékll. A
forgatonyomaték szamitdsdndl ugyanis az erd tdimadaspontjanak nincs jelentdsége, csak az
erd tamadasvonalanak, ez hatdrozza meg az erd karjat.

Erdekes kérdés, milyen er6halmazok helyettesithetSk egyetlen erdvel, azaz milyen
er6halmaz egyenértékii egyetlen erdvel. Néhany fontos specidlis eset:

a) Erdpdrnak nevezink két egyenld nagysagu, ellentétes irdnyu, kiilonbozo
tdmadasvonald erébdl all6 er6halmazt. Az erépar eredd forgatdnyomatéka mindig
merdleges az erOpdr sikjdra, a forgatds irdnyédval jobbrendszert alkot, nagysdga pedig

M=kF,
ahol k a két parhuzamos tdmaddsvonal tdvolsdga, amit az erOpar karjanak is neveziink.
Ennek bizonyitasa:

M = [rXF] + [r2X(-F)] = [(r1-r2) X F] (148)

Az erdépar forgatonyomatéka tehat fiiggetlen a vonatkoztatdsi ponttdl! Az erdpar a
legegyszertibb olyan er6halmaz, ami nem helyettesithetd egyetlen erdvel.

b) Egy pontban hat6 er6k mindig helyettesithetok vektori ereddjiikkel, hiszen ilyenkor

M =X M; = Z[rixF;] = [rix2F;] (149)
c) Egy sikban fekvo két erdbdl 4ll6 er6halmaz, amely nem erdpar, mindig helyettesithetd
egy erovel.

- Ha az egy sikban fekvo F; és F» er6 tdimaddsvonalai nem parhuzamosak, akkor a két er6t
eltolhatjuk timadasvonaluk metszéspontjaba, és ott 6sszegezhetjiik.
- Parhuzamos erdk esetén az eredd irdnya a nagyobb erd

irdnyaval megegyez0, timaddsvonala a nagyobb erd g —>F4
tdmadasvonaldhoz van kozelebb. o F
F=F,+F,, Fk=FEk 2
——>F,

d) Minden olyan eréhalmaz, amelynél a tdmaddsvonalaknak van egy kozos pontjuk,
helyettesithetd egyetlen erdvel.
e) Egyirdnyu er6kbdl all6 er6halmaz mindig helyettesithetd egyetlen erdvel.
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A foldi nehézségi erd esetén az eredd erd tdmadaspontja a test tomegkdzéppontja,
ezért nevezziik azt sulypontnak is. A merev testet felfliggesztve egy pontjdban a sulypont
ugy all be, hogy a felfiiggesztési pont alatt legyen, tehat rajta van a felfiiggesztési ponton
at hizott fiiggdleges egyenesen, amit ezért silyvonalnak is nevezhetiink. Az Osszes
sulyvonal egy pontban, a silypontban metszi egymast.

Altaldnossdgban is érvényes, hogy tetsz6leges erékbél és forgatényomatékokbél 4116
halmaz mindig egyenértékii egy erobdl és egy erOparbdl 4ll6 halmazzal, hiszen ezek

alkalmas megvalasztdsdval a kivant vektori eredd és ered6 forgatonyomaték eldallithato.

9.5. Sztatika és a magara hagvott merev test mozgasa

Ahhoz, hogy a merev test nyugalomban legyen, sziikséges, hogy

F=0 é M=0 (150)
Ez azonban a nyugalomhoz nem elegendd feltétel, mert ha ezek teljesiilnek, a test még
végezhet egyenesvonali egyenletes transzlaciét és valamely tengely (szabad tengely)
koriil egyenletes rotaciot. Természetesen ilyen mozgdsok a gyakorlatban csak kozelitdleg
fordulhatnak eld, mert magéra hagyott test szigoru értelemben nincs.
A magdra hagyott merev test impulzusa, impulzusmomentuma, kinetikus energidja dlland6
(1d. megmaradési tételek). Mivel az impulzus dllandd, ezért a tomegkdzéppont rajta van a
forgastengelyen. Kimutathatd, hogy ha a magéra hagyott merev test forgdstengelye idoben
allando, akkor az csak 0 tehetetlenségi tengely lehet (Id. késobb).

9.6. Tehetetlenségi nyomaték

Halad6 mozgésndl a tomeg a tehetetlenség mértéke. Forgdmozgasndl ezt a szerepet a
tehetetlenségi nyomaték veszi at.

Legyen adott egy tengely és tdle { tdvolsdgra egy m tomegli tomegpont. A tomegpontnak
e tengelyre vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatéka

® = ml~ (151)
A tehetetlenségi nyomaték additiv, ezért egy pontrendszer tehetetlenségi nyomatéka:
® = XO;=Imil. (152)

A tehetetlenségi nyomaték értéke fiigg a test tomegeloszlasatol, a tomegen kivil a
geometriai adatoktol, és fligg a vonatkoztatdsi tengelytol.

Az egymdssal parhuzamos tengelyekre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékok kozott
egyszerll 0sszefiiggés van: Steiner-tétele szerint

® = @5+ md’ (153)

ahol Qs a test tehetetlenségi nyomatéka a tomegkozépponton dtmend tengelyre, ® pedig
ugyanezen test tehetetlenségi nyomatéka a tomegkozépponttdl d tavolsiagban 1€vo
parhuzamos tengelyre, m pedig az egész test

tomege. 4
A Steiner-tétel bizonyitdsdhoz vegyiik fel gy a
koordindtarendszert, hogy origdja a

tomegkozéppontban  legyen, a vonatkoztatisi
tengely a z tengely, illetve az x tengely d
koordinitdji pontjdn 4atmend, a z tengellyel
parhuzamos z’ tengely. Ekkor
. ©6=2X mi((xi—d)” + yi*) = £ my(x;"—2xid+d” + 0
yi) =
= X mi(xi*+yi) + Zmid” - 2d £ mix; = Os +

2
md”,
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mert X m;x;/m éppen a tomegkozéppont x koordinatdja, ami esetiinkben zérus.
Tehat ha ismerjiik a tehetetlenségi nyomatékot a sulyponton dtmend tengelyekre, akkor

konnyen kiszdmithatjuk tetszéleges mas tengelyre.

Nézziik most a silyponton dtmend tengelyekre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékokat. Ezek kozott
van legnagyobb és legkisebb. Kimutathat6, hogy a megfeleld két tengely merdleges egymasra. Ezt a két
merdleges tengelyt, valamint a rdjuk merdleges harmadik tengelyt forengelyeknek nevezzik, a megfeleld
tehetetlenségi nyomatékokat pedig forehetetlenségi nyomatékoknak. (01 = O n, Op, O = Opax) Ha a hdrom
fotehetetlenségi nyomatékot ismerjiik, akkor a fétengelyekkel adott szoget bezard barmely mas tengelyre
kiszamithatjuk egy ismert, bar kissé bonyolult képletbdl. A fentieck az altalanos esetre vonatkoznak.
Specidlis esetekben, pl. ha a test szimmetrikus, el6fordulhat, hogy két fotehetetlenségi nyomaték egyenlo,
ekkor a megfeleld két fétengely sikjdban barmely mas tengelyre is ugyanaz a tehetetlenségi nyomaték. Ha
pedig mindharom fdtehetetlenségi nyomaték megegyezik, pl. gombnél, akkor barmely tengelyre ugyanaz a
tehetetlenségi nyomaték értéke. A kordbban emlitett szabad tengelyek csak fétehetetlenségi tengelyek
lehetnek.

Kisérlet. Hossztikds hengert fonalra
felfiiggesztiink és a fondl porgetésével forgasba
hozzuk. Kis szdgsebességnél a henger a
szimmetriatengely koriil forog, ez most a
minimdlis fotehetetlenségi tengely; nagy !
szogsebességnél viszont a henger vizszintesbe @
fordul, a szimmetriatengelyre merdleges |
fotengely koriil fog forogni, vagyis ugy éll be,
hogy a forgédstengelyhez tartozzon a maximalis :
a tehetetlenségi nyomaték. i

kis szogsebesség  nagy szogsebesség

9.7. Forgas rogzitett tengely koriil

Ha a merev test egy id6ben alland6 forgédstengely koriil foroghat, akkor a szabadsagi foka 1.
Ez fordul el6 akkor, ha a forgéstengely rogzitett, pl. csapidgyazott tengelyhez van rogzitve a
test, de eléfordul szabad tengely koriili kiils6 er6t6]l mentes forgds esetén is.

Erre az egyszerli forgdsra létezik egy konnyen megjegyezhetd szotar. A szOtir az
egyenesvonald haladé mozgas és a rogzitett tengely koriili forgdmozgés jellemz6 fizikai
mennyiségeit megfelelteti egymasnak.

Halad6 mozgas Forgémozgas
helykoordinata x szogkoordindta o
sebesség v szogsebesség ®
gyorsulds a szoggyorsulds [
impulzus p impulzusnyomaték N
tomeg m tehetetlenségi nyomaték ®
erd0 F forgatonyomaték M

A szoétar segitségével lefordithatjuk a mondatokat. Ha van egy Osszefiiggés a haladd
mozgésra, akkor a megfeleld Osszefiiggést forgémozgdasra a fenti mennyiségek
mechanikus behelyettesitésével kaphatjuk.

Ilyenek példaul:
a=dv/dt=d’x/d® B =do/dt=d’o/dt®
p=mv N=0wn
ma=F Op=M

Az utébbi Osszefliggést szokds a forgdmozgas alapegyenletének nevezni.
A forgo test kinetikus energidja ugyancsak a fenti sz6tar alapjan:
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Exin= 12 O’ (154)
A halad6 mozgésndl megismert feladatok forgdsi megfeleloi ugyancsak a szétar alapjdn
adhaték meg. Példdul az egyenletesen gyorsuld haladé mozgésra érvényes

x=a2 t*+ Vot + Xo
képlet megfeleldje egyenletesen gyorsuld forgémozgésra

o = B/2 £ + oot + Ol (155)

9.8. Fizikai inga

Fizikai inga egy vizszintes rogzitett tengely koril forgé merev test. A test
tomegkozéppontjanak a forgastengelytdl mért tavolsagat jeloljiik s-sel, a test tomegét m-
mel, a forgastengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékéat
®-val.
A forgémozgds alapegyenletébdl erre az esetre

© d*o/dt* = — mg-s-sina t156)
Ez ugyanaz az egyenlet, mint az { = ®/ms hosszisagu sikinga
egyenlete. Tehdt minden fizikai inga gy mozog, mint az ilyen
hossziisdgd matematikai sikinga. Kis szogkitérésnél, amikor G
sinat  helyettesithetd o-val, kapjuk a harmonikus rezgés

differencidlegyenletét, itt a forgds o szogkitérése idOben
szinuszosan vdltozik, a lengésid6 v
T=2n,/0/msg )

9.9. Torziods inga

A torziés inga esetén a forgatonyomatékot egy torzids szl
szolgaltatja. Tekintsilk az dbrdn 1évo elrendezést: © tehetetlenségi < j
nyomatéki merev korong fiiggdleges szdlon kozépen van
felfiiggesztve. A szél rugalmas anyagbdl, pl. acélbdl késziilt, ezért ha a
korongot elcsavarjuk, akkor visszatéritd nyomatékot gyakorol, ami
aranyos a kitérités szogével. A korong tehat fiiggbleges tengely koriil
forog, a helyzetét az o szog adja meg. A forgdmozgds alapegyenletét @
alkalmazva erre az esetre:

® d’o/dt’ = -Dat, (158)
ahol D a torzids szdlra jellemz6 dlland6. Ez a differencidlegyenlet éppen a harmonikus
rezgdmozgds differencidlegyenlete, tehat o szinuszosan véltozik az idoben

T=2m.
Megjegyzendd, hogy ez az Osszefiiggés a torzids inga lengésidejét nagy szogekre is jol
adja meg, mindaddig, amig a csavardsndl fellépd nyomaték ardanyos a csavarasi szoggel.

FUGGELEK

A szekundum, a méter és a kilogramm

A szekundum (mdsodperc) csillagdszati adaton alapult, tgy, hogy egy nap pontosan
243600 s. A csillagdszati adatokban 1év0 bizonytalansdgokat, véltozékonysagot
kiiszobolte ki az 1967-ben elfogadott €s ma (2003-ban) is érvényes Uj definicid, ami mdr
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atomi adaton alapul, nevezetesen a Cs'?? dltal emittélt fény egy meghatarozott

spektrumvonalédnak frekvencidjdra alapoztdk a szekundum definiciéjaban.

A 18. szdzadban két javaslat meriilt fel a méter definicigjara. Az egyik: olyan matematikai
inga hossza, amelynek fél-lengésideje 1s. A Francia Akadémia 1791-ben a madsik
javaslatot fogadta el: a méter a Fold keriiletének negyvenmilliomod-részeként definialtak,
azaz a Fold keriilete 40.000 km. 1889-ben 1j definiciét fogadtak el: a méter egy —az elsd
definici6hoz kapcsolddd mérések alapjan gondosan elkészitett— etalon hossza. 1960-ban a
kordbbi definiciokban rejlé bizonytalansagokat tgy prébaltdk elkeriilni, hogy a métert a
Kr®* egy spektrumvonaldnak hullimhosszara alapozték.

1983-ban fogadtdk el a ma (2003-ban) is érvényes legijabb definiciot, ami a métert a fény
sebességén keresztiil definidlja, a fény védkuumbeli sebessége egészen pontosan
(mindaddig, amig ez a definici6 érvényben lesz) 299.792.458 m/s, azaz majdnem 300.000
km/s.

A tomeg egységét, a kilogrammot el8szor tgy definidltik, hogy 1 dm’ viz tomege. Ezen
az alapon készitették el 1889-ben a tomeg etalonjit, ma is ez az etalon jelenti a kg
nemzetkozileg elfogadott definicidjat.
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