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1. VEKTORALGEBRA

1.1. A vektor szemléletes értelmezése

Azok a fizikai mennyiségek, melyeknek nagysagukon kivil irAnyuk is van, vektorok .
(A vektorok absztrakt matematikai definicidjaban donté szerepe van az 6sszeadasnak és
a skalarral valé szorzasnak. Az olyan halmazok elemeit nevezik vektoroknak, amelyek
elemeire értelmezve vannak ezek a miveletek, és a miveletek Iényeges szabdalyai
megegyeznek az irdnyitott egyenes szakaszok Osszeadasanak és szammal vald
szorzasanak fébb szabalyaival.)

A vektort egyértelmiien megadhatjuk a hosszaval és az iranyaval, nem tekintlink
kilonb6zének két vektort, ha azok parhuzamos eltolassal atviheték egymasba.

1.2. A vektor abszolut értéke
A vektor kezd6- és veégpontjanak tavolsagat a vektor abszolut érték ének
(hossz anak, nagysag anak) nevezziik. Jelolése: |a vagy a.

Ha a vektor hossza egységnyi, akkor a vektort egységvektor nak, ha nulla, akkor
nullvektor nak mondjuk. Nullvektor csak egy van, de egységvektorbdl végtelen sok
kuldonbdz6 van.

1.3. Vektorok 6sszeadasa
Két vektor dsszegét a paralelogramma-szabaly definialja:

Az oOsszeadas invertalhat6 mulvelet, inverz mivelete a

b
) kivonas. Tehét ha
a+b=c, akkor (és csak akkor)
a " a=c-b.

1.4. Vektor szorzasa skalarral
Az a vektornak A szammal val6 szorzata
b=Aa egy olyan vektor, melynek nagysaga

b =[Ad =],

irAnya pedig megegyezik az a vektor iranyaval, ha A>0, és ellentétes, ha A<0.
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1.5. A skalarszorzat
Két vektorhoz, a-hoz és b-hez rendeljink hozza egy szamot: a két vektor abszolut
ertékének és az altaluk koézbezart szog koszinuszanak szorzatat. Ezt a szamot a két
vektor skalaris (belsd) szorzat anak nevezzik:
alb =|a|bjcos(a, b

Szokasos jelblések meég (a,b) és (alb) is.

1.6. Vektorszorzat

Két vektorhoz, a-hoz és b-hez rendeljink hozza egy c vektort, melynek nagysaga a
két vektor altal meghatarozott paralelogramma tertlete, irAnya pedig merdleges az a €és b
vektorok altal meghatarozott sikra, ugy, hogy az a, b és c vektorok jobbrendszert
alkossanak, azaz a c vektor végpontjabol nézve az a vektort Tenél kisebb sz6gi pozitiv (az
Oramutato jarasaval ellentétes) iranya forgatas vigye at a b
vektor iranydba. (Szemléletesebben. ha a jobb kéz
hivelykujja az a, mutatéujja a b vektor iranyaba mutat, akkor a
a kozépsé ujj bedllithato a ¢ vektor iranyaba.) Az igy definialt
c vektort az a é€s b vektor vektorialis (kulsé) szorzat anak
nevezzuk:

b

c=axb
Szokéasos jelolés még [a, b] is.

A vektorszorzat abszolut értéke:

[ax bf=[dl|bj|sin(a, b)].

1.7. Vetllet

Az a vektor (meréleges) vetilete a b vektor iranyara:
_ b

b

a, =|dcos(a b) =ale,, ahol e, a b iranya egységvektor. Az

ay =&, €, = (aley) e,

vektort az a vektor b irAnya (vektor-)komponensének
nevezzuk. Ay
Az a vektor felbonthatdé egy b iranya és egy b-re

meréleges komponens 6sszegére:
a=ay +ay

4

A b vektorra meréleges a,, komponens nagysagat a Pitagorasz-tétellel kapjuk:

8| = ylal" -a" =[asin(a, b)|.

A vetlletek jelentds szerepet jatszanak a vektorok szorzasanal - ezt mutatja az
alabbi két azonossag:
atb=|q b = g, |b=alby

[ bf =[] by | =y [b
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1.8. A vektoralgebra fontosabb szabalyai és azon  ossagai
Legyenek a, b és c tetszéleges vektorok, A és p tetszéleges skalarok.

a+t0=a al0=0

a+tb=Db+a alb=Dbla

(a+b)+c=a+(b+c) al(b+c)=alb+alc

A0=0 (Aa)lb=A(alb) =al(Ab)

Ola=0 ha alb=0, akkor (és csak akkor) allb
lla=a a®=|a\|2

A(ua) =(Au)a
(A+pa=Aa+ua
Ala+b)=Aa+1b

ax0=0

axb=-bxa tehat a vektorszorzat antikommutativ!
ax(b+c)=axb+axc

(Aayxb=A(axb)=ax(Ab)

ha axb=0, akkor (és csak akkor) a| b

axa=0

A harmas vektorszorzat kifejtési tétele:
ax(bxc)=(alc)b—-(alb)c
Végul megemlitjiik az an. vegyes szorzatot:
al(bxc)=(axb)lc,
melynek értéke -eldjeltél eltekintve- a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon
térfogataval egyenlé.

1.9. Vektorok Descartes-féle koordinatai
Legyenek i, ] €s k ortonormalt bazisvektorok, amelyek jobbrendszert alkotnak:
iF=lif ==t ixi=k
Ekkor barmely a vektor egyértelmien felirhat6 harom meréleges komponens
dsszegeként:
a=ai+aj+ak
Az a,a, a szamokat az a vektor koordinatainak nevezzik az i, j, k bazisvektorok altal

meghatarozott jobbsodrasu Descartes-féle (x,y,z) koordinatarendszerben.
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1.10. Vektorok kozotti m (iveletek Descartes-féle koordinatakban
Osszeadas: hac=a+b, akkor ¢ =a +h, sth.
Szorzas skalarral: ha c=Aa, akkor c, =Aa, stb.
Skalarszorzat: alb=ah +3ah+ah

Vektorszorzat: ha c=axb, akkor ¢ =ahb-ah, stb.

Az 0Osszeadas, skalarral valé szorzas és a vektorialis
szorzat y koordinatajat az x koordinata kifejezésébdl

ciklikus permutaciéval kapjuk az x index helyett y-t, y
helyett z-t és z helyett x-et irva. A z koordinatara vonatkozé . /
kifejezéseket ismételt ciklikus permutacioval kapjuk meg.

A vektorszorzatot az alabbi determinans kifejtésével is

megkaphatjuk:
i ] Kk
axb=la a &
b B B

Vektor abszolut értéke:
_ 2 2 2
d=ya’+a’ +a
A vektornak a koordindtatengelyekkel bezart szdgeinek koszinuszai, azaz a vektor
irAnykoszinuszai:
cosa:%, cosﬁ:%, cosy:%
Az iranykoszinuszok egyben az a iranyu e, egységvektor koordinatai, ezeért
cos® a+cos” B+cos” y=1.

2. VEKTOR-SKALAR FUGGVENY

A vektor-skalar fuggvény fliggetlen véaltozoja skalar, fliggé valtozoja vektor. llyen
fuggvényekre a hatarérték, folytonossag, differencialhatésadg fogalma a valds
fliggvényeknél tanultakhoz hasonl6an alkalmazhato.

Az a=a(t) fuggveény hatarértéke a t =t, pontban a,, vagyis

1Lrtrc)| a(t) =a,, hatetszéleges e>0 szamhoz talalhato olyan >0, hogy
la(t)—a,|<g halt-t|<o.

Az a=a(t) fuggvény a t, pontban folytonos, ha létezik hatarértéke, és az egyenld a
fuggvenyértékkel:

lima(t) =a(t;)
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At =t, pontban az a =a(t) fuggvény differencialhato, ha létezik a

fa _ at) ~alt) differenciahanyados hatarértéke t =t,-ban. Ha ez a hatarérték b,

N t-t,
akkor b-t az a(t) t,-beli differenciélhényados anak, derivalt janak nevezzik. Jeldlése:
a(t0)=@ Elim “ma(t) alty)

dtf, A-0At b -t

A differencialndnyadost minden pontban képezve kapunk egy UGjabb vektor-skalar
fuggvényt, a derivalt figgvényt:

a=4a(t)
Ha ez a fuggveny is differencialhato, akkor derivaltjat az a(t) figgvény masodik

differencidlhanyadosanak nevezziik:

oy d%a_da(t)
a(t)_dtz dt

Hasonlé modon definialhatjuk a magasabbrendi derivaltakat.

A skalar-skalar fiiggvények differencialasi szabalyaival analég 6sszefliggések allnak
fenn vektor-skalar figgvenyekre is. Ha A(t) differencialhato skalar-skalar fuggvény, a(t) és
b(t) differencialhatd vektor-skalar fliggveények, akkor az alabbi differencialasi szabalyok
alkalmazhatok:

Osszeg differencialasa:

da db
[a(t) b(t)]——t ot

Szorzat dlfferenC|aIasa

da
—[xl(t)a(t)] = —ta+Aa
[a(t) Eb(t) =— Eﬂ)+ aB‘lL

db
[a(t) b(t)] ——>< b+axa

K('jzvetett fuggvény d|fferenciélésa:

At n)=Jda

dA dt

Ha az a(t) vektorokat k6zos kezdépontbdl mérjuk fel, akkor a vektorok végpontjai egy
térgorbét irnak le, mikdzben a t valtozé értéke végigfut egy intervallumon; az &a(t) derivalt

vektor pedig a térgérbe érintéjének iranyaba mutat. Ha az a(t) vektor egységvektor, akkor
a térgbrbe egy gombfellleten lesz rajta, és az &(t) derivalt vektor meréleges lesz az a(t)-

re. Ezt a kdvetkez6képpen Iéthatjuk be.
Sacyran)] = 2atyat) = L)’ = S =0

Tehat mivel a(t) és a(t) skalarszorzata zérus, a két vektor meréleges egymasra.
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2.1. Vektor-skalar fuggvény Descartes-féle koordin  atakban
Rogzitett  Descartes-féle  koordinatarendszerben a  vektort ~megadhatjuk
koordinataival, ezért az a = a(t) fliggvény harom skalar-skalar figgvénnyel egyenértek:
a=a(), a=3a() a=a()
Ezek az egyenletek az a=a(t) figgvény altal meghatarozott térgérbe paraméteres
egyenletei. Ha a t paramétert valamelyik egyenletbdl kifejezzik és behelyettesitjik a
masik kettébe, kapjuk a térgorbe egyenletét
f(aX a,.,a,)=0, g(aX a, ,aj=0 alakban.

A vektor-skalar flggvények tulajdonsagai megfogalmazhaték a koordinataik
segitségével is. igy pl. bebizonyithaté, hogy az a=a(t) fuggvény akkor és csak akkor
differencialhato, ha az a,(t), a (1), a(9) koordinatak mindegyike differencialhato, és ekkor

fennall az
at)=a,(t)i+a,(t)+a,(t)k O0sszefuiggés. Hasonlé dsszefliggés all fenn

magasabb rend{ derivaltakra.

3. SKALAR- ES VEKTORTEREK

A fizikdban gyakran eléfordul, hogy egyes mennyiségek értéke fligg a helytél. Mivel a
helyet a helyvektorral adhatjuk meg, igy ezeknek a mennyiségeknek a helyfliggését olyan
fuggvenyek irjak le, melyeknek fiiggetlen valtozoja vektor.

Azokat a fuggvényeket, melyeknek fliggetlen valtozoja vektor, fliiggé valtozéja pedig
skalar, skalar-vektor fiiggvények nek vagy skalarterek nek nevezzik. Azokat a
fuggvenyeket pedig, melyeknek mindkét valtozéja vektor, vektor-vektor figgvenyek nek
vagy vektorterek nek nevezzik.

Az ilyen tipusu fuggvényekre hasonlé moédon értelmezhetjik a hatarérték és a
folytonossag fogalmat, mint a vektor-skalar fluggvényekre. A képletek alakilag
véltozatlanok maradnak, csak a fuggetlen vektor valtozot kell az ott szerepld t helyébe irni,
a fuggbé valtozé helyébe pedig a megfelel6 skalar vagy vektor fliggé valtozot, attdl
fliggbéen, hogy skalar- vagy vektortérrél van szo. A differencialhanyados fogalmat azonban
nem lehet kozvetlenll a vektor-skalar fliggvény differencialnanyadosanak mintajara
ertelmezni, hiszen a fuggetlen valtozo6 jelen esetben vektor, mellyel osztani nem lehet.

3.1. Skalartér szintfeluletei
Legyen
¢=o(r)
egy skalartér. Mivel az r vektort kifejezhetjik X, y, z Descartes-féle koordinataival:
r=xi+yj+zk,
ezeért a skalarteret egy haromvaltozods fuggvénnyel is leirhatjuk:

¢=9(x,y.2).
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A skalartér szemléltetésere bevezethetjik a szintfeliletek (nivofeliletek) fogalmat.
A szintfellletek azon r pontok meértani helyei, amelyekre a flggvény értéke allando. A
szintfellletek egyenlete Descartes-féle koordinatakban:

P(X,¥,2=¢, =konst.

Kulonbozd ¢, értékekhez kilonbozé szintfellletek tartoznak, igy a ¢ = ¢(r) skalartérhez
egyparaméteres szintfelllet-sereg tartozik - paraméternek tekinthetjik a ¢, értéket.

A hémérséklet, a nyomas, ill. a potencial térbeli eloszlasat leir6 skalarterek
szintfelUleteit izoterma, izobar, ill. ekvipotencialis fellileteknek nevezziik.

3.2. Iranymenti derivalt és gradiens
A kozonséges derivalt a fliggd valtozé valtozasi sebességét jelenti. Skalarterek
esetén bevezetjik az iranymenti derivalt fogalmat. Legyen e egy egységvektor. A
@=¢(r) = ¢(x,y,2) skalartér e iranyu iranymenti derivaltjanak az r, pontban az ehhez az
irAnyhoz tartozo fliggvényérték-valtozasi sebességet nevezziik:
dg| _ . 81 +Ase)
dse As-0 AS

fo

Lathaté, hogy ez a derivalt egyenlé a ¢ :s— @(r,+se) fliggvénynek s szerinti

kozbnséges derivaltjaval az s=0 pontban:

dg| _ dg(r, +se)
ds, ) ds

Az irAnymenti derivalt segitségével szemléletesen definidlhatjuk a gradiens fogalmat.
Képezzik az r, pontban az 6sszes iranymenti derivaltat, majd keressik meg azt az e,
egységvektort, amelyhez tartozé irdnymenti derivalt a legnagyobb. Az r, pontban a
gradiens vektor abszolut értéke egyenld a legnagyobb iranymenti derivalttal, iranya pedig
az g, iranyaval megegyezé. A gradiens abszolut értéke tehat az adott pontbeli legnagyobb
fluggvényérték-valtozasi sebességet jelenti, iranya pedig a leggyorsabb ndvekedés
irAnyaba mutat.

A gradiens vektor definialasa térténhet mas maédon, a kdzonséges derivalt mintajara
is. Ehhez azonban nem hasznalhaté a differenciahanyados alak, mivel vektor nem
kertilhet a nevezébe. Viszont a nevezdbvel atszorozva a kdvetkezéképpen definialhatd egy
skalar-skalar fuggvény derivaltja: az y=y(x) fuggvény derivaltja az x, pontban y', ha y
megvaltozasa

Ay = Y (%) AX+E( %, AR A X

alakban felirhato, ahol
lim0 E(Xq,AX) =0.

s=0

Ennek mintajara egy ¢ = ¢(r) skalar-vektor fliggveny derivaltja az r, pontban a
® = grad¢ vektor, ha
A¢ = grad@[Ar + &(ry, Ar) [Ar

alakban felirhato, ahol
Ling &(r,,Ar) =0.
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3.3. IrAnymenti derivalt és gradiens Descartes-fél e koordinatakban
Legyenek az e egységvektor koordinatai g, €, €, az r, ponté pedig X, ¥, %. Akkor

az irAanymenti derivalt a kozvetett fliggvényre vonatkozé differencialasi szabaly

felhasznalasaval:

dg| _dg(r,+50)|
ds ds

fo s=0

é’¢

=i¢(x +sg, y+ s Z+ §4 =
dS ° s=0

ro

9 op Ip

ami az e vektor skalarszorzata a (X E Z] vektorral. Az utébbi éppen a gradiens

vektor Descartes-féle koordinatakban kifejezve:

¢5'¢ 9P 09

radg = —— +—"k, amivel tehat
gradg = = ay' ax
dg

= grad¢|r Ee:‘grad¢|r ‘Etosa
ahol a a gradg és az e vektorok altal bezart sz6g. Az utdbbi alakbdl az is lathaté, hogy az
irAnymenti derivalt maximuma éppen gradg (cosa=1). Masrészt -grad¢ éppen a
leggyorsabb cstkkenés iranydba mutat (cos a=-1). Ha viszont gradg és e merdlegesek
egymasra (cosa=0), az iranymenti derivalt zérus, azaz a grad¢g meréleges a ¢ = ¢(r)

skalartér szintfellleteire.

3.4. A vektortér vektorvonalai
Legyen
a=a(r)
egy vektortéer. Az a vektor koordinataival kifejezhetd, ezért az a=a(r) vektortér
egyenértékiien megadhat6 az
a=a(N=g(xy3
a=a(n=a(xys3
a=a(n=a(xy?
harom skalartérrel, ill. harom darab haromvaltozos figgvénnyel.

A vektortér szemléltetésére bevezetjik a vektorvonalak fogalmét. A vektorvonalak
érintéje barmely pontban egyez6 irdnyl az ahhoz a ponthoz tartozé fliggvényérték
irAnyaval.

A fizikaban el6fordulé két legfontosabb vektortér: az erétér -ekkor az a vektor
térer6sseget jelent-, és az dramlasi tér - ekkor az a vektor az aramlo folyadék sebességét
jelenti. Az er6tér vektorvonalait erévonalaknak, az aramlasi tér vektorvonalait
aramvonalaknak nevezzik.
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Szokds a vektortér figgd valtozédjanak |aj abszolat értékét a vektorvonalak
strdségeével jellemezni oly médon, hogy a vektorvonalakra merdleges egységnyi felileten
éppen annyi vektorvonal haladjon at, amennyi a fliggd valtozo abszolat értéke (Id. késébb
a fluxust).

3.5. Vektorterek integraljai

3.5.1. Vonalintegral

Legyen g egy iranyitott térgorbe, a=a(r) pedig egy vektortér. Osszuk fel a g gorbét n
részre, az osztopontok legyenek P, B,..., P.. Jeldljuk a Pi_;Pi vektort A% -vel, a P_,P gorbeiv
valamely k6zbensé pontjanak helyvektorat r.-vel. Képezzik a

> a(r) s

integralkozelitd 6sszeget. Ennek az 6sszegnek a
"végtelentl finomod6 beosztasra vonatkozo
hatarértéke" a vonalintegral :

AISi_rIIOZn:a(ri ) [As, :Ia(r ) [dlr :Ias ds,

ahol ds jeloli az ivhosszelemet, a, pedig az a vektornak a gorbe érintéje iranyaba esé
vetiletét.

Descartes-féle koordinatarendszerben a vonalintegral egy kézonséges egyvaltozés
hatarozott integralld alakithatdo &at. Legyen adott a g gorbe paraméteres alakban (a
paraméter lehet pl. az ivhossz vagy az idd):

X=x(1), y=¥ 1, z= %1, 1[,ST<T,
Ekkor a vonalintegral a kovetkezéképpen alakithato at:

_ % dx(7)
Jatryar = (accra,y+ a.02) = {ax[x<r),y<r>,z(r)]7+

dy(7)
dr

a [x(r).y(7)x7)] +az[x(r),y<r),z(r)]%}dr

3.5.2. Fellleti integral

Legyen A egy felllet, a=a(r) pedig egy vektortér. Osszuk be az A fellletet n részre,
a reszek teruletei: AA,AA,,...,AA. Mindegyik részfelileten valasszunk ki egy pontot,
melyek helyvektorai: r,,r,,...,r,. A felilet normalisa az r pontban legyen n(r). Képezzik a

> a(r) (1) A

integralkozelité Osszeget. Ennek az 0Osszegnek a "végtelenul finomod6 beosztasra
vonatkozo6 hatarértéke" a feluleti integral :
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moiz:l“a(ri )IN(r, JAA :J/;a(r ) A :J;andAECDa, ahol

a,=a(r)[n(r)
az a vektor normalis irAnya komponense. Az a(r) vektortérnek az A fellletre vett fellleti
integréljat az a fluxusanak nevezzik. A vektorvonalak slriségének szokasos
megvalasztdsa esetén a fluxus éppen egyenlé az A fellleten athalad6 vektorvonalak
szamaval.

Ha a fellulet normalvektoranak n helyett —n-et valasztjuk, akkor a fellleti integral
el6jelet valt.

Bizonyos specialis esetekben az egyik irany kitlintetett irany:

1./ zart felllet esetében mindig a "kilsé" (kifelé mutatd) normalist valasztjuk;

2./ ha a fellletet egy iranyitott zart gorbe hatarolja, akkor a felilet normalisat ugy
valasztjuk meg, hogy az a gorbe koriljarasi iranyaval jobbcsavart alkosson.

Lerogzitve a felllet normalisanak iranyat, a fellleten a zart gérbéket mindig olyan
koriljarassal vessziik fel, hogy a normalis irAnya azzal jobbcsavart alkosson.

Ezek a konvencidk kiléndsen olyan azonossagok alkalmazasanal fontosak, ahol
egyidejlleg tobbféle integral fordul el6 (Id. késébb Gauss-Osztrogradszkij-tétel, Stokes-
tétel).

A fellleti integral altalaban kétszeres integrallal szamithatdé ki. Az integral
kiszamitdsahoz szikséges, hogy a dA fellletelemet a koordinatakkal és a koordinata-
differencialokkal fejezzik Ki.

Henger-, ill. gbmbfelllet esetében a dA fellletelemet célszerii ugy megvélasztani,
hogy élei az e,, k, ill. az e, e, bazisvektorok iranyaba mutassanak.

————

dA = pdgdz dA = Psin udu dg

3.5.3. Vektorérték G vonal- és fellleti integral
Ha a vonalintegrél integralkozelitd 6sszegében a skaléris szorzast vektoridlis szorzasra
cseréljuk ki, akkor a

oty x5

10
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integralkozelitd 6sszeget kapjuk, melynek hatarértéke az
jaXdr

[¢]
vektorérték i vonalintegral .
Hasonl6an a

> a(r) () AA
i=1
integralkozelité 6sszeg hatarértéke az

IaXdA
A

vektorértek (i feluleti integral .

3.5.4. Vektortér térfogati integralja

Legyen a(r) egy vektortér, V pedig a tér egy tartomanya. Osszuk be a V tartomanyt n
részre, melyek térfogatai: AV,,AV,,...,AV,. Minden résztartomanybdl vélasszunk ki egy
pontot, melyek helyvektorai: r,r,,...,r,. Képezzik a

Zn: a(r)AV,

integralkozelitd ©6sszeget. Ennek az 6sszegnek a "végtelenil finomodd beosztasra
vonatkozé hatarértéke" a

[a(r @v
\%
térfogati integral
Henger, ill. gémb esetén célszerii a dV térfogatelemet téglatestnek vélasztani,
melynek élei a henger-, ill. polarkoordinata-rendszer bazisvektorai irdnyaba mutatnak;
ekkor:
hengernél:  dV =dA dp=pdpdg¢dz,
gdmbnél: dV = dA dr= P sin dr d9 dp.

3.5.5. Az integralok tulajdonsagai
A fentebb targyalt integralokra is érvényesek a kbdzonséges integralszamitas
fontosabb szabalyai:
a) 0Osszeg tagonként integralhato;
b) konstans az integraljel elé kiemelhet6;
c) egymasba nem nyual6 tartomanyok (intervallumok, fellletek) egyesitésére vett
integral egyenlé a résztartomanyokra vett integralok 6sszegével.

11
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3.6. Rotacio
Legyen a(r) egy vektortér, S pedig egy, az r ponton atmend sik, melynek

normalvektora n. Az S sikon vegylnk fel egy iranyitott zart g goérbét tgy, hogy az r pont a
gorbe belsejébe essen. Az

= §a [dr

AAQ
mennyiség hatarértékét, mikozben a (rogzitett) S sikban 1évé g gorbe a (rogzitett) r pontra
zsugorodik, jeloljuk b,-nel:

b, = lim—§ardr
DA-OAA

ahol AA jeldli a g gorbe altal korulzart teruletet. Az r pontot tovabbra is rogzitve, de az S
sikot (igy az n normalvektort is) valtoztatva, minden n-hez kapunk egy b, értéket.
Kimutathatd, hogy az igy kapott b, értékek egy vektornak az n iranyd komponensei; ezt a

vektort az a vektor rotacio janak nevezzik az r pontban:

(rota)[h =(rota), =rot,a= lim iffamlr
AAﬁoAAg

Kimutathatd, hogy Descartes-koordinatakban

a
rotxa = 0"_82 - _ay
dy o0z
A masik ket koordinatat ciklikus permutacidval kapjuk:
_Ja _Jg
rot,a=—>*-
Jz  oX
7
rotza = _ay = d_ax
ox oy

A §aﬁur mennyiséget a vektortérnek a g gorbén vett cirkulacié janak nevezik. Ez a
¢}

mennyiség a vektortér vektorvonalainak csavarodasaval fligg 6ssze. A cirkulacionak és a
bezart feliletnek a hanyadosat, ami a rotacié definicidjaban szerepel, atlagos felileti
orvényslriségnek nevezik. Ha az a vektortér aramlasi tér, akkor a rotaci6 az aramlas
forgo, orvénylé jellegével fligg 6ssze.

3.7. Divergencia

Az a(r) vektortér fluxusa egy zéart A felileten megadja az A felllet belsejébdl kijové
vektorvonalak szamat (ez természetesen ugy értendd, hogy a feliletbe bemend
vektorvonalak negativ el6jellel jbnnek szamitasba). Ezt a mennyiséget az a vektortér
forras &nak nevezzik az A felllet altal korulzart AV térfogatd tartomanyban. Ha a az
egységnyi slrliségl inkompresszibilis folyadék sebessége, akkor az a forrasa
szamértékben egyenlé a AV térfogatbdl idéegység alatt kiaraml6 folyadék térfogataval -
ez indokolja a "forras" elnevezést.

12
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A forrasnak és a térfogatnak a hanyadosat atlagos forrass (riiségnek nevezzik. Az
atlagos forrassliriség hatarértékét, amint a AV térfogat egy (rogzitett) r pontra
zsugorodik, az a vektortér r pontbeli forrass (irliségének vagy divergencia janak
nevezzuk:

Tae M = ma
V-0 AV 5

Kimutathatd, hogy Descartes-koordinatakban
da, 08  Ja,
ox ody 0z

I diva=

3.8. Stokes-tétel
A zart gorbe menti és a fellleti integralok kdzott allapit meg 6sszefiiggést Stokes
tétele (rotacio-tétel):
§a[¢ir :Irotaﬁle
g A

ahol A a g iranyitott zart gorbe altal hatarolt felllet.

A Stokes-tétel bizonyitasa a kovetkezd
gondolatmeneten alapul: osszuk be az A
feliletet olyan kis fellletrészekre, amelyeken
az atlagos fellleti o©rvénysirliség mar ol
megkdzeliti a rotacio értékét, azaz

AArot, a= §amr
9i
ahol g az i-edik részfeliletet, a AA terlletd, n,

normalisu  fellletet hatarol6 zart gorbe.
Osszegezve:

n n

ZAArotnia:Z§aI]:ir (%)

i=1 i=1 i
Figyeljuk meg, hogy a gorbe menti integraloknal a "belsé" szakaszok jarulékai két
szomszédos gorbénél szerepelnek ellentétes elbjellel (abra), ezért az 6sszegezésnél
kiesnek. Marad tehéat

n

Z§aE¢ir = §a[¢ir

i=l g, 9

mig (%) bal oldalan a I rotaldA integrél kozelit6 Osszege szerepel, igy a (%)
A

Osszefliggésbdl hatarértékben kovetkezik a Stokes-tétel.

13
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3.9. Vektortér 6rvénymentességének feltételei

Orvénymentesnek nevezzilk az a vektorteret, ha rotacidja nulla. Az érvénymentes
vektorterek fébb sajatossagai:
a./ rota=0
b./ A vektortér egy ¢ skalarpotencial bdl szarmaztathato: a=gradg
c./ A vektortér vonalintegralja minden olyan gorbére egyenlé, melyek kezdd- és
végpontja megegyezik; azaz a vonalintegral fiiggetlen az uttél, csak a kezd6- és
végponttdl fligg.
d./ A vektortérnek barmely zart gérbére vett vonalintegralja nulla.

Ha a vektortér a fenti tulajdonsagok barmelyikével rendelkezik, akkor rendelkezik a
tobbivel is. Az a./ és d./ tulajdonsagok egyenértékliségét a Stokes-tételbdl kdzvetlendl
lathatjuk. A c./ tulajdonsagot a kdvetkezékeéppen lathatjuk be: Legyen g és g, két olyan
gorbe, amelynek kezdépontja P,, végpontja P,. A g, goOrbe iranyitasat megforditva egy g
zart gorbét kapunk, amelyre:

§a[¢ir = §amr - §a®lr
¢} 91 92
Ezért d./-b6l kdvetkezik c./ és viszont.
Végul tegyik fel, hogy
rota=0, azaz %8 - di‘y stb.
dy 0z
Jeloljuk ¢(r)-rel az alabbi moédon definialt skalarteret:

#(xyz)=[ 3 (xp0Yix+[ g (xyp)y+[ a (xyzpz, azaz
¢(r):jaE¢ir

ahol g egy koordindtatengelyekkel parhuzamos e
élekbdl all6 tordttvonal, melynek kezddpontja az
origd, végpontja az (x,y,z) pont.

Bebizonyithatd, hogy ha rota=0, akkor gradg = a, A

(y.2)

azaz az a./ sajatsagbdl kovetkezik a b./ sajatsag;

ol b : x00 X T
ugyanakkor b./-bél is kdvetkezik a./, mert ’A\\
rot grad¢ =0 barmely ¢(r)-re. (x.y.0) y

X
A c./ tulajdonsag miatt
¢ = [ardr,
91

ahol g, az origbban kezd6dé és az r pontban végz6dd tetszéleges gorbe. Ha ¢, kielégiti
az a=gradg, egyenletet, akkor minden olyan ¢ skalartér is kielégiti, amelyik a @,(r)-tél
csak konstansban tér el (¢ = ¢, +c), mert

grad¢ = grad(¢, + ¢ = gradp, + grade gragd, =a
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Adott 6rvénymentes térhez tehat a potencialt csak egy 6nkényesen valaszthaté additiv
allando erejéig hatarozhatjuk meg, emiatt a g gorbérél szikségtelen kikétni, hogy az
origbban kezdédjon.

3.10. Gauss-Osztrogradszkij-tétel
A zart fellleti és térfogati integralok kozoétt allapit meg 0Osszefliggést a Gauss-
Osztrogradszkij-tétel (Gauss-tétel, divergencia-tétel):
[amdA = [ divadv
A V

ahol A a V térfogatot hatarolo zart felulet.
A Gauss-tétel bizonyitdsa teljesen analég a Stokes-tételével. A V térfogatot kis
részekre osztva, a divergencia definiciéjabdl kapjuk, hogy kozelitéleg
[aldA, = AV divai =1,...n
A

ahol A a AV, térfogatot hatarol6 zart felilet. Osszegezésnél a "bels6" fellletek jarulékai
eltiinnek, és hatarértékben adodik a Gauss-tétel.

3.11. Vektortér forrasmentességének feltétele
A forrasmentes vektorterek fébb sajatsagai:
a./ diva=0
b./ A vektortér vektorpotencial bél szarmaztathatd, azaz van olyan b vektortér,
amelyre rotb=a
c./ A vektortér fellleti integralja egyenlé az olyan fellletekre, amelyeket ugyanaz a g
irAnyitott zart goérbe hatarol.
d./ A vektortér fluxusa barmely zart fellleten zérus.

A fenti tulajdonsagok barmelyikébdl kdvetkezik a tdbbi. Az a./ és d./ tulajdonsagok
egyenértékiisége kozvetlendl jon a Gauss-tételbdl. A
c./ és d./ tulajdonsagok egyenértékiiségét kdnnyen
belathatjuk, ha a g zart gorbére két fellletet fektetlink
ra. Az A, felllet iranyitasat megforditva egy zart A
feltletet kapunk, amelyre

IaEﬂA = IaEﬂA1 - jaEbIA2
A A Ay

A vektorpotencialb6l szarmaztatott vektortér
forrAsmentes, mert divrot b barmely b(r) vektortér esetén zérus. A tétel forditottjanak

igazolasa és adott forrasmentes vektortérhez tartozé vektorpotencial megkonstrualasa
bonyolultabb, ezért ezzel itt nem foglalkozunk.
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3.12. Nabla-operator. Magasabbrend (i derivaltak.
Vektoranalitikai azonossagok
A skalar- és vektorterek differenciadlasaval kapcsolatban szokas bevezetni a nabla-

operatort:

E|:|i+]i+ki
ox "dy 0z

A nabla egy vektoroperator, amelyet szorozhatunk jobbrél skalar- vagy vektortérrel. Ezzel
a jeloléssel konnyen megjegyezhetévé valnak a vektoranalitikai azonossadgok, mert a
vektorokndl tanult szorzas szabalyai altalaban érvényesek maradnak olyan szorzatban,
amelynek elsé tényezéje a 0.

Skalartérre alkalmazva a nabla-operatort:

= . Jd .0 17} 09 . 0¢ ¢
Og=|i—+j—+k—p=i—+j—"—+k—= d
¢ (I 1704 Jo"y dZJ¢ Idx de 0z gradg

Vektortérrel skalarisan szorozva:

_ Jda
D@:(i§+ji+ki]®=dax+ y+dal:diva
X

Jdy 0z ox ody 0z
és vektorialisan szorozva:
[ ] k
Axa=L2 2 2|_ ota
ox Jdy 0z
a a, a,

A nabla-operator 6nmagaval vett skalarszorzatat Laplace-operatornak nevezzik:

2 2 2
A:Iﬁﬂﬁzdz+dz+82, tehat
ox: dy° oz
- Jdu Jd%u 2%
Au =000u)=divigradu) = + +
[( ) (g ) 0-)X2 dyZ dZZ

Megjegyezzuk, hogy a nabla-operatort lehetséges definialni nemcsak Descartes-
koordinatakkal, hanem altaldnosan is. Mas koordinatdkban az els6- és masodrendi
derivaltak kifejezése mas, ugyanakkor az alabbi vektoranalitikai azonossagok minden
koordinatarendszerben érvényesek.

A skalar- és vektorterek differencialasi szabalyai szarmaztathatok a kdzonséges
differencialas szabalyaibdl, amelyek felhasznalasaval konnyl igazolni Descartes-féle
koordinatakban az alabbi vektoranalitikai azonossagokat:

Osszeg differencialasa:
grad(¢ + ) = gradg + grady
rot(a+b) = rota+rotb
div(a+b) = diva + divb
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Szorzat differencialasa:
grad(¢ @) = ¢ grady +y gradg
rot(¢a) = grota+ gradg xa
div(ga) = gdiva+ gradg &
divaxb) = —allotb +b [fota
Kdzvetett fliggvény differencialasa:

d _ r
29 = gradg

grad f(¢g(r)) = :—; [(grad ¢

Magasabbrend( derivaltak:

divgradg=A¢

graddiva=rotrota+Aa

rot gradg =0

divrota=0
Ezekben az dsszefiiggésekben ¢ és Y skalartereket, a és b vektortereket jelélnek,
t skalarvaltozo, f pedig skalar-skalar fuggvény.

Homogén vektortér divergenciaja ill. rotacidja nulla ill. nullvektor; homogén (azaz
konstans) skalartér gradiense zérus. Az utébbi allitas megfordithaté: ha egy skalartér
gradiense a tér egy 0Osszefliggd tartomanyaban zérus, akkor a skalartér ebben a
tartomanyban konstans.

A fentiekben lattuk az elsé derivaltak (O¢, Ola Oxa) “invarians" (azaz
koordinatarendszertél fliggetlen) jelentését. A A Laplace-operatornak is van ilyen
jelentése. Emlékeztetéul: ha az f egyvaltozos fluggvény grafikonja alulrol konvex (ill.
konkav), akkor az f" masodik derivalt negativ (ill. pozitiv). Ezt a sajatsagot tobbvaltozos
fluggvényekre a kovetkezdképpen altalanosithatjuk.

) 4 00
/
Xy Xp X2 i X1 Xpg X2 "
konvex figgvény konkav figgvény
f” >0 f” <0
([ XX ) T+ T(X,) ([ XX ) TO)+ 1)
2 2 2 2

17



VEKTORSZAMITAS

18



