9. DINAMIKAI RENDSZEREK

Kiilonbozé folyamatok leirdsara kiilonb6z6 tudomadnyteriileteken éllitanak fel olyan modelleket,
amelyek nemlinedris kozonséges autonom differencidlegyenlet-rendszerre vezetnek. Ezek a
differencidlegyenlet-rendszerek  nemlinearitdsukbol  eredéen  analitikusan legtobbszér nem
megoldhatdk, ugyanakkor a megolddsok igen bonyolultak is lehetnek, és jellegiik is (pl. monoton-e
vagy sem) érzékenyen fiigghet a differencidlegyenlet-rendszerben foglalt paraméterek értékeitdl.
Numerikus moddszerekkel (adott paraméterértékeket és kezdeti értékeket valasztva) eldallithatunk
egyes megolddsokat, de ezzel nem kapunk képet sem a megoldasok Osszes lehetséges tipusardl, sem
az egyes megolddsok stabilitdsar6l. Ebben segit viszont a dinamikai rendszerek -mds néven
nemlinearis dinamika- tudomdnya, amely azt vizsgdlja, milyen tipusi megolddsok 1épnek fel
kiilonboz6 paramétertartomanyokban, és ezek hogyan alakulnak 4t egymasba.

A matematikai definici6 szerint dinamikai rendszernek nevezik a & :RxM — M leképezést, ami megadja, hogy
az x( kezdeti allapot t id6 mulva mely x dllapotba megy at, vagyis (t,xo)—>X, ha

- a leképezés folytonosan differencidlhato;

- rogzitett t-re a leképezés kolcsonosen egyértelmii €s az inverz is folytonosan differencidlhato;

- a leképezés csoporttulajdonsdggal bir, azaz cI)( t,D(s, x)) =®(t+s,x):

tidd

PEPEX)=D(t+sx

A definicié szerint tehdt dinamikai rendszerek a térben és iddben folytonos, determinisztikus rendszerek
(Iényegében azok a rendszerek, amelyek autoném differencidlegyenlet-rendszerrel adhaték meg). A dinamikai
rendszerek alapvetd tulajdonsaga, hogy a rendszer egy adott id6pontbeli dllapota meghatdrozza a rendszer barmely
mads idépontbeli dllapotit, a teljes jovojét €s multjat (ez a sajatsdg a determinisztikussag).

Szokds dinamikai rendszernek nevezni a térben és/vagy id6ben nem folytonos, hanem diszkrét rendszereket is.
Ilyen értelemben dinamikai rendszerek a bioldgidban a sejtek kapcsolatit modellezd sejtautomatak is. A
sejtautomata modellek esetében a sejttér diszkrét sejtekbdl all, melyek dallapota valamilyen szabdly szerint
szinkronizdltan valtozik. Adott szabdly esetén a kiilonb6z6 kiindulési dllapotok hatdrozzdk meg a sejttér idobeli
fejlodését, vagyis, hogy a sejtek kihalnak-e vagy élni fognak. Bizonyos esetekben hosszi tdvon kialakulhatnak
latvanyos 4116 vagy haladd, periodikusan valtakozé mintdzatok is.

A diszkrét dinamikai rendszerek mdsik tipusa az angolul map-eknek nevezett leképezések, melyek térben
homogén, id6ben diszkrét médon valtozé rendszerek leirdsara alkalmasak; ezek elsérendii differenciaegyenletekkel
adhaték meg.

A dinamikai rendszerek elméletében alapveté fogalom az allapottér, fazistér fogalma. A fazistér a
rendszert meghataroz6 fiiggetlen dallapotvaltozok (fazisvéltozok) altal kifeszitett tér, amely pl.
pontmechanikdban hat dimenziés (hdrom hely- és hiarom sebességkoordinita); adott mennyiségli
idedlis gdz esetén két dimenzids (pl. a p—V sik); reakciokinetikdban a reakcidban résztvevd
komponensek koncentracidit megadd (tehdt a komponensek szdmdval megegyezd dimenzids) tér. A
fazistérben a rendszer adott idopontbeli dllapota (fdzisa) egyetlen ponttal (egy vektorral) adhato meg.
A rendszer éllapota az idOben eldre-hatra egyértelmiien kovethetd, a fazispont egy gorbe -az un.
trajektoria- mentén mozog. A fazistér hasznalatdnak az a nagy el6nye, hogy azon tobb kiindulési
allapotnak megfeleld folyamatot is dbrdzolhatunk egyiitt, és végiilis az Osszes lehetséges megoldast
egy "képbe" strithetjiik. Az egész fazistér mozgasit fazisfolyamnak nevezik, amit a faziskép,
fazisportré abrazol.
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A fazisportré jellegét meghatarozza, hogy a rendszer konzervativ, exploziv vagy disszipativ-e.

Konzervativ rendszer esetében a trajektoridk legtobbje zart gorbe, mivel ekkor létezik egy
megmarado, “konzervdl6dé” mennyiség, amely egy-egy trajektéria mentén dllandd. A megmaradd
mennyiség 1étébodl kovetkezik, hogy a rendszer viselkedésének jellege hosszud tdvon nem valtozik.

Exploziv rendszer fazisterében majdnem minden vagy minden trajektéria "elmegy a végtelenbe".
Valddi fizikai, kémiai stb. rendszer esetében persze a “robbands”, az expl6zié valahol megall, hiszen
nem 4ll rendelkezésre pl. végtelen anyagmennyiség vagy nem érhet6 el végtelen nagy sebesség.

Modellek lehetnek explozivak vagy konzervativak, de a valdsdgban szigori értelemben minden
rendszer disszipativ. Ezek fazisterében —ugy tlinik— mindig van egy vagy tobb halmaz —in.
attraktor—, amely “vonzza” a trajektoridkat. A fazistér kevés pontjat kivéve tetszélegesen valasztott
kiinduldsi pontbdl egy &atmeneti, tranziens szakasz utdn a rendszer eldbb-utébb valamelyik
attraktorba jut és azontil ott marad. Az allanddsult viselkedés jellegét az attraktor tipusa hatdrozza
meg. A legfontosabb attraktortipusok a pont-, a periodikus és a kaotikus attraktorok.

A pontattraktor a fazistérnek olyan pontja, amelyet elérve a fazispont tovabb mar nem mozog, beldle
trajektoridk nem indulnak ki (egyensilyi pont, stabil stacionarius pont).

A periodikus attraktor (stabil hatarciklus) egy zart gorbe a fazistérben, amelyen a fazispont minden
periddusban korbejar. A rendszer egyszerli vagy 0sszetett szabdlyos oszcillacidkat végez.

Kaotikus (kiilonos) attraktor a fazistérnek olyan részhalmaza, amelyen beliil a mozgas nem ismétli
onmagat, "kaotikus". A rendszer szabdlytalan gorbét ir le, amely hasonlithat ugyan oszcillacidra, de
nem jelolhetd ki rajta egy pontosan ismétlodo szakasz. Nagyon kozeli pontokbdl indulé megoldasok
egymadstol exponencidlisan tdvolodhatnak, igy barmilyen kozel is vesziink fel két kiindulépontot,
azok nem maradnak egymds kozelében (de mindkettd az attraktoron beliil marad). Ugyanakkor ez a
kaotikus viselkedés determinisztikus: azonos kiindulasi dllapotb6l indulva mindig azonos megoldést
kapunk. Kisérleteknél azonban a kiinduldsi pontok és a paraméterek tokéletes azonossdga nem
biztosithato, igy latszolag mds lesz a megoldds. Kaotikus attraktor csak akkor fordulhat eld, ha a
fazistér legaldbb harom dimenzids.

Ha a rendszert kitéritjiilk addigi allapotabdl, kimozditjuk az attraktorbdl, visszatér oda, mert az
attraktorok stabilisak, vonzzdk a trajektéridkat. Elofordul azonban az is, hogy egy rendszernek tobb
attraktora van egyszerre; ekkor mindegyik attraktornak megvan a sajat vonzasi medencéje.

Az attraktorok szdma és tipusa egy adott dinamikai rendszernél fiigghet a rendszerben szerepld
paraméterek értékeitdl is. A paraméterek értékének valtoztatdsakor az attraktorok szdmdban és/vagy
tipusdban bekovetkezé valtozast bifurkacionak nevezik. A kritikus bifurkaciés paraméterértéket
atlépve a rendszer viselkedése hirtelen jellegében megvaltozik.

A féazistér egy pontjan csak egy gorbe mehet at a dinamikai rendszerek definici§jabol kovetkezden (a
determinisztikussdg miatt). Ennek megfeleléen a fazisportré koriilbeliili rekonstruéldsa torténhet az
irAnymez6 megrajzolasaval: a fazistérben bizonyos stiriséggel felvett pontokba a derivaltakkal
megadott kis vektorokat rajzolhatunk, amelyek a megoldasgorbéknek (a trajektoridknak) érintoi.

A tovabbiakban autoném differencialegyenlet-rendszerekkel megadhaté dinamikai rendszerekrol
lesz sz6. Autoném, azaz a jobboldal az id6tdl expliciten nem fiigg (ezzel kapcsolatos a definiciéban a
csoporttulajdonsdg). A differencidlegyenlet-rendszert irjuk

x =f(x) alakba, ahol xeR", apont az id§ szerinti differencidlést jeloli. (D)

A differencidlegyenletek kvalitativ elmélete segitségével informécidkat nyerhetiink a megolddsok
menetérdl a megolddsok ismerete nélkiil is, pl. arrél, hany pontattraktora van a rendszernek, van-e
masféle attraktora, mekkora az egyes attraktorok vonzdsi tartomdnya, vannak-e végtelenbe mend
megoldasok,...
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A differencidlegyenlet-rendszer vizsgalatanal els6 1épés szokott lenni az egyensilyi vagy mas néven
stacionarius pontok meghatarozasa az f(x) = 0 algebrai egyenletrendszer megolddsaval. Mivel
ezekben a pontokban x =0, ezeket kiinduldsi pontként vélasztva a rendszer "Orokké" abban a
pontban marad. Ha viszont kis zavards, perturbacié kicsit kimozditja a rendszert abbdl a pontbdl,
akkor a rendszer vagy visszatér oda — ekkor a staciondrius pont stabilis (pontattraktor), vagy nem —
ekkor a staciondrius pont nem stabilis.

A kovetkezd 1épés a staciondrius pontok stabilitasanak vizsgalata. A tovabbiakban el6szor
megvizsgaljuk a linedris differencidlegyenlet-rendszer staciondrius pontjanak stabilitdsat. Nemlinedris
rendszerek stabilitdsvizsgdlatit is a linedris rendszerekére vezethetjilk vissza, ha a
differencidlegyenlet-rendszert linearizaljuk a staciondrius pontok kdrnyezetében.

Linearis differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjanak stabilitasvizsgalata
Egy linedris, autonom, allandé6 egyiitthatds differencidlegyenlet ill. -rendszer mindig megoldhaté.

Egydimenziés esetben példdul az x= kx differencidlegyenlet x(0) = xo kezdeti értékhez tartozé

megoldédsa x(t) = xoe™. A staciondrius pont, az x = 0 pont k < O esetén stabilis (ekkor az
exponencidlis tag iddben csokken, barmely xp# 0 pontbdl az origdba tart), k=0 esetén nem stabilis.

Magasabb dimenziés x= Ax linedris rendszer megolddsa tipikus esetben _sie7‘it tagok linedris

kombindci6jaként 4ll elé, ahol A; az A matrix i-edik sajatértéke, s; a hozzd tartozd sajatvektor. A
staciondrius pont tipusdnak meghatdrozdsdhoz ilyenkor tehdt az A matrix sajatértékeit kell
kiszamolni. Stabilis akkor és csak akkor lesz a staciondrius pont, ha az 6sszes sajatérték negativ. Ha
a sajatértékek komplex szamok, akkor a valos rész eldjelét kell vizsgalni.

Nézziikk részletesen a kétdimenzids esetet (magasabb dimenzids linedris rendszernél a
stabilitdsvizsgélat hasonl6 mddszerrel torténik):

X1 =anx; +apx: (2a)

X2 = az21X1 + axXs (2b)

Staciondrius pontja (mint minden linedris rendszeré) az origo.
Az A mitrix sajatértékeit a det (A-AE) = 0 egyenlet (in. karakterisztikus polinom) megoldédsédval
kapjuk meg.

rall -\ an —I

A-AE= (3)
L a7 ar$n — XJ
det (A-AE) = 1” — (aj1+ax) A + (a11222 — apaazi) 4)
Mivel ajjap—apay;=detA és ajpp+apn=trA ("tr A" az A matrix nyoma, trace-e), 5

a karakterisztikus polinomot atirhatjuk
A —trA-A+detA=0 (6)

alakba. Ezt az egyenletet megoldva a sajatértékek:

A —%ﬂ/trzA det A 7
1,2_ 2 - 4 € ° ()

A stabilitds szempontjabdl ezek eldjele a dontd (komplex sajatértékek esetén a valds rész eldjele).

A sajatértékek kiszdmoldsa nélkiil is megtudhatjuk, milyen tipusu a staciondrius pont, elég kiszamolni
az A métrix determindnsét és nyomat, és megvizsgalni az alabbi feltételeket:
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A kovetkezd esetek lehetségesek:

A sajatértékek ...

... helyea tr A —det A

A stacionarius pont

sikon tipusa
7\.1 }\,2 <0, nvere
az egyik sajatérték pozitiv, a masik detA<O yereg
negativ
ReA; >0 és Re A, >0 instabil

mindkét sajatérték (valds része) pozitiv

detA>0 és trA>0

(csomo vagy fokusz)

ReA; <0 és ReA, <0
mindkét sajatérték (valds része) negativ

detA>0 és trA<0

stabil
(csomo vagy fokusz)

csomo

S 5 2
b€ T valGsak det A <(rA) /4 (stabil vagy instabil)
3 ugi 2 fokusz
A1 és A, komplex konjugaltak det A> (trA)" /4 (stabil vagy instabil)
A1 és A, valosak, } ]
de legalabb az egyik zérus det A=0 nyeregcsomo
A1 és A, komplex konjugdltak, detA>0Es A =0 centrum

a valos résziik zérus

A1 és A, valdsak, és A = A

det A = (tr A)*/ 4

egytengelyi csomo

stabil

*detA

centrum

detA=1tr2A /4

instabil

nyereg

R

— = e

N

Nemlinearis differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjainak stabilitasvizsgalata

Altaldban az x =f(x) differencidlegyenlet-rendszer nem megoldhatd, de az X, staciondrius pontokat az
f(x)=0 algebrai egyenletrendszer megolddsaval meg tudjuk hatdrozni. frjuk fel az x, staciondrius
ponttdl vald eltérésre, y = x—x¢ -ra vonatkoz6 differencidlegyenlet-rendszert! Mivel x, =0, ezért
'X =X, X = (Y.
Hasonl6képpen megegyezik a stacionarius pontjuk koriili Taylor-soruk is:

x=1{(x) = f(x0) + of /0x - (x—x0) + ... il

y=1(y) = £(0) + df /dy - y + ... (Azy-ra vonatkoz6 differencidlegyenlet-rendszer staciondrius pontja az origo.)

az Uj differencidlegyenlet-rendszer formailag megegyezik az eredetivel:
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Mivel x¢ staciondrius pont, ezért az elsd tag zérus, és xo kornyezetében j6 kozelités a linedris tag, a
magasabb rendli tagokat pedig elhanyagolhatjuk. A staciondrius pont koriili linearizalt
egyenletrendszer alkalmas arra, hogy meghatarozzuk az adott staciondrius pont stabilitasat, tipusat.

A Of /dy = of /dx = J métrixot Jacobi-matrixnak hivjak.

ar ot
Kétdimenzids rendszer Jacobi-madtrixa, ha x=1{(x,y), y= g(x,y): J= Ea)x gy . (8)
I8 °g
ox dy

A J maétrixba sorra behelyettesitjiikk a staciondrius pontok koordinatdit, és a kapott matrix alapjan (a
linedris esethez hasonldan) elvégezziik a stabilitdsvizsgalatot. (Megjegyezziik, hogy ha J-nek van
z€rus valosrészi sajatértéke, akkor ez a vizsgalat nem elegendd.)

Kinetikai differencialegyenlet-rendszer felirasa a mechanizmus alapjan

Tekintsiik a kovetkezo reakciot:

GA+PBB+... — > A+BB+... 9)

A, B, ... areakcidban résztvevé komponensek,
o, B, ... areagensek, o’, B, ... a termékek sztochiometriai egyiitthatoi,
k; a reakcidsebességi egyiitthato.

Tomeghataskinetikat feltételezve a reakcid sebessége:
v =k [A]"[B] ... (10)

Az egyes komponensek koncentraciovaltozdsanak sebességét leiré differencidlegyenlet a
reakciosebességbdl dgy szamolhatd, hogy azt megszorozzuk annyival, amennyivel né az adott
komponens sztochiometriai egyiitthatéja a reakcidban (azaz amennyi keletkezik beldle az adott
reakcioban). Pl. az A komponensre

%: [A]= (@ o) v, = (@ —a)-k [AFBF ... (in

Ha egy komponens tobb reakcioban is részt vesz, akkor az egyes reakcidkra vonatkozd tagokat
Osszegezni kell:

dA] <,/ .
% = Z (o —a)- v,, ahol rareakciok szdma. (12)
i=1

A gyakorlat célja az, hogy a hallgaték megismerjék a dinamikai rendszerek alapfogalmait,
elsajdtitsak a linedris stabilitdsvizsgélat alapjait és megismerkedjenek egy olyan programmal, amely
kétdimenziés  differencidlegyenlet-rendszerek numerikus megoldasaval képes a fazissik
megrajzoldsara.
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Az elvégzendd feladat:

Egy egyszerti, kétvdltozds reakciokinetikai rendszer staciondrius pontjainak meghatdrozdsa és azok
stabilitdsdnak vizsgédlata (a lentebb kidolgozott 3. példdhoz hasonlé moédon), tovabba a faziskép
rekonstrudldsa a PhasePictor nevi differencidlegyenlet-rendszer megold6 program segitségével.

1. A reakcidomechanizmus alapjan irjuk fel a kinetikai differencidlegyenlet-rendszert (9)-(12) szerint:
x=f(xy), y=gkxy)
A differencidlegyenlet-rendszer egy paramétert tartalmaz, melynek értékét tekintsiik most dllandonak.

2. Keressiik meg a staciondrius pontokat az
fx,y)=0, gxy)=0
algebrai egyenletrendszer megoldasaval.
3. Allitsuk el6 a rendszer Jacobi-matrixat (Id. (8)).
4. Sorra helyettesitsiik be a staciondrius pontok koordinétdit a Jacobi-matrixba.

5. Szamoljuk ki az igy kapott matrixok determindnsat és nyomat (1d. (5)).

6. A determindns és nyom alapjan (a 4. oldalon taldlhaté tdbldzat vagy az dbra segitségével)
hatdrozzuk meg sorra az egyes staciondrius pontok tipusat!

7. Irjuk be a differencidlegyenlet-rendszeriinket a PhasePictor nevii programba.

8. Rajzoljuk meg a differencidlegyenlet-rendszeriink fazisportréjat: rajzoltassunk irdnymezd6t, majd —
kiilonbozo kezdeti feltételeket megadva— rajzoltassunk meg jellemzd trajektoridkat. (A programhoz
tartoz6 haszndlati ditmutaté letolthetd a honlapunkrél.) Keressiik meg a fazissikon a staciondrius
pontokat, és vessiik 0ssze stabilitdsukat a linedris stabilitdsvizsgélat alapjan meghatéarozott tipusukkal.

Szorgalmi feladat:

Vizsgaljuk meg, hogyan vdltozik a staciondrius pontok jellege, ha a rendszerben levd paramétert
bifurkaciés paraméternek tekintjilk! Azaz: milyen paraméterértékeknél véltozik egy-egy staciondrius
pont jellege, milyen paramétertartomdnyokban milyen tipusiak az egyes staciondrius pontok.

Megoldott feladatok:
1. Adott egy kétvaltozods linedris rendszer A egyiitthaté-métrixa.

n_n

Hatarozzuk meg, hogy a "p" paraméter ért€két valtoztatva hogyan valtozik a staciondrius pont tipusa!

[p 9]

Al
Megoldds: tr A =p-2; tr A=0, ha pi=2

det A = -2p+9; det A=0, ha p2=4.5

(tr A’ =4 det A, ha p*+4p+32=0 = p3;=4, ps=-8

tehat ha p<-8 stabilis csomd

-8<p<?2 stabilis fokusz

2<p<4 instabil fokusz

4<p<45 instabil csom6

p>45 nyereg
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2. Hatdrozzuk meg az aldbbi rendszer staciondrius pontjait €s linearizdlds utdn allapitsuk meg azok
jellegét!

X=X+Yy

y=@+2x)(y+ D (y+2x+1)

Megoldas:

A staciondrius pontok koordinatdi: x; =0, y1=0
Xo = 1, Y2 = -1
X3 = —1, Y3 =

A Jacobi-matrix:

1 1
J :[2(y+1)(2y+4x+1) (y+2x)(y+2x+1)+(y+l)(y+2x)+(y+1)(y+2x+1)}

Az (X1, Yy ) pontban
M 1]

AP

det J; =-1, tehat a (0,0) pont nyereg.
Az (X2, y2 ) pontban

M 1]

1250 2

detJ,=2, trJ,=3, (trJy)’>4det),, tehdt az(1,—1)pont instabil csomé.
Az (X3, y3 ) pontban

1 1]
b=l

detJ;=2, tr J3=-1, (tr J3)2 <4 detJs;, tehat a(-1,1) pont stabilis fokusz.

3. Irjuk fel a reakciésémdnak megfeleld kinetikai egyenleteket, keressiik meg a staciondrius pontokat
€s hatdrozzuk meg azok tipusat!

2A+X —» 2X
X+2Y - 3Y
Y —

A sebességi allandok egységnyiek, az >A’ komponens koncentracidja dllando.

Megoldds:
A kinetikai differencidlegyenlet-rendszer:

X=ax —xy’=x (a° —y°)
y=xy'-y=y&xy-1

A staciondrius pontok:
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x1 =0, Yi= 0
X = l/a, y2=a
X3 =—1/a, y3=-a

A Jacobi-matrix:

J_raz—y2 —2xy
_L y?  2xy-l

| I |

Az (X1, y1) pontban:
J _(a2 ()—|
1_[ 0 —IJ

det J, = —a’, tehdt a (0,0) pont nyeregpont

Az (X2,y2) és az (X3,y3) pontokban:

[0 -2]
Jos :Laz |
det J»3 =2a’, trJo3 =1,
fokusz, haa’ > 1/8

tehat (1/a,a) és (-1/a, —a) instabil
csomé, haa’<1/8

.o A o,

R
R

[

i
/"//'H'/"ﬂﬂ\l

P A A

A rendszer fazisportréja a=1 esetén.
Xmin = Ymin = =3, Xmax = Ymax = 3.
Az dbra a PhasePictor programmal késZiilt.
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