2. MECHANIKA

A méreés célja

Periodikus mozgasokkal a mindennapi életben gyatakitkozunk, és korabbi tanulmanyainkban
is foglalkoztunk velik. Ennek a gyakorlatnak cébgyrészt az, hogy ezeket a mozgésokat
kisérletileg tanulmanyozva még tobb kdzvetlen tajadatot szerezzink roluk, masrészt hogy az
elméletben bevezetett modellek (idedlis rugo, imyakorlati alkalmazhatdésagét vizsgaljuk.

Elméleti bevezeb
1. Rezgmozgas

A
1.1. A harmonikus rezmozgas E

Tudjuk, hogy a harmonikus re@imozgas az egyenletes kdrmozgas vetileté
foghato fel. Ez kinematikai szempontbdl teljeserldgity magyarazat, hiszer
tulajdonképpen csak annyit mond, hogy az R sugardna szégsebességgel mozc X
tobmegpont mozgasanak x tengelyre vett x(t) [GoRI + ¢o) vetlletét harmonikus 7
rezgmozgésnak nevezzik:
X(t) = AlGos( + ¢o), ahol
A azamplitadé(a maximalis kitérés),
¢ = wlil+ ¢ afazis
w a harmonikus refgnozgasdrfrekvenciaja
¢o afazisallandg mas névehezdfazis.
A korfrekvencia és & frekvenciaill. T periddusid 6sszefliggése:
Ww=2rtv=2/T.
A harmonikus rez§mozgast végztest sebessége
V(t) = — Al(Sin(wl + ¢g),
gyorsulasa
a(t) = — AdBos@E + §g) = —wPR(t).
Belathatd, hogy egy idealis rugd végehez rogzitethzgasba hozott tdmegpor
harmonikus rezg§mozgast végez.
Idedlis rugo eitorvénye (Hooke-térvény):
F=-IK&, ahol t
k a rugdallando,
X a rugébmegnyulasa, deformacigjazaz a rugdmyugalmi hosszatdeért eltérés. Az
x deformacié a rugd megnyulasa esetén pozitivdidese esetén pedig negativ. A visszahu#o er
nagysaga egy idealis rugénal aranyos annak defodjaaal, és azzal ellentétes iranyu.
ijuk fel a vizszintes helyzét rugd végéhez rogzitett m tontegiest mozgasegyenletét
(surlodasmentes esetben):
mR = — KX
alakitsuk at:
X =— (k/m)X
és hasonlitsuk 6ssze a harmonikus éerpgast végztest gyorsulasaval:
% = <R,
igy lathat6, hogy a rugééwvaléban harmonikus reémozgast hoz létre, aminek
korfrekvenciajaw = \/k/m,
periodusideje T =12/m/k.
A rezggmozgas A amplitudéjat ég, kezdfazisat pedig az un. kezdeti feltételek — azaz @z x
kezdeti kitérés ésp\kezdisebesseg — szabjak meg:
P, = arctg(—&) , A= (%)2 + %02 .

o-Xp
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1.2. Csillapitott rezdmozgas
A csillapitott rezgmozgas esetén a szokasos rugoeellett egy a sebességg v <.
aranyos, de azzal ellentétes iranya surléddsiseiellép, igy a mozgasegyenlet: :
m&X = — KX — dX. @
Ennek megoldasa felfoghatdé egy olyan egyenleteméigas vetileteként, ahol ——+——
szogsebesség allando, de a kdérmozgas R sugaranfilysan csokken, méghoz:
exponencidlisan: R =& T
A csillapitott rezgmozgas egyenlete tehat a kévetkalaku:
X(t) = A& P Gos(udT+ o).
Lathato, hogy az amplitudd exponencialisan csdkken:

X

A=A ??
ahol a (B csillapitasi tényet a test tdmege és a surlodasibem szerepl
¢ konstans hatarozzak meg: B=c/(2m) .

A csillapitott rez§gmozgaswys korfrekvenciaja kisebb (periédusideje nagyobbytm
az ugyanazon rugoéval és testtel létrehozott céilipn rezgmozgase, méghozza

Q}JS = ('02 - le
ahol o’ = k/m a csillapitatlan redgnozgas korfrekvenciaja.
Ao €sdo értéket a kezdeti feltételek (azazes ) hatarozzak meg.

Ha a csillapitas igen nagy (h@ = w), akkor a mozgéaaperiodikussavalik. Az ilyen aperiodikus
mozgasokkal azonban itt nem foglalkozunk, mivelsReteinkben a csillapitas ennél joval kisebb.

t

1.3. Rugo fugdleges poziciéban
Eddig a harmonikus és csillapitott rémgpzgas targyalasanal nem vettuk figyelembe a greigit
hatasat, a fudideges elrendezésnél azonban szamolni kell azzal is.
Nézzink egy fug§leges helyzdi rugéra felfiggesztett tomegpontot. Jeldlje y azdmegpont
helyzetét a felfliggesztési ponttdl mérve, gsalrugd nyugalmi hosszat; ekkor az m tdomeg
mozgasegyenlete a csillapitast is figyelembe vevaabbi alaku lesz:

mG = — kiy—lo) + mg - &.
A rendszer egyensulyi pontja az a pont, ahova hefgea tdmegpont ott is marad, amennyiben
nincsen sebessége; ez a pont az, ahol a ugden nehézségi ekompenzalja egymast, igy a
tdbmegpontnak ott nincs gyorsulasa:

0 = — Klye—lo) + mg,
amibsl az egyensulyi pontgkoordinataja:

Ve = lo + mg/k.
Ha bevezetink egy Uj x valtozot, amely azt mutat@y, hogy a tdmegpont milyen tavol varbkett
az egyensulyi ponttol:

X=y—¥=y—(b+mg/k)
és atirjuk erre a mozgasegyenletet, felhasznalegy haz 0j és régi valtozo dderivaltjai
megegyeznek (hiszerny lées mg/k idtol fuggetlen &llanddk), akkor az Uj mozgésegyenlet a
megszokott

mX =—-KX—dt alakot o6lti.
Tehat a nehézségiéemodositja ugyan az egyensulyi helyzetet, de mé&shanincs a harmonikus
rezgmozgasra.

Vegylk észre, hogy a rugé thossza nem jatszik kdzvetlen szerepet adrepggasban. Kozvetett
szerepe azonban van, mert pl. az ugyanolyardsei, de 2§ hosszusagu rugé rugoallanddja fele
akkora lesz, mint az lhosszusagu rugéé. Rugok toldasa, azaz a rugok kaprsolasa esetén a
rugéallandok reciprokanak o0sszege adja az éenedjdallandd reciprokat, rugdék parhuzamos
kapcsolasa esetén a rugoallandok dsszege adjedizegdallandot.
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2. Matematikai inga

A matematikai inga egggyik végeén rogzite L hosszusagu sulytalanyujthatatlar fonalbol és a
masik végéhez ésitett mtomecii tomegpontbdl all. A tomegpoittaldnosan a felfliggesztési pi
kordli L sugard gdbmb6én mozoghat, és mozgéasa eléydbolt lehet. Két specialis esetet szo
vizsgalni, ankor a mozgasa kénnyeeirhato: a sikingat és a kupingat.

2.1. Sikinga
A tdmegpont ebben az esetben egy allando,dlieges sikbamozog.
Jeldljea a fonalnak a fligilegessel bezart szogét. A tescozgasegyenlete:
ML = — mg(Sina,
amit egyszefisités utan az alabalakba irhatunk:
a = — (g/L)sSina.
Ezt a nemlineéris differencidlegyenletet nehéz ruzgo. Alkalmazhatjuk azonbar
sina =a  kozelitést,
ami 5-nal csak 0,05%ltérést oko: 22°-nal azonban mar 1%-ot, 9dal pedig 18% eltéreés
igy a csillapitatlarezghmozgas mozgasegyenleté hasonlo egyenlethgatunk:
6 =—ufld, aholisw’ = g/L,
azazaz inga olyan lengéseket végez, ahca az idsnek harmonikus fliggveén:
a(t) =ap cos(t + ¢o)  (aholdo a fazisallandod),
és a periodustil T = 21/L/g,
feltéve, hogy a maximalis kitérés elég kicsi ahltagy a sia = a kdzelités alkalmazha

2.2. Kupinga

A tdmegpont ebben az esetben vizszintes sikbangregyR sugaru kdrén, enn
megfeleben a fonal egy kupfellletet st

Levezethet, hogy a kupinga keringési ide

T =y
ahol L az inga hossza, R pedig a kor sugara, melytémegpont kering e

3. Torziés inga
Ha egy torzios szalhoz rogzitink egy merev testedzt forgasba hozzuk (a szalra éhegesen)
akkor atorzios szal a test forgd mozgasat ahhoz hasonéssitja, ill. gyorsitja, mint ahogy el
rugé a végéhez rogzitett test réampzgasa igy a test a szélra mgeges sikban ic-oda forog, a
nyugalmi helyzetél mérta szégelfordulas az &ben harmonikusn valtozik
A torzios szal altal kifejtett forgatobnyomaték (dyneissza akarja allitani az elcsavarastte
allapotot) nagyséaga aranyos a szogelfordulassallergétes iranyu azzal, a:
M=-Dd,
ahol D egy, a torzios szalat jellendz aranyossagi tényéz (szamértekileg az 1 radi
szdgelforduldshoz tartozo6 forgatonyomaték), melymeke direkcios vagy iranyitdé nyomat
A test mozgasegyenletéhez irjukaz impulzusmomentum tételét:
M = OB, ahol
M a forgatdbnyomatél
© a testehetetlenségi nyomala a torzids szélra mint tengelyre vonatkozt:
B pedig a szbggyorsule B =a .
Ha az impulzusmomentumgtelbe beirjuk a fenti ,nyomatélrvényt” (ami az estérvény analgja),
akkor megkapjuk a torzids inga mozgasegyen
Old =-Dd .
Ez a differenoigélegyenlet a ©F o jeldléssel az ismert alakba irhaté:
a = —-ula,

2. MECHANIKA /3



aminek azx szdgre nézve a megoldasa analdg a sikingaéval:
a(t) = ap cosl + @g).

Itt az ap €s abo értekét a kezthllapot hatarozza meg,

w=,D/0O,

a periodusid pedig T = 26}/@/D.

Mérések

1.0. Rugodallandd meghatarozasa kulonlgierhelések alkalmazaséaval
Eszk6zok:

- allvany, mme-es leolvasasra alkalmas skalaval

- rugoé

- anyacsavarok mint ismert tomegek

- PVC rad, amire a tomegeket tesszuk

- ismeretlen tbmeg

- elektronikus mérleg

Mérési feladatok:

Mérjik meg a PVC rad tdmegét a mérlegen.

1.0.1. Kulonbo# terhelések mellett olvassuk le a rugo legalsojpnak a poziciojat:

Végezzik el a mérést asizor a PVC rad nélkal, azutan az udres PVC ruddal,
majd 1, 2, 3, ... anyacsavarral terhelve, amig askdgedi! (Szikség esetén — ha a rugd gyengébb
vagy ebsebb — modositsunk az anyacsavarok szaman!)

1.0.2. Tegyuk a PVC rudra az ismeretlen tomegetstékség esetén néhany anyacsavart is), és

Ve

Kiertékeleés:

1.0.1. Készitsuk el a rug6 kalibracios diagrampitaz abrazoljuk a rugé legalsé pontjanak
pozicidjat az anyacsavarszam fuggvényében!

Szamoljuk ki a rugddllandot: &dzor fejezzik ki az egyensulyi egyentdtta rugd végének
pozicidjat a terhél anyacsavarok szamanak fuggvényében, majd szamlkbsukz egyenes
meredekségét a legkisebb négyzetek modszerévatg@ris regresszid képletei megtalalhatok a
honlapon), és szamoljuk ki abbdl a rugo 'k’ rugaatojat!

1.0.2. A kalibracios diagram alapjan hatarozzuk megmeretlen tomeget!

1.0.3. Szorgalmi feladaBecsuljuk meg a tomegmérés hibajat abbdl kiinduhagy a leolvasas
hibaja 1 mm!

1.1. Harmonikus rezgmozgas vizsgalata
Eszk6zok:

- allvany

- rugé

- anyacsavarok

- PVC rad, amire a tomegeket tesszik
- ismeretlen tbmeg

- stopper
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Mérési feladatok:

1.1.1. Rakjunk a PVC radra 4, majd 7, majd 10 asgeart (illetve a rugo terhellésiegéenek
megfeleb szamu anyacsavart), hozzuk rezgésbe a rugoét, fiskmgeg 10 rezgés idejét!

1.1.2. Szorgalmi felada¥égezziik el az 1.1.1. mérést az ismeretlen tomisggel

1.2. Szorgalmi feladatérjik meg két kulonbézerhelésnél is, hogy kb. mennyd idlatt csokken
a felére a rezgés amplitudoja!

Kiértékelés:

1.1.1. Szamoljuk ki a rugdéallandét a 4, 7, ill. dfavarral mért reégnozgas periddusidejéh) és
hasonlitsuk 6ssze ezeket az értékeket az 1.0.shatr&iszamolt értékkel!

Szorgalmi feladatok:

1.1.2. A mért periddusidibsl szamoljuk ki az ismeretlen tdmeget!

1.2.Magyarazzuk meg az eredményt! Melyik terhelésil@msdik gyorsabban, miért?

2.1. Matematikai inga - sikinga
Eszk6zok:

- allvany

- damilra kotott anyacsavar
- meérbszalag

- stopper

Mérési feladatok:

2.1.1. Mérjuk meg az inga periddusidejét kis kis@eesetén. 10 periddus idejét mérjuk! Ismételjuk
meg a mérést 6tszor azonos (kis) kitéréssel.

Mérjik meg az inga hosszat!

2.1.2. Mérjuk meg a periodusid3 kulonbos kitéréssel inditva az ingéat! Itt is 10 periodusjé
merjuk, de mindegyiket csak egyszer.

Kiertékeleés:

2.1.1. Szamoljuk ki a periodusit(T), és a periodustdhibajat AT) 95%-0s konfidenciaszinten!

A periodusidbsl szamitsuk ki a g ertéket!

Szamoljuk ki, mekkordg hibaval tudjuk meghatarozni g értékét! A hossasdibajat becstiljuk
meg, mennyi lehetett esetlinkben.

Ellendrizziik, hogy a g = 9,81 nf/grték beleesik-e az altalunk kiszamott 4g intervallumba; ha
nem, keressink ra elfogadhat6 magyarézatot!

2.1.2. irjuk le, mit tapasztaltunk! Hogyan valtozilperiodusié a maximalis kitérés fiiggvényében?

2.2. Matematika inga - kupinga
Eszk6zok:

- damilra kotott anyacsavar
- stopper

- mérbszalag

Mérési feladat:

2.2.1. Vizsgaljuk meg kisérletileg, miért okoz déshat, hogy pontosan egy kupfellleten mozogjon
a kotél! A kisérletet két hallgaté végezze: az kedgitsa az ingat, a masik probalja meg megielel
mozgasba hozni.

2.2.2. Mérjuk meg a kupinga keringési idejét kigl, ,nagy” sugart korén! Ismét két hallgato
végezze a meérést: az egyik porgesse a kupingatisik mpedig végezze azdishérest! Mindkét
esetben a 10 kor megtételéhez sziksédgesrdrjik meg.
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Kiértekeles:
2.2.1. Irjuk le réviden a megfigyeléseket!
2.2.2. Szamoljuk ki a ,kis”, ill. ,nagy” kor sugata

3. Torziés inga

Eszk6zok:

- allvany

- rugo

- hengeres rilanyag doboz
- textilbakelit korongok

- stopper

- meérsszalag

- elektronikus mérleg

Mérési feladatok:

3.1. Mérjuk meg a rugobdl és annak végéhésitatt hengeres ilanyag dobozbdl allé torzids inga
periédusidejét! Itt a hosszabb periodusidiatt elég 1 periodus idejét mérni.

Ezutan efsitstink egy textilbakelit korongot a doboz aljahez mérjuk meg igy is a peridoduétid
Mérjik meg a korong tomegét elektronikus mérleggalugarat pedig mé&szalaggal.

3.2. Szorgalmi feladat: Bsitsiink egy masik, elt€sugarud korongot is a doboz aljara és mérjuk
meg azzal is a periédusiti majd — ha a rugo elég € — mérjik meg a periodusidigy is, hogy
mindkét korong a doboz aljara van rogzitve.

Kiértékelés:

3.1. Szamoljuk ki a korong tehetetlenségi nyomdték&orong adataibdl)!

Szamitsuk ki a doboznak a forgastengelyre vonadkoizttehetetlenségi nyomatékat a két mért
periodusidbsl! (Itt felhasznaljuk, hogy a tehetetlenségi nyoékaadditiv mennyiség. A torzids szal
direkcids allandojat nem szikséges kiszamolni.)

3.2. Szorgalmi feladat: Szamitsuk ki a doboz téleets®gi nyomatékat a 4 (ill. 3) mért periédusid
alapjan gorbeillesztéssel!
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Kérdések, gyakorl6 feladatok

Minimumkérdések a beugré zh-ban:
- periédusid, frekvencia, korfrekvencia, amplitado
- lineéris rugalmas ér rugoéallando
- rezgomozgas periodusideje
- matematikai inga periddusideje
- améresek felsorolasa, elve, a sziikséges eszkézalkatmazando képletek.

Az alabbi kérdések, feladatok, illetve ehhez hasahivarhatbak méq a beugrd zh-ban:

Ro6vid elméleti kérdések:
lgaz-e, hogy*
- egy pontos rugos @mérs rugojanak a hossza bizonyos hatarokon belil agaaya hat6 éwel?
- egy kdrmozgas vetllete egy olyan sikra, amelytages a kor sikjara, mindig harmonikus
rezgdmozgasnak tekinth&?
- egy harmonikus re#gnozgas periédusideje fliggetlen a rezgés amplité@dja
- arugoéallandoét kétszeresére novelve, a rugo visydriomegpont tomegét pedig felére
csokkentve harmonikus reimgozgas esetén a periédusid a felére csdokken?
- ingamozgasnal a periodusidisenfiigg a kitérésil?
- ingamozgasnal a periédusidgyenesen aranyos az inga hosszaval?
- harmonikus rezgmozgéasnal a rezgésiciz amplitidd négyzetgyokével egyenesen aranyos?
- ha van két egyforma hosszu és egyformaigoallanddju rugdénk és az egyiket a masik végéhez
toldjuk, akkor az igy kapott rugo k rugéallandémegyes rugokénak kétszerese lesz (k 92 k
- kiipinga periodusideje csak a kotélnek a tilggessel bezéart szogéfugg, a kétél hosszatol
nem?
*A valaszokhoz indoklast is kérunk!

Szamolasi feladatok:

1. Egy rug0ls @imérsre anyacsavarokat helyezve azt tapasztaljuk, hogysa két anyacsavar
hatasara még nem kovetkezik be megnyulas, és cakagsavaros terhelés utan tekinthet
linearisnak a terhélttmeg — megnyulas diagram. Inn@raz emérs rugoallandoja 5 N/m.
4 anyacsavaros terhelésnél a rugd végének pozitibem. Most rafliggesztiink a mérlegiinkre egy
Tard Rudit is (a 4 anyacsavar mellé) és azt taphskf hogy a rugo végének poziciéja 10,3 cm-re
valtozott.
a) Mennyi a Turé Rudi ttmege?
b) A 4 anyacsavar és a rugo végérslertoszerkezet tomege egyittesen 60 g.
Mennyi a rezgésideje ennek a rendszernek,
€s mennyire imeg ez a Turd Rudi hatasara?
Megoldas:
a) Mrasrugi' § = kAL = Mragruai= k- AL/ g = 5 (10,3-4,4)10% 9,81 = 0,03 kg = 3 dkg
b) T=2t/m/k M 4 anyacsavar+tars 0,06 kg = T1=0,688 s

M 4 anyacsavar+tarto+Tarorud 0,09 kKg= T>=0,843 s

2.Egy to = 22 cm hosszu, k = 4,2 N/m rugdallandoju rugdradmed testet akasztunk, meghtzzuk
lefele At = 12 cm-t, elengedjtik, €s megmerjik 10 rezgegide = 8 s.

a) Mekkora a rugé végére akasztott test totmege?

b) Mennyi lenne 10 rezgés ideje, ha kétszer akkoratf@nakasztanank a rugé vegére?

(A rugot kezdetben ugyanannyival hizzuk ki.)
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3. Kisérleteinkhez egyforma kd@&llandoju sulytalan rugok és m tontegsavarok allnak a
rendelkezésiunkre. Ha egy rugé végére 1 db csaseiink, akkor a mért rezgésid.

a) Hanyszorosa ennek a Toitek egy olyan rendszer periédusideje, amelybenrildesavart
teszlnk a rugé végére?

b) 2 rugét parhuzamosan koétiink egyetlen csavarragieact két rugoval fliggesztjik fel).
Mekkora lesz igy a rezgés peridédusideje? Indokadjwialaszt!

c) N darab rugot 6sszekotiuink ugy, hogy az egyik neget a masik rugo elejébe akasztjuk, azaz
egy “rugo lanc” jon igy létre. E lanc végére eggmettsavart teszink. Mennyivel hosszabb vagy
révidebb ennek a rendszernek a periodusideje, amiegy rugot és egy csavart tartalmazo
rendszeré?

Megoldas:

a) Mivel T =2m/m/k, N db esetén'N-szereséreth

b) A két parhuzamosan kotott rugot egy kétszer akkogoallanddja rugdnak tekinthetjik, igy a
periédusid v2-ed részére csokken.

c) Az N db egymas utan kotott rugot egy olyan rugdekinthetjik, melynek rugéallandoja N-ed
része egy rugoénak, igy a perioddsitN-szereséret

4. Egy 81,5 cm hosszu matematikai inga perioduside0 masodpercnek mértik 1 ms hibaval
95 %-os konfidenciaszint mellett.

a) Mekkora nehézségi gyorsulas szamithat@Ebb

b) Mekkora hibat okoz a nehézségi gyorsulasban ag; ageriddusidt csak 1 ms pontossaggal
ismerjuk? Vajon megmagyarazza ez a mérés hibajadjuk ugyanis, hogy amennyiben a merés
Magyarorszagon tortént, akkor az eredménynek 9/8%kariili értéknek kellene lennie.)

Ha nagyobb az eltérés, mint ami agnerés hibajabdl varhato, akkor vajon mi okozta azt?
Megoldas:

a) T=2n/L/g = g=L-(aUT)*°~9,93 m/$
2 2
b) Az idsmérés pontatlansagabdl eseuba|Ag| = |$-AT| = 8n2L/T3-AT = 0,011 m/§,

ez egy nagysagrenddel kisebb a mért és a valdki élerésénél (9,93-9,81= 0,12 fji/s
a nagy hibat a hosszmeérés pontatlansaga okozhatta.

d(4rn

5. Mechanika mérésen matematikai inga periodusideggamoljak ki a hallgaték a nehézségi
gyorsulas értékét. Az inga hossza L = 36 cm, a p@todusidk
1,24 s 1,24 s 1,25s 22 1,24s 1,25s
a) Adjuk meg a periodusid és hibajat 90 %-os konfidenciaszinten!
b) Adjuk meg az igy szamitott nehézségi gyorsulakétt
és hibajat 90 %-os konfidenciaszinten, ha a hosszmrébaja 4 mm!

6. Neil Armstrong a Hold felszinén edy= 26,0 cm hosszU matematikai inga periddusidefsl 8-
nak mérte.

a) Mekkora nehézségi gyorsulas szamithat@Ebb

b) Mekkora hibaval hatarozhat6 meg igy a holdi nedgizgyorsulas értéke, ha a periéddsid
meérésének pontossaga 0,01 s, az inga fonalanakat@eslig 0,5 cm pontossaggal ismerjuk?

7. Kapinga hossza 1 m, a fugjggessel bezart szoge 60°. Mekkora a korpalyamgetest tomege,
ha a fonalef 10 N? (g = 9,81 ntls

Megoldas:

RAJZ (mg és kna eredje vizszintes) — mg/ kna=cos 60 = m =0,51 kg.
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