2. MECHANIKA

A méreés célja

A gyakorlat célja egyrészt a korabbi tanulmanyaarkimegismert €s a mindennapi életben gyakran
tapasztalt periodikus mozgasok kisérleti tanulmaéga, masrészt az elméletben bevezetett
modellek (idedlis rugo; inga) gyakorlati alkalmatdssaganak vizsgalata.

1. Rezgmozgéas
1.1. Harmonikus rezgmozgas
Harmonikus rezgmozgast végz test kitérése az édfliggvényében:
x(t) = A<os (ot + ¢,), ahol
A az amplitudo (a maximalis kitéres),
= ot + ¢, afazis,
w a harmonikus regnozgas korfrekvenciaja,
¢, a fazisallandd, mas néven kéfris
A korfrekvencia és & frekvencia, ill.T periédusid 6sszefliggése:
ow=2nv=2n/T.
Belathat6é, hogy egy idealis rugé végehez rogzitetbzgasba hozott tdmegpont harmonikus
rezgmozgast végez.
Idealis rugo eftdrvénye (Hooke-torvény):
F =—kx, ahol
k a rugoallando,
X a rugd megnyulasa, deformacidja, azaz a rugo tyughaosszatél mért eltérés
(megnyulas esetén pozitiv, rovidilés esetén pestigtiv).
Vizszintes helyzét rugd végéhez rogzitettn tomedi test mozgasegyenlete (surlédasmentes
esetben):
mi = —kx .
Mivel derivalassal lathatd, hogy a harmonikus emgzgast végztest gyorsulasa
a=%=—-Adw*cos (ot +¢)=—a?x  akitéréssel aranyos és vele ellentétijelé)
és a fenti mozgasegyenlatmel valo osztassal hasonlo alakra hozhato:
X=—(k/m)x,
igy lathato, hogy a rugé@éraléban harmonikus reémozgast hoz Iétre, aminek
korfrekvenciajaw = \/k/m ,

periodusideje T = 271\/% .

A rezgdmozgasA amplitidojat ésp, kezdifazisat a kezdeti feltételek — azazxakezdeti kitérés és
Vo kezdisebesség — szabjak meg:

Vo

A= (;)2+x02; (oozarctg(—v—o).

1.2. Csillapitott rezdmozgas
Csillapitott rez§mozgas esetén a szokasos rugdeellett egy, a sebességgel aranyos, de azzal
ellentétes iranyu fékézro is fellép, igy a mozgasegyenlet (vizszintes heébee):
mX=—-kx—cx.
A B = c/(2m) mennyiséget csillapitasi tényemrek nevezzuik.
Kis csillapitas esetén, azaz B w(ahol w = \/k/m, az azonos tdmeggel és rugdval létrehozott
csillapitatlan rezgmozgas korfrekvencidja), az egyenlet megoldasavatkés alaku:
x(t) = Ag-e P cos (a5t + ¢,).
llyenkor az amplitidé exponencialisan csokken:

2. MECHANIKA /1



A=A,e Pt
A csillapitott rez§gmozgasw s korfrekvencigja kisebb (periddusideje nagyobbytnaz ugyanazon
rugoval és testtel létrehozott csillapitatlan femgzgase, meéghozza

Wes =+ & — B .
Ao ésg, értékét a kezdeti feltételeko(€svo) hatarozzak meg.
Ha a csillapitas igen nagy (h& = «), akkor a mozgaaperiodikussavalik. Az ilyen aperiodikus
mozgasokkal azonban itt nem foglalkozunk, miveisgieteinkben a csillapitas ennél joval kisebb.

1.3. Rugo fugdleges poziciéban
Eddig a harmonikus és csillapitott rémgpzgas targyaldsanal nem vettik figyelembe a greiait
hatasat, a fudgeges elrendezésnél azonban szamolni kell azzal is.
Az m tbémegpontotl, nyugalmi hosszisagu rugora flggesztve a rygdosszara felirt
differencialegyenlet (a csillapitast is figyelemisye):
my =—k(y—1ly)+mg—cy.
Az y; egyensulyi helyzetbep =y = 0, tehdt —k-(yz — l,) + mg = 0, amikl
Ve =lo+mg/k.
Ha bevezetjik ax valtozot, amely a tomegpont tavolsagébledz egyensulyi ponttél méri:
x=y—yg=y—(lo+mg/k)
és atirjuk erre a mozgasegyenletet (felhasznalegy ik =y és x = y), akkor a fuggleges
helyzetnél az egyensulyi megnyulastél mért tavaksdglirt mozgasegyenlet a vizszintes helfyzet
rugora felirt
mi = —kx —cx alakot 6lti.
Tehat a nehézségitemaodositja ugyan az egyensulyi helyzetet, de mé&sshanincs a harmonikus
rezghmozgasra.

1.4. Rugok soros és parhuzamos kapcsolasa

Vegyuk észre, hogy a rudg hossza nem jatszik kdzvetlen szerepet adgrmpggasban. Kozvetett
szerepe azonban van, mert pl. az ugyanolyadseni, de2l, hosszusagu rugo rugddllanddja fele
akkora lesz, mint ag, hosszusagu rugéé. Rugok toldasa, azaz a rugok kaprsolasa esetén a
rugédllanddk reciprokanak 6sszege adja az éenedydallandd reciprokat, rugék parhuzamos
kapcsolasa esetén a rugoallandok dsszege adjaedzegdallandot.

2. Matematikai inga

A matematikai inga egy egyik végén rogzitethosszisagu sulytalan, nyujthatatlan fonalbdl és a
masik végéhez ésitettm tomedi tomegpontbadl all. A tomegpont altalanosan a fejggtési pont
kordli L sugart gdbmbén mozoghat, és mozgasa elég bonyehdt. Két specialis esetet szokas
vizsgalni, amikor a mozgasa kdonnyen leirhato: angét és a kapingat.

2.1. Sikinga

A tdmegpont ebben az esetben egy allandé,dliegegs sikban mozog.

Jelbljea a fondlnak a fugilegessel bezart szogét. A test mozgasegyenlete:
m-L-& = —mg-sina ,

amit egyszdisités utan az alabbi alakba irhatunk:
a&=—(g/L)sina .

Ezt a nemlineéris differenciadlegyenletet nehéz ruzgo. Alkalmazhatjuk azonban a
sina ~ a koOzelitést,

ami 5-nal csak 0,05% eltérést okoz,’22al azonban mar 1%-ot, 9dal pedig 18% eltérést.

igy a csillapitatlan rezgnozgas mozgasegyenletéhez hasonl6 egyenlethek;jutun
@ =—-c*a , aholise? =g/L ,

azaz az inga olyan lengéseket végez, ahat az idsnek harmonikus figgvénye:
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a(t) = ag-cos (@t + @,) -
Az ay maximalis kitérés es @ fazisallando ertekét a keddllapot hatarozza m.
A periddusid aze? = g/L egyenletbl o = 2r/T felhasznalasaval:

T=2T[\/Z,
g

feltéve, hogy a maximalis kitérés elég kicsi ahtiagy a siia = a kozelités alkalmazha

2.2. Kupinga

A tbmegpont ebben az esetben vizszintes sikbangregyR sugard korén, enne
megfeleben a fonal egy kupfellletet st

Levezethet, hogy a kipinga keringési ide

T=2x “ng‘Rz ,
aholL az inga hossz®& pedig a kér sugarimelyen a tomegpont kering. e

3. Torziés inga
Ha egy torzids szalhoz rogzitink egy merev tessedz forgasba hozzuk (a szalra éhege:
sikban), akkor a torziés szal a test forgd mozgaséat ahtasonloan lassitja, ill. gyorsitja, m
ahogy egy rugé ségéhez rogzitett test reéagozgasa igy a test a szalra mgeges sikban ic-oda
forog, a nyugalmi helyzet@tmért a szdgelfordulas az ében harmonikusan valtoz
A torzidés szal altal kifejtett forgatobnyomaték (dyneissza akarja allitani az elcsaas ebtti
allapotot) nagysaga aranyos a szogelfordulassalleggétes iranyl azzal, a:
M=-Dua,
ahol D egy, a torzios szalat jellendz aranyossagi tényéz (szamértekileg az 1 radi
szdgelforduldshoz tartozo6 forgatonyomaték), melymeke direkciovagy iranyitdé nyomatél
A test mozgasegyenletéhez irjukaz impulzusmomentum tételét:
M = 63, ahol
M a forgatbnyomatél
0 a testtehetetlenségi nyomaia a torzios szalra mint tengelyre vonatkozt:
£ pedig a szoggyorsul: B = d.
Ha az impulzusmomentutételbe beirjuk a fenti ,nyomatéhvényt” (ami az eftbrvény
analogoiga), akkor megkapjuk a torziés inga mozgasegyen

Oa=-Da .
Ez a differencidlegyenlet 8/0 = «* jel6léssel az ismert alakba irhatd:
i=—-o*a,

aminek a megoldéasa analogikingaéve:
a(t) = ay-cos (ot + @) .
Az a, és ap, erteket a kezthllapot hatarozza m,
a periodusid pedig kifejezhet a D/ = «* egyenletbl:

T=2T[\/§.
D
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Mérések

1.0. Rugoallandé meghatarozasa kulonladzerhelések alkalmazasaval
Eszk6zok:

- allvany, mme-es leolvasasra alkalmas skalaval

- rugé

- anyacsavarok mint ismert tomegek

- PVC rad, amire a tomegeket tesszik

- ismeretlen tbmeg

- elektronikus mérleg

Mérési feladatok:

Mérjik meg a PVC rad tdmegét a mérlegen.

1.0.1. Kulonbo# terhelések mellett olvassuk le a rugo legalsojpnak a poziciojat:

Végezzik el a mérést asizor a PVC rad nélkal, azutan az udres PVC ruddal,
majd 1, 2, 3, ... anyacsavarral terhelve, amig askdgedi! (Szikség esetén — ha a rugd gyengébb
vagy ebsebb — modositsunk az anyacsavarok szaman!)

1.0.2. Tegyuk a PVC rudra az ismeretlen tomegetstékség esetén néhany anyacsavart is), €s

Ve

Kiertékeleés:

1.0.1. Készitsuk el a rug6 kalibracios diagrampitaz abrazoljuk a rugé legalsé pontjanak
pozicidjat az anyacsavarszam fuggvényében!

Szamoljuk ki a rugddllandot: &dzor fejezzik ki az egyensulyi egyentdtta rugd végének
pozicidjat a terhél anyacsavarok szamanak fluggvényében, majd szamkbsukz egyenes
meredekségét a legkisebb négyzetek modszerévatg@ris regresszid képletei megtalalhatok a
honlapon), és szamoljuk ki abbdl a rugaugoallandojat!

1.0.2. A kalibracios diagram alapjan hatarozzuk megmeretlen tomeget!

1.0.3. Szorgalmi feladaBecsuljuk meg a témegmérés hibajat abbdl kiinduhagy a leolvasas
hibaja 1 mm!

1.1. Harmonikus rezgmozgas vizsgalata
Eszk6zok:

- allvany

- rugoé

- anyacsavarok

- PVC rad, amire a tomegeket tesszuk
- ismeretlen tbmeg

- stopper

Méresi feladatok:

1.1.1. Hozzuk rezgésbe a rug6t harom kulogk@zheléssel, pl. 4, majd 7, majd 10 anyacsavarral
terhelve — illetve a rugd terhelldsegének megfelébn valasszunk harom kilénkibzerhelést,
amivel stabil rezgést tudunk Iétrehozni. Mérjuk Mi@yezgés idejét mindharom esetben!

1.1.2. Szorgalmi feladaWégezzik el az 1.1.1. mérést az ismeretlen tome§Bkikseg esetén az
ismeretlen tomeg mellé tegylnk néhany anyacsauart i

1.2. Szorgalmi feladatvérjik meg két kilénbézerhelésnél is, hogy kb. mennyd idlatt csokken

a felére a rezgés amplitudoja!l
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Kiértékelés:

1.1.1. Szadmoljuk ki a rugdéllandét a harom kilordboterheléssel meért reémozgas
periodusidejébl, és hasonlitsuk dssze ezeket az értékeket azrhdrésben kiszamolt értékkel!
Szorgalmi feladatok:

1.1.2. A mért peridédusitbsl szamoljuk ki az ismeretlen tomeget!

1.2.Magyarazzuk meg az eredményt! Melyik terheléshl&msdik gyorsabban, miért?

2.1. Matematikai inga - sikinga
Eszk6zok:

- allvany

- damilra kotott anyacsavar
- meérbszalag

- stopper

Mérési feladatok:

2.1.1. Hozzuk lengésbe az ingat kis kitéréssemé&gik meg 10 periddus idejét! Ismételjik meg a
méreést 6tszor (azonos, kis kitéréssel).

Mérjik meg az inga hosszat!

2.1.2. Mérjuk meg a periédugidharomszor, gy, hogy egyre nagyobb kitéréssétjikdaz ingat!

Itt is 10 peridédus idejét mérjuk, de mindegyiketlcegyszer.

Kiertékeleés:

2.1.1. Szamoljuk ki a periodusitd(T), s a periddusidhibdjat @T) 95%-o0s konfidenciaszinten!

A periodusidbsl szamitsuk ki ay értéket!

Szamoljuk ki a Gauss-féle hibaterjedést alkalmakwegy mekkoradg hibaval tudjuk meghatarozni
g értékét! A hosszmérés hibajat becsiljuk meg, Iyidahetett esettinkben.

Ellendrizziik, hogy ay = 9,81 m/8 érték beleesik-e az altalunk kiszanmpit Ag intervallumba; ha
nem, keressink ra elfogadhat6 magyarézatot!

2.1.2. irjuk le, mit tapasztaltunk! Hogyan valtozilperiodusié a maximalis kitérés fiiggvényében?

2.2. Matematika inga - kupinga
Eszk6zok:

- damilra kotott anyacsavar
- stopper

- mérbszalag

Mérési feladat:

2.2.1. Vizsgaljuk meg kisérletileg, miért okoz déshat, hogy pontosan egy kupfellleten mozogjon
a kotél! A kisérletet két hallgaté végezze: az kedgitsa az ingat, a masik probalja meg megielel
mozgasba hozni.

2.2.2. Mérjuk meg a kupinga keringési idejét kigl, ,nagy” sugart korén! Ismét két hallgato
végezze a meérést: az egyik porgesse a kupingatisak mpedig végezze azdishérest! Mindkét
esetben a 10 kor megtételéhez sziksédgesrdrjik meg.

Kiértekeles:
2.2.1. Irjuk le réviden a megfigyeléseket!
2.2.2. Szamoljuk ki a ,kis”, ill. ,nagy” kor sugata
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3. Torziés inga

Eszk6zok:

- allvany

- rugo

- hengeres rianyag doboz
- textilbakelit korongok

- stopper

- meérsszalag

- elektronikus mérleg

Mérési feladatok:

3.1. Mérjuk meg a rugobdl és annak végéhésitatt hengeres ilanyag dobozbdl allé torzids inga
periédusidejét! Itt a hosszabb perioddsidiatt elég 1 periodus idejét mérni.

Ezutan efsitstink egy textilbakelit korongot a doboz aljahez mérjik meg igy is a peridoduétid
Mérjik meg a korong tdmegét elektronikus mérleggalugarat pedig mé&szalaggal.

3.2. Szorgalmi feladat: Bsitsiink egy masik, elt€sugarud korongot is a doboz aljara és mérjuk
meg azzal is a periédusit majd — ha a rugo elég € — mérjik meg a periodusidigy is, hogy
mindkét korong a doboz aljara van rogzitve.

Kiértékelés:

3.1. Szamoljuk ki a korong tehetetlenségi nyomdték&orong adataibdl)!

Szamitsuk ki a doboznak a forgastengelyre vonadkoizttehetetlenségi nyomatékat a két meért
periodusidbsl! (Itt felhasznaljuk, hogy a tehetetlenségi nyoékaadditiv mennyiség. A torzids szal
D direkcios nyomatékat nem szikséges kiszamolni.)

3.2. Szorgalmi feladat: Szamitsuk ki a doboz téleets®gi nyomatékat a 4 (ill. 3) mért periédusid
alapjan gorbeillesztéssel!
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Kérdések, gyakorl6 feladatok

Minimumkérdésela beugré zh-ban:
- améresek felsorolasa, elve, a sziikséges eszkézalkatmazando képletek;
- frekvencia, korfrekvencia, amplitido;
- linearis rugalmas ér rugoallando;
- rugo végéhez rogzitett csillapitatlan réagpzgast végztest periddusideje;
- sikinga periddusideje;
- akeépletekben szerépmennyiségek mértékegyseége.

Az aldbbi kérdések, feladatok, illetve ehhez ha&alarhatbak méq a beugrd zh-ban:

Rovid elméleti kérdések:
- egy pontos rugos @mérs rugojanak a hossza bizonyos hatarokon belil agaaya hat6 éwel?
- arugobdllandét kétszeresére novelve, a rugd visyériomegpont tomegét pedig felére
csokkentve harmonikus reigozgas esetén a periédusid a felére csokken?
- sikinga periédusideje fligg a kitér@st
- sikinga peridédusideje egyenesen aranyos az iogszhval?
- harmonikus reztmozgasnal a periodusiciz amplitid6 négyzetgydkével egyenesen aranyos?
- ha van két egyforma hosszu és egyfokmaugoallandéju rugonk és az egyiket a masik végéhez
toldjuk, akkor az igy kapott rugorugdallandéja az egyes rugdkénak kétszeresekes2k,)?
- kupinga periodusideje a kotélnek a faibpgessel bezart szogét nbvehé®@n
- egy harmonikus re#gnozgas periédusideje fliggetlen a rezgés amplité@dja
*A valaszokhoz indoklast is kérunk!

Szamolasi feladatok:

1. Egy rugés e@meérs rugodllanddja 5,0 N/m. A rugonidré anyacsavarral terhelve a rug6 végének
pozicidja 6,2 cm. Most rafiggesztiink a mérleguekye Turd Rudit is (a 6 anyacsavar mellé) és azt
tapasztaljuk, hogy a rug6 végének pozicidja 12, renmaltozott.

a) Mennyi a Turé Rudi ttmege?

b) A 6 anyacsavar és a rugo végérslertoszerkezet tomege egyittesen 60 g.

Mennyi a rezgésideje ennek a rendszernek,

€s mennyire imeg ez a Turd Rudi hatasara?

Megoldas:
a) Mrgrsrudi- 9 =K A = Mrgsrusi= K- A /g = 5,0 (12,1—6,2’)10_2/ 9,81 = 0,030 kg = 3,0 dkg
b) T= 2y/m/k M 6 anyacsavar + tartd 0,06 kg = T,=0,688s

M6 anyacsavar + tart6 + Tur6RuTh 0,09kg= T,=0,843s

2. Kisérleteinkhez egyformiaersallanddju sulytalan rugok és tomedi csavarok allnak a
rendelkezésunkre. Ha egy rugé végére 1 db csaglyeiink, akkor a mért rezgésidi.

a) Hanyszorosa ennekTaidonek egy olyan rendszer periodusideje, amelybelarab csavart
teszlnk a rugé végére?

b) 2 rugét parhuzamosan koétiink egyetlen csavarragieact két rugoval fliggesztjik fel).
Mekkora lesz igy a rezgés peridédusideje? Indokadjwialaszt!

c) N darab rugot 6sszekétiink gy, hogy az egyik rugigvaé masik rugo elejebe akasztjuk, azaz
egy “rugo lanc” jon igy létre. E lanc végére eggmettsavart teszink. Mennyivel hosszabb vagy
révidebb ennek a rendszernek a periodusideje, amiegy rugot és egy csavart tartalmazo
rendszeré?
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Megoldas:

a) Mivel T=2m/m/k, N db esetér/N-szeresére

b) A két parhuzamosan kotott rugot egy kétszer akkogoallanddja rugdnak tekinthetjik, igy a
periédusid v2-ed részére csokken.

c) Az N db egymas utan kotott rugot egy olyan rugonakntékitjik, melynek rugoallandoied
része egy rugoénak, igy a periodasitN-szereséred

3. Kupinga hossza 1 m, a fligggessel bezart szoge 60°. Mekkora a kdrpalyamégetest tomege,
ha a fonalef 10 N? (g = 9,81 ntls

Megoldas:

RAJZ (mg ésFona eredje vizszintes) — mg/ Fiona=c0s 60 = m=0,5097 kg.

4.Eqgy{o =22 cm hosszik = 4,2 N/m rugoéallandéju rugoren tomed testet akasztunk, meghuzzuk
lefelé A = 12 cm-t, elengedjik, és megmérjik 10 rezgé®ide) = 8 s.

a) Mekkora a rugé végeére akasztott test tomege?

b) Mennyi lenne 10 rezgés ideje, ha kétszer akkoragi@nakasztanank a rugo végére?

(A rugot kezdetben ugyanannyival htzzuk ki.)

Eredménya) m=0,0681 kg; b) tio om=11,31s

5. Mechanika mérésen matematikai inga periodusidegdamoljak ki a hallgatok a nehézségi
gyorsulas értékét. Az inga hosdza 36 cm, a mért periodusikl
124s 1,24s 1,25s 522 1,24s 1,25 s
Adjuk meg a periddusiid és hibajat 90%-o0s konfidenciaszinten!
Eredmény: T = (11,2367 £0,0085) s

6. Neil Armstrong a Hold felszinén efty= 26,0 cm hossz( matematikai inga periddusidejét
2,50 s-nak meérte. Mekkora nehézségi gyorsulas saatdiebbl?
Eredmény: guoq = 1,64 m/é

7. Kisérleteinkhez egyformiaersallandoju sulytalan rugok és tomedi csavarok allnak a
rendelkezésunkre. Ha egy rugé végére 1 db csaglyeiink, akkor a mért rezgésidi.
Hanyszorosa ennekTaidének egy olyan rendszer periédusideje, amelybendbdasavart
helyeziink 2 parhuzamosan kotott rugo végére (adacsket rugéval figgesztjik fel)?
Eredmény: T =2T
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