8. DINAMIKAI RENDSZEREK

A gyakorlat célja az, hogy egy kétvaltozos reakciokinet rendszer vizsgélataval a hallgas
megismerjek a dinamikai rendszerek alapfogalmbsgj&titsak a linearis stabilitasvizsgalat alap
és megismerkedjenek egy olyan programmal, amebljirkénzios differencialegyen-rendszerek
numerikus megoldasaviképes a fazissik megrajzolas

Motivacio

A dinamikai rendszerek (mas néven nemlinearis dikah
tudomanya sok kilénbézudomanytertleten segitségiin
lehet, ahol idben valtozo rendszerekkel foglalkozu
Ennek oka, hogy a determinisztikus rendek valtozasat
leiré szabalyokat (tipikusan kdzénséges differdagigenle-
rendszereket) vizsgalja altalanosan, fuggetlendl, dtogy
annak valtozoi éppen kémiai koncentraciok, popola
létszamai, helyek és sebességek, vagy termodina
valtozok. Gy#ori, hogy kilonb6d tudomanyterileteke
alkotott matematikai modellek ugyanolyanok vagyytat
hasonlo tipusuak, igy ha az egyiket részlet: -
megvizsgaltuk, az eredmeények edlyétvinetek a tébbire. Peldaul ugyanolyan alaku rend
képes leirni egy os#lacios reakcio (pl.: Belousz+-Zsabotyinszkij reakcio) kompone-
koncentracibinak, a cirkadian ritmus élettani vaftoak (biokémiai reakciok), vagy e
tranzisztoros aramkor fesziltségéneakieli valtozasat. A masodik példa kicsit bonyolutiamive
itt parcialis differencidlegyenletekdl van sz6: ugyanaz a modell hasznalhato a figgrit kémia
hullamok, az idegsejtek kalcium hullamai vagy aéqikori pestisjarvany terjedése

A dinamikai rendszerek tudomanyanak kialakulé

A dinamikairendszerek tudomanya a kézonséges differencialég-rendszerek kvalitati
analizisébl alakult ki. Mit is értiink ez alat

Egy mérnok vagy természettudos szamara nem onnmagéatiéferencialegyenlet és anr
megoldasa, mint matematikai probléma az ées, hanem valamilyen természeti jelenség vag)
mikodésének megértése. A differencialegyenlet csglesgkdz, amit ehhez hasznalunk. Egy a
rendszer vizsgalata tipikusan a kovetk&Epésekben torténi

1.) Felirjuk a rendszert modeltedifferenciaegyenlet-rendszert.

2.) Megkeressik ennek a megolda

3.) A kulonbos kiindulasi éertékekhez, kilonbéparaméteréertékekhez tartozé megoldé
elemzésével megkapjuk a rendszeriink viselkedésgtlonsagai

Komoly probléma, hogy ha kicsit is bonyolnemlinearis tagok vannak a differencialegyenlet
akkor a legtbbb esetben nincs analitikus megol—azaz a fenti séma elakad a 2. |épés

Ezt a problémat kerlli meg a kvalitativ analizigjd®ek ugyanis, hogy a differencialegye-
rendszer jobbldala (ami leirja, hogy a derivaltak @iitts hogyan fiiggenek) 6nmagaba
megoldas nelkil is hordoz informaciot a rendsdeNyilvan kevesebbet, mint a megoldas
0sszessége, de példaul azt a gyakorlati szempdotités kérdést, hogy mit csinal a dszer
hosszu id utan, tobbnyire meg lehet valaszolni a jobb oldzdégalatava
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Alapfogalmak

Rendszer A rendszer a minket korulvéwildg egy kiseb-nagyobb része, ami valamit
szamunkra éppen érdekes. Lehet ez egy cseppnygidebdgy, vagy akargy galaxi-rendszer is.
Allapotvaltozok: Amikor a rendszert modellezziik, akkor az allapesgamilyen valtozékkal irjul
le, példaul a reakcidelegy esetén koncentracidlekghlaxi-rendszer esetén a galaxis
koordinatéival és sebességeivel. Ezeket tozOkat nevezzik a rendszert meghatarozo fligg
allapotvaltozoknak. Etsendi differenciadlegyenle-rendszer esetén ezek azok a valtozok, ame
derivaltjaira felirjuk az egyenleteket, és amelidibeli valtozasat megkapjuk megoldaske
Magasabb reriddifferencialegyenleteket éleendi rendszerré alakithatunk at, ezutan lehet az
is dinamikai rendszerként vizsga

A fazistér alatt az allapotvaltozék altal kifeszitett terejida (ill. két valtozé egyfazissikot feszit
ki). A fazisteret csak azlapotvéaltozok alkotjék, az tdnem jelenik meg kilén valtozoként! Tel
pl. a kémiaban a szamunkra érdekes koncentraciitkakaa tengelyeken, a mechanikaban pe«
hely- és sebességkoordinatak. A fazistérben a rendsyededt idspontbeli allapota egtlen
ponttal jellemezhét Ezt az allapotvaltozok adottddontban felvett értéke adja me

Trajektdria : Ahogy telik az id, a rendszer és az ezt modedlédapotvaltozdk értéke megvaltoz
ilyenkor a fazistérben a rendszer allapotat megemhd is arrébb keril. Ez a pont egy gorbét re
ki a fazistérben, ez a trajekté(i abra)

y y

1F

ot

1. 4bra: a valtozok igfiggését megaox — tésy — tfiiggvények
és a bdllik szarmaztathato trajektoria x — yfazissikor

Dinamikai rendszer. Egy adott rendszer valtozoinak viselkedését viyam szabalyok irjak le
Dinamikai rendszeesetén ezek aabalyok olyanok, hogy a valtozokdioeli megvaltozasar
vonatkoznak, és csak a valtozok adobpiohtbeli értékéi fliggenek (emiatt mondjuk azt, ho
determinisztikus a rendszer). A legismertebb tigwsdifferencialegyenl-rendszer: a valtoz¢
id6beli derivaltja adott a valtozok pillanatnyi értekénélggvényeként. Fontos, hogy a derivalte
leird fliggvények nem flgghetnek expliciten aitdtl ezeket nevezik autoné
differencialegyenletendszerekne

A determinisztikus rendszeben tehat ha ismert endszer allapota egy tetdzges idpontban.
akkor ebbl (elvileg) kiszamolhato a teljes multja és §fr is, azaz egyetlen pontbdl a tel
trajektoria. (A gyakorlatban persze ez a differétegyenle-rendszer integralasét jelenti, a
tébbnyire nem végaet el analitikusan.) A determinizmusbdl kévetkezikgly két trajektoria ner
metszheti egymast: a metszéspontban ugyanis nera éggyértelrtien eldonthét, hogy melyik
trajektorian menjink tovabb.
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Stabilitasvizsgalat A kvalitativ analizis gyakorlati szempontbdl legfosabb része az an.
stabilitasvizsgalat, amikor megkeressik a dinamidadszer egyensulyi, ill. stacionéarius allapotait,
€s megvizsgaljuk azok stabilitasat.

Stacionarius pontok Ezek a fazistérnek azok a specialis pontjai, gekiden az idbeli

megvaltozas (a derivaltak) értéke nulla. Ha a reedkezdeti allapota egy stacionarius pontnak
felel meg, elméletileg az it vegezetéig ott marad.

Stabilitas: A gyakorlatban persze mindig van egy kis hib&adeti allapotban, vagy késh
valamilyen zavar, perturbacio, ami a rendszer atiapegy kicsit megvaltoztatja, azaz a fazistérben
egy kicsit kitériti a stacionarius pontbdl. Ha iy@r a rendszer visszatér a stacionarius pontlaa, az
a fazistérben az attél mért tavolsaga tart a nolabkkor a stacionarius ponszimptotikusan
stabilnak nevezzik. Ha a kitérités utan a rendszer tdifobostacionarius ponttol, akkor azt
instabilnak nevezzik. Ha egyik sem torténik, vagyis a steius ponttél ugyanolyan tavol marad,
mint a kezdeti zavar, akkonarginalisan stabilnak nevezzik.

Faziskép, fazisportré Az adott dinamikai rendszer viselkedésének guafikzemléltetésére szolgél
a faziskép, vagy mas néven a fazisportré: a fazisirgket eérdekd részeét abrazoljuk, és ebbe
trajektoriakat rajzolunk, kelen dirin ahhoz, hogy minden pontban legyen elképzeléstimittani
trajektoriardl. A trajektoriak mellé tobbnyir&nymezét is rajzolunk, azaz a fazistérben bizonyos
siiriséggel felvett pontokba a derivaltakkal megadativiektorokat rajzolunk. Ezek a vektorok a
trajektoriaknak érirdti; mutatjak, hogy az adott pontbol merre ddjk tovabb a rendszer (3. abra).

A fazisportré jellege alapjan a rendszerek hargustia sorolhatdak.

Konzervativ rendszer esetén a trajektoriak legtdbbje zarteythenkor létezik egy megmarado,
“konzervalddd” mennyiség, amely egy-egy trajektdnientén allando. A megmaradé mennyiség
létésl kovetkezik, hogy a rendszer viselkedésének jellegsszi tavon nem valtozik. Példaul egy
csillapitatlan rezgés mindig ugyanakkora amplit@dezeg, vagy egy bolygé mindig ugyanolyan
palyan kering.

Exploziv rendszer fazisterében minden vagy majdnem minagektoria "elmegy a végtelenbe”. A
rendszer viselkedését az allapotvaltozok értekémlgamatos ndvekedése jellemzi. Valadi fizikai,
kémiai stb. rendszer esetében persze a “robbasagkplozid valahol megall, hiszen nem all
rendelkezésre pl. végtelen anyagmennyiség, vagyénkeat el végtelen nagy sebesség.
Disszipativrendszer fazisterében van egy vagy tobb halmpikis esetben pont vagy zart gorbe),
amihez a trajektoriak tartanak. Ezeltitaktor nak nevezzik. A rendszer viselkedése ilyenkor egy
atmeneti (tranziens) szakasz utan allandosultkesiélst mutat. Legegysidb esetben ez egy
egyensulyi allapot, de lehet allanddsult oszcilAagy még bonyolultabb viselkedés
(determinisztikus kaosz) is. A lényeg, hogy télsges kezdeti allapotbdl indulva ugyanaz az
allandésult viselkedés alakul ki; illetves&rdulhat az is, hogy tobb attraktor is van, ilyenk
mindegyiknek megvan a vonzasi tartomanya (medey@@jeelyeket éles hatarvonalak
(szeparatrixok) valasztanak el egymastol. Ha akegtraktorban le$ rendszert csak kicsit
zavarjuk meg (vagyis a vonzasi medenceén belll maa&#tor visszatér az attraktorba, hiszen az
stabil. Ha a zavar olyan nagy, hogy a rendszeriile attraktor vonzasi medencéjélakkor
viszont egy masik attraktorhoz fog tartani.

A gyakorlat soran kétdimenzios rendszereket fogumggalni, ezek fazissikjan kétféle attraktor
fordulhat eb.

A pontattraktor a fazistérnek olyan pontja, amelyet elérve a fdoms tovabb mar nem mozog, a
valtozok értékei allandbésulnakdyensulyi pont stabil stacionarius pon).

A periodikus attraktor egy zart gorbe a fazistérben, amelyen a fazispamten periddusban
korbejar, a valtozok értékei egysiaagy 0sszetett szabalyos oszcillaciokat végezsteki(
hatarciklus).
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Paraméterek A differencialegyenlet-rendszerekben vannak patanek is, olyan mennyiségek,
amelyek értéke a rendszerre jellémzioben allandod, ugyanakkor két kilonldazndszer vagy
kisérlet esetén értékik elidehet. Gondoljunk példaul a kdlsiomérsékletre, az inga hosszara,
vagy az oldat pH-jara.

Bifurkacio : Mint fentebb lattuk, a valtozok kiindulasi értélkemegoldasokat (a valtozoksioeli
lefutasat) befolyasoljak, de az allandésult viseést nem. A paraméterek értékeinek modosulasa
azonban az allandosult viselkedést (az attrakimrtjegvaltoztatja. Ez a valtozas altalaban nem tul
drasztikus, a paraméter értékét kissé valtoztassekmegvaltoznak a valtozok egyensulyi értékei,
vagy az allanddsult periodikus viselkedés peridiiejsi és amplitiddja, de a rendszer
viselkedésének jellege megmarad. A paraméterekpimoértékeinél azonban az allandosult
viselkedés drasztikusan megvaltozik: példaul megjett egy Ujabb stacionarius allapot, vagy a
stacionarius allapot helyett megjelenik egy pekadiviselkedés, azaz ilyenkor a rendszer hosszU
tavu allandosult viselkedésének jellege megvaltoxildzistérben ez azt jelenti, hogy az attraktorok
szama és/vagy tipusa megvaltozik. Ezt a jelensegyetzikbifurkacié nak. A gyakorlat soran
periodikus attraktorokkal nem fogunk foglalkozrgyhogy elegenéllesz a stacionarius pontok
szamét és tipusat vizsgalni.

Differencialegyenlet-rendszerek stabilitasvizsgalat

A dinamikai rendszerek alapfogalmainak megismeregen a tovabbiakbamutoném
differencialegyenlet-rendszerekkeimegadhat6 dinamikai rendszer@dlesz szo:

x=1fx) , ahol_XIR" (a pont az itlszerinti differencialast jeloli).

A differencialegyenlet-rendszer vizsgalatanak |épés

1. Az egyensulyj illetve stacionarius pontok meghatarozasa agj = 0 algebrai egyenletrendszer
megoldasaval. Mivel ezekben a pontokbar >0, ezért ezeket a pontokat kiindulasi pontként
valasztva a rendszer "6rokke" abban a pontban marad

2. A stacionarius pontastabilitasanak vizsgalata amit a tovabbiakban részletezunk.

Nemlineéaris rendszerek stacionarius pontjainak stabilitasvleggt a lineéris rendszerekére
vezethetjuk vissza, ha a differencialegyenlet-reads linearizaljuk a stacionarius pontok
kornyezetében, ezért éslz6r a _lineéris differencialegyenlet-rendszer stacionarius poman
stabilitasat vizsgaljuk meg.

Linearis differencialegyenlet-rendszer stacionaripentjanak stabilitasvizsgalata
Egy linearis, autondm, allandé egyutthatés differéegyenlet ill. -rendszer mindig megoldhaté.

Egydimenzioseset:
Az x = kx differencialegyenlet x(0) =pkezdeti értékhez tartoz6 megoldasa x(t)yek§<

A stacionarius pont az x = 0 pont. Ez a pont k <efetén stabilis (ekkor az exponencialis tag
idében csokken, barmely ¥ 0 pontbdl az origbba tart),>R esetén nem stabilis.

Magasabb dimenzids eset

Az x = Ax lineéris rendszer megoldésa tipikus eset_l:?eﬁitstagok lineéris kombin&cidjaként all

els, ahol\j az A métrix i-edik sajatértéke és @ hozz4 tartozo sajatvektor. A stacionarius pont
tipusanak meghatarozasahoz ilyenkor tehdk azatrix sajatértékeit kell kiszamolni. Stabilis akk

es csak akkor lesz a stacionarius pont, ha az $ssgétértek negativ. Ha a sajatértékek komplex
szamok, akkor a valés résdjelét kell vizsgalni.
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Nézzuk részletesen_a kétdimenzids efset
(magasabb dimenzios linearis rendszernél a stabiliesgalat hasonlé modszerrel torténik)

x=[c] A=[an anl veoys

X1 = @X1 + aXe (1a)

X2 = &aXy + &aX2 (1b)
Az  axitaX=0, aXi+ax=0 (2)

algebrai egyenletrendszer megoldasaval kapjuk, retggionarius pontja (mint minden lineéris
rendszeré) az origd {x 0, % = 0).

Az A matrix sajatértékeit a d&AE) = 0 egyenlet (az un. karakterisztikus polinompoidasaval
kapjuk meg:

—A
dets ~\E) = def ! 21202~ (@t N + (e — Ase) = 0 ®3)
1 & — A

Ezt az egyenletet megoldva a sajatértekek:

+ +a30)?
Ay o= 2L iJ B (130 - as%) (@)

A sajatértékeld fliggéen a stacionarius pontok lehetnek:
stabilak, azaz vonzéak, ha mindkét sajatértek fveddze) negativ;
instabilak,
ezen belll taszitdéak, ha mindkét sajatérték (viaézse) pozitiv;
an. nyeregpontok, ha az egyik sajatértek poztimasik negativ;
a vonzd ill. taszité pontok lehetnek
csomopontok, ha a sajatéertekek valosak;
fokuszpontok, ha a sajatértékek komplexek;
es ebfordulhatnak elfajult esetek:
an. nyeregcsomao, ha (legalabb) az egyik sajatedaks;
an. egytengely csomo, ha a két sajatértek egyenl
an. centrum, ha a komplex sajatértékek valos rééaes.

Roévidebb alakba irhatjuk a fenti kifejezéseinket félhasznaljuk, hogy

18— arpr =deA  és gt ax=trA ("trA" azA matrix ,nyoma”, ,trace”-e) (5)
Ezzel a karakterisztikus polinom:

M —trA\ +deA =0, (6)
€s a sajatértékek:

2
trA trA
7\‘1’2: —+ u —

> 2 deA . (7)

Ha kiszamoljuk azA matrix determinanséat és nyomat, akkor a sajatéktékszamolasa nélkil is
megallapithatjuk, hogy milyen tipusu a stacionapost az alabbi & — def sik (2. abra), ill. a
lehetséges eseteket dsszeljzablazat segitségeével:
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\
stabil

centrum

nyereg

detA=tr2A /4

instabil

N

—_— =

N2

2. abra: a h — deA sikfelosztasa a stacionarius pont stabilitasa s:

a sajatértékek:

a trA — defA sik

astacionarius pont tipu:

tartomanya:
}\1 D\z <0,
. g2 - , nyerec
az egyik sajatérték pozitiv, a ma detA <0
negativ
ReA1>0 és R&,>0 instabil

mindkét sajatérték (valos része) po:

detA>0 és tA >0

(csomo vagy fokus.

ReA1<0 és Ra,<0
mindkét sajatérték (valos része) nec

detA>0 és tA <O

stabil
(csomo vagy fokus.

A1 ésA, valésak

detA < (trA)?/ 4

csom(
(stabil vagy instabi

A1 €sA, komplex konjugaltak

detA > (trA)?/ 4

fokusz
(stabil vagyinstabil)

A1 ésA; valosak,
de legalabb az egyik zérus

detA =0

nyeregcsom

A1 €sA, komplex konjugaltak,
a valos részik zérus

detA>0éstiA =0

centrum

A1 €S\, valosak, €31 =As

detA = (trA)?/ 4

egytengelyi csomc

l. tablazat: lineéaris rendszer stacionarius poaféstabilitas:
a Jacobi matrix determindnsa és nyoma al
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1. példa:
Adott egy kétvaltozos linearis rendsZeegyitthatd-matrixa:

9
A=l
-1 -
Hatarozzuk meg, hogy a "p" paraméter értékét védtea hogyan valtozik a stacionarius pont
tipusa!

Megoldas: trA =p-2; trA =0, ha p=2

detA = -2p+9; deA =0, ha p=4,5

(trA)? = 4 detA, ha p+4p-32=0= p;=4, p=-8

tehat ha p<-8 stabilis csomo

-8<p<2 stabilis fokusz

2<p<4 instabil fokusz

4<p<4,5 instabil csomé

p>4.5 nyereg

Nemlinearis differencidlegyenlet-rendszer stacion#s pontjainak stabilitisvizsgalata

Altalaban az x= f(x) differencialegyenlet-rendszer nem megoldhatéazig stacionarius pontokat
(az ilyen rendszereknek &ltaldban egynél tobb atacius pontja van!) ekkor is meg tudjuk
hatarozni az (k) = O algebrai egyenletrendszer megoldasaval, és aatiligtsat is meg tudjuk
vizsgalni a linearis esethez hasonldéan az alalszaknt.

A modszer azon alapul, hogy ag stacionarius ponttdl valé eltérésrea= x — X valtozora
vonatkozo differencialegyenlet-rendszer formailaggegyezik az eredetivel:= f(£) (mivel ZO: 0,

és ezért =X), és megegyezik a stacionarius pontjuk koruli Begoruk is:

x = f(x) = f(xo) +0f/0X - (X—X0) + ... Ill.

E=H&) =10 +of/0E - E + ...

(A &-re vonatkozo6 differencialegyenlet-rendszer staiis pontja az origd.)

Xo Stacionarius pont, ezértxf) = 0, és % kdrnyezetében jO kdzelités a linearis tag, a neas
rendi tagok elhanyagolasaval a differencialegyenlet-sead linearizalhatjuk a stacionarius pont
kérnyezetében. & = 0f/0& - & differencialegyenlet-rendszer pedig a fentiekbsgalt x= Ax
alaku, vagyis ez az egyenletrendszer alkalmas laogy meghatarozzuk az adott stacionarius pont
stabilitasét, tipusat.

A 0f/0& = of/ox = J méatrixotJacobi-matrixnak hivjak.

Az x =f(x,y), Yy=9(x,y) kétdimenziés nemlinearis differencialegyenlet-isred Jacobi-matrixa:

of of
oxX oy

J= @ @ (8)
oxX oy

A stacionérius pontok koordinatéiigyenként behelyettesitjikk J matrixba, és a kapott méatrix
alapjan (a linearis esethez hasonléan) elvégezzsialalitasvizsgalatot. Ld. lejjebb a megoldott
mintafeladatokat.

(Megjegyezzik, hogy hd-nek van zérus valosrdszajatértéke, akkor a linearis kozelités nem
elegend, magasabb reridtagokat is kell vizsgalni a stacionarius pont gitalsanak és tipusanak
eldontéséhez.)
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2. példa:
Hatarozzuk meg az alabbi rendszer stacionariuggoak koordinatait,
és linearizalas utan éallapitsuk meg azok tipusat!

X=X+y
y=(y+2x)(y+1)(y+2x+1)

Megoldas:
A stacionarius pontok koordinatai: ; x 0,
X =1,
= _1’

WS
I n
= | O
[ —

A Jacobi-matrix:

1 1
J_[ZV+DQV+4X+D (y+20W+2X+D+0PHXV+2@+(V+DW+2X+D}
Az (x1,y1) = (0,0) pontban
[1 1]

P

detJ; =-1, tehat a (0,0) pomyeregpont

Az (X2,¥2) = (1,-1) pontban

1 1]
V270 o

detd, =2, trd, =3, (trJy)? > 4 detd,, tehat az (1,-1) porihstabil csoma

Az (X3,y3) = (—1,1) pontban
1 1]
J3‘[-4 -2]

detds=2, trJs=-1, (rJs)’<4detls, tehat a (~1,1) ponstabilis fokusz

Kinetikai differencidlegyenlet-rendszer felirasaraakcidmechanizmus alapjan
Tekintsuk a kovetkezreakciot:
K
aA+BB+:—— dA+B'B+ - 9)
A, B, ... a reakcidban részt wiekomponensek,

a, B, ... areagensekp’, B, ... a termékek sztéchiometriai egyttthatoi,
k a reakcidsebességi egyutthato.

Tomeghatas-kinetikat feltételezve a reakcio selgessé
v = k[A]*[B]® ... (10)

Az egyes komponensek koncentracidvaltozasanak se&fpets leird differencialegyenlet a
reakciosebességb ugy szamolhaté, hogy azt megszorozzuk annyivalerayivel © az adott
komponens sztochiometriai egyitthatoja a reakciof@az amennykeletkezikbeble az adott
reakcioban). Pl. az A komponens koncentraciovasiozebessége a fenti reakcioban:

% =[A] = (& — ) v = (« — 0)-k-[A]*[B]F ... (11)
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Ha egy komponens tobb reakcidban is részt vesmrakk egyes reakciokra vonatkozé tagokat
0sszegezni kell:
dA] &, o
——1=%"(a'~a)y;, ahol ra reakciok szama. (12)
dt = '

Példaként Id. a megoldott mintafeladatot az elvégZefeidat leirasa utan.

A gyakorlaton és a jegykonyvben elvégzemifeladat:

Egy egyszdt, kétvaltozos reakciokinetikai rendszer staciorsapantjainak meghatérozasa és azok
stabilitasanak vizsgalata (a lentebb kidolgozotp&@dahoz hasonl6 mddon), tovabba a faziskép
rekonstrualdsa BhasePictomeui differencidlegyenlet-rendszer megoldd programtségével.

1. A kapott reakcidmechanizmus alapjan irjuk felaekikai differencialegyenlet-rendszert (9-12):
x=1f(xy), y=9(xy)

A differencialegyenlet-rendszer egy paraméterataraz, melynek értékét tekintsiik mosbszior

régzitettnek (a gyakorlatveZemegadja az értékét).

2. Keressik meg a stacionarius pontokat az

fx,y)=0, g(x,y)=0
algebrai egyenletrendszer megoldasaval.

3. Allitsuk elé a rendszer Jacobi-matrixat (8).
4. Sorra helyettesitsik be a stacionarius pontokdinatait a Jacobi-matrixba.

5. Szamoljuk ki az igy kapott matrixok sajatértékeit,
vagy pedig a matrixok determinanséat és nyomat (5).

6. A sajatértékek, illetve a determinans és nyom ataga 4.-5. oldalon talalhat6 tablazat vagy az
abra segitségével) hatarozzuk meg sorra az egy@ersirius pontok tipusat!

7. Irjuk be a differencialegyenlet-rendszeriink@temsePictomewi programba.

8. Rajzoljuk meg a differencialegyenlet-rendszeriddidportréjat:
» a stacionarius pontok koordinatainak ismeretébéassaunk megfelélméreti ablakot;
> rajzoltassunk irAnymet;
> kulonbod kezdeti feltételeket megadva rajzoltassunk meegred trajektoriakat.
(A programhoz tartoziasznalati utmutatt@tolthet) a honlapunkrél.)
Keressilk meg a fazissikon a stacionarius pontodmtyvessik 0ssze stabilitasukat a linearis
stabilitasvizsgalat alapjan meghatarozott tipuslikka

9. Otthoni feladat:
Végezzik el a fenti vizsgalatokat a paraméter egygikrertékére is! (A gyakorlatveseadja meg a
masik értéket.)

10. Szorgalmi feladat:

Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a stacionarius pénellege, ha a rendszerben deparamétert
bifurkaciés paraméternek tekintjuk! Azaz: milyen rgpaéterértékeknél valtozik egy-egy
stacionarius pont jellege, az egyes paramétertarigokban milyen tipustiak az egyes stacionarius
pontok.
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3. példa: az orai feladathoz hasonlé megoldott miafeladat

irjuk fel a reakciosémanak megfeldtinetikai egyenleteket, keressilk meg a staciosgsantokat
és hatarozzuk meg azok tipusat!

Ky
2A+X — 2X

k,
X+2Y —> 3Y

k3

Y —

A sebesseégi allandok egységnyiek; az 'A’ komporementraciéja paraméternek tekinténd
Megoldas:

A kinetikai differencialegyenlet-rendszer felirasa:
[X] =X, [Y] =, [A] = a jeloléssel a reakcioselsEgek

vizkeax; %=k xy?; v=ksy;
ill. k1 = ko = ks = 1 esetén
Vi=a@X: WXV $=Yy.

A koncentraciévaltozasi sebességek
x=(2-1) v+ (0-1)v
y=03-2)v+(0-1) ¢
tehat
k= @x-xy=x@E-y)=x(@+y) (@-y)=fxy)
y= xy—y=yxy-1)=g(xy)

A stacionarius pontok meghatarozasa az
fixy)=x(a+y)(@a-y)=0
gxy) =y (xy—-1)=0
algebrai egyenletrendszer megoldasaval:
f(x,y) =0-bo6l vagyx=0, vagy ¥3==a;
ezeket sorra behelyettesitve g(x,y) = 0 -ba megkapjhozzajuk tartozoyil. x» 3 értékeket:

X1 =0, w=0
X2 = 1/a, y=a
X3 = —1/a, y=-a

A Jacobi-matrix:

] {az -y?  -2xy }
y2 2xy -1

Az (x1; y1) = (0; 0) pontban:
a> 0
J. =
=

detJ; = —& < 0, tehét a (0; 0) stacionarius pont a 2. atapjahnyeregpont

Vagy: a karakterisztikus polinom 2@)(1+A\) =A%+ (1-&\ —-&=0
— a sajatértékek; ;=& >0 és A;,=-1<0 — nyeregpont
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Az (X2; ¥2) = (1/a; a) és az ¢xys) = (—1/a; —a) pontokban:
[0 -2
Jo3 =La2 1J

detd,3 =2& >0, trdo3 =1>0,
tehat az (1/a; a) és (—1/a) stacionarius pontok a 2. abra alapistabil pontok;

fokuszok, ha delys> (trJ,2)%4, azaz Za> 1/4 — & > 1/8
(trdo%4 =1/4 —
csomek, ha del,s< (trJ.9%/4, azaz Za<1/4 — &< 1/8

Vagy: a karakterisztikus polinom-A(1-\) + 2& =A> =\ + 2€ =0

Sz 1+V1-8a?
— a sajatértékek A, 3= Ta ,

& > 1/8 esetén komplexek pozitiv valés réss— instabil fékuszok,
& < 1/8 esetén valésak és pozitiva— instabil csomok

Bifurkacié-vizsgalat:
A (0; 0) stacionarius pont az 'a’ paraméter értél fiiggetleniil mindig nyeregpondet);= —&<0).
Az (1/a; a) és (~1/a;a) stacionarius pontokn a def = (trJ)%/4 egyenbségnek megfelél’a’
értékeknél, azaz a 54 /8 -nal és a = ,/1/8 -nélbifurkacios pontjuk van:

a =1,/1/8 esetén egytengalycsomok (Id. az I. tablazatc

a < —=/1/8 esetén instabil fokuszc

—/1/8 <a < £/1/8 esetén instabil csomopontok; pl. az Fifazissikot a =0,25 értékre;

a > +/1/8 esetén instabil fokuszok; pl. az F2 fazissikot a = 1 értékre.

a = 0 esetén a 3 stacionarius pont egyb, de az x tengely minden pontja stacionarius ; ez
elfajult eset, Id. az F3 fazissikot.

-
=
-
-
=
~
~

PV RV R
P A A A

4V R R B R
PR N B R B

A A A
A v v S b v
S S
Y S v v v v
P R A I Y
PR R B B R R
P R A R N

L S

PRV 4 R
PRV 4 B R N

PPy ‘A
R Y
PP A
P A A A A A A
PP A A
P A A A A P A
PP P ]

PRV RV R VL

F1: a=0,25 F2: a-= F3: a-=

Xmin= Ymin = =5, Ynax= Ymax=5  Xmin= Ymin = =3, Xnax= Ymax= 3 Xmin= Ymin = =8, Ynax= Ymax= 8
stacionarius pontok: stacionarius pontok:

(0; 0) nyereg (0; 0) nyereg elfajult ese

(4; 0,25), (—4; —0,25) instabil (1; 1), (-1; -1) instabil

csomopontok fokuszpontok

3. abra: a vizsgalt rendszer fazissikja kilortbparaméterértékek eset
Az abidk a PhasePictor programmal késziltek.
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