A mérés eredményének megadasa

A mérési eredmények szérasa; aités

Ha ismerjuk egy valésziisegi valtozo eloszlasat (azaz értékeinek valdsegi siriségfuggvényét), akkor
meg tudjuk mondani, hogy egy bizonyos intervallumhwekkora valdsziiség tartozik. Ez azt jelenti, hogy
ha az adott eloszlast kddetennyiség értékeire méréseket hajtunk végre, akkeghatarozhatd, hogy
mekkora valészifséggel esik a mért érték egy bizonyos intervalluvagyis hogy az eredményeket adott
val6sziiséggel milyen intervallumban kapjuk meg — pl. aselas varhato értéke koril). Normalis / Gauss-
eloszlasnal az egyes mérési eredmények a véarhdaék &orili o sugard intervallumba 68,3 %
valbsziriséggel, a & sugaru intervallumba 95,4 % valosiiggel esnek. Ha mas P valégzségggel —P
konfidencia szinter- akarjuk megjésolni a mérési eredményeket, azniallem szélessége (R
meghatarozhato a val6siéeg ismeretében, azaz

[M—ko,u+ko]
lesz az &onfidencia intervallum, melybe a mérési eredmények az adott P valészguel beleesnek.
Ha vasarolunk valamilyen arut vagy alkatrészt, miehek valamilyen mennyiségi jelletije van (pl. témeg,
ellenallas), akkor az aru témegeén, vagy az ellasékvieges értékérkivil sokszor feltiintetik &iirést is,
mely a névleges értéttvalé megengedett eltérést jelenti. Ez tulajdoma¥pegy konfidencia intervallum, és

altalaban 95 % konfidencia szintre van megallapitla egy 100 darabos széllitmanybdl 3 darab kiasik
taréskbl, még nem illik reklamalni a szalliténal, de hakifsik, akkor mar lehet.

A Student-féle t-eloszlas és t paraméter
Mérésnél arra a kérdésre szeretnénk valaszt khpgy, a mérési eredményeknek mi kézik van a mérend
mennyiség valésagos értékéhez. Hogyan értékeljaknk@réssorozatot, hogy a legmegbizhatobb infoghaci
kapjuk a valésagos értélky azaz a valoszirségi valtozé varhatd értékd? Ha legalabb a mérés szoérasat
ismernénk, mondhatnank, hogy a mérési eredménynodyan tdvol van a valésagos varhato étteknint
forditva; azaz ha a valésagos érté& gugaru kérnyezetébe esnek P valdssatggel a mérési eredmények,
akkor P valosziiiséggel a mérési eredményoksugart kdrnyezetébe esik a mékemiennyiség varhat6
értéke; ha pedig egy mérési sorozatunk van, akkemrazat szamtani kozepének (az atlagnak) @k
sugaru kérnyezetébe esik a valdésdgos érték. Atbapn, hogy altalaban a szérast sem ismerjlukisazak
becsulni tudjuk az egyes méreés ill. a kozépértékigdlt tapasztalati szoraséaval. Mivel a sz6ras pentos,
ugyanahhoz a valdos#iséghez nagyobb szammal kell megszorozni a becgiitast a konfidencia
intervallum meghatarozasanal, mint ezt egy ismadtdsl Gauss-eloszlasnal tennénk. A jellemezninkiva
valbsziriségi valtozo6 varhato értéka,, valamint a méréssorozathol szamitott kozépéRéds a kozépértek
korrigalt tapasztalati szorass, kozott alljon fenn a kbvetkézgyenbseg:

X =g+ TSy .
Mivel X éssy a konkrét méréssorozattol fligg, tehat veletlerigrevaltozik, ar = X7 Hx ;”X parameéter mint

X

az X és sy valoszifiségi valtozok fuggvénye, szintén valosidégi valtozo, melynek eloszlasa
meghatarozhatX és Sy eloszlasabol. Az eredeti x valtozora Gauss-elssZidtételezve W.S. Gosset
hatarozta meg a paraméter valdsziiségi siriség- és eloszlasfuggvenyét, de mivel munkait Stugtiak)
névvel szignalta, at paraméter eloszlasat "Student-féle t-eloszlasnbk/jdk. Az eloszlas- és
siiriségfuggvény figg a mérések szamatol, ezek szaméasakkenésével az t) dSiriségfiiggvény
félértékszélességeént varhatd értéke 0, éstj( szimmetrikus, tehat az H( eloszlasfiggvényre —a
normalizalt Gauss-eloszlashoz hasonléan— fenndgly h

F(E)=1-F0),

és annak a val6s4isége, hogy értéke egy [, t] intervallumba essen:
P(-tst<st) =2 F(t) - 1.

Visszatérve a paraméter értelmezésére kimondhatjuk, hogy

annak valoszifsége, hogy ésyy eltérése a [-&y, t-Sy] intervallumba essen, P = 2F(t)-1 -gyel egygénl
vagy:
P = 2F(t)-1 valdszifiséggel a meghatarozangg varhato érték ax koruli t-S; sugaru intervallumba esik.



Az adott P valésziiséghez (konfidenciaszinthez) és a mérések szanahozo t paraméterérték (a fejezet
végén is megtalalhatd) tablazatbol hatarozhaté meg.

Méréssorozat kiértekelése
A fentiek alapjan egy n méré&sllallé sorozat kiértékelése a kdvetkkepp torténik.

a./ Meghatarozzuk a mérési eredmények szadmtanpktize

b./ Meghatarozzuk Ax; devianciakat, az egyes mérési eredmények eltéadginépértéki:
AXi =% —X
c./ A deviancidkbol meghatarozzuk a kozépértékigaltrtapasztalati szorasat:

_ ZAXiZ
Sx = n(n- 1)

d./ A mérések szamahoz (n) és a kivant konfideniciieez (P) tartozo t paraméterérteket
kikeressiik a tablazatbdl.

e./ Megadjuk a kdvetkéZormaban a mérési eredményt:

‘ & (mért mennyiség) =X+t -sy) [mértékegységl

Ez azt jelenti, hogy a mérefidmennyiség valésdgos értélee konfidenciaszintnek megfelel
valoszidséggelaz [X —t-sg, X + t-sy] intervallumba esik.

A Ax = t s mennyiségehibaintervallunmak hivjuk.

Megadhatjuk a relativ hibaintervallumot is: & = X [mértekegység} 100[-!”? %
X

A Student-féle t paraméter értékei P konfidenciaszitnél és n mérésszamnal

~F 0,8 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
2 3,078 6,314 12,706 25,452 63,657 127,32
3 1,886 2,920 4,303 6,205 9,925 14,089
4 1,638 2,353 3,182 4,176 5,841 7,453
5 1,533 2,132 2,776 3,495 4,604 5,598
6 1,476 2,015 2,571 3,163 4,032 4,773
7 1,440 1,943 2,447 2,969 3,707 4,317
8 1,415 1,895 2,365 2,841 3,499 4,029
9 1,397 1,860 2,306 2,752 3,355 3,832
10 1,383 1,833 2,262 2,685 3,250 3,690
20 1,328 1,729 2,093 2,433 2,861 3,174
00 1,282 1,645 1,960 2,241 2,576 2,807




Kozvetett mérés hibaja (hibaterjedés)

Lattuk, hogy a mérés hibajat a kozépérték varigamak becsiilt értékéb (s4°) hataroztuk meg.
Tegyuk fel, hogy meg akarunk hatarozni egyennyiséget, melyet nem tudunk kdzvetlentl mérni,
de ¢ figg az x,y,z,... mennyiségéktés az utdbbiak viszont megmérblet ismerjik varhatd
ertékiket és variancigjukat (illetve megbecslltikket a paramétereket). Hogyan fligg 6spze
varhat6 értéke és variancidgja az x,y,z... varhaékével és varianciajaval?

Fejtsiik sorbap-t valtozoinak varhato értéke kortl, és alljunk naelineéaris tagoknal:

d 0
000Y.) = by + 0 () 5 ()

A parcialis differencialhanyadosok az xpx, y = Hy,... helyen értertik. A linearis sorfejtés a
varhato értékekt valo kis eltérések esetén jo kozelités.
El6szor hatarozzuk meg@ varhaté értekét. Alkalmazva az 0sszeg és konstaress varhato
értékére vonatkoz6 dsszefliggéseket (azaz hogy EakEfa]+E[b] és E[a] = cE[a] ) :
g g
ELG0GY, )] = ERHoby- )] + - Bl + 50 B + o = 0lboby)
mivel E[x-t] = E[y-+44,] = 0 s Efltby.---)] = @Hbclly....)-

Most hatarozzuk megp variancigjat a fenti kozelités alapjan. Alkalmazea o©sszeg és
konstansszoros variancigjara vonatkozé osszefukgééazaz hogy Var[a+b] = Var[a]+Var[b] és
Var[ca] = @Var[a] ) :

Varfp] = Var[g( )]+ (a—(pjz-Var[x] + (O—CPJZ-Var[ ] +..= (a—(pjz-Var[x] + (a—(pjz-Var[ ]+
= Mo My, . I dy yl +... = I dy v+ ...,

mivel Var[@(uy,Hy,...)] = 0.

A mérési eredmények alapjan az x,y,... mért meéggk variancigjat a korrigalt tapasztalati
szorasuk négyzetével kozelitjuk, varhato értékpkelig a méréssorozatok kbzépertekével.
igy a@mennyiséq varhat6 értékének becslése

Elox,y,..)] = ¢(X,Y,...),
és a becslép kozépértékének korrigélt tapasztalati szérasara

_ 99\ 2 a(pz 2
S(p—\/(&) Sy +(a—y Sy +....

Az egyenbség érvényes marad akkor is, ha a kozépértekekig&tirrtapasztalati szorasat
beszorozzuk az adott konfidenciaszinthez tartozé pdraméterrel, azaz igaz lesz a
hibaintervallumokra is. HAx-szel jel6ljuk x hibaintervallumanak sugarat /8snal y-ét, akkor ap
mennyiségre A hibaintervallum sugara




Gyakorlé feladatok

A bevezeb eléadason megoldott feladat:

1. Van egy nagy kupac ismeretlen névieges értellendllasunk. Kiveszink kide 6 db-ot és
megmerjiuk azok ellenallasat. A kovetkezrtékeket kapjuk:

98Q 100Q 101Q 99Q 101Q 101Q

Szamoljuk ki ennek alapjan az ellenallasaink néadegrtékét és a hibaintervallumot 99 %-os
konfidenciaszinten!

Megoldas:
A mért értékek atlagaR =100Q .

A kozéperték korrigélt tapasztalati szorasa

) J S (©8-1002 + 00-1002 + 101-1002 + ©9-1002 + 001-1002 + (01-100)?)

- 65
= \/E = 05164[Q]
30

A tablazatbol a Student-paraméter értéke n = 62909 esetén t=4,032.
A hibaintervallum AR = t($g = 4032[0,5164= 2082[Q]

SR

Tehat az ellenallasok értéke 99 %-o0s konfidenarsai
R =(100,a:t2,1)Q

Kerekitsink!

A hibaintervallumot értelmetlen pontosabban megaaimt az atlagértéket.

Altalaban a hibaintervallumot két értékes jeggydjuR meg, és ehhez igazitjuk a valodi érfek
pontossagat is.

2.A. A fenti ellenalldsainkbdl egyet-egyet kivalaszs@osan kapcsoljuk egy masik ellendllassal,
amit viszont egy R= (400,0+ 4,3 )Q-os ellenéllaskupacbdl veszink. Mi lesz a sorodéeéeteke
és hibaintervalluma?

Megoldas:
A soros eredl szamitasa: Bo{R,R) =R+ R;.
R,=1000Q, R,=4000Q, AR,=21Q, AR, =43Q.

A soros ered varhato6 értékdR_ =R, +R, =1000+4000=5000Q.

soros

Az RsorodR1,R2) = Ry + R, fliggvény parcialis derivaltjaRIl. R, szerint



0 Rsoros — 0 Rsoros =1.
dR, O0R,

A soros ered ellenallas hibaintervalluma

AR, = \/(aaR;"“’sj AR, ) + (aaRg’“’Sj HAR, )? =12 12 +1> 4,3 =/229 = 4785Q.
2

Tehat a soros erécertéke az adott konfidenciaszinten az
Rsoros= ( 500,0+ 4,8 )Q
intervallumba esik.

2.B. A fenti két kupac ellenallasbol (;R (100,0+ 2,1) Q és R = (400,0% 4,3) Q) egyet-egyet
kiveve most parhuzamos kapcsolast készitink. Mi les parhuzamos erédértéke és
hibaintervalluma?

Megoldas:

, s R, R

A parhuzamos erédszamitasa: Ri(Ry,Rp) = —+——2- .
R; +R,

R,=1000Q, R,=4000Q, AR,=21Q, AR, =43Q.

_ R,[R, _ 100004000
Ph T R,+R, 1000+4000

A parhuzamos erédvarhaté értékdR =800Q.

Az Rpar(Ry,R2) = % fuggveny parcialis derivaltjaRIl. R, szerint

1 2
0 Run _R(R+R)- Ri[RZELZ( R, jz s aRpérh:( R, jz_
oR (R+RY) R+R, OR; \Ry+R;

Ezek értékeR,; =100Q ésR, =400Q behelyettesitésével

IR, ’ IR, ’
van (4900 —ops es o[ 1000 = 004.
oR, (1000+4000 dR, 11000+4000

A parhuzamos eréckellenallas hibaintervalluma

R IR
AR, = .|| —20 EGAR1)2+ —__pam EGAR =/ 064 (1% + 004 (4,3 = 1355Q.
dR, IR,

Tehat a parhuzamos efeértéke az adott konfidenciaszinten az
Rpérh: ( 80,0i 1,4 )Q
intervallumba esik.



Tovabbi megoldott gyakorl6 feladatok:

1. Egy folyadék 8riiségét szeretnénk meghatérozni. Kitoltinkéleelvalamennyit egy ézépoharba és
megmeérjuk 6tszor a folyadék magassagat a pohdabaert ertékek:

3,8cm 3,6 cm 3,8cm 3,8cm4,0 cm
a. Adjuk meg a folyadékoszlop magasségat €s anmahahi80%-os konfidenciaszinten!
b. Szadmoljuk ki a folyadék tsiiségét és becsuljik meg a hibajat, haéasgohar bel§ atmébje
d = 52 cm, hibgja 0,1 cm; adZpohar tdmege uresen ym= 82,3 g, a folyadékkal egyutt
M = 151,7 g, és a tomegmérés hibaja mindkét eselhkry. (A hibak mind 80%-0s konfidenciaszintre
vannak megadva.)

Megoldas:
l.a - 38+36+38+38+40
5

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
: - \/ (38-38)°+ (36-38)° + (3,85 Bi,s) +(38-39)°+ (40-39)° _ o

tablazatbél t(N=5, P=0,8) = 1,553, Ah = t{$- = 1,5530,063 = 0,098 cm
h = (3,80+ 0,10) cm

b. p=m\V=(M-my)/ (%dmh) , p =(151,7-82,3)/ (B,2M[3,8)= 0,85996 g/cm
9p _d|M-my) /s mum) 4 1

= 38cm

== =0,0124, AM =0,1
oM oM d?mh, V
dl(M-m, )/ald? Ctlh
ap = l( fp) (14 )J:— > 4 :—12—0,0124, Amfp=011
o my, o my, d° tth, V
(M -m; )/alt? Ctth 4M -m
op _ [( 1) I )Jz_ ( fp)z_E:_o,zzea Ah=0,1
oh oh d? [t[h? h
d|(M-m, )/t? Gtlh 24M —m
@: I_( fp) (14 )J:_ ( fp):_@:_0,3308, Ad:O’l
ad ad d® tth d
d > (9 " (a * (o ’
po= [ 2P am | +| 2P am, | +|2Pm@h| +| 2P md| =004012g/c?
oM om, dh ad

p = (0,860+ 0,040 ) g/crh

2. Hatszor megmeérjuk egy telep elektromotoros erej&gpott eredmények:
12,1; 12,2; 11,9; 12,2; 11,7; 9AY,
a. Adjuk meg azt az intervallumot, melybe a telep &lmkotoros ereje 95% valdsiseggel esik!
b. A telepet terheljuk egy R ellendllassal, és mégkrhelésen folyd | arandmséget.
(Az ampermés bels ellendllasa elhanyagolhatd.) Szintén 95%-os kenfithszintnél
R = (40,0t 0,5)Q, |=(0,25& 0,005) A.
Hatarozzuk meg a fentiekba telep B bels ellenallasat és fhibajat!

Megoldas:
2.a po121+122+119+122+117+119
6
< = \/ (121-120)* + (122-120)* + (L19-120)* + (122~ 120)* + (L17 - 120)* + (L19-120)
E 65
tablazatbdl t(N=6, P=0,95) = 2,57AE = tE'EE =2,5710,08165= 0,21V,
E =(12,00t0,21) V

=120V

=0,08165




b. R=E/I-R, R,=12/025-40=8
0R, 0([E/I-R)_1_ 1

_ =I-_ 1 4, AE=0,2
dE 0E | 025
asza(E/"R):_Ez_ 12 __192, AI=0,005
al a1 |2 0252
asza(E/I—R)z_L AR =05
R R

2 2 2
o :\/[aaREb mEJ +[aaRlb m'j +[aaieb mRJ =/(4002)2 + (92000052 + 052 = 1346Q

Ry = (8,0+ 1,3)Q

3. Két ponttoéltés, Qés Q kozott haté Coulomb-émagysagat megmertik 6tszor:
181N 1,78 N 1,79 N 1,82 N 1,80 N

a. Adjuk meg az érnagyséagat és hibajat 95 %-os konfidenciaszinten!

A Q; toltés az origbban van, nagysaga=J22,&0,2) uC. A Q;, toltés koordinatai:

x=120m, y=1,80m, z=0,40m, akoordikaneghatarozasanak hib4ja 0,01 m

(csak Q esetén, @pontosan az origbban van).

A hibak mind 95 %-0s konfidenciaszintre vannak nazga

b. Hatarozzuk meg a Qoltés nagysagat és hibajat! (k@M Nm?/C?)

Megoldas:
3.a E- 181+ 1,78+ 1,79+ 182+ 180 _
5

- 2 —_— 2 - 2 - 2 - 2
;. - \/(181 180) + (1,78- 180)* + (1,795 S;BO) + (182-180)" + 180-180)" _ 35707

tablazatbol t(N=5, P=0,95) = 2,776,AF = (S, = 2,7760,00707 = 0,0196 N
F = (1,800+ 0,020) N
b. Q=F+y+2)I(k@,), Q,=1,8(1,2+1,8+0,4)/(910°R2210° = 44uC

180N

2 2 2 2 2 2
0Q, _0[F(x*+y*+z )/(kin)J:X ty"+z =&=2,44EL0‘5, AF = 0,02
F oF k[Q, F
2 2 2
0Qp _O|F(x*+y*+2%) I(kIQy)| _ FI2X _ ;1005 Ax = 0,01
0 X 0 X kQ,
2 2 2
0Q, _O|F(x"+y"+2°) (KIR)|_ F2Y _ 5005 Dy = 0,01
ay oy kQ,
2 2 2
0Q, =a[F(x +y? +7) (K Q)] _F22_ om0, Az = 0,01
0z 0z a
0Q, _0[Fe +y? +22) IKIRY| L _F*+y?+2°) | Qo L, po - ng7
9Q, 0Q, kQ,” Q
90 2 0Q 2 00Q 2 0Q ? 0Q ?
AQ, = || —2[AF| +| —2[Ax | +| —2M@y| +|—2[[z| + 2[AQ, | =075uC
OF 0 X ay 0z an

Q, = (44,00 0,75)uC



