VEKTORSZAMITAS
1. VEKTORALGEBRA

1.1. A vektor szemléletes értelmezése

Azok a fizikai mennyiségek, melyeknek nagysagukon kivil iranyuk is van, vektorok. (A
vektorok absztrakt matematikai definicidjaban donté szerepe van az 6sszeadasnak és a skalarral
vald szorzasnak. Az olyan halmazok elemeit nevezik vektoroknak, amelyek elemeire értelmezve
vannak ezek a miveletek, és a miiveletek |ényeges szabdlyai megegyeznek az irdnyitott egyenes
szakaszok 6sszeaddsdnak és szammal valé szorzasanak fébb szabalyaival.)

A vektort egyértelmlien megadhatjuk a hosszaval és az iranyaval; nem tekintlink

kiilonbozének két vektort, ha azok parhuzamos eltolassal atvihet6k egymasba.

1.2. A vektor abszolut értéke
A vektor kezd6- és végpontjdnak tdvolsagat a vektor abszolut értékének (hosszanak,

nagysaganak) nevezzik. Jelolése: |a| vagy a.

Ha a vektor hossza egységnyi, akkor a vektort egységvektornak, ha nulla, akkor
nullvektornak mondjuk. Nullvektor csak egy van, de egységvektorbdl végtelen sok kilonbozé
van.

1.3. Vektorok 6sszeadasa
Két vektor 6sszegét a paralelogramma-szabdly definialja:
Az Osszeadas invertalhatd molivelet, inverz mivelete a kivonas.
Tehdt ha
a+b=c, akkor (és csak akkor)

a=c-b.

>

1.4. Vektor szorzasa skalarral
Az a vektornak A szammal valé szorzata b =A a egy olyan vektor, melynek
nagysaga |b| = [Aa| = [A|[al,

irdnya pedig megegyezik az a vektor iranyaval, ha A>0, és ellentétes, ha A<0.

1.5. A skalarszorzat

Két vektorhoz, a-hoz és b-hez rendeljlink hozza egy szamot (skalart): a két vektor abszolut
értékének és az altaluk kozbezdart szog koszinuszdnak szorzatdt. Ezt a szamot a két vektor
skalaris (bels6) szorzatanak nevezziik:

a-b=|al|blcose, ahol ¢ a két vektor altal bezart szog.
Szokdsos jelolések még (a,b) és (a+b) is.



1.6. Vektorszorzat
Két vektorhoz, a-hoz és b-hez rendeljiink hozza egy c vektort, melynek
nagysaga a két vektor altal meghatarozott paralelogramma terilete,
irdnya pedig meréleges az a és b vektorok altal meghatarozott sikra, Ugy, hogy az a, b és ¢

vektorok jobbrendszert alkossanak, azaz a ¢ vektor végpontjabdl

b
nézve az a vektort n-nél kisebb sz6gli pozitiv (az dramutatd jarasaval
ellentétes) irdnyd forgatds vigye 4t a b vektor irdnydba. ¢ a

(Szemléletesebben: ha a jobb kéz hivelykujja az a, mutatéujja a b
vektor irdnydba mutat, akkor a k6zépsd ujj beallithatd a ¢ vektor
irdnyaba.)
Az igy definidlt ¢ vektort az a és b vektor vektoridlis (kiils6)
szorzatanak nevezzik:

c=axb
Szokasos jelolés még [a,b] is.
A vektorszorzat abszolut értéke:

|axb| = |a||b]|sin¢], ahol ¢ a két vektor éltal bezart szog.

1.7. Vetiilet kifejezése skalarszorzattal;

vektor felbontasa adott vektorral parhuzamos és arra meréleges komponensekre
Az a vektor (meréleges) vetiilete a b vektor irdnydra (a nagysaga):

ap = |a|cos@ , ami skaldrszorzattal kifejezve

ap = (|al|b|cosp) /Ib|=a-b/|b|=a-ey,

. b Ly, .
ahol bevezettik az e, = Bl b irdnyu egységvektort.

Az a vektornak a b vektorral parhuzamos komponense, azaz az a vektor b irdnyu
(vektor-)komponense a, nagysagu és e, iranyl: ap| =apep=(a-ep)ep.
Az a vektor felbonthatdé egy b iranyd és egy b-re meréleges
komponens 6sszegére:

a=ap| +a,, aholtehdt a,|=(a-ey)e, és a, =a-—ay|.

4
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A b vektorra meréleges a,; komponens nagysaga Pitagorasz-tétellel

kifejezve:
lap, | = +/1al? —ap? = |a||sing] .
A kovetkez6 azonossagokat irhatjuk fel még vetiletekkel:
a-b=ap|bl=ap|-b=b,|al=b,-a
laxb|= |a]||b,, |= [b||ay, |



1.8. A vektoralgebra fontosabb szabalyai és azonossagai

Legyenek a, b és c tetsz6leges vektorok, A és p tetsz6leges skalarok.

A0=0
0Oa=0
la=a

Mua) = (Ap)a
(A+p)a=Ara+pa

a+0=a a-0=0 ax0=0

a+b=b+a kommutativ a-b=b-a kommutativ axb=-bxa antikommutativ!

A(a+b)=2a+Ab (Aa)-b=A(a-b)=a-(Ab) (rAa)xb=A(axb)=ax(Ab)
a-b=0 < alb axb=0 < afb

(a+b)+c=a+(b+c)asszociativ. a-a=|al? axa=0

a-(b+c)=a-b+a-c disztributiv
ax(b+c)=axb+axc disztributiv

A harmas vektorszorzat kifejtési tétele:
ax(bxc)=(a-c)b—-(a-b)c
Végll megemlitjik az an. vegyes szorzatot:
abc=a-(bxc)=(axb)-c,
melynek értéke -elGjelt6l eltekintve- a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon térfogatdval
egyenlé.

1.9. Vektorok Descartes-féle koordinatai
Legyenek i, j és k ortonormalt bazisvektorok, amelyek jobbrendszert alkotnak:
lil* = [jI* = [k|* =1
ixj=k
Ekkor barmely a vektor egyértelm(ien felirhaté harom meréleges komponens 6sszegeként:
a=asitajj+ak
Az a, a,, a, szamokat az a vektor koordinatainak nevezzik az i, j, k bazisvektorok altal

meghatdrozott jobbsodrasu Descartes-féle (x,y,z) koordinatarendszerben.

1.10. Vektorok k6zotti miiveletek Descartes-féle koordinatakban
Osszeadas: ha c=a+b, akkor c,=a,+b,, stb.*
Szorzas skalarral: ha c=Aa, akkor c, = Aa,, stb.*
Skalarszorzat: a-b =asby+ab, +a,b,
Vektorszorzat: ha c¢=axb, akkorc=ab,—a,by, stb.*
*Az Osszeadas, skaldrral vald szorzas és a vektoridlis szorzat y

koordinatdjat az x koordinata kifejezésébdl  ciklikus

permutdcioval kapjuk az x index helyett y-t, y helyett z-t és z
helyett x-et irva. A z koordinatara vonatkoz6 kifejezéseket x/
ismételt ciklikus permutaciéval kapjuk meg.




A vektorszorzatot az aldbbi determinans kifejtésével is megkaphatjuk:

i j Kk
c=axb=det|ax 3dy 3
by b, b,

Vektor abszolut értéke:

la| = \/axz +a,? +a,?

A vektornak a koordinatatengelyekkel bezart szogeinek koszinuszai, azaz a vektor
iranykoszinuszai:
a ay

X dz
cosa ==, cosPf ==, cosy=—=
la] ’ B lal * i |al

Az irdnykoszinuszok egyben az a irdnyu e, egységvektor koordinatdi, ezért

cos’o + cos’p + cos’y = 1.

2. VEKTOR-SKALAR FUGGVENY

A vektor-skalar fliggvény flggetlen valtozdja skalar, fliggé valtozdja vektor.
llyen flggvényekre a hatarérték, folytonossdg, differencidlhatésdg fogalma a valds
fuggvényeknél tanultakhoz hasonléan alkalmazhaté.
Az a = a(t) fliggvény hatarértéke at = to pontban ag, vagyis
lime,, a(t) = ay, ha tetsz6leges £>0 szamhoz talalhaté olyan 6>0, hogy
la(t) —agl <&, ha [t— ty| < 4.
Az a = a(t) fuggvény a to pontban folytonos, ha létezik hatarértéke, és az egyenld a
fuggvényértékkel:
lime,, a(t) = a(ty).
At =tg pontban az a = a(t) fliggvény differencidlhatd, ha létezik a
Aa a(t)—a(tp)

v differenciahdnyados hatarértéke t = to-ban. Ezt a hatarértéket az a(t)
—to

flggvény to-beli differencidlhanyadosanak, derivaltjanak nevezziik. Jel6lése:

. __da — Aa .. a(t)—a(tg)
a(ty) = - oy = Mg 7o = limee, ===
=t

A differencidlhanyadost minden pontban képezve kapunk egy Ujabb vektor-skalar fliggvényt, a
derivalt fliggvényt:

a=a(t.
Ha ez a fuggvény is differencidlhatd, akkor derivaltjat az a(t) fuggvény masodik

differencialhanyadosanak nevezziik:
.y _ d%a(t) _ da(t)
a(y) = a2~ dt
Hasonlé mddon definidlhatjuk a magasabbrendi derivaltakat.



A skaldr-skalar fliggvények differencialdsi szabalyaival analdég Osszefliggések dallnak fenn
vektor-skalar fuggvényekre is. Ha A(t) differencidlhaté skalar-skalar fliggvény, a(t) és b(t)
differencialhatd vektor-skalar flggvények, akkor az aldbbi differencidlasi szabdlyok
alkalmazhatoék:

Osszeg differencialdsa:
da  db

d
T [a(t) + b(t)] = e + T

Szorzat differencialasa:

d _d da
a[}\(t)a(t)] =4 + Adt
d _da i,
a[a(t)-b(t)] = b+a n

d da db
o [a(t)xb(t)] = axb +ax—

Kozvetett flggvény differencialdsa:

d d dA
) =53

Ha az a(t) vektorokat kozos kezdSpontbdl mérjuk fel, akkor a vektorok végpontjai egy
térgorbét irnak le, mikézben a t valtozd értéke végigfut egy intervallumon; az a(t) derivalt

vektor pedig a térgorbe érintéjének irdnydba mutat.

Ha az a(t) vektor egységvektor, akkor a térgdrbe egy gombfeliileten lesz rajta, és az a(t)
derivalt vektor merGleges lesz az a(t)-re. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be:

a(t)-a(t) = |a(t)|? , mindkét oldalt derivélva

a4 . - Lalh) =& 2 2y =

2 [a(t) -a(®)] = 2a() - a() = Sla®)* =<{1} =0,

tehat mivel a(t) és a(t) skaldrszorzata zérus, a két vektor merGleges egymasra.

2.1. Vektor-skalar fiiggvény Descartes-féle koordinatakban

Rogzitett Descartes-féle koordinatarendszerben a vektort megadhatjuk koordinataival,
ezért az a = a(t) fliggvény harom skaldr-skalar fliggvénnyel egyenérték:

ax = ax(t), ay=ay(t), a;=a,(t).
Ezek az egyenletek az a = a(t) fliggvény altal meghatarozott térgorbe paraméteres egyenletei.
Ha a t paramétert valamelyik egyenletbdl kifejezziik és behelyettesitjliik a masik kett6be, kapjuk
a térgorbe egyenletét

f(axay,a;) =0, glaxaya;)=0 alakban.

A vektor-skalar figgvények tulajdonsagai megfogalmazhatdk a koordinataik segitségével
is. gy pl. bebizonyithato, hogy az a = a(t) fliggvény akkor és csak akkor differencialhatd, ha az
ax(t), ay(t), a,(t) koordinatak mindegyike differencialhatd, és ekkor fennall az

a(t) =a,(®i+a,()j+a,(Hk bsszefiggés.

Hasonlé Osszefliggés all fenn magasabb rend( derivaltakra.



3. SKALAR- ES VEKTORTEREK

A fizikdban gyakran el6fordul, hogy egyes mennyiségek értéke fligg a helytdl. Mivel a
helyet a helyvektorral adhatjuk meg, igy ezeknek a mennyiségeknek a helyfliggését olyan
fliggvények irjak le, melyeknek fliggetlen valtozdja vektor.

Azokat a fliggvényeket, melyeknek fliggetlen valtozdja vektor, fliggd vdltozdja pedig
skalar, skalar-vektor fiiggvényeknek vagy skalartereknek nevezzik. Azokat a fliggvényeket
pedig, melyeknek mindkét valtozdja vektor, vektor-vektor fiiggvényeknek vagy vektortereknek
nevezzik.

Az ilyen tipusu flggvényekre hasonld6 moddon értelmezhetjik a hatarérték és a
folytonossag fogalmat, mint a vektor-skalar fliggvényekre. A képletek alakilag valtozatlanok
maradnak, csak a fliggetlen vektor valtozot kell az ott szereplS t helyébe irni, a fligg6é valtozd
helyébe pedig a megfelel6 skaldr vagy vektor fliggd valtozét, attdl fliggben, hogy skalar- vagy
vektortérrél van sz8. A differencidlhanyados fogalmat azonban nem lehet kézvetlenil a vektor-
skalar fliggvény differencialhdnyadosanak mintdjara értelmezni, hiszen a fliggetlen valtozé jelen

esetben vektor, mellyel osztani nem lehet.

3.1. Skalartér szintfeliiletei
Legyen
¢ = o(r)
egy skalartér. Mivel az r vektort kifejezhetjlik x, y, z Descartes-féle koordinataival:
r=xi+yj+zk,
ezért a skalarteret egy haromvaltozos fliggvénnyel is leirhatjuk:
® = 9(x,y,2).

A skalartér szemléltetésére bevezethetjik a szintfeliiletek (nivofellletek) fogalmat. A
szintfellletek azon r pontok mértani helyei, amelyekre a fliggvény értéke dallandé. A
szintfellletek egyenlete Descartes-féle koordinatakban:

¢ = ¢(x,y,z) = @1 = konst.
Kulonb6z6 ¢, értékekhez kulonbozd szintfelliletek tartoznak, igy a ¢ = o(r) skalartérhez
egyparaméteres szintfelllet-sereg tartozik, paraméternek tekinthetjiik a @, értéket.

A hémeérséklet, a nyomas, ill. a potencidl térbeli eloszlasat leird skalarterek szintfelileteit

izoterma, izobdr, ill. ekvipotencialis fellileteknek nevezzik.

3.2. Irdnymenti derivalt és gradiens
A kozonséges derivadlt a flggs valtozd valtozasi sebességét jelenti. Skaldrterek esetén
bevezetjuk az iranymenti derivalt fogalmat. Legyen e egy egységvektor. A @ = ¢(r) = ¢(x,y,z)
skalartér e irdnyd irdnymenti derivaltjanak az ro pontban az ehhez az iranyhoz tartozé
fuggvényérték-valtozasi sebességet nevezziik:
do @(ro+Ase)

—| =Ilim
dse ro As=0 As



Lathatd, hogy ez a derivalt egyenl6 a @: s - ¢(ro + se) figgvénynek s szerinti kbzonséges

derivaltjaval az s=0 pontban:
do __do(rg +se)
dse Iy ds s=0

Az iranymenti derivalt segitségével szemléletesen definidlhatjuk a gradiens fogalmat. Képezzik
az ro pontban az dOsszes iranymenti derivaltat, majd keressiik meg azt az ey egységvektort,
amelyhez tartozo iranymenti derivalt a legnagyobb. Az ry pontban a gradiens vektor abszolut
értéke egyenld a legnagyobb irdnymenti derivalttal, irdnya pedig az e iranyaval megegyezd. A
gradiens abszolut értéke tehat az adott pontbeli legnagyobb fliggvényérték-valtozasi sebességet
jelenti, irdnya pedig a leggyorsabb névekedés iranyaba mutat.

A gradiens vektor definidlasa torténhet mas modon, a kozénséges derivalt mintajara is.
Ehhez azonban nem haszndlhatd a differenciahdnyados alak, mivel vektor nem kerilhet a
nevezbbe. Viszont a nevez6vel atszorozva a kdvetkezéképpen definialhatd egy skalar-skalar
flggvény derivaltja: az y=y(x) fliggvény derivaltja az x, pontban y’, ha y megvaltozasa

Ay =Y (Xo) AX + £(Xg,AX) Ax
alakban felirhatd, ahol
limpy,_, €(Xg, A%) = 0 .
Ennek mintdjara egy @ = ¢(r) skalar-vektor fliggvény derivaltja az r, pontban a @ = grado
vektor, ha
A = grado - Ar + g(rp,Ar) - Ar
alakban felirhatd, ahol
limp_,o €(ry, Ar) = 0.

3.3. Irdnymenti derivalt és gradiens Descartes-féle koordinatakban
Legyenek az e egységvektor koordinatai ey, e,, e, az ro ponté pedig Xo, Yo, zo. Akkor az

iranymenti derivalt a kozvetett fliggvényre vonatkozé differencialdsi szabaly felhasznalasaval:

do do(rg + se) d

—| =—"> = —@(Xy + se,,y + se,, zy + se =

dse I ds s=0 ds(p( 0 Y yr =0 Z) s=0
(0] [iJ0) do

=22 e+ +==
oxly, X oy T Yoozl %

. , dp 0@ 0@ TR .
ami az e vektor skalarszorzata a 3y 0z vektorral. Az utébbi éppen a gradiens vektor

Descartes-féle koordinatakban kifejezve:

de.  do.

_do _ do - /
grado = T A ay ) + dzk, amivel tehat

;17") = grado|,, -e = |grad(p|r0| cosa,
e rO

ahol o a gradp és az e vektorok altal bezart sz6g. Az utobbi alakbdl az is lathatd, hogy az
irdanymenti derivalt maximuma éppen grado (cosa=1). Masrészt —grade éppen a leggyorsabb
csokkenés irdnyaba mutat (cosa=—1). Ha viszont gradp és e merdlegesek egymasra (cosa=0), az

irdnymenti derivalt zérus, azaz a gradp merdéleges a @=(r) skalartér szintfellleteire.



3.4. A vektortér vektorvonalai
Legyen
a=alr)
egy vektortér. Az a vektor koordinatdival kifejezhet6, ezért az a =a(r) vektortér egyenértékiien
megadhaté az
ax = ax(r) = axx,y,2)
ay = ay(r) = ay(x,y,2)
a; = a,(r) = a,(x,y,2)
harom skalartérrel, ill. harom darab haromvaltozoés fliggvénnyel.

A vektortér szemléltetésére bevezetjiik a vektorvonalak fogalmat. A vektorvonalak
érintGje barmely pontban egyezd irdnyl az ahhoz a ponthoz tartozé fliggvényérték irdnyaval.

A fizikaban el6fordulo két legfontosabb vektortér: az erétér és az dramlasi tér — az a vektor
ekkor a térerdsséget, ill. az dramld folyadék sebességét jelenti. Az erStér vektorvonalait
er6vonalaknak, az aramlasi tér vektorvonalait aramvonalaknak nevezzik.

Szokds a vektortér fuggd valtozdjanak |a| abszolut értékét a vektorvonalak stir(iségével
jellemezni oly mdédon, hogy a vektorvonalakra merdleges egységnyi fellileten éppen annyi

vektorvonal haladjon at, amennyi a fligg6 valtozé abszolut értéke (Id. kés6bb a fluxust).

3.5. Vektorterek integraljai

3.5.1. Vonalintegral

Legyen g egy iranyitott térgorbe, a = a(r) pedig egy vektortér. Osszuk fel a g gorbét n
részre, az osztépontok legyenek Pg,Ps,...,Pn. Jeldljik a P, P, vektort As; -vel, a P, P, gbrbeiv

valamely kozbensé pontjanak helyvektorat ri-vel. Képezzik a
Za(ri )-As,
i=1

integralkozelits 6sszeget. Ennek az 6sszegnek a "végtelenil

finomodod beosztasra vonatkozé hatarértéke" a vonalintegral:

lim Za(r) As, —J'a(r)-drzj'as ds,

As;—0“
g

ahol ds jeloli az ivhosszelemet, as pedig az a vektornak a gorbe érintGje irdnyaba esé vetliletét.
Descartes-féle koordinadtarendszerben a vonalintegrdl egy kozonséges egyvaltozds
hatdrozott integralla alakithatd at. Legyen adott a g gorbe paraméteres alakban (a paraméter
lehet pl. az ivhossz vagy az idd):
x=x(t),y=v(1),z=2(7), 11<7t<1,

Ekkor a vonalintegral a kovetkez6képpen alakithato at:

o s oy 50~ 10

2, (@521 va [x(0),y0.20)] ("')}



3.5.2. Feliileti integral
Legyen A egy fellilet, a = a(r) pedig egy vektortér. Osszuk be az A felliletet n részre, a
részek terlletei: AA;, AA,,..., AA,. Mindegyik részfellileten valasszunk ki egy pontot, melyek

helyvektorai: ry, r,..., r,. A fellilet normalisa az r pontban legyen n(r). Képezzik a
Za(ri) ’ n(ri)AAi
i=1

integralkozelit§ 6sszeget. Ennek az Osszegnek a "végtelenil finomodd beosztasra vonatkozé

hatarértéke" a fellileti integral:

Aﬁl,nlo;a(ri) ‘n(r)AA, = !a(r) LdA = J;andA =®,, ahol

a, =a(r)-n(r)
az a vektor normalis irdnyd komponense. Az a(r) vektortérnek az A fellletre vett fellleti
integraljat az a fluxusanak nevezziik. A vektorvonalak sirlségének szokasos megvalasztasa
esetén a fluxus éppen egyenl6 az A fellleten athaladé vektorvonalak szamaval.

Ha a felllet normalvektoranak n helyett —n-et valasztjuk, akkor a fellleti integral elGjelet
valt. Bizonyos specialis esetekben az egyik irdny kitlintetett irany:

1./ zartfelllet esetében mindig a "kiilsG" (kifelé mutatd) normalist valasztjuk;
2./ ha a fellletet egy iranyitott zart gérbe hatarolja, akkor a felllet normalisat ugy vélasztjuk
meg, hogy az a gorbe koriljarasi irdnyaval jobbcsavart alkosson.

Lerogzitve a felllet normadlisanak iranyat, a feliileten a zart goérbéket mindig olyan
koriljarassal vessziik fel, hogy a normalis iranya azzal jobbcsavart alkosson.

Ezek a konvencidk kiléndsen olyan azonossagok alkalmazasanal fontosak, ahol
egyidejlleg tobbféle integral fordul el6 (Id. kés6bb Gauss-Osztrogradszkij-tétel, Stokes-tétel).

A fellleti integral altalaban kétszeres integrallal szamithato ki. Az integral kiszamitasahoz
szlkséges, hogy a dA fellletelemet a koordinatakkal és a koordinata-differencidlokkal fejezziik
ki.

Henger-, ill. gdmbfelllet esetében a dA feliiletelemet célszerd ugy megvalasztani, hogy

élei az ey, k, ill. az ey, e, bazisvektorok irdnyaba mutassanak.

dA = p do dz dA = r’sinv dv do



3.5.3. Vektorértékii vonal- és feliileti integral
Ha a vonalintegrdl integralkozelité 6sszegében a skalaris szorzast vektorialis szorzasra cseréljik

ki, akkor a
D a(r,)x As,
i=1

integralkozelitd 0sszeget kapjuk, melynek hatarértéke az
jaxdr
g

vektorértékii vonalintegral.

Hasonldan a
D a(r,)xn(r,)AA,
i=1

integralkozelit6é 6sszeg hatarértéke az
Iax dA
A

vektorértékii feliileti integral.

3.5.4. Vektortér térfogati integralja
Legyen a = a(r) egy vektortér, V pedig a tér egy tartomdnya. Osszuk be a V tartomanyt n
részre, melyek térfogatai: AV, AV,,..., AV,. Minden résztartomanybdl valasszunk ki egy pontot,

melyek helyvektorai: ry, r,..., 1. Képezzik a
Sam)av,
i=1

integralkozelit§ Osszeget. Ennek az Osszegnek a "végtelenil finomodd beosztasra vonatkozé
hatarértéke" a

[a(rav

\%

térfogati integral.

Henger, ill. gobmb esetén célszer(i a dV térfogatelemet téglatestnek valasztani, melynek
élei a henger-, ill. polarkoordinata-rendszer bazisvektorai iranyaba mutatnak; ekkor:

hengernél: dv=dAdp=pdpdopdz,

goémbnél: dV = dA dr = r’sinv dr dv do .

3.5.5. Az integralok tulajdonsagai
A fentebb targyalt integralokra is érvényesek a kdzonséges integralszamitas fontosabb
szabalyai:
a)  Osszeg tagonként integralhato;
b)  konstans az integréljel elé kiemelhet6;
c) egymdsba nem nyuld tartomanyok (intervallumok, feliiletek) egyesitésére vett integral

egyenld a résztartomanyokra vett integralok 6sszegével.
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3.6. Rotacio

Legyen a(r) egy vektortér, S pedig egy az r ponton atmend sik, melynek normalvektora n.
Az S sikon vegylink fel egy iranyitott zart g gérbét ugy, hogy az r pont a gorbe belsejébe essen.
Az

1
—iﬁa-dr
AA .
mennyiség hatarértékét, mikdzben a (rogzitett) S sikban |évé g gbrbe a (rogzitett) r pontra
zsugorodik, jeldljuk b,-nel:

b, = limL a-dr,
AAS0AA
g

ahol AA jeldli a g gorbe altal korilzart teriiletet. Az r pontot tovabbra is rogzitve, de az S sikot
(igy az n normalvektort is) valtoztatva, minden n-hez kapunk egy b, értéket. Kimutathatd, hogy
az igy kapott b, értékek egy vektornak az n irdnyd komponensei; ezt a vektort az a vektor

rotaciojanak nevezzik az r pontban:

.1
(rota)-n=(rota), =rot, a= lim—¢a-dr
AA—OAA

Kimutathatd, hogy Descartes-koordinatakban

da, Oa,
rot, a= —
oy 0z
A masik két koordinatat ciklikus permutacioval kapjuk:
da, Oa,
rot a= -
Y 0z 0x
5ay Oa
rot,a= -——
ox 0y

A §§a-dr mennyiséget a vektortérnek a g gorbén vett cirkulacidjanak nevezik. Ez a
g

mennyiség a vektortér vektorvonalainak csavarodasaval fliigg 6ssze. A cirkulacionak és a bezart
feliletnek a hanyadosat, ami a rotacio definicidjaban szerepel, atlagos fellileti 6rvényslrliségnek
nevezik. Ha az a vektortér dramlasi tér, akkor a rotacioé az aramlas forgd, orvénylé jellegével fligg

ossze.

3.7. Divergencia

Az a(r) vektortér fluxusa egy zart A feliileten megadja az A feliilet belsejébdl kijovo
vektorvonalak szamat (ez természetesen ugy értendd, hogy a feliiletbe bemend vektorvonalak
negativ elGjellel jonnek szamitasba). Ezt a mennyiséget az a vektortér forrasanak nevezzilk az A
felllet altal korilzart AV térfogatu tartomanyban. Ha a az egységnyi sirlségl inkompresszibilis
folyadék sebessége, akkor az a forrasa szamértékben egyenl6 a AV térfogatbdl id6egység alatt

kiaramlé folyadék térfogataval - ez indokolja a "forras" elnevezést.

11



A forrasnak és a térfogatnak a hanyadosat atlagos forrasstirliségnek nevezziik. Az atlagos
forrass(irliség hatdrértékét, amint a AV térfogat egy (rogzitett) r pontra zsugorodik, az a

vektortér r pontbeli forrasstirliségének vagy divergencidjanak nevezziik:

diva= lim —— [a-dA

AV-0 AV
Kimutathatd, hogy Descartes-koordinatakban
da, Oa, Qa,
+

diva=—=+ .
ox 0Oy 0z

Integral-atalakito tételek

3.8. Stokes-tétel
A zart gorbe menti és a fellleti integralok kozott allapit meg Osszefliggést Stokes tétele
(rotacio-tétel):
ﬁa'dr = Irota-dA
g A

ahol A a g irdnyitott zart gorbe altal hatarolt felllet.

A Stokes-tétel bizonyitdasa a kovetkezé
gondolatmeneten alapul: osszuk be az A feliiletet
olyan kis fellletrészekre, amelyeken az atlagos
fellleti oOrvényslrliség mar jol megkozeliti a
rotacio értékét, azaz

AArot, a~ §a-dr
gi

ahol @, az i-edik részfelliletet, a AA; teriletd, n,
normalisu  felliletet hatarolé zart gorbe.
Osszegezve:

ZAAirotniaszSa-dr (#)

i=1 i=1 g
Figyeljik meg, hogy a gorbe menti integralokndl a "belsé" szakaszok jarulékai két szomszédos
gorbénél szerepelnek ellentétes elGjellel (abra), ezért az 6sszegezésnél kiesnek. Marad tehat

Z§a-dr :ffa-dr

=l g, g

mig (#) bal oldalan a Irota-dA integrdl kozelit6 6sszege szerepel, igy a () Osszefliggésbdl
A

hatarértékben kovetkezik a Stokes-tétel.
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3.9. Vektortér orvénymentességének feltételei

Orvénymentesnek nevezziilk az a vektorteret, ha rotacidja nulla. Az 6rvénymentes
vektorterek f6bb sajatossagai:
a./] rota=0.
b./ Avektortér egy ¢ skalarpotencialbdl szarmaztathaté: a=grado.
c./ A vektortér vonalintegralja minden olyan gorbére egyenlS, melyek kezds- és végpontja
megegyezik; azaz a vonalintegrdl fliggetlen az Uttdl, csak a kezd6- és végponttdl fligg.

d./ Avektortérnek barmely zart gorbére vett vonalintegralja nulla.

Ha a vektortér a fenti tulajdonsagok barmelyikével rendelkezik, akkor rendelkezik a
tobbivel is. Az a./ és d./ tulajdonsagok egyenértéklségét a Stokes-tételbdl kozvetlenil lathatjuk.
A c./ tulajdonsagot a kovetkez6képpen lathatjuk be: Legyen g; és g, két olyan gorbe, amelynek
kezd6pontja P;, végpontja P,. A g, gorbe iranyitasat megforditva egy g zart gorbét kapunk,
amelyre:

§>a'dr:§a~dr—§a-dr
g g g2

Ezért d./-bdl kdvetkezik c./ és viszont.

Végiil tegyik fel, hogy

o Oa
rota=0, azaz 4, , stb.
oy 0z

Jeloljik @(r)-rel az alabbi médon definidlt skalarteret:

X

y 4
o(X,y,z) = J.ax(x,0,0) dx + Iay(x,y,O) dy + Iaz(x,y, z)dz, azaz
0 0

0

cp(r):ja-dr

ahol g egy koordinatatengelyekkel parhuzamos élekbdl iz
allé  torottvonal, melynek kezdGpontja az origd,
, . (xy.2)
végpontja az (x,y,z) pont. o

Bebizonyithato, hogy ha rota = 0, akkor grado = a, azaz i

az a./ sajatsagbol kovetkezik a b./ sajatsag; ugyanakkor

e . ®0.0 &
b./-bél is kovetkezik a./, mert \
0Ly, 0 Y

rot(grado) =0 barmely ¢(r) -re. X

A c./ tulajdonsag miatt
Q= Ia~dr,

g

ahol g, az origéban kezd6d6 és az r pontban végz6d6 tetszéleges gorbe. Ha g kielégiti az a =
grado, egyenletet, akkor minden olyan ¢ skalartér is kielégiti, amelyik a @o(r) -t6l csak
konstansban tér el (¢ = @o + c), mert

grado = grad(@o+c) = gradg + gradc = gradpp=a .
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Adott orvénymentes térhez tehat a potencidlt csak egy 6nkényesen valaszthatd additiv allando
erejéig hatarozhatjuk meg, emiatt a g gorbérdl szikségtelen kikétni, hogy az origdéban
kezdddjon.

3.10. Gauss-Osztrogradszkij-tétel

A zart fellileti és térfogati integrdlok kozott allapit meg Osszefliggést a Gauss-
Osztrogradszkij-tétel (Gauss-tétel, divergencia-tétel):

ja-dA:jdiva dv

A A%

ahol A a V térfogatot hatarold zart felilet.
A Gauss-tétel bizonyitasa teljesen analdg a Stokes-tételével. A V térfogatot kis részekre
osztva, a divergencia definiciojabdl kapjuk, hogy kozelitéleg
[a-dA ~AVdiva  i=1..n
Ai

ahol A; a AV, térfogatot hatdrold zart felillet. Osszegezésnél a "belsd" feliiletek jarulékai
eltlinnek, és hatarértékben adédik a Gauss-tétel.

3.11. Vektortér forrdsmentességének feltétele

A forrasmentes vektorterek f6bb sajatsagai:
a./ diva=0
b./ A vektortér vektorpotencialbdl szarmaztathato, azaz van olyan b vektortér, amelyre rotb = a
c./ A vektortér fellleti integrdlja egyenl6 az olyan fellletekre, amelyeket ugyanaz a g
irdanyitott zart gérbe hatarol.

d./ Avektortér fluxusa barmely zart fellileten zérus.

A fenti tulajdonsagok barmelyikébdl kovetkezik a tobbi. Az a./ és d./ tulajdonsagok
egyenértéklsége kozvetlendl jon a Gauss-tételbdl. A c./ és
d./ tulajdonsagok egyenértékiliségét konnyen beldthatjuk,
ha a g zart gorbére két felliletet fektetiink ra. Az A, felllet
iranyitasat megforditva egy zart A fellletet kapunk,

amelyre
Ia-dA: ja-dA1 - Ia-dA2
A

Ay A,

A vektorpotencidlbdl szarmaztatott vektortér
forrasmentes, mert div(rotb) barmely b(r) vektortér esetén zérus. A tétel forditottjanak
igazoldsa és adott forrasmentes vektortérhez tartozd vektorpotencidl megkonstrudlasa

bonyolultabb, ezért ezzel itt nem foglalkozunk.
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3.12. Nabla-operator. Magasabbrendii derivaltak.
Vektoranalitikai azonossagok
A skalar- és vektorterek differencidlasaval kapcsolatban szokds bevezetni a nabla-

operatort:

V= ii+ji+ki
ox "0y 0z

A nabla egy vektoroperator, amelyet szorozhatunk jobbrdl skalar- vagy vektortérrel. Ezzel a
jeloléssel konnyen megjegyezhet6vé valnak a vektoranalitikai azonossagok, mert a vektoroknal
tanult szorzas szabadlyai altaldban érvényesek maradnak olyan szorzatban, amelynek elsé
tényezéjea V.

Skalartérre alkalmazva a nabla-operatort:

Vo= ii+ji+ki (p:i%+ja—(p+ka—(p=grad(p
ox "0y 0z ox "0y 0z

Vektortérrel skaldrisan szorozva:

0
V-a= ii+ji+kg 2= B Gia
ox 0y 0z ox Oy 0z

és vektorialisan szorozva:

i j Kk
anzi i Q:rota
ox 0y 0z
a, a, a,

A nabla-operator 6nmagaval vett skalarszorzatat Laplace-operatornak nevezziik:

o* o0* o?
+ + ,

ox* oy’ oz’

A=V.V= tehat

. o*u o0'u d%u
Au=V-. (Vu): dlv(gradu)z o + oy + o

Megjegyezziik, hogy a nabla-operatort lehetséges definidlni nemcsak Descartes-

koordinatakkal, hanem 4ltalanosan is. Mas koordinatakban az els6- és masodrend( derivaltak
kifejezése  mas, ugyanakkor az aldbbi  vektoranalitikai  azonossagok  minden

koordinatarendszerben érvényesek.

A skalar- és vektorterek differencidlasi szabdlyai szarmaztathaték a kodzonséges
differencidlas szabdlyaibdl, amelyek felhaszndldsaval konny(l igazolni Descartes-féle
koordinatakban az aldbbi vektoranalitikai azonossagokat:

Szorzat differencialasa:

Osszeg differencialasa: grad(o-y) = pgrady + ygrado
grad(o+y) = gradoe + grady rot(qa) = prota + gradpxa
rot(a+b) = rota + rotb div(pa) = @diva + gradop-a
div(a+b) = diva + divb div(axb) = —a-rotb + b-rota
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Kozvetett flggvény differencidldsa: Magasabbrend( derivaltak:

d dr
—o(r(t))=grade-—
dt<p(()) grade-—

div(grado) = A
grad(diva) = rot(rota) + Aa
gradf(o(r)) = %-gradcp rot(gradop) =0
div(rota) =0
Ezekben az dsszefliggésekben ¢ és y skalartereket, a és b vektortereket jeldlnek, t skalarvaltozo,

f pedig skaldr-skalar fliggvény.

Homogén vektortér divergenciaja ill. rotacidja nulla ill. nullvektor; homogén (azaz
konstans) skalartér gradiense zérus. Az utdbbi allitds megfordithatd: ha egy skalartér gradiense a

tér egy O6sszefligg6 tartomanydban zérus, akkor a skalartér ebben a tartomanyban konstans.

A fentiekben lattuk az elsé derivaltak (V@,V -a,V x @) "invaridns" (azaz koordinatarendszertél fiiggetlen)

jelentését. A A Laplace-operatornak is van ilyen jelentése. Emlékeztet6il: ha az f egyvaltozos fliggvény grafikonja
alulrél konvex (ill. konkav), akkor az f " masodik derivalt negativ (ill. pozitiv). Ezt a sajatsagot tobbvaltozds

fliggvényekre a kovetkez6képpen altalanosithatjuk.

f(x) )
/
x X
Xy Xp X2 " Xy Xg X2
konvex fliggvény konkav fluggvény
f " > 0 f " < O
f X1+X2 <f(Xl)+f(X2) f X1+X2]>f(xl)+f(xz)
2 2 2 2

Ap>(0 = akérdéses pontban a ¢ értéke kisebb, mint a "kérnyezeti dtlag". Itt a kérnyezeti atlagot a
kovetkez8képpen értjiik: vegylk koril az I, pontot egy kis € sugard (,. gémbbel; ekkor a kérnyezeti atlag ¢-nek a
g, felliletre vett atlaga:
hol, =1 [otr)dA
A gombfelilet pontjaiban

o(r) = o(r,) +grade| -ne=~o(r,)+grade| -ne, ezért

1
~o(r,)+—— | grade-edA
Yo = p(r,) 4ngzig ¢e
. 41 4
J gradedA = J divgradedV zA(p‘r -?8
g
Ezen Osszefliggésekbdl

A(p:3lim>(p<572_(p

>0 Pl

Tehat ha A @ > 0, akkor a kérnyezeti atlag -elég kis kérnyezetben- nagyobb, mint a ¢ pontbeli értéke (<¢)>g > @).



