Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 10. hét

Tehetetlenségi nyomaték

m tomeg(, a forgdstengelyt6l € tavolsagra Iév6 tdmegpont tehetetlenségi nyomatéka a rogzitett tengelyre
vonatkoztatva: © = m-2.

A tehetetlenségi nyomaték additiv.

Pontrendszer tehetetlenségi nyomatéka © =% (m;-82),

kiterjedt test tehetetlenségi nyomatéka integréldssal szamithaté: © = [£2dm = [ £? p dV

- néhany fontos tehetetlenségi nyomaték:

M tomeg(i, homogén, allando keresztmetszetli (vékony) L hosszu rud tehetetlenségi nyomatéka a radra
meréleges tengelyre, ami

a rud felez6pontjan, azaz a sulypontjan megy at: o ML?

a rud végpontjan megy at: % ML?

(korong, ill. tdomor hengery % MR?
M tomegzl, hengerpalast ’Eehetetl.e,nsiegl nyclmateka MR
R sugaru a sulypontjan atmend tengelyre

\ gomb ) % MR?

Steiner-tétel: parhuzamos forgastengelyeket tekintve a test tehetetlenségi nyomatéka a sulypontjan
atmend tengelyre a legkisebb, és
O, = O, + M[d?, ahol

O, az S sulyponton atmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték,

©; a P ponton atmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték,

M az dssztdmeg,

d a két tengely tavolsaga.

Impulzusmomentum-tétel, -megmaradas

Altalanosan az a vektor nyomatéka (momentuma): r X a (r a helyvektor)

A forgatonyomaték az er6 momentuma: M=r X F

Impulzusmomentum: L=rXp  (régebbi zh-megoldasokban L helyett N jeloli)

A gyakorlaton csak rogzitett tengely korul elforduld/forgd testekkel és gordiiléssel foglalkozunk.

Az egydimenzids halado és a rogzitett tengely koriili forgé mozgas 6sszehasonlitasa:

egydimenzios haladé mozgas forgdmozgas rogzitett tengely koriil;
tiszta gordilés

m témeg [kg] O tehetetlenségi nyomaték [kg[mz]

a gyorsulads [m/s*] B szoggyorsulds [s]

v sebesség [m/s] w szogsebesség [s7']

x helykoordinata; ill. s megtett it [m] | ¢ szog, ill. -elfordulas [rad]

ma=2F OB=M

Feré [N] M forgatényomaték [NIm]
rogzitett tengely koral: M = F-k , ahol k az erékar

p=mv [kglm/s] L=0w [kgim?/s]

impulzustétel: impulzusmomentum-tétel:

F=p M=L

impulzus-megmaradas: impulzusmomentum-megmaradas:

ha 2F, =0, akkor Zp = konst. ha =M =0, akkor ZL = konst.

Eyingr = % mv* [J] Evinyforg = % O [J]

Ha a test tisztan gordul (nem csuszik meg), akkor a=R-, v=R-w, s=R-0.
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10/1. Az abran lathato 4 test egy elhanyagolhat6 tomeg(i A A
keretre van rogzitve. Y1 yZI ¥s
a) Szamoljuk ki a kerettel 6sszefogott testek yy, v, y3 4m - ®
g 1kg

tengelyekre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékat!
A keretet vizszintes helyzetbe forditjuk, az y, forgdstengelyt
vizszintesen rogzitjiik, majd a keretet (az x tengelyt)

elengedjiik (igy a keret a testekkel az y,; tengely koril forogni 2mT

kezd).

b) Adjuk meg a keret szoggyorsulasat a kiindulé helyzetben!

c) Adjuk meg a 4 kg-os és az 1 kg-os test gyorsuldsat a 4 ke 21k |,
kiindulé helyzetben! 0 | X

Im 2m 3m 4m
d) Mekkora a gravitacios er6k forgatényomatéka az y,;

tengelyre, amikor a keret a vizszintessel 30°-os szbget zar be?
e) Adjuk meg a keret szogsebességét a vizszintessel bezart szog fliggvényében!

MO.
a) 0O, =40%+32%+23%+1[@° =50 kgm’

©,, =40 + 3[0° + 2[1% + 12° = 10 kgm’

O,; = 4[2° + 301 + 2[0% + 1[° = 20 kgm’
Lathatd, hogy az y, tengelyre a legkisebb a tehetetlenségi nyomaték.
Szamoljuk ki a tomegkozéppont x koordindtajat: x, = (4[0+32+2[3+1[4)/(4+3+2+1) = 2 m, vagyis az y,
tengely éppen a témegkozépponton megy at. A masik két tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatékot
szamolhattuk volna ebbdl a Steiner-tétel alkalmazasaval: ©,= 0, + (Zm;)d?
B,1=0,,+ (4+3+2+1)2° = 10 + 40 = 50 kgm”
O;=0,+ (4+3+2+1)d° = 10 + 10 = 20 kgm”
Viszont ©,; és O3 k6z6tt nem szamolhatunk igy, ©y; # O3 + (4+3+2+1)3°, mert egyik se x.-en megy at!
b) irjuk fel az impulzusmomentum-tételt: M =L, ahol
a forgatényomaték M = Z(F;[K;), F;=m;lg, és vizszintes helyzetben az er6kar k; = x; (k; = x;[dos0°)

- Mg =2(mgl¥) =4100+3[d02+2[103+110[4 = 200 Nm;
ill. M felirhaté az 6ssztomeggel és a sulypont koordinatajaval is: My = Z(m;)[g[X, = 10-10:2 = 200 Nm.

L = OB, a tehetetlenségi nyomaték a megfelel forgdstengelyre © = ©,; = 50 kgm”.
- My=0[B, - Vvizszintes helyzetben3o=M,/©O,;=200/50=4 52,
c) Az egyes pontok gyorsulasa a; = Ii[B, ahol |; a tavolsag a forgastengelytél (itt most |, = x;):

a4 kg-ostestre a,=1@ =4m/s’, az1kg-ostestre a,=4[@ =16 m/s* (aminagyobb g-nél!)
d) Az erkar ¢ szoggel elfordulva: ki = x[dosd ; a forgatényomaték My = >(m;[gi[dosd) = Mldosd
- Mjpe = 2(m;[8[¥;[dos30°) = 200[dos30° = 173,2 Nm.
e) Energia-megmaradassal: Epech = Epot + Ein forg = M8Z + %OW’ = konst.
A helyzeti energidt szamolhatjuk az egyes tomegpontok helyzeti energidjanak Osszegeként, vagy
gyorsabban az 6ssztémeggel és a tomegkozéppont koordinatajaval. Pl. az induld helyzet vizszintes sikjanak
magassagat tekintve a zérus pontnak (z,0= 0), ¢ szdgelfordulds esetén z, 4 = — x,[sing:

0+0=-3(m)@XEind + 0,00 - o= ZE(rgﬂsin(p = /2B,sing = /8singp s ™!
V1

10/2. Fuggblegesen fellégatott M tomegd, € hosszlsagl homogén rud alsé pontjahoz vizszintes v
sebességgel érkezve hozzatapad egy m tomeg(i golyo.

a) Mekkora szogsebességgel indul a rid a hozzatapadt golyoval?

b) Maximum mekkora szoggel lendiil ki?
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MO.
a) Utkdzés utdn a rud a hozzatapadt golydval a rud régzitési pontja — mint régzitett tengely — koriil forgd
mozgasba kezd. Az Utkézésnél az impulzus nem marad meg, mert az itkozés pillanatdban a merev rud
kozvetitésével a rogzitési pontban fellép egy er6 (ellentétben a matematikai ingdval, ahol a kotél nem
kozvetit er6t a rogzitési ponthoz), vagyis a rud + golyé rendszerre hatd kilsé erék eredGje nem zérus.
Viszont a kilsé erdk forgatonyomatéka a rogzitési pontra az Utkozés pillanatdban zérus, igy a rud + golyé
rendszernek a forgastengelyre vonatkoztatott impulzusmomentuma az Gtkozés el6tt ill. utan megegyezik.
A rendszer impulzusmomentumanak csak a nagysagat felirva

— Utkozés el6tt a golyd impulzusa p = mv, ennek momentuma a forgdstengelyre L = mv(8

(a rdd impulzusmomentuma pedig zérus),

—  tkdzés utan a rud + golyd rendszer impulzusmomentuma L= ©Ow, ahol © = 1/3 M8* + me?,
tehdt mv@® = (1/3 M8* + me?) w =  w=m/(M/3+m) [V/L.
(A golyd a rud végére tapadva w-€ = m/(M/3+m) M sebességgel indul, vagyis m/(M/3+m) -ed részére lassul.)

b) Mivel a rud surlédasmentesen fordul, energia-megmaradassal szamithatjuk, milyen magasra lendiil ki:

Emech = Epot + Exinforg = MgZ + %OW’ = konst.
Az m tdmeg emelkedése 8[{l1—cosa), a rud sulypontjaé fele annyi.

% 0w’ = Mg®B/2[—cosa) + mgB[{l- cosa).
O és wbehelyettesitésével ¥% Ow? = % (1/3 M&* + me3)Om/(1/3 M + m) [¥/8]? = %mv* - m/(M/3+m)
[Vegylk észre, hogy az Utkdzés utani %Ow’ forgési kinetikus energia kisebb, mint az iitkdzés el6tti mv®
kinetikus energia, mert az Gtk6zés rugalmatlan.]
Tehat  %mv* - m/(M/3+m) = (M/2 + m)[gB{l—cosa)

2 2

m v

= Cosa = 1_W§

10/3. Két homogén, m tdmeg(i, & hosszu palca v sebességgel kbzeledik
egymashoz vizszintes surlédasmentes asztalon. A palcak merélegesek a < e

sebességlikre, de az dbra szerint el vannak tolédva egymashoz képest.

Utk6zés utdn a két palca dsszeragad. Hogy fognak mozogni? ¢/2

MO.
Az litkdzés kdzben a palcakra hato kiilsé erék (mg és F,,) ereddje zérus, v

igy érvényes az impulzus- és az impulzusmomentum-megmaradas is.

Az impulzus-megmaradasbdl kovetkezik, hogy mivel a két test tomege és

sebessége egyenld, az 6ssz-impulzus zérus, Utkdzés utan az 6sszeragadt palcak haladé mozgast nem
végeznek, vagyis a tomegkdzéppontjuk helyben marad. A két palca 6sszeragadva a témegkdzéppont koriil
fog forogni allandé szogsebességgel. A szogsebességet az impulzusmomentum-megmaraddasbdl tudjuk
kiszamolni: az itk6zés el6tt haladd mozgds végzd palcdk impulzusdnak momentuma a tomegkdzéppontra,
azaz a majdani forgastengelyre egyenl6 az litkdzés utan dsszetapadt, forgd mozgast végzs test
impulzusmomentumaval: 2 [rxmv|=0 w

Utkozésel6tt L=2 |rxmv|= 2-(mv-£/4)

Utk6zés utdn az dsszetapadt forgd test tehetetlenségi nyomatéka:

a forgastengely a pdlcat % — % aranyban osztja, egy pdlca tehetetlenségi nyomatéka erre a pontra Steiner-

v

tétellel szamolhato: a sulyponton, vagyis a rud felénél atmené tengelyre O, = o me?, ehhez képest £/4

tavols forgastengely: ©p = — me> + [(f)z—l 22 akét pélcira © = —m#?
avolsagra van a forgastengely: @, = —me’+ml{;) =_—-m¢*,aké pacara{/ = mé%.
. 2z . _ 3t/4 5 _ 3/4 5, m _2£34_l 2
VAGY integraldssal: G)—Zf_{,/‘}x pAdx-Zf_[Mx A—{Adx-Z{[S]_{M—“m{’.
7 . f —l 2 _12V
Behelyettesitve 2 -(mv 4)-24m{’, [to - w=—">".

10/4. M tobmegd, R sugaru csigéra feltekert fondlon m tomeg(i teher fligg a f6ldt6l h magassagban.
Elengedve milyen végsebességgel érkezik le? A surlddas elhanyagolhaté.
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MO.
A surlédas elhanyagolhatd, ezért a csiga + teher rendszerre érvényes az energia-megmaradas, ami
tartalmazza a teher helyzeti és kinetikus energiajat, és a csiga forgasi kinetikus energiajat:
Emech = MEZ + % MV’ + % Ow’ = konst., vagyis mgh+0+0=0+% mv’+% Ouw’.
A csiga egy korong (henger), aminek a kozepén dtmené tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték
© =% MR? (Id. az 6sszefoglaldt, ill. a 10/12. feladatot).
Ha a kotél nem csuszik meg a csigan, akkor w=v/R.
Ezeket behelyettesitve a forgasi kinetikus energidba % Ow’ = % (% MR?)[V/R)* = % (M/2) V?,

tehdt mgh=%mv’+% (M/2)V’ =% (m+M/2)V} = v= /—mzinl\f;lz .

10/5.
a) Mekkora gyorsulassal gordil le egy a hajlasszogl és s hosszusagu lejtén egy R sugaru
[A] henger;
[B] golyo;
[C] hengerpalast?
b) Mekkora lesz a sebességiik a lejtd aljan, ha a lejts tetejérél kezdGsebesség nélkil indulnak?
c) Miért térnek el ezek a sebességek a surlédasmentesen lecsiszé test sebességétsl?

MO.
a) A lejt6én legordulé testre hat az mg gravitacios erd, Fny
a lejtd F,y nyomoereje, és egy F, tapadasi surlédasi erd
a lejtén felfelé a test és a lejts érintkezésénél. F,
Felirhatjuk
— egyrészt a tomegkdzéppont-tételt:
ma=mg+ F,, +F,
— alejtd sikjaval parhuzamosan ma=mgsina—-F, (1)
— masrészt az impulzusmomentum-tételt: mg
M=L=0pB
Utdbbit felirhatjuk
vagy az S tdmegkdzépponton atmend tengelyre; ekkor mivel mg és F,, dtmennek a témegkdzépponton,
arra a pontra forgatonyomatéka csak Fi-nek van:
OsB=F.[R (2A),
ahol ©g a test tomegkdzéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka;
vagy a test és a lejté P érintkezési pontjan atmend tengelyre; ekkor mivel F,, és F; atmennek azon a ponton,
forgatdbnyomatéka csak mg-nek van, mégpedig M = mg-R-sina, tehat
©»B =mg-R-sina  (2B),
ahol Oy a Steiner-tétel szerint ©p = Os + mR™.
Ha a test tisztan gordil (nem csuszik meg), akkor a=RB  (3).

sina
A gyorsulast kifejezhetjiik a (2B)+(3), vagy az (1)+(2A)+(3) egyenletekbél: a = g Oy
1+
m R2

[A] hengerre  Openger = 1/2 mR?> o Ahenger = 2/3 g sind

[B] gbmbre Ogsmb = 2/5 mR? o agsmb = 5/7 g sind

[C] hengerpaldstra  Onengerpatast = mR> Ahengerpalast = 1/2 g sinal

(Minél nagyobb a test tehetetlenségi nyomatéka, annal kisebb lesz a gyorsulasa.)

b) Alejté hosszas: s=%at> > t=,/2s/a és v =at=a,/2s/a =+2as, vagyis

[A] hengerre v = Eg s sina,, [B] gbmbre v = f%g s sina,, [C] hengerpaldstra v =,/ g s sina ;

illetve a lejté h magassagaval kifejezve (h = sldina)
[A] hengerre v = ’%gh , [B] gbmbre v = ’%gh , [C] hengerpalastra v =,/ gh .
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c) Asurlédasmentesen lecsuszo test sebessége a lejt6 aljan v = \/Zg s sina = \/Zgh , a gordild testek

végsebessége ennél kisebb lesz. Az energia-megmaradas mégis teljesil, mert a gordiilé testeknek forgasi

kinetikus energidjuk is van: Eyinforg = 2 Ouw'.

Ekkor tehdt Emech = Epot + Exintr + Exinforg = kOnst., vagyis  AE,q + AEyiq o + AEyiq forg = 0
—-mgEEina + % mv?+% 0w’ =0

Mivel a testek tisztan gordilnek, ezért v = wR.

Ellenérizhetjlk pl. a henger esetében:

%g-s-sina

Ao = —mgEsina ;  AByny =% m-(% glssina) = § mgls§ina ;  AByinforg = % (%mRz) —

= ; mglslsina .

Gyakorlé feladatok a zh-ra

10/6. Elhanyagolhaté tomeg(i 1 m hosszu rud két végén 5-5 kg tomeg(i golyok vannak felerésitve.

a) Szamitsuk ki a rud felezési pontjan atmeng, a ridra meréleges tengelyekre vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomatékot!

b) Mennyivel valtozik a tehetetlenségi nyomaték, ha a tengelyt a rid mentén 6nmagdval parhuzamosan

10 cm-rel eltoljuk? Fejezzik ki az Uj tehetetlenségi nyomatékot az eredeti nyomaték, a tomeg és az eltolas
segitségével!

MO.

a) A rad tomege elhanyagolhatd, tehat csak a két golyd tehetetlenségi nyomatékat kell szamolni:
O,= mi?=2[50,5% = 2,5 kgm’

b) Az \jtengelyre O, = 5[0,4> + 5[0,6° = 2,6 kgm?, azaz a tehetetlenségi nyomaték 0,1 kgm®-tel né.

A Steiner-tétel szerint az S sllyponton atmend tengelyt parhuzamosan a P pontba tolva az Uj tehetetlenségi
nyomaték
©p= 0O, + (Zm;)d?,
ahol ©, az S sulyponton atmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték,
d pedig a két tengely tavolsaga.
Az a) részben kiszamolt tehetetlenségi nyomaték a rud felezési pontjan, azaz a sulyponton megy at, igy a
Steiner-tételt alkalmazva: ©p = 0O, + (Em;)[d*=2,5+1000,1*=2,6 kgmz, azaz (Im;)d*=0,1 kgmz-tel nétt.

10/7. Egyik végén (surlédasmentes) csukldval felfogott homogén rudat vizszintes helyzetbdl
(kezdGsebesség nélkil) elengediink.

Adjuk meg

a) a rud szoggyorsulasat,

b) a rud tomegkdzéppontjanak gyorsulasat;

c) a rud rogzitetlen végpontjanak gyorsuldsat a kiindulasi pillanatra!

d) Adjuk meg a rid wszogsebességét a vizszintessel bezart ¢ szog fuggvényében!

MO.
a) frjuk fel az impulzusmomentum-tételt: M = L,
ahol M=FK, F=mg, k=2/2 [tosd, ha a @ szbget a vizszintestsl mérjik;
L=, L=0B, 6= me?
~ FR=0PB: mglie/2[dosd)=(1/3me* B,
ebbél a rid széggyorsulasa B=3/2g/8ltosd (*)
b) A rud tdmegkdzéppontjanak gyorsuldsa as=€/2[B = 3/4 g cos¢.
c) A rud rogzitetlen végpontjanak gyorsuldasa a =£I[B =3/2 g cosd , ami indulaskora =3/2 g > g!
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d)

A (*) differencidlegyenlet megadja a 3 szoggyorsulast az id6fuggé ¢ szog fliggvényében:

B=d=3/2g/t [tosd, ennek megoldasa a ¢(t) fliggvény lenne, de

B=o=dwdt=dw/dd [dd/dt = w- dw/dd atalakitassal integralds utan kézvetlenil az w() fuggvényt
kapjuk meg:

W-dw/ddp =3/2 g/ [kosdp - szepardlva wdw=3/2g/8 [tosd dP

integralva, és felhasznalva, hogy ¢ = 0-nal w=0: ® = /3g/(¥¢-sing) .

VAGY:

A rid szogsebességét a vizszintessel bezart ¢ szoge fliggvényében megkaphatjuk energia-megmaradasbdl is
(mivel a surlédast, kozegellendllast elhanyagolhatjuk). A rdd helyzeti energiajat a tomegkozéppontjanak
helyzetével adjuk meg. Legyen a helyzeti energia zérus a kezdé allapotban:

0 =-mgl(®/2[8ind) + % O w’ = —mg(®/2[Eing) + %[M/3me*) ¥ = o =./3g/(£sine)

A megoldasban felhasznalt tehetetlenségi nyomaték kiszamitasa:

0= [12dm=[12pdV

Az x tengely mentén O és £ kozott elhelyezked6 vékony, A keresztmetszetd rddra dV = A dx ,
a slirlisége p = m/(AL), és mivel a forgastengely O-n megy at, ezért I = x, igy

¢
®=f:x2pAdx=f:x2 %Adx=%[x—;]0=§m£’2

10/8. A 0,8 m hosszu, 0,6 kg tomegd rud végéhez egy 10 cm sugaru, 0,2 kg tomeg( korongot erdsitettiink
az abran lathaté maddon. A rdd+korong a masik végén atmeng vizszintes tengely

koril surlédasmentesen elfordulhat. o @
a) Hol van a rad+korong tomegkozéppontja?

b) Mekkora a rud+korong tehetetlenségi nyomatéka a forgastengelyre vonatkoztatva? A rud felez6pontjara

O.iq = 1/12 me?, a korong kézéppontjara Okorong = 72 Mr?.
c) Mekkora szoggyorsuldssal indul a rid+korong, ha vizszintes helyzetbdl elengedjiik?
d) Mekkora lesz a rud+korong szégsebessége a fliggbleges helyzeten valé athaladaskor?

MO.
a) x, = (»-0,8:0,6+0,8-0,2)/(0,6+0,2) = 0,5 m
b) © = (1/12-0,6-0,8’+0,6:0,4°) + (1/2:0,2:0,1°+0,2-0,8%) = 0,257 kgm”
c) ©B =0,6-10-0,4 + 0,2:10-0,8 =4 Nm - [B=15565"
d) energia-megmaraddassal
%OW = (M+M)gx, > wW=5,58s"

10/9. M =5 kg tomeg(, € = 2,4 m hosszUsagu vizszintes helyzet(i vékony homogén riad a végétél

£/6 tavolsagra atmend vizszintes tengely koril sarlédasmentesen foroghat. A rid tengelytél tavolabbi
végpontjahoz alulrdl hozzadobunk egy m = 1 kg tomeg( golyot fligg6leges v = 15 m/s sebességgel. A golyd
hozzaragad a rudhoz; az Gitk6zés tokéletesen rugalmatlannak tekinthetd.

a) Adjuk meg az 6sszeragadt golyd + rud tomegkozéppontjanak tavolsagat a forgastengelytdl!

b) Szamoljuk ki az 6sszeragadt golyd + rud tehetetlenségi nyomatékat a megadott forgastengelyre
vonatkoztatva! A rud tehetetlenségi nyomatéka a toémegkdzéppontjan atmend, ridra meréleges tengelyre
vonatkoztatva ©=1/12 M&°.

c) Mekkora a golyd + rid impulzusmomentuma az titk6zés utan?

d) Atfordul-e a rid a hozzéragadt golydval a fiigg6leges helyzeten?
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MO.

a) A homogén rud témegkozéppontja a felezpontjaban van, ami a forgastengelytsl €/2— £/6 = 8/3 tavolsagra
van, a golyo pedig 5€/6 tavolsagban van a forgastengelytdl, igy a tomegkozéppont

dy = [M-(&/3)+m-(58/6)] / (M+m) = (5-0,8+1-2) / (5+1) = 1 m tavolsagra van a forgastengelytél.

b) A forgastengely £/3-mal van eltolva a témegkozépponttdl, ezért a rid tehetetlenségi nyomatéka erre a
tengelyre (a Steiner-tétellel szamolva) ©,y4 = O, + M-(8/3)* = (7/36) M€ = 5,6 kgm”,

a rud végpontjahoz ragadt goly6é pedig Oy = m(58/6)* = 4 kgm?,

tehdt O = O yg + Ogoiys = 9,6 kgm?.

c) Az Uitkozés pillanatdban a kiils6 erék forgatdnyomatéka zérus, alkalmazhatjuk az impulzusmomentum-
megmaradas-tételt. Utkdzés el8tt a rid nem mozog, a rudhoz kdzeledd golyd impulzusdnak a momentuma az
adott tengelyre vonatkoztatva pedig L = (58/6)-mv = 30 kgm?/s , ennyi lesz tehat az impulzusmomentum az
Utkdzés utdn is.

d) Az impulzusmomentumbdl kiszdmolhatjuk a rdd+golyo kezdeti szogsebességét:

L=Gw > ®w=L/0=30/9,6=3,1255".

Szamoljuk ki azt, mekkora minimalis kezdeti sz6gsebesség kell ahhoz, hogy a rud fliggéleges helyzetbe
forduljon. Mivel a ridd surlédasmentesen foroghat a tengely koriil, alkalmazhatjuk az energia-megmaradast:

% Ouy’ = Epot, a@hol E,q @ rud+golyd helyzeti energidja a fligg6leges helyzetben, ami a témegk6zéppont
emelkedésébdl szamolhatd, tehat % Oux’ = (M+m)g-dy . EbbSl x =+/12,5 = 3,53 s, vagyis a rid nem jut el
a fuggébleges helyzetbe.

10/10.

Az 4bran lathatdé gordeszka gyakorldpalya egy a = 44°
hajlasszogli, h = 7 m magas és egy H = 10 m magas,
B hajlasszogli ellenlejtébdl all, amelyek alul ivesen
csatlakoznak. A palya tetejétdl elinditunk (ahol a gomb
tomegkdzéppontja h = 7 m-rel van magasabban, mint a
godor legalsé pontja) kezdGsebesség nélkil egy
m = 1 kg tomegl, r = 10 cm sugard gombot, amely
csuszasmentesen gordil a lejtén.

A gdmb tehetetlenségi nyomatéka a témegkdzéppontjara vonatkoztatva 2/5 mr?.

a) Mekkora a gdmb tomegkozéppontjanak gyorsuldsa az indulaskor?

b) Mekkora a gémb témegkdzéppontjanak sebessége a palya alsé pontjan valé athaladasakor?
c) Milyen magasra jut a szemkdozti oldalon?

d) Adjuk meg [3 figgvényében a gdmb szogsebességét az ellenlejtén ¥%:h = 3,5 m magasan!

MO.

a) A gbmb haladé mozgdsara:  ma = mglsina —F, ,

ill. a forgasara, forgastengelynek a tomegk6zéppontot tekintve: OB =F,-r ,
és mivel a gomb tisztan gordil, a=rf3.

Ezekb8l a=gsina /(1+O/mr?) =5/7 g sina = 4,96 m/s>.

b) Energia-megmaradast alkalmazva

mgh = % mv’ + % Ow’

mgh =% mv> + % O(v/r)* = % (1+©/mr?) mv> = % (7/5) mv’

> v= /%gh =10 m/s.

c) Energia-megmaradast alkalmazva mgh = mgH, azaz ugyanolyan magasra.

d) A szogsebesség fliggetlen lesz a 3 hajldsszogtbl. Energia-megmaradast alkalmazva
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mgh = mgh’ + % mv* + % Ow’
mgh = mgh’ + % (7/5) m(wxr)*

5> w=1 /1—70g(h—h’) =50v2=70,75".

10/11. Egy M tomeg(, € hosszUsagu palca egyik végét az asztalra helyezziik, majd fliggéleges helyzetbdl
elengedjiik. Az asztalon Iévé6 vége nem csuszik meg. Adjuk meg a rud szogsebességét a fligg6legessel bezart
sz0g fuggvényében! Mekkora sebességgel ér az asztalra a pélca vége?

Nem zh-feladatok

10/12. Szamitsuk ki egy 'R’ sugarui, homogén tomegeloszlasu korongnak a kbzéppontjan a korongra
merdlegesen allo tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat!

MO. ©=[1?dm=[1?2pdV
Ha M a korong tomege, akkor a s(irisége p = M/V = M/(R*Td) , ahol d a korong vastagsaga.
Hengerkoordinata-rendszert hasznalva a térfogatelem dV = d [T dd [dr;

a térfogatelem tavolsaga a forgastengelytsl | =r,
R 2 R 2 R 4

tehat e=jjr%}gL{HHd¢m=4¥—jr3jd¢cﬂ=J¥—mn.ﬁ3m=g¥{£—=lMR2
0o R°Md Rmy % R°m 0 R 4 2

Vegylk észre, hogy a tehetetlenségi nyomaték a korong vastagsagatdl fliggetlen!

10/13. Hatdrozzuk meg egy homogén egyenes kérhenger tehetetlenségi nyomatékat

a) a szimmetriatengelyre vonatkoztatva;

b) egy alkotdra vonatkoztatva!

MO.

a) Az el6z6 feladat eredményét felhasznalhatjuk, hiszen a kérhenger metszete is korong, és a korong
tehetetlenségi nyomatéka nem fliggott a korong vastagsagatol, azaz a henger magassagatol, vagyis
O, =% MR?.

b) A Steiner-tételt haszndlhatjuk. A két tengely tavolsaga R, tehat

©p = O, + MR?=% MR? + MR? = 3/2 MR”.

10/14. Szamitsuk ki egy R sugaru félgdmb szimmetriatengelyére vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat!
MO.
M tomeg(i félgomb siirlisége p = M/V = M/(2R*TY/3) = 3M/(2R*m).
A félgombot 6sszerakhatjuk a forgastengelyre merdleges korongokbdl, melyek

sugara r = m,

térfogata dV = r’redx = (R-x)Ttdx,

tomege dm = p dV = 3M/(2R’m) [(R*x*)1tdx = 3M/(2R?) ({R*x?) dx,

tehetetlenségi nyomatéka

dO =% dm r* = % [3M/(2R?) R*x%) dx] (UR*x?) = 3M/(4R?) OR*x%)* dx

R
A félgémbre tehat O =[dO = J‘%(RZ —x2)2 dx =...=§MR2
0
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10/15. Egy M témeg(i, R sugaru korongot letesziink vizszintes sikra Ugy, hogy egy helyben
szogsebességgel porog. Mit fog csindlni, ha a sikkal vald érintkezési pontjanal F, surlédasi eré lép fel?
MO.

Az F, surlédasi er6 a korong forgasat fékezi (1), de ezzel a haladd mozgdsat gyorsitja (2), tehat
(1) ©B=-F,[R, ahol O=% MR’

(2) Ma=F, F,=pMg = a=Jg

Mivel a korong most nem gordiil, ezért most nem igaz, hogy a = 3R !

Afentiekbsl % MR’ [B=-uMgR = p=-2pg/R

= aszOgsebesség az id6 flggvényében w(t)=wy+Bt=wy—2ug/R1E

= a korong sebessége az id6 figgvényében v(t) = at = ugt

Attdl a pillanattdl kezdve, amikor v(t) = R wt) teljesil, a korong tisztdn gordiilni fog:
RUwy—2pg/RIT)=pgt = t=Ruy/3ug

10/16. Egy M tomeg(i, R sugaru korongot meglokiink v, kezdGsebességgel vizszintes sikon Ugy, hogy forgas
nélkdl tisztan csuszik. Mikortél fog tisztan gordilni?

MO.

A korongnak a sikkal valé érintkezési pontjanal fellépd F surlédasi eré a haladdé mozgést fékezi (1), de a
korong forgdsat gyorsitja (2).

(1) Ma=-F, F,=pMg = a=-lg

(2) ©B=F,[R, ahol ©®=%MR®> (mostnem igaz, hogya=pR!)

= akorong sebessége az id6 fliggvényében v(t) =v,—at =v,— gt

= aszogsebesség az id6 fliggvényében w(t) = Bt =2pg/R [t

Attdl a pillanattdl kezdve, amikor v(t) = R wt) teljesil, a korong tisztdn gordiilni fog:

2ugi=vo—pgt = t=vo/3ug

10/17. Mennyezethez rogzitett M, tomeg( alldcsigan atvetett kotél egyik oldalan a végéhez rogzitve m
tomegd test l6g, a masik oldalon pedig egy M, témegl csiga, amin atvezetjik a kotelet és a kotélnek az a
vége az M, tomeg( csiga kozéppontjahoz van rogzitve.

Mekkora az m tomegl( test gyorsuldsa és mekkordk a kotélersk?

10/18. Hatdrozzuk meg egy homogén tomegeloszlasu egyenes korklp tehetetlenségi nyomatékat a
szimmetriatengelyre vonatkoztatva.

10/19. Egy a, b, c oldalu téglatest sulypontjan atmend, az oldalakkal parhuzamos tengelyekkel rendelkezik.
a) Szamitsuk ki az ezekre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékot!

b) Tartson pl. az ‘a’ oldal zérushoz. Hogyan valtoznak az el6z6 tehetetlenségi nyomatékok?

c) Milyen 6sszefliggés allithato fel kbzottuk?

10/20. Hatdrozzuk meg egy homogén lemezbél kivagott téglalap tehetetlenségi nyomatékat a sulyponton
atmend harom tengelyre, melyek egyike meréleges a téglalap sikjara, a masik kett6 pedig parhuzamos az
oldalakkal!

10/21. Szamitsuk ki az egyenes gula magassagvonaldval parhuzamos és az alaplap egyik csticsan atmend
tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat!
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