Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 6. hét

Harmonikus rezgémozgas (csillapitatlan szabadrezgés)

Rugé végéhez rogzitett test vizszintes, surlddasmentes sikon:

Vegyuk fel az x tengelyt a rugo tengelyében, az x = 0 legyen ott, ahol a rugd vége van meg nem

nyujtott (azaz erémentes) allapotban (azaz a rugd nyugalmi hosszanal), és az x tengely pozitiv

iranya mutasson a rugd megnyujtasanak irdnyaba, igy a rugd altal a testre kifejtett eré
F.=—kx,

ahol x a rugéd megnyuldsa: x=€ -8y (x>0, ha a rugéd megnyulik; x<0, ha 6sszenyomadik).

A rugé altal kifejtett er6 mindig a nyugalmi hossz irdnyaba mutat.

A mozgdsegyenlet mX = —kx,
=  x=A cos(wt+o),

v = —Awsin(wt+¢o),

a =—Aw’ cos(wt+Po) = —w’X,

F = —mAW’ cos(wt+o) = —mw’x,
ahol a korfrekvencia w = \/% = 2?” = aperiddusidé6 T = 211\/%;

az A amplitudé és a ¢, fazisallando pedig az xo és v kezdeti feltételekbdl hatdrozhaté meg:

X(0) =xo=Acosdy és

v(0) = vp = —Awsindg

= A= _[X,%+ (‘;—0)2 , d)o = arctg(—wv—);) .

A fazisallandé meghatarozasakor mindkét egyenletet (xo = A cosdg és vo = —Aw sindo)
figyelembe kell venni és vigyazni kell az elGjelekre. Pl. cos¢o=0 = §¢o=TY/2 vagy $o=3T72:
$o=TY2 esetén a test sebessége (—AwW-sinTy2) negativ, azaz a rugd éppen nyomaddik ssze;
$Po=3TY/2 esetén a test sebessége (—Aw:-sin3TY2) viszont pozitiv, azaz a rugd éppen nyulik.

Megjegyzés: a mozgasfliggvényt az el6adastdl eltéréen most nem x = A sin(wt+¢), hanem
x = A cos(wt+@o) alakban irjuk fel, aminek az az elénye, hogy ha a rezgést ugy inditjuk el, hogy a
rugét megnyujtjuk és onnan a testet kezd6sebesség nélkil elengedjiik (vo = 0), akkor az amplitudé
A = xg és a fazisallando ¢, = 0, tehat x = A cos(wt). (Elvi jelentGsége nincs, tudjuk, hogy a sin( ) ill.
cos( ) fuggvények 172 fazistolassal egymasba alakithatok.)

A maximalis sebességet az egyensulyi helyzeten vald athaladaskor éri el a test, ekkor vy = Aw.

Energia-megmaradas:
Emech =72 kAZ =% mvmax2 =% kx® + ¥% mv? = konst.

Rugé végéhez rogzitett test fiiggbleges helyzetben:
Lefelé iranyitott x-tengelyt felvéve a mozgasegyenlet

mX = mg — kx, ahol x most is a rugé megnyulasa.
Olyan rezgés jon létre, aminek az egyensulyi helyzete nem a rugd nyugalmi hosszanal van, hanem
ott, ahol az eredé er6 zérus: Mg—k-Xes=0 = Xos = mg/k.
Tehat az egyensulyi helyzetben F. = 0; a tobbi helyzetben mg és a rugderé eredGje az egyensulyi
helyzet felé mutat. A rugderd a felsé széls6 helyzetben mutathat felfelé vagy lefelé is, attol
fliggben, hogy a nyugalmi hossz alatt vagy felett van a test.
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Vezessiik be Uj valtozdonak az egyensulyi helyzettél vald eltérést: y = x — Xes = X — mg/k.
Ennek derivaltjai megegyeznek x derivaltjaival (mivel csak egy konstans koztik a kiilonbség): y = X.
Az Uj valtozéval kifejezve az eredeti valtozét x =y + mg/k, amivel a mozgasegyenlet

mX = my = —kx + mg = —k(y + mg/k) + mg =—-ky -mg + mg=-ky, azaz my=-ky,
tehat az egyensulyi helyzettél (és nem a nyugalmi hossztél) mért eltérésre ugyanolyan egyenletet
kaptunk, mint vizszintes helyzetl rugd esetén, vagyis ugyanolyan korfrekvencidju és peridodusidejd
lesz a rezgbmozgas, csak nem a rugd nyugalmi hossza, hanem a (rdakasztott tomegtél figgs)
egyensulyi helyzet koril. Az amplitudoét és a kezdfazist a vizszintes helyzetben |évé rugéhoz
hasonldan kell meghatarozni.

Energia-megmaradas:

Most a helyzeti energidba egy —mgx tagot is be kell venni (amit sokszor célszer(i ugy vélasztani,
hogy a rugd %kx? energiajdhoz hasonldan ennek is a rugé nyugalmi hosszanal legyen zérus az
értéke).

Kozegellenallas

A testre haté kozegellenallasi er6 mindig ellentétes iranyu a test sebességével, nagysagara pedig
kiilonb6z6 tartomanyokban kiilonb6z6 kdzelitéseket alkalmazunk. Mivel ilyenkor a testre haté
erk nem allandé nagysaguak, a v(t) = vo+ at és r(t) = ro + vot + % at” képletek nem érvényesek,
hanem az adott a(v) differencidlegyenlet megoldasaval kaphatjuk meg a v(t) és r(t) fliggvényeket,
ami nem mindig konny( feladat. Kdnnyen kiszamolhato viszont a test stacionarius (allanddsult)
sebessége (az a sebesség, aminél a test nem gyorsul, vagyis az eredd erd zérus).

6/1. Egy tomegpont harmonikus rezgémozgast végez az x tengely mentén:
x(t) = x* - cos (wt+ 1), ahol x*=-2m, w=2TY5s"
a) Abrazoljuk a test x koordinatajat a [0, T] idGintervallumban! (Mennyi a T peridédusid? Mekkora
az A amplitudé? Honnan indul a test a t = 0 s-ban?)
b) Mennyi a sebesség atlagértéke egy teljes periddusra?
c) Mennyi a sebesség nagysaganak atlagértéke egy teljes periédusra?

MO.
a) A= |x*|=2m, 2
T = 2= 210(27Y/5) = 55, . /
X(0) = x* cosTt=—x*=2m, 0 \\ . . / .
x(t) = 2-cos((2TY/5)-t). 1 ' 2\/3 i
b) V=vs =[x(T)=x(0)] /T=0 2

c) VI =|vlsu=4A/T=1,6m/s
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6/2. Vizszintes, surlédasmentes asztalon a rugd végéhez rogzitett m = 100 g tomegd golyd 10 cm-
rel vald kihizasahoz 1 N erGre van sziikség.

a) A golyét elengedve mekkora lesz a rezgésid6? 2o

b) Mekkora a golyod sebessége a nyugalmi helyzeten valod athaladaskor? Im/\c
c) Az elengedés utan 2 s mulva hol lesz a golyé? .

d) Mekkora ebben a pillanatban a kinetikus energia? 0 x
MO.

a) k=|F/x|=1/0,1=10N/m =10 kg/s*,

T=21T\/E=21T\/(11=0,21Tz0,6283s.
k 10

b) Vmax=Aw: A=0,1m), mz\/gz ’%les'l, Vmax =1 m/s.

c) x=A cos(wt+do) = 0,1 cos (10t)
( do= 0, mert kezdGsebesség nélkil indul a test a maximalis kitérésrdl)
x(2) = 0,1 cos (10-2) = 0,04081 m = 4,081 cm.
d) v(t) =—0,1-10 sin(10t) = — sin(10t)
v(2) = —sin(20) = -0,9129 m/s,
Exin(2) = % +0,1+(-0,913)* = 0,04167 J.
VAGY: % kx*+% mv® = konst. = % kA? =
Exin = % mv? = % k (A= x(2)*) = % -10-(0,1°-0,04081°) = 0,04167 J.

6/3. Van egy €o = 32 cm hosszu, k = 5,6 N/m rugdallanddju rugdnk. Ezt a rugot fliggblegesen
fellégatjuk, és a végére akasztunk egy m tomegd testet, majd meghuzzuk lefelé, hogy a hossza
60 cm legyen, elengedjik, és megmérijiik 10 rezgés idejét: t10=9,2 s.

a) Mekkora a rugd végére akasztott test tomege?

b) Mekkora a rezgés amplituddja?

c) Rajzoljuk meg a testre hatd eréket a rezgémozgds alsé és felsé pontjaban!

MO.

el m _ tio AN
a) A rezgésid6bd6I T = Zn\/; =2 > m=k poe = 0,1201 kg.

b) Fliggdleges helyzetben a rezgémozgds egyensulyi helyzete nem a rugd nyugalmi hossza lesz,
hanem az a helyzet, ahol akkora a rugé megnyulasa, hogy az eredd erd zérus legyen: k-Xes = mg
- Xes =Mg/k=(0,1201-10/5,6) m = 0,2144 m.

A rug6 az egyensulyi helyzetben €¢s = €9 + Xes = 0,32 + 0,2144 = 0,5344 m hosszu.

Az amplitudd ennek és az €., elengedéskori hossznak a kiillonbsége:

A =80 —€es=0,60-0,5344 = 0,0656 m = 6,56 cm.

A rezgéskor tehat a rugd hossza € =€es + A=0,60m és

Lmin = 8es— A =0,5344 — 0,0656 = 0,4688 m kozott valtozik (tehat a rezgés fels6 pontjdban is meg
van nyulva).
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c) Atestre haté er6k:

» anehézségi er6 (mg=0,1201-10 = 1,201 N) lefelé és

» arugoerd (F.=k-A8) arugd nyugalmi hosszanak megfeleld pont felé.

Az alsé helyzetben a rugd megnyulasa A8,=48,.,—€,=0,60-0,32=0,28 cm,

a rugoerd F a6 = 5,6:0,28 = 1,568 N felfelé, az eredd Fe a6 = 1,568-1,201 = 0,3674 N felfelé;

a fels6 helyzetben a rugd megnyulasa A8 = £,in — €0 = 0,1488 m,

a rugoerd Fyfeiss = 5,6-0,1488 = 0,8332 N felfelé, az eredd Fe felss = 1,201-0,8332 = 0,3674 N lefelé.

A KOZEGELLENALLASOS FELADATOKNAL CSAK A NEM SZURKE RESZEK KELLENEK A ZH-RA!

6/4. a) Mekkora Ut megtétele utan all meg egy vizszintes Gton haladé Polski Fiat a motor
kikapcsoldsa utan, ha ra a surlédasi erén kivil a sebesség négyzetével ardanyos kdzegellenallasi erd
is hat? irjuk fel a Polski Fiat mozgasegyenletét!

A gépkocsi tomege m = 650 kg, sebessége a motor kikapcsolasanak pillanataban

Vo = 80 km/h, a surlddasi egyttthatd 1 = 0,015; a kdzegellenalldsi er6 40 km/h sebességnél 54 N.
b) Milyen huzdéerdt képes a gépkocsi motorja kifejteni, ha a maximalis sebesség 100 km/h?

MO.

a) A mozgasegyenlet: ma = Frotor — UMg — cv?, ahol c=54N/(40/3,6 m/s)* = 0,4374 kg/m.
Ha a motor ki van kapcsolva: ma = — umg - oVl

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa irja le, hogyan valtozik a sebesség az id6
fliggvényében. A kérdés viszont most az, hogy hogyan valtozik a sebesség a megtett Ut
fliggvényében — ezért atalakitjuk a differencialegyenletet:

dv dv ds dv dv 2
a=—=——=V— , azaz mv_=-—umg —cv

dt ds dt ds

mv
Szeparaljuk és integraljuk: [ ds = f—W = _qumg/cwz
> s=-—_n (”mg+v )+K,
és mivels=0-ndlv=vy, ezért K = %ln (ﬂ+vo ),
pmg
tehat s = lnm
2 7 z m K29 4vy? m cvg
A megtett Ut, amig megall, azazv=0: s = ;lnCﬂT = —ln( AF g) ~ 868 m.
c

b) A maximalis sebességnéla=0 - Fnotor = kMg + CVinax = 435 N.

6/5. o = 30°-0s lejtén halad felfelé egy m = 30 t tomegd szerelvény. A légellenallas F = —bv, ahol
b = 15000 kg/s; a surlédas elhanyagolhato.

a) Mennyi a mozdony huzdereje, ha a vonat sebessége allandé: vy = 54 km/h?

b) A mozdony motorja elromlik. Mennyi id6 alatt és mekkora uton csékken nulldra a vonat
sebessége a vp = 54 km/h sebességrél?

c) Mi torténik ezutan? Feltéve, hogy a lejté nagyon hosszu, mennyi lesz a vonat végsebessége?
MO.

a) A mozgasegyenlet: ma = Fpg,6 — mgsind — bv .
Amikor allandd vo = 54 km/h = 15 m/s sebességgel megy a vonat, a gyorsulds zérus,
tehat Fhge = mgsind + bvg = 375 kN.
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dv

b) Fhizs=0, ma=m Friaie mgsina — bv .
208 g g T _ m __m 1 —

Szepardljuk és integréljuk: [ —— dv =—- f—mgsina/b+v dv = [dt
t= —%ln (@ + v) + K, ésmivelt=0-nadlv=vy, ezért K = %ln (mgzma + vo) |

m mgsing mgsina g t mgsina
tehat t = —;lnmgSIiTa_'_v(), azaz U(t)=(T+UO)'€ e

b
o , m on
Mikor allmeg? v=0, ha t= —ln( — + 1) = 1,833 s.
b mgsina

Mekkora utat tesz meg, amig megall?
integraljuk a v(t) fuggvényt: s = %(@ + vo) . (1 - e_%t) — @t
Behelyettesitve s=11,67 m.
c) A vonat sebességét a v(t) fliggvény megadja a pillanatnyi megallas utanra is;
mgsina
o
tehat a vonat v, = 10 m/s = 36 km/h allanddsult sebességgel megy majd lefelé a lejtén.
A stacionarius sebesség kifejezhet6 a mozgdsegyenletbdl is:
most Fnizs = 0, mert a mozdony nem mikodik; a pozitiv irany mutasson lefelé: ma = mgsind — bvitac
Staciondrius esetbena =0: mgsind — bvgac=0 >
Vstac = Mgsind / b = 30-10°-10-sin30° / 15000 = 10 m/s = 36 km/h.

b
ldthatd, hogy t > w0 esetén e m' >0, igy V = VUgge = —

Gyakorlé feladatok a zh-ra

6/6. Vizszintes, surlddasmentes sikon egy rugd végére m = 1 kg tomegd golyot rogzitettink. A rugd
masik vége rogzitve van. A 45 cm-es rugod 20 cm-rel valé kihtzdsahoz 5 N erére van sziikség.

a) A golyét elengedve mekkora lesz a rezgésid6?

b) irjuk fel a golyd kitérését az id6 fliggvényében!

c) Mekkora a golyd maximalis sebessége?

d) Mekkora a golyd gyorsulasa 10 s-mal a golyd elengedése utan?

MO.
a) k=5/0,2=25N/m, w=+/k/m=5s", T=2n\/%=2?nz1,26s

b) A=0,2m,tehat x(t)=0,2 cos (5t) [m]
€) Vmax=Aw=1m/s
d) a(t)= —w’x(t) = =AW’ cos(wt) = —0,2-5%-cos(5-10) = —4,8 m/s’

6/7. Vizszintes, surlédasmentes sikon egy rugd végére m = 1 kg tomegl golyot rogzitettiink. A rugd
masik vége rogzitve van. A 45 cm-es rugd 20 cm-rel valé kihizdsdhoz 5 N erére van sziikség.

a) Mekkora munkat végeztiink a rugo kihuzasakor?

b) A golyét elengedve mekkora lesz a rezgésid6?

c) Irjuk fel a golyé kitérését az id6 fliggvényében!

d) Mekkora a golyd maximalis sebessége?

e) Mekkora a golyo gyorsuldsa 4 s-mal a golyo elengedése utan?
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MO.
a) k=5/0,2=25N/m, W=%k(Al)*=0,5250,2°=0,5)

b) w=,k/m=5s", T=2n\/%=2?nz1,265

c¢) A=0,2m,tehdt x(t)=0,2cos (5t) [m]
d) Vmax=Aw=1m/s
e) a(t) =—wx(t) = —Aw’ cos(wt) = —0,2-5%-cos(5-4) = —2,04 m/s*

6/8. Egyik végénél felfliggesztett rugdra 90 dkg tomegl testet erdsitettiink. Ekkor a rugo
megnyulasa 12 cm.

a) Mekkora a rugd rugddllandédja?

b) Mennyi munkat végziink, amig a rugoét tovabbi 6 cm-rel megnyujtjuk?

MO.

a) k=mg/Alg=75N/m

b) arugé nydjtdsdhoz W, =% k (Al — Aly?) =% - 75 - (0,18° - 0,12°) = 0,675 J munkét kell
végezniink, de kdzben a test lejjebb keriilt, igy a nehézségi er6tér

W; = mg (Al; — Alg) = 0,9-10-(0,18-0,12) = 0,54 ) munkat végzett rajta,

tehat nekiink 6sszesen W = W, — W, = 0,135 J munkat kell végezniink.

6/9. Egy lo =30 cm hosszu, k = 20 N/m rugdallanddju rugd végére 35 dkg tomegd testet rogzitink.
A rugot fliggblegesen ldgatjuk fel és Ugy engedjiik el a testet, hogy az a rugd felfliggesztési
pontjatol 38 cm-re van. Toltsuk ki az alabbi tablazatot! A nehézségi eré potencialis energidja abban
a magassagban legyen zérus, ami a rezgés egyensulyi helyzete.

MO.

A rezgés egyensulyi helyzete x.s = mg/k =0,35[10/20=0,175 m,

ami a rugo felfliggesztési pontjatél 30+17,5 = 47,5 cm-re van;

az amplitudé A=47,5-38=9,5cm =0,095m,

azaz a test 38 cm és 47,5+9,5 = 57 cm kozott rezeg.

Vimax = A= A[k/m = 0,095-7,56 = 0,718 m/s.

- Exin,max="% K),35K),7182 = 0,09025 J az egyensulyi helyzetben; fent ill. lent Ey, = 0.
Epot = mgh : fent 0,35010[0,095 = 0,33251J, lent —0,3325 J, egyensulyinal 0.

A rugé megnyuldsa fent 8 cm, az egyensulyi helyzetben 8+9,5=17,5 cm, lent 8+2[9,5=27 cm,
~ Epotrugs =% kX’ :  fent % [20[0,08% = 0,064 J, lent % [20[0,27° = 0,729 J,

az egyensulyi helyzetnél % [2000,175” = 0,30625

A rugo + test rendszer mechanikai energidja az eddigiek 6sszege és allando.

6/6



a test a test arugé ,
L. ) . a rugo+test rendszer
mozgasi helyzeti potencialis o
mechanikai energiaja
energidja energidja energidja
a rezgés legfelsé
) 0 0,33251) 0,064 ) 0,3965)
pontja
arezgés
egyensulyi 0,09025J) |0 0,30625 ) 0,3965J
helyzete
a rezgés legalsé
) 0 -0,3325 0,729 0,3965)
pontja

6/10. Egy 42 cm hosszu, 8 N/m rugdallanddju rugd végéhez rogzitiink egy 12,5 dkg tomegd testet.
Irjuk fel a test kitérését az id6 fliggvényében (a korfrekvencia, amplitudo, kezdéfazis
kiszamolasaval), ha
a) vizszintes, surlédasmentes sikon rogzitjik a rugd végét, majd a rugdt 10 cm-rel kihtdzzuk és ugy
engedjik el, hogy a testnek 0,8 m/s kezdGsebességet adunk az egyensulyi helyzete felé;
b) a rugd végét a plafonhoz rogzitjiik, és kezd6sebesség nélkiil elengedjiik a testet ugy, hogy a rugd
hossza éppen a nyugalmi hossz! (a rugo fliggdleges)
Az x = 0 pont legyen a rugo rogzitési pontja mindkét esetben.
MO.
a) Legyen y az egyensulyi helyzettdl valo eltérés, vagyis a rugd nyugalmi hosszatdl mért tavolsag,
ezzel a mozgasegyenlet ma=my =—ky

> akérfrekvencia ® = /k/m = ,/8/0,125 =8s™
A kitérésill. a sebesség:

y(t) = A cos(wt+do) = A cos(8t+do) ill. v(t) = —Awsin(wWt+Po) = —8A sin(8t+d)
A kezdeti feltételek szerint: yo=0,1m és vo=—0,8m/s, azaz

y(0) = A cos(8-0+¢0) = 0,1 ill. v(0) =—8A sin(8-0+¢o) =—0,8
- Acos(dpo)=0,1 és Asin($po) =0,1
> A=0,1v2=0,141[m] és ¢o=arctgl=TY4=0,785 rad
A rugo rogzitési pontjahoz rakott x koordinata 0,42 m-rel van eltolva, x(t) = 0,42 + y(t), azaz

x(t) = 0,42 + 0,12 cos(8t + T/4) [m] vagy: x(t) =0,42 +0,1V2 sin(8t + 317/4) [m]

b) Irjuk fel a mozgasegyenletet az x koordinataval (aminek zérus pontja a rugé rogzitési pontja);

ekkor a rugderét a nyugalmi hossztél (0,42 m-t6l) kell szamolni:

ma = mX = mg — k (x-0,42)
Ennek a rezgésnek az egyensulyi helyzete most nem a rugd nyugalmi helyzete lesz, hanem ahol
X =0, azaz
mg — k (Xes—0,42) =0 = Xes=0,42 + mg/k=0,42 +0,125-10/8 = 0,42 + 0,15625 = 0,57625 m.
irjuk most 4t a mozgasegyenletet gy, hogy bevezetjiik y-t, az egyensulyi helyzettél valé eltérést:
y(t) = X(t) = Xes, amivel X(t) = Xes +y(t), tehdt  mM(Xes + ) = mg—k ( (Xesty) —0,42) .
Mivel x(t) és y(t) csak egy konstansban kiilénboznek, ezért a masodik derivaltjuk egyenld.
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- my=mg-k((0,42 + mg/k +y)-0,42) = mg—k (mg/k +y) = mg—mg—ky =—ky, vagyis az

egyensulyi helyzett6l vald eltérésre felirt differencidlegyenletiink ugyanolyan, mint a vizszintesen

elhelyezkedd rugd mozgdsegyenlete: my = —ky.

A kérfrekvencia tehat ugyanannyi lesz a fiigg6leges rezgésnél is, mint a vizszintesnél, w= 8 s,

A kezdeti értékek pedig yo=—0,15625m [vagy: %X, =0,42m] és vo=0, azaz

y(0) = A cos(8:0+¢o) =—0,15625 [vagy: x(0)=0,57625 + A cos(8:0+¢o) = 0,42]

és v(0) =—8Asin(8:0+do) = 0. A sebességhbdl sinPo=0 > Po=0vagy Ty

a kitérésbél y(0) = A cos ¢o=—0,15625 [vagy: x(0) =0,57625 + A cos ¢ =0,42]

- A=0,15625 és ¢o=T1

vagyis x(t) =0,57625 + 0,15625 cos(8t + 11 vagy: x(t)=0,57625 +0,15625 sin(8t + 317/2)
vagy: x(t) =0,57625 —0,15625 cos(8t)

6/11. (8/14.) Hosszu flugg6leges cs6ben rugd van elhelyezve, amelynek a csé falaval valo surlédasa
elhanyagolhaté. A rugora 10 g tomegU golyot helyezve 1 cm-rel 6sszenyomadik. Mennyivel
nyomadik ssze a rugd, ha a golyot a rugo tetejétdl szamitott 1 m magassagbdl ejtjik ra?

MO.
A rugdallandé k=mg/Al;=0,01-10/0,01 =10 N/m.
irjuk fel az energia-megmaraddst Ugy, hogy a nehézségi erétér potencialis energidjanak zérus
szintje a rugo tetejénél legyen (azaz amikor a rugo nincs 6sszenyomva):

mg H =mg (-Alp) + % k Al
behelyettesitve 0,01-10 -1 =-0,01-10- Al, + % -10- Al,>, azaz 5AL°-0,1Al,-0,1=0
aminek megoldasa Al, = 15,2 cm.

6/12. irjuk fel a mozgéasegyenletét a két rugdval kifeszitett m = 3 g tomeg( testnek, ha csak az AB
egyenes mentén torténé mozgasokra szoritkozunk! A két rugé rugdallanddja ki =0,1 N/miill. 0,2
N/m, nyugalmi hosszaik €y; = 10 cm ill. €y, = 12 cm, az AB tavolsag 25 cm. Adjuk meg a
mozgasegyenlet altalanos megoldasat! Milyen mozgasnak felel ez meg?

MO. ma=mX=F +F,, A A

ahol F; és F, a két rugo altal kifejtett er6:

F1=—k1M1, F2=+k2M2,' A B
A= € -l =x—ln, D = € — by, = (LX) — by ; < >

tehat a mozgasegyenlet . L R
mX = =k (x = €o1) + kz (L—x — €oy) (1) 0 -
azaz mX =— (ki+ky) x + [kilor+ka(L— €p7)] . ¥

A mozgdsegyenletben a [kilo1+ky(L— €oy)] tag azért jelenik meg, mert a rugdk rogzitési pontja
kdzotti tdvolsag nagyobb, mint a két rugd nyugalmi hosszanak 6sszege.
Az x. egyensulyi helyzetben az ered6 er6 zérus:

Fie + Foe = — k1 (Xe — bo1) + ko (L=Xe — €o2) = mX, =0 (2)
Vonjuk ki (2)-t az (1)-bél, azaz irjuk most ugy fel a mozgasegyenletet, hogy a testre hatod erdk
aktudlis értékének az egyensulyi helyzetben hato eréktdl vald eltérését tekintjiik:
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mx — mXe (Fl Fle) + (FZ FZe) -
= [—ki(x=o1) + ka(L—x—Cn2)] — [—ka(xe—o1) + ka(L=Xe—€o2)] = —Ka(X—Xe) — ka(x—Xe).
Vezessik be U] valtozéonak az x.-t6l vald eltérést: y=x—Xe,
ezzel a mozgdsegyenlet my =— (ki+k;) y .
A test tehat az x. egyensulyi helyzet koril harmonikus rezgémozgast végez.
(2)-b6l  xe = (kilor+kaL—kolo,)/(k1+ky) =12 cm .
A rezgémozgds periédusideje T = 2m/m/(k; + k;) =0,211= 0,63 s
(az amplituddja és fazisallanddja pedig a kezdeti feltételektdl figg)

6/13. Fuggéblegesen felhajitunk egy kovet, és az 2 s mulva esik vissza. A kére a kozegellenallas
miatt F = —bv fékez6 erd hat. A k6 tomege m =0,2 kg, b =0,1 kg/s.

a) irjuk fel a k& mozgésegyenletét!

b) Mennyi volt a kezd6sebesség?

c) Mennyi az emelkedési és esési id6?

d) Milyen magasra emelkedett a k6?

e) Mekkora sebességgel érkezett vissza a foldre?

MO.
a) ma = ‘m% = —mg — bv (aztengely felfelé mutat)
Behelyettesitve m és b értékét: a = o = —10—-0,5v (v m/s-ban értendd)

dt
b) A kezd6sebességet ugy tudjuk meghatarozni, hogy két integraldssal meghatdrozzuk a z(t)

fliggvényt, amiben a vy kezd6sebesség paraméterként szerepel, majd a z(2) = z(0) feltételbdl
kiszamoljuk vo-t. Tehat: szeparéljuk és integraljuk a mozgasegyenletet:

- = dv——dt
mg+bv b—
v 1 r_ _ b _E "t
I el [t > [In 22 +v)] =2t
ﬂﬂ; b mg -2y mg _ az
ln@+0——;t - v—(T+v0) el S

b
majd integraljuk a v(t) figgvényt:

b,y b 1t
fy dz =z =[5+ vo) - e T dr' = (54 wo) |- Fe | BN

b
—m(mg —emt)| 14
z—b(b+v0)(1 em) L ¢

t
m és b értékét behelyettesitve  z = 2(20 + ) (1 e72) — 20¢

Az(2)=2(0)=0 feltétel: 2(20 +vy)(1—e %2)—20-2=0, amib8l vo=11,64 m/s.
c) Az emelkedés addig tart, amig v értéke zérusra csokken, azaz v(ts) =0
mg

_b 5 b ‘
(%+v0)-emtfe’—@=0 -> tfel=—%ln@’_’F =m1n(1+v°)z0,925,|gy

b b Vo b

az esés ideje tje = tyss; — trer = 1,08 s.
d) A maximalis magassagot a ts idGben éri el:
2(trer) = 2(20 + 11,64) (1 - e‘o'zﬁ) —20-092 ~49m
e) Foldet éréskor
v(2) = (% + vo) et — 20 = (20 + 11,64) - e72/2 ~ —8,36 m/s

(negativ, mert lefelé esik)
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6/14. 1400 m magasan allo helikopterbdl kiesik egy 80 kg-os kezdd ejtéernyds. Az ejtéernyés
akkor rantja meg az ernyd nyitdzsindrjat, amikor eléri a 30 m/s-os sebességet, de az ernyé nem
nyilik ki rogton, csak 1 s malva (addig egyéltaldan nem kezd fékezni). g = 10 m/s’

a) Mekkorara né a sebessége és mennyit zuhan ez alatt az 1 s alatt?

b) irjuk fel az ejt6erny6s mozgasegyenletét az ejtéernyé kinyilasa elétt ill. utan!

Az erny6 fékez6ereje az ejt6ernyGs sebességének négyzetével ardnyos, az ardnyossagi tényezd
c =200 kg/m.

c) A fékezGhatas kovetkeztében az ejtGernyls sebessége kozelit egy hatarértékhez. Mekkora ez a
hatarsebesség? (azaz a stacionarius sebesség?)

MO.
a)v=gt, a30m/s-ot3s-nal ériel, v(4) =40 m/s nagysagu lesz, és kézben
d = z(4) - z(3) = 10/2-4% - 10/2-3° = 35 m -t zuhan
b) vektorként: ma=mg és ma=mg+cv’k
ha felfelé pozitiv: ma=-mg és ma=-mg+cv’
ha lefelé pozitiv: ma=mg és ma=mg-cv’
C) Vsac=all. > a=0 > Vetac: = Mg/C, Vstac =2 M/s.

6/15. Egy m = 80 kg tomeg(i siel6 a = 30°-os, 1 = 0,1 surlddasi egylitthatdju sipalyan csuszik le. A
sielére hatd kozegellenallasi er6 a sebességének négyzetével aranyos, az aranyossagi tényez6
c=1,2kg/m,g=10 m/s’.

a) Irjuk fel a siel6 mozgdsegyenletét a lejtével parhuzamos és arra meréleges komponensekre
bontva!

b) Mekkora maximalis sebességet érhet el a siel6?

MO.
a) lejtére merbleges: F,,—mgcosd=mag=0
lejtével parhuzamos:
mg sind — Fs — Fx = mg sin0 — L mg cosa — ov’=m aj=ms , hasalejtén megtett ut

b) a maximalis sebességnél aj=0 = v = \/(sina — pcosa)mg/c = 16,6 m/s =59,8 km/h

6/16. Egy repll6gép vo = 72 km/h kezdGsebességgel ér foldet és gurulni kezd. A fékezéerd
nagysaga

F(v) = c(v+u)* [N],

ahol u=10m/s és v a pillanatnyi sebesség nagysaga m/s-ban,

c=1kg/m.

A gép tomege m = 500 kg.
a) Mennyi id6 alatt all meg a gép?
b) Mekkora utat tesz meg addig?
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MO. A mozgdasegyenlet

m% = —c(v+u)?
Szeparadljuk és integraljuk:
v ’ -2 r_ € [
[ =@ +uw) dv-mfodt

Vo

v
[1] =[5 5> -1 =%t azar v=L— —u=500—1—-10
vrt+u Vo m v+u Votu m c(wo+w) t+?
a) v=0 ha t=m(i— L )z 33,3 s
c \u vyt+u
b) A megtett utat megkapjuk a v(t) fliggvény integrdldsaval:
x tfm 1
[Tdx' = | <——— b) dt’
0 0 ¢ t’+c(v:)n+u)
m k 30
x=2n[1+5 (o +wt|—ut =500 (1+2t) - 10¢
a megallasig megtett tdvolsdg x(33,3) =216 m.
VAGY:
W _dv ds_ v s w_ 2
il e atarlrfkltas;sal muv— c(v+u)s,
ezt szepardlva [ds=——[ e
és integrilva s = —E[ln(v +u) +L] = —E(lnw—u+i— - ) =500 (ln AL
c viuly, c votu v+u Vot+u v+10 30

A megallasig (v=0) megtett Ut s(0) = 500(In3—-2/3) = 216 m.

6/17. h = 6 m mély vizmedence tetején r = 1,5 mm sugaru golyot vy = 0 kezdGsebességgel
elengediink. A golydra a nehézségi és a felhajtderdn kivil még egy 6T rv nagysagu fékezé erd is

hat, ahol v a golyé sebessége, N = 1 g/ms. (A golyd s(rlisége p = 2 g/cm?.)

a) irjuk fel a golyd mozgésegyenletét, és adjuk meg annak altalanos megoldasat!

b) Abrézoljuk a golyé sebességét és megtett Utjat az idd fliggvényében!
c) Mennyi id6 alatt és milyen sebességgel ér le a golyé a medence fenekére?
d) Mennyi a golyo atlagsebessége, és hol éri el ezt a sebességet?

e) Oldjuk meg az el6z6 részfeladatokat arra az esetre is, ha vo = 10 m/s és fligg6legesen lefelé

iranyul!

MO. a) Felfelé mutatd z tengelyt felvéve a mozgasegyenlet

. m
mz =—mg + Ffelhajté - Fkézegell = —mg + Pyi; a‘g — (6mnr)v
Az adatokat behelyettesitve Z = % =—(v+5)
Integralassal In ot 5 ps= (vp +5)e t =5
U0+5

és z=(Wy+5)(1—et)—5t

A feladat els6 részében vo=0, azaz v = 5e ¢t

—5 és z=5(1—-e"% -5t

c) Mikor ér le a medence fenekére: a z(t) = -6 egyenlet megoldasa (numerikusan!) t= 2,08 s,

ekkor a sebessége v(2,08) =—-4,4 m/s.
d) Az atlagsebesség vy =-6/2,08 =—2,88 m/s;
a v(t)=-2,88 egyenlet megolddsa t=0,86s; ekkor z(0,86)=-1,4 m.

e) Ha a kezdGsebesség lefelé mutat, akkor vo =—10 m/s (mivel a z tengely felfelé mutat) és a v(t)

ill. z(t) fuggvények v =—-5e7t—5 ¢és z=-5(1—e ) -5t

lgy a z(t) =—6 egyenlet megoldasat = 0,7 s (ekkor érle) és v(0,7) =—7,5 m/s (ekkora

sebességgel); viy =—8,6 m/s, ezt 0,33 s-nal éri el 3,0 m mélységben.
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6/18. Vizszintes, surlédasmentes sikon egy rugd végére m = 1 kg tomeg(i golydt rogzitettiink. A
rugd masik vége rogzitve van. A rugd 20 cm-re vald kihtizasahoz 5 N erGre van sziikség.

a) A golyét elengedve mekkora lesz a rezgésid6?

b) Mekkora a golyd sebessége a nyugalmi helyzeten valoé athaladaskor?

6/19. m tomeg(i golyot erdsitiink k rugdallandoju rugdra. Az egyik végén rogzitett rugd az x
tengelyen van, egyensulyi helyzete legyen az origd. A golyot t=0 idGben vy kezdGsebességgel
meglokjik a —x tengely iranyaba, ezutan az harmonikus rezg6mozgast végez.

a) Hatdrozzuk meg és dbrazoljuk x-et az id6 figgvényében!

b) Hatarozzuk meg a gyorsulds atlagértékét az elsé félperiddusban!

¢) Milyen Osszefliggés van a gyorsulds és x kdzott? Ebbdl hatdrozzuk meg az x kitérés atlagértékét
az els6 félperiddusban!

6/20. A vonat egy mozdonybdl és harom kocsibdl all, mindegyik rész tomege m = 1 t. A vonatot
fékezi egyrészt a surlddasi er§, masrészt a vonat sebességével aranyos kozegellenallasi er6. A
szerelvény allandé vy = 72 km/h-3as sebességgel halad, ekkor a mozdony F; = 440 N hdzéer6t fejt ki.
A vonatrél menet kézben lekapcsoljak az utolso kocsit. Az eliilsé rész tovabbra is

Vo = 72 km/h-as sebességgel halad tovabb, de most a mozdony huzéereje csak F, = 340 N.

irjuk fel a mozgasegyenletet!

Mennyi idé mulva all meg a lekapcsolt kocsi?

(A b kozegellenallasi egyiitthaté csak a menetiranyba esé fellilet nagysagatdl és alakjatol fliigg, a
kocsik szamatdl, stb. nem.)
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