Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 7. hét

Az F erd dltal végzett munka, ha a test adott palyan mozog az r, helyvektoru P, pontbdl az r, helyvektora P,
pontba, az aldbbi vonalintegrallal szdmolhatd:

Wp, p, = frrlz aw = frrlz F-dr [az el6adason a jelolése W, = f((lz))F -ds]
Altalanos esetben az eré fiigg a helytdl: F(r) = Fy(xy,z) i + Fy(xy,z) j + F.(xy,2) k ,
és apalya, amin atest mozog: r=xi+yj+zk - dr=dxi+dyj+dzk,
ezekkel Wp p, = frrlz F-dr = frrlz{Fx (x,y,2) dx + FE,(x,y,z) dy + F,(x,y,2) dz}

Ez igy csak akkor szamolhato ki, ha a palya parhuzamos valamelyik koordinatatengellyel, azaz dx, dy, dz
kozil csak egy nem zérus.

Altaldnos esetben a palyat t-vel (az id6vel) paraméterezve adjuk meg:
r)=xt)i+yt)j+z)k - dr= [%z +2j +%k] dt,

és az er6t is t-vel paraméterezve fejezzik ki:

F(r) = E.(x(2), y(©), z(£)) i + F, (x (1), y (), z(£)) j + F, (x (8), y (£), 2(6)) k,

ezekkel  W,p, = [ {F(x(0), y(0), 2(6)) = + B, (x(6), y(£), 2(6)) 2 + F, (x(8), y(6), 2(6)) L} it

Konzervativ az F(r) er6tér akkor, ha rot F = 0. Ekkor
> két pont k6z6tt a munka flggetlen a valasztott Uttdl (azaz zart gérbére a munka zérus);

> létezik egy E,qi(r) potencidlis energia fliggvény, hogy F(r) =—grad E,(r) , ilyenkor

az F er6 altal végzett munka az A kiindulasi és a B végpont potencialis energiajanak kiilonbségeként
szamolhato:
Wag = _AEpot = _[Epot(B) - Epot(A)] = Epot(A) - Epot(B)-
A munka elGjelet valt, ha az ellentétes irdnyba megyiink az adott gérbén.
A fentiek szerint kiszdmolt munka az a munka, amit az adott er6 végez a testen; az altalunk az erétér
ellenében végzendé munka ennek ellentettje.
i j

. . _|19 90 of_ (oF 6Fy) , (6FZ an) , (6Fy an)
rot F kiszamolasa: rot F = ax 2y o9z| = (ay 5, ) ¢ % " on x oy
F,

F. F

&

Az er6tér meghatarozasa a potencialis energia fliggvénybdl:

OE ) )
pot » pot - pot
ox L+ ay J + 0z k)

F=—gradE,, = —(

A potencidlis energia figgvény meghatarozasa az er6bél:  E,,; = — frro F(¥r)-dr,
pl. ha a koordindtatengelyekkel parhuzamosan megytink és E,.(0,0,0) = O, akkor

E

ot = — {fx,o,o E, dx + [©7° E, dy + f;'y'z E, dz} ;

0,0,0 %,0,0 ¥,0
de a konkrét szdmoldsok alapja sokszor inkabb az F = —grad E,, (Id. a feladatokat, pl. 7/2.2A).
F(r) helyett hasznalatos az E(r) térerGsség (egységnyi tomeg(i testre haté erd): E(r) =F(r) / m [N/kg],

az ehhez tartoz6 potenciafiggvény U(r) = Eper(r) / m [I/kg]; E(r) =—grad U(r).
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7/1. Hatdrozzuk meg az m tdmeg(l anyagi pontra haté F = (Ax+B) i+ Cz’j+ (Dx+E) k [N] eré munkajat,
ha a test

a) a P, (0,0,1) pontbdl a P, (0,2,1) pontba megy az y tengellyel pdrhuzamosan;

b) a P, (2,0,1) pontbdl a P, (0,0,1) pontba megy az x tengellyel parhuzamosan;

c)aP,(2,0,1) pontbdl a P, (0,2,1) pontba megy a két pontot 6sszekdtd egyenes mentén!

Hasonlitsuk 0ssze az a) és b) feladatban kapott munka 6sszegét a c) feladatéval!

d) Konzervativ-e a fenti er6tér?

e) Hatarozzuk meg az F er§ altal végzett munkat az x-z sikban fekvé R sugaru, origd kdzéppontu kérén
végzett teljes korulfordulasra!

f) Hatarozzuk meg az F erG altal végzett munkat az x-y sikban fekvé R sugaru, origd kbzéppontu kérén
végzett teljes korulfordulasra!

MO.
a) Mivel az y tengellyel pérhuzamosan megylnk, ezért dx=dz=0
(0,2,1) (021) 0,2,1) 2 2
Wp,p, = f(oo1)F'dr f(001) f(oo1)CZZd =[,C-1?dy=C-[ dy=C-[yl§=2C.
b) Most az x tengellyel parhuzamosan megyink, ezért dy = dz = 0, tehat
(001) (0,0,1) 0 [ 4 x? O_ 22 _
Weup, = Jipoy F AT = [igon) Fedx = [ (Ax + B) dx = [A% + Bx| =A% —2B=-24-2B.

c) Irjuk fel az egyenes egyenletét t-vel paraméterezve, Ugy, hogy t, = 0-ban legyen a test a P, pontban

és t, = 1 —ben legyen a test a P, pontban (igy kénnyd lesz az integrdlasi hatarokat behelyettesiteni a végén).

Az r(t) komponensei tehat x=2(1-t), y=2t, z=1, amibdl % = -2, % =2, % =0;

adr komponensei dx=-2dt, dy=2dt dz=0; és t: 0- 1.

Woyp, = fguny Fdr =[50 (B (x(6), y(©),2(0) 2 + B, (x(), y(£), 2()) 2 + 0) dt =

= ((20;)2'11)){(Ax +B) - (=2) +Cz% - 2}dt = [{(A(2(1 — ©)) + B) - (=2) + C - 12 - 2} dt =
= fol(-A.z2 +A2%°t—B2+2C)dt=--=-24-2B+2C,

vagyis ugyanannyi a munka a P, és P, pontok koz6tt, akar egyenes Uton megyink, akar a Py ponton
keresztil a koordinatatengelyekkel parhuzamosan.

i j k

a a a . , , , oy 2
d) rotF = — — — = —2Czi—Dj , tehatnem konzervativ az er6tér.

dx ay 0z

Ax+B Cz* Dx+E

Megjegyzés: az xy sikban azért nézett ki konzervativnak, mert rot F -nek a k komponense zérus és
eddig az x-y sikban fekvé palyakkal szamoltunk, aminek a vektora: dA=dAk,igy rotF -dA = 0,
és a Stokes-tétel szerint [rot F -dA=¢F-dr > zérusavonalintegral értéke zart gérbére.

e) Az x-z sikban fekvd R sugaru (origd kozéppontu) kor paraméteres alakja t-vel paraméterezve,
t: 0— 27T valasztassal

az r(t) komponensei x =R cost, y=0, z=Rsint
d . d d
- —x=—Rsmt, —y=0, —Z=Rcost;
dt dt dt

adr komponensei dx=-Rsintdt, dy=0, dz=Rcostdt;

W= fozn{(A ‘Rcost + B) - (—Rsint) + (C(Rsint)?) - (0) + (D-Rcost + E) - (Rcost)} dt =
= fozn{—A ‘R?sint - cost — B-Rsint + D -R%*cos?t + E-Rcost}dt =

sin2t

_ [AR% , R2
—[ " cos2t + B-Rcost + D-R ( .

+ g) + E.Rsint]z” = [D .Rzg]zn = D-R?n
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VAGY: W =¢F-dr= [rotF -dA felhasznlasdval:
kiszamoltuk, hogy rot F = —2Cz i — Dj
és mivel a kor az x-z sikban fekszik, aminek a normalvektora j, ezért dA=dAj
tehat W = [rotF -dA= [(—D)dA= —D [dA = (-D) R%*=m
mivel az R sugaru kor teriilete R277 azaz f dA=R?rT .
(A munka el6jele a koruljarasi iranytdl flugg.)
f) Az x-y sikban fekvd R sugaru (origd kozéppontu) kor paraméteres alakja t: 0 — 271valasztassal:

. . d . d d
azr(t) komponensei x=Rcost, y=Rsint, z=0 - d—f = —R sint, d—}t’ = R cost, d—i =0;

adr komponensei dx=-Rsintdt, dy=Rcostdt , dz=0;
W= fozn{(A ‘Rcost + B) - (—Rsint) + (C - 02) - (Rcost) + (D-Rcost + E) - (0)} dt =

= —A- sint - cost — B-Rsint t= —=A- sinZ2t — B -Rsint t =
AT —ARsi BRsint}dt = [" ~ A-R?sin2t — B-Rsint}d
21T

p2
= [A—R cos2t + B'Rcost] =0.
4 0

7/2. Adott a kdvetkezd erGtér (egységnyi tomeg(i testre hato erd):
E=-2(xy+z) i—x*j— (2x+5) k [N/kg]

Mekkora munkat végez egy m = 5 kg tomeg( testen az er6tér, mikozben a test az
r(t) = (t+2) i—3tj+ (t*+1) k gorbe mentén a Po(2,0,1) pontbdl a P1(1,3,2) pontba mozog?

MO.
1.) Behelyettesitéssel lathato, hogy Pgo-ban ty =0, P;-ben t; = —1, tehat az integralasi hatarok: t: 0 > -1.
x(t) = t+2, y(t) ==3t, 2(t) = t+1 — %: 1, %:-3, %: 2t - dr=(i-3j+2tk)dt.

A térer6sség most egységnyi témeg( testre van megadva (E=F/m) ,tehdt W=m: [E-dr:
R t
W =m(] E [air :mEHEXBd—X+ Ede—y+Ez Gd—z}dt:
2 T I
-1
=s{{- 2t + 230 + (2 +0)J+ [- ¢ + 22 -9) + 20+ 2) + 5] T20)} ot =
0

-1
:SEI(StZ +6t+10)dt =...= -40[J]
0

2.) Mas megoldas: konzervativ-e az erétér?
i j k
a a 3} . .
rotE = P P P =0-0)i—-(-2-(-2)j+(-2x—(-2x))k=0,

—2(xy+z) —-x* —(2x+5)
tehat az er6tér konzervativ - létezik potencialfiggvény
- (2.A): el6adllitjuk az Eyo(r) flggvényt és
abbdl szamoljuk ki a munkat: W = —=AE,o: = Epot(Po) — Epot(P1);
- amunka tetsz6leges Uton szamolva ugyanannyi
- (2.B): egyszer(bb utat vdlasztunk az integralashoz.
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2.A)  E,n(r) meghatdrozasa: tudjuk, hogy F =-grad E,, , de mivel most F helyett E = F/m van megadva,
ha ezzel szamolunk, akkor az egységnyi tomegre vonatkozd potencidlis energiat kapjuk meg, jeldljuk ezt
U-val: U=E,/m, és E=—grad U.

Descartes-komponensekkel E = Eyi +Eyj +Ek, —grad U = — (g—zi + g—gj + Z—lzjk) ;

a megfelel6 komponenseknek egyenléknek kell lenni, vagyis
oU/ox =-E,, dU/dy=-E,, 0U/0z=-E,, azazismerjuk az U(r) fliggvény parcidlis derivaltjait.

0U/0x =—E, =2(xy+z) = U=[2(xy+z)dx= Xy + 2xz + Kq(y,2) ;
itt K; olyan ,konstans”, ami x-t6l nem fligg, de fligghet y-tél és z-t6l; ezért jeloli Ky(y,z).

Ennek y szerinti derivaltja 0U/dy = x> + 0K4(y,z)/dy ;

masrészt 0U/dy =—E,=x*> = 0Ky(y,z)/dy =0, akonstans tehat fiiggetlen y-tél, de fiigghet z-t8l:
= U=xly+2xz+K,(2) .

Ennek z szerinti derivaltja 0dU/0z = 2x + 0K,(z)/0z,

masrészt 0U/0z=—E,=2x+5 = 0Ky(2)/0z=5 = K,=5z = U=x’y+2xz+5z+K.

A K konstans értékét valasszuk 0-nak (igy Eyot = 0 az origéban)

Tehat a potencialfiggvény egységnyi tomegre U =x% + 2xz + 5z [J/kg].

Megjegyzés: gyorsabban is 6sszerakhatjuk az U figgvényt:
0U/0x =—E,=2(xy+z) = U= [2(xy +2z)dx =x’y +2xz+ki(y,2)

0U/dy = —E, = x* = U=[x%dy = X%y + ky(X,2)
0U/0z=-E,=2x+5 = U= [(2x+5)dz =2xz+5z+Kks(xy)
Gyljtsik 6ssze a tagokat, de mindegyiket csak egyszer irjuk ki: U(r) = x’y + 2xz + 5z.

Az ergtér altal végzett munka a kezd6- és a végpont potencidljanak a kiilonbsége:
W/m =-AU = —[U(P;) = U(Po)] = U(Pg) = U(P,) .

A P,y (2,0,1) pontban xo=2, yo=0, zo=1 — U(Po)=2°0+ 220 + 50 =9 J/kg;
aP;(1,3,2) pontban x;=1,y:=3,2,;=2 - U(P;)=1’B3+202+52 =17 J/kg;
W/m =U(2,0,1) —U(1,3,2) =9 - 17 = -8 J/kg,

tehat az m =5 kg tomegli testen az er6tér altal végzett munka W =5[(+8) =—40.

2.B) Mivel az er6tér konzervativ, valaszthatunk mas, a megadottnal egyszer(bb utat is a P, és P, pontok
kozott (mivel ekkor a munka csak a kezd6- és végpontoktdl fligg).
Valasszuk azt az utat, amikor rendre az x,y,z tengelyek mentén megyiink:

Pi2,01) > (1,01) > (131) > Py1,3,.2)
Amikor az x tengely mentén megyiink, behelyettesitjik E, -be y és z értékét (y=0,z=1) és x:2>1;
amikor az y tengely mentén megyiink, behelyettesitjiik E, -ba x és z értékét ( x=1 lett, z=1) és y: 0 - 3;
amikor a z tengely mentén megylink, behelyettesitjik E, -be x és y értékét ( x=1, y=3 lett) és z: 1 > 2.

R L0y (131) 132)
W = m[jEmr :SE{ j—z(xy+z) dx + j—xzdy+ j— (2x +5) dz} =

R (201 101 31

=5E“—2(x[u)+1)dx+f—12dy+f— (2EL+5)dz} =..=-40[J].

7/3. Egy er6hoz tartozd potencialis energiat az aldbbi fliggvény adja meg:

: Epot = 2Xy” + 16 — 3xz

a) Adjuk meg a potencidlis energidhoz tartozo erét!

b) Mekkora munkat végez a fenti er6, ha a test a Py(1,-2,3) pontbél a P,(—4,5,—6) pontba mozog a pontokat
0sszekotd egyenes mentén?

c) Mekkora eré hat a testre a Py kezdépontban?
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MO.

a) F=—grad E,;=—((2y*=32)i+4xyj—3xk)=(-2y*+3z) i—4xyj+3xk
b) A potencidlis energiabol

W = =AEpot = Epot(Po) = Epot(P1) = [2:1:(=2)° + 16 — 3-1-3] — [2+(~4)-5* + 16 — 3:(~4)-(—6)] = [15] — [-256] = 271 .
Persze kiszamolhatjuk a munkat vonalintegrallal is:

(-4,-2,3) (—4,5,3) (—-4,5,-6) _
f(l 23 E, dx +f( 4 23)F dy +f( 453) F,dz=

= f1 3:3-2-(=2))dx+[J(—4- (D) dy + [, °(3 (-4))dz =

= [["ldx+ [ 16y dy + [, *—12dz = [x]7* + [8y?]5 + [~122]3° = 271J.
¢) F(Po)=(-2:(-2)*+3-3)i-4-1-(-2)j+3-1k=1i+8j+3k,

ennek nagysaga (Pitagorasz-tétellel) F(Po) =v74 = 8,602 N .

Gyakorlé feladatok a zarthelyire

7/4. Hatdrozzuk meg az  E = 2(x+4) i — 327 j + 2x* k [N/kg] erétér altal egy m = 2 kg tdmeg(i testen végzett
munkat, ha a test

a) a Py(3,-1,2) [m] és a P,(3,1,2) [m] pontok kbzott mozog egyenes palyan!

b) a P5(0,0,0) [m] és a P,4(-5,4,3) [m] pontok kdz6tt mozog rendre az x,y,z tengelyekkel parhuzamosan!

MO.
a)A mozgés itt csak az y tengellyel parhuzamosan térténik, igy dx = dz =
(312
jF [dr = qu [dr =20 H)Z(x+4)dx 37%dy + 2x%dz} = 2Ej 322y =...= 48] .
(3-12)
b)

-54,3) (=5,0,0) (-5,4,0) -54,3)
ijr =m0 jEmr = E{ jz(x+4)dx+ j—szzdy+ J2x2dz}=

Py (0,0,0) (0,0,0) (-=5,0,0) (-54,0)

-5 4 3
=2 jz(x+4)dx+j—3[ﬂ)2dy+j2[(-5)2dz} =2{-15+0+15G =270 J.
0 0 0

7/5. Adott a térerGsség a kbvetkez6 alakban:
= (3x+2xz) i + (2y*+5xz) j + 5xy k [N/kg] .
a) Allapitsuk meg, létezik-e potencial, és ha igen, adjuk meg!
b) Mekkora munkat végez az erGtér, ha egy m = 2 kg tomeg(i test mozog egy egyenes mentén
a P;(1,2,-1) [m] pontbdla P,(-1,2,0) [m] pontba?

MO.

i i k
0 o 0
0X oy 0z

3x+2xz 2y?+5xz 5xy

a) rotE= = (5X - 5X)i — (5y — 2X)j + (52 - 0)k = (2x —5y)j + 52k # 0

tehat nem létezik potencial.
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b) A Py-bdl P;-be mutatod egyenes egyenlete t-vel paraméterezve, Py-nal t=0, P;-nél t=1 valasztassal:

rt)= (-2t+1)i+2j+(t-1)k - dr=(-2i+k)dt.

r t,
W = m] E [eir =mq{EXD‘LX+Eyﬂ+EZ Bd—z}dt=
! ! dt dt dt

= ZET{[3E(-2t +1) + 20(-2t +1) [t - D] (-2) + [2 22 +5(-2t +1) [{t —1)][0)+[5(—2t +1) 2|0} di =
= 2[@{&2 - 20t +8} dt:...:gJ.

7/6. Hatarozzuk meg az F=[(2x+z)In(y) i+ [ (x+xz) /y1i+[xIn(y) 1 k eré altal végzett munkat,
mikozben atestaz r=(5-2t)i+3j—4tk egyenes menténa Py(7,3,4) pontbdl a P, (5,3,0) pontba jut!
(Az eré N-ban, az r m-ben értendd.)

Konzervativ az erétér?

MO.
dr=(-2i-4k)dt
az integralasi hatarok (behelyettesitéssel): Py-banty=-1, P;-bent;=0

_rty dx dz _
W = fto [Fx -t 'E] dt  mertdy=0
w = [°[2(5-26) — 4t) - In3 - (=2) + (5 — 2t) - In3 - (—4)] dt =....= —52 - [n3 =~57,1
Konzervativ, harotF=..=0

rot F = (x/y—x/y) i— (In(y)=In(y)) j + ((2x+z)/y—(2x+z)/y) k = 0
tehat konzervativ az er6tér >

eszerint az a) feladatot szamolhatjuk mashogy is, mehetiink pl. a tengelyekkel parhuzamosan:

_ (534 (5,3,0) _ (534 (5.3,0) — o _ . .
W= f(7,3,4) F.dx + f(5’3’4) Fdz = [, Qx+4)n3 dx + f(5’3’4) 5:-ln3dz=..=-52-In3 ;

VAGY el&allithatjuk a potencialis energia fliggvényt: Epor =— (x* +xz) - In(y)
és kiszamolhatjuk ebb8l a munkat: W = —AE, s = E,ot(Po) — Epot(P1) = =77:In3 —(=25:In3) = -52:In3

7/7.Egy E=(3-2y)i-2(x+yz) j—y* k alakd er6térben egységnyi tomegii test mozog az
r=(t>+1)i+ (t=1) j + 2t k gérbe mentén.

a) Konzervativ-e az ergtér?

b) Mekkora munkat végez az er6tér, miga Py (2,-2,-2) pontbdl a P, (2,0,2) pontba jut a test?

MO.
i j k
d a 0 . .
P % 5 | =2y +2y)i—-(0-0)j+(-2+2)k=0
3—-2y —2(x+yz) —y?
tehat az er6tér konzervativ.

a) rotE =

b) A munkat szdmolhatjuk a potencialbdl:

0U/0x =—E,=—(3-2y), 0U/dy=-E, =2(x+yz), 0U/dz=-E,=y* -

a potencial U = =3x + 2xy + y’z, ezzel

W = —AE, = m+(=AU) = 1-U(Po) — U(Py)) = [-3-2+42-2+(-2)+(-2)*(-2)] — [-3-2+2-:2:0+0°2] =-16J .
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VAGY: dr/dt=2ti+j+2k, és Py-bant,=-1, P;-bent;=1;
1
w=[[B-20t-1D) -2t =2((t* + D)+ (t - 1D2t) - 1 - (t—1)* 2] dt =
= [1[-12¢* + 18t — 4] dt=—16] .
VAGY: mivel az erétér konzervativ, a munka szamolhaté mas utat valasztva is, pl. a koordinatatengelyekkel
parhuzamosan haladva.

7/8. Mekkora munkat végez az E = (y=3) i + (x=22°) j—4 yz k er6tér egy m = 1,8 kg tomeg(i testen, ha a test
a Py(—1,1,2) pontbdl a P4(5,1,2) pontba mozog az r = (2-3t) i + t* j + 2 k gdrbe mentén? Konzervativ-e az

erétér?
MO.
i j k
a a d , .
rotE= | = bR 5 |=(4z+42)i—-(0-0)j+(1-1Dk=0

y—3 x—2z2 —4yz
tehat az er6tér konzervativ.
A munkat szamolhatjuk a potencidlbdl:
0U/dx = -E,=—(y-3), 0U/dy=-E,=—(x-27"), 0U/0z=-E,=4yz -
a potencial U = 3x—xy + 2yz*, ezzel
W/m = U(Po) — U(Py) = [3+(-1)—(-1)-1+2-1-2°] — [3-5-5-1+2-1-2%] =12 J/kg.
VAGY vonalintegrallal: dr/dt=-3i+2tj+0k, és Pgbanty=1, P;-bent;=-1
W/m= [T =3)- (=3) + (2 -3t —2-2%) -2t + 0)] dt = =3 [, '[3t% + 4t — 3] dt = — 12 /kg.
VAGY: mivel az er6tér konzervativ, a munka szamolhaté mas utat valasztva is, legegyszer(bben Ugy, hogy az
x tengellyel parhuzamosan megyiink a Py-bdl a P;-be:

5,1,2 5 5
W/m =[S0 = Bix = [0 - 3dx = 2 [ de = 202, = ~12)/ke.

Az 1,8 kg tomeg( testen végzett munka W =-1,8-12 =-21,6J.

7/9. Egy test az
r(t) = (t=2) i—2tj+ (2t>-1) k [m] gorbe mentén mozog
a Py(0,-4,7) [m] pontbdla P.(—2,0,-1) [m] pontba.
Mekkora munkat végez ekdzben a testen az
F=(2xy+z)i+3xzj+ (yY"x)k [N] erg?
MO.
Ha kiszamoljuk rotF-et, latjuk, hogy az nem zérus ( rotF = (2y—3x)i+2j+(3z-2x)k ), tehat a munkat
mindenképpen az elbirt vonalintegrallal kell kiszamolni.
Behelyettesitéssel lathatd, hogy Py-ban to =2, Py-ben t; =0,

tehat az integralasi hatarok: t: 2 = 0.
dx dy dz . . .
Adrvektor: —=1,—=-2,—=4t, tehat dr=(i-2j+4tk)dt
dt dt dt

X(t) = (t=2), y(t) = = 2t, z(t) = (2t°=1) behelyettesitésével
W= frff F(x(t),y(1),z(Y) - dr =

= t1{(Z(t— 2)20+ (22 -1)) -1+ (Bt—2)2t2 - 1)) - (-2) + ((-20)2 — (t—2)) - 4t} dt =

to

0
= f {413 + 18t%2 + 22t — 13} dt = [t* + 6t3 + 11t2 — 13t] = —82]
2
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7/10. Adott a kovetkez§ erétér:
E=(y-3)i+(x-22%) j—4yzk [N/kg]
Mekkora munkat kell végezniink a fenti er6tér ellen, ha egy egységnyi tomeg( testet mozgatunk az
x =3 [m] sikban fekvd y* + z* = 4 egyenletii kdr mentén pozitiv iranyban
a Py(3,2,0) [m] pontbdl a P4(3,-2,0) [m] pontba?

MO. m=1kg > F=m-E=(y-3)i+(x-22)j—4yzk [N]
r(t)=3i+2costj+2sintk
dr=(-2sintj+2costk)dt
Po-ban t=0, Pi-bent=Tt

W = f[(s— 2 Tsin? t)(-2sint) - (4[RcostIRsint) [{2cost)]dt = ... =

0

=-12J

T in?2 m
0

3
0
W =-12 ) munkat végezne az er6tér, azaz nekiink 12 J munkat kell végezniink.
Mas megoldas:
rotE =... =0, tehat az erGtér konzervativ.
A potencidl U =3x—xy + 2yz* [J/kg],

az er6tér altal végzett munka W/m =—AU = U(Py) — U(P4) =—12 J/kg,
az egységnyi tomegen altalunk végzenddé munka W =12 J.

Nem zh feladatok

7/11. Keressiik meg az alabbi helyzeti energia figgvényekhez tartozé erétereket!

a) Epot = ax + by +cz c) Epot = Az-e™ "™
b) Epot = Are™ "V d) Epot = A (ax + by + cz)™
MO.

a) F=-gradE,.:=-(ai+bj+ck)
b) F=-A (a.eax+by+czi+ b.eax+by+czj+ C.eax+by+czk) =—A-eax+bytcz (ai+ bj+ Ck): —Epot(ai"‘ bj+ Ck)

(Bevezetveaz ai+bj+ck=v vektortaz E, felirhaté Ep.:=A-eV" alakban.)

7/12. Keressik meg az alabbi eréterekhez tartozo helyzeti energia fliggvényt, ha van! (Ha csak bizonyos
feltételek teljesiilése esetén létezik helyzeti energia, akkor adjuk meg a sziikséges feltételeket!)

a) F=ai+bj+ck c) F=ayi+bxj+czk

b) F=axi+byj+czk d) F=za(xX+y’+2) (xi+yj+zk)
MO.

a) rot F=0, Ep.:=-(ax+by+cz) ( ami felirhaté rovidebben:  Epoc= - For)

b) rotF=0, E,n=-%(axX’+by’+cZ’)

i j k
d 3} d
c) TOtF=$ 2y $=(b—a)k

ay bx cz
vagyis akkor van csak potencidlis energia, hab =a; ekkor E,c=—(axy+% c7’)
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