Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 9. hét

Tomegkozéppont (stlypont)

Pontrendszer esetén az m; témegd, r; helyvektoru témegpontok tdmegkdzéppontja a tomegekkel

sulyozott atlagos helyvektor:
_ X(mjry) _ X(m;ry)

s 2 m; Mo
Kiterjedt test esetén térfogati integrallal szamolunk:
__Jrdm _ [rpdv _ [rpdv
" fdm  [pdvV M

ahol M=2m; az dssztémeg.

Ig , ahol pasliriség (ami lehet helyfliggd is), és

M= [ pdV azdssztémeg.

Impulzus, -tétel, -megmaradas tétele

m tomegd, v sebességl test impulzusa p=mv [kg:m/s] (vektor!)

Impulzustétel tomegpontra: Fe=p

Az impulzus additiv; pontrendszer impulzusa pgss; = Z (M v;)

Impulzustétel pontrendszerre: Fexiiss = Pgssz (Mivel a belsé erék ereddje zérus)
Impulzus-megmaradds tétele: zart rendszerben (azaz ahol Fe kiiss = 0)  Passz = konst.

9/1. Hatarozzuk meg a vizmolekula tomegkozéppontjat! A kotéshossz 95,84 pm, a kotésszog
104,45°,

MO.

X
Helyezziik el igy a vizmolekulat. Akkor
Xn1 = d-sin(¢/2) = 95,84-sin(104,45°/2) = 75,75 pm Y1 =0 myg =1
Xp2 = —d-sin(¢/2) = -95,84-sin(104,45°/2) = -75,75 pm vz =0 mp =1
Xo=0 yo = d-cos($/2) = 95,84-cos(104,45°/2) = 58,71 pm mo = 16

M=my + My + Mg =18

_(75,751)+(-75,75-1)+(0-16)
- 18

=0 és y, = (0-1)+(0-1)1J;(58,71-16) — 52,18 pm.

Tehat xg

9/2. Azonos keresztmetszet(l és hosszusagu, homogén vas és aluminium rudat a véguknél
0sszeragasztunk, majd az egészet a tomegkdzéppontjanal kettévagjuk. Mennyi lesz a két rész
tomegének aranya?
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| A siirtiségek: pre = 7,8 kg/dm?, pa = 2,7 kg/dm®.

MO.

R Al |

0 L 2L X

Helyezziik el Ggy a rudakat, hogy a vas 0-tdl L-ig, az aluminium L-t6l 2L-ig tart. A rudak
keresztmetszete 'A’.
A tomegkozéppontot kiszamolhatjuk
1.) gy, hogy a rudakat helyettesitjiik a tomegkdzéppontjukba helyezett tomegiikkel:
A szimmetriat kihasznalva tudjuk, hogy az egyes rudak tomegkozéppontja a felez6pontjukban
van, vagyis a vasé L/2 -nél, az aluminiumé 3L/2 -nél.

A tomegek mee = PrerA'L=7,8 AL ill. mp =parAL=27AL.
.= (L/Z)'(pFe'A'L)+(3L/2)'(PA1'A'L) _ L/2:ppo+3L/2:py _ 7,8/2+3-2,7/2 L~ 0'7571 L
(PpeAL)+(pyAcL) Pre+Pal 7,8+2,7

2.) térfogati integrallal:
Mivel az x tengely mentén fekszik a rud, azért ys = z; = 0, és keressuk x; -t.
A rudat az x tengelyre merélegesen dx vastagsagu szeletekre vagjuk, azaz dV=Adx;
dm =p-Adx, ahol 0ésLkdzott p=pPre, Lés2Lkozott p=pa .

L 2L
2 %2

L oL L L X_] + [_] 1.2 3L2
_ fo < dm+fL <-dm B fo X-PFe AdX+fL x-pap A dx . pFe[ 2], Pall5 L 7,85+2,7—~ ~07571 L
Xs =~ 1 20 =TT 2L - L gL o .
Jo dm+["" dm Jo Pre Adx+[[" par Adx pre[x]g+pallx]f 78L+27L

Az egyik darab (m,) tehat a vasrud 0,7571-ed része,

a masik darab (m;) a vasrud 1-0,7571=0,2429-ed része plusz az egész aluminiumrud,

e . m :0,7571L-A 7,8:0,7571
a két témeg aranya — = —Pre = ~ 1,285.
m,  pre-0,2429L-A+pa;-L-A  7,8:0,2429 + 2,7

9/3. L hosszusagu rud slirlisége egyik végén po, masik végén 2po, kozben egyenletesen valtozik. A
rad keresztmetszete mindenitt azonos. Hol van a sulypontja?

MO.

A rud az x tengely mentén helyezkedik el 0-tdl L-ig,

a slirlisége x=0-ban po, x=L-ben 2p,, azaz a slrlisége x fliggvényében pP(x) =po(1+x/L).

A sulypontjanak x koordinataja

_ foLx~p(x)Adx

e Adx
fOLx- p(x) Adx = fOLx- Po (1 +E)Adx = ApofOL(x+X—Lz)dx =

M=fOLp(x)Adx=Ap0f0L(1+E)dx=Apo[x+z—i]z=Ap0(L+§)=ApO3?L,

s , ahol

Y L 5

2

tehdt Xg = —— = - L.
Apo 9
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9/4. 4 m hosszu, 120 kg tomeg(i csonak egyik végébdl megy at a masikba egy 80 kg tomegli ember.
Mennyit mozdul el a csénak a vizparthoz viszonyitva, ha mozgasa a vizben jo kdzelitéssel
kozegellendllds-mentesnek tekinthet6?

MO./1 tomegko6zépponti tétellel

Mivel a kozegellenallas elhanyagolhato, kiilsé er6 nem hat a csénak + ember rendszerre, igy a
tomegkdzéppont gyorsulasa zérus, és mivel induldskor nem mozgott a csdnak, a tomegkdzéppont
nem mozdulhat el a parthoz képest.

Jy xS ax e LM megALM
— L —_ 2
Xg =

= =2,8m
Mes+M Mes+M
vagyis d =L—x;=1,2 m attdl a végétdl, ahonnan indul
= az ember.

4m I
%l? (Persze szamolhattuk volna rogton ezt is:
Xs I L
|
|
|

M Szamoljuk ki a tomegkdzéppont helyét:
4_
Mes |
_>

L mcs
d= o x— = dx _ Mes
Mest+M Mest+M

¢ S N Az dbrardl lathato, hogy

- s=L-2d=1,6m.
d

MO./2 impulzus-megmaradassal

Ha a csénak mozgdsa a vizben kozegellendllds-mentesnek tekinthet6, akkor a csénak + ember

rendszerre a klls6 er6k ered8je zérus, tehat az impulzusuk 6sszege allandd; méghozza zérus, mert

kiindulaskor alltak. A csénak s tavolsagot mozdul el a parthoz viszonyitva At id6 alatt (amig az

ember atsétal egyik végébdl a masikba), azaz sebessége v = s/At; kozben az ember (L-s) tavolsagot

mozdul el a parthoz képest az ellenkez6 irdnyba, azaz sebessége V = — (L—s)/At = (s—L)/At.
0=meV+ MV =me /At + M Os-L)/At = s=L[M/(M+m) =1,6 m.

=1,2m)

9/5. 30 kg tomeg( surlédasmentes kiskocsin 40 kg tomeg(i gyerek ul, és van még a kocsin 2 db 5 kg
tomegl(i tégla. A kocsi sebessége 2 m/s. A gyerek eldobja el6sz6r az egyik téglat menetiranyba,
majd a masikat ellenkez§ irdnyba. A téglakat a kocsihoz képest 5 m/s sebességgel dobja el.

a) Mekkora lesz a kocsi sebessége a masodik tégla eldobdsa utan?

b) Es mekkora lesz a kocsi sebessége akkor, ha az elsé téglat dobja hatrafelé és a masodikat
el6refelé?

MO. A kocsi+gyerek tomege M = 30+40 = 70 kg, a téglaké m; =m, =m =5 kg,

a kiindulasi sebesség vo = 2 m/s, a tégla relativ sebessége v, = 5 m/s.

a) Az impulzus-megmaradas

az els6 tégla kidobasara, ha el6refelé dobja:
(M+2m) vg = m (vo+v,) + (M+m) vi5, ahol vy, a kocsi sebessége az elsé tégla kidobasa utan
—~  Via=Vo—m/(m+M) - v, ;

a masodik tégla kidobasara, ha hatrafelé dobja:
(M+m) vi5 = m (vi.—V,) + M vy, , ahol v, a kocsi sebessége a masodik tégla kidobasa utdn
— V22 =Via + M/M OV = vo + m?/(M(m+M)) - v, ;
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behelyettesitve vi,=5/3=1,667 m/s, V,,=2,024 m/s.
b) Ha az els6 téglat dobja hatrafelé:
(M+2m) vg = m (vg—Vy) + (M+m) vy, , ahol vy a kocsi sebessége az els6 tégla kidobasa utan
- Vip=Vo+m/(m+M) - v, ;
és a masodikat el6refelé:
(M+m) vy, = m (vip+Vvy) + M vy, , ahol vy, a kocsi sebessége a masodik tégla kidobasa utan
— Vb= Vip—mM/M [y = v — m*/(M(m+M)) - v, ;
behelyettesitve vip,=7/3m/s, vy, =1,976 m/s.
Vegyik észre, hogy mivel a b) esetben mindkétszer ellentétes iranyba dobta a téglakat, mint az a)
esetben, nem kell Ujra felirni az egyenleteket, hanem hasznalhatjuk az a) rész képleteit ugy, hogy
v, értékére +5 m/s helyett =5 m/s -ot helyettesitiink be.

Altalanosabb a megoldas, ha a megfeleld eléjelet mindig a v, -nél hasznéljuk és nem a képletbe
irjuk be, azaz
elsé tégla: (M+2m) vg =m (vo+v,) + (M+m) vy - vy =vg—m/(m+M) - v,,
ha el6re dobta, vi;=+5m/s - vi3=2-1/3=5/3m/s;
ha hatra dobta, viy,=—5m/s - vy,=2+1/3=7/3m/s;
masodik tégla: (M+m)vi=m (v1+v) + M Vv, - v, =vi—m/M [,
ha hatra dobta, v,,=-5m/s — vy;,=5/3+5/14=2,024 m/s;
ha el6re dobta, vip =+5m/s — vy, =7/3-5/14=1,976 m/s.

9/6. Hatarozzuk meg egy homogén lemezbdl kivagott siklap sulypontjanak helyzetét, ha annak
' alakja

' a) félkor;

b) derékszogl hdaromszog;

c) altaldnos haromszog;

d) a nyilasszogd korcikk!

MO.
a) A lemez vastagsdga legyen D, igy a slrliség p = UZRenD
Szimmetria miatt ys = 0; keressuik x; -et. YA
Descartes-koordinatarendszerben: *-\
A félkort szeleteljiik fel az abran lathaté modon: Y
dV = D-2y* dx = D-2VR? — x2 dx
_ [xpdv _ f(:axpD-Z\/Rz—x2 dx 4 (R _ d X
ST fpdv M _RznfoXR x*dx =
— 4 [_lep2_,2 3/2]R _ 4 R _ 4
_Rzn[ 3(R x%) o R:m 3  3m
Polarkooordinata-rendszerben:
dV =D- rd¢ dr, az integralasi hatarok ¢-re: -T2 > +17/2; YA
X =r cos¢.
dr rdd
_ fxpdv Iy I3 (rcosp)p Drdodr 2 (R 2( +/2 d ) dr = \‘
ST [pdv M ~Rendo T \Ugjp €OSPCP) Ar= ‘35"?
X R X
= 2 (R2[sing]* 2 dr= 2 [Rr2.2 d _L[ﬁ]R_L.Rj_i
T Rendo TSRy A= o )o T r_R2T[30_R2T[ 3 3m
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9/7. Hol helyezkedik el egy homogén tomegeloszlasu kip sulypontja?

Z A
MO.
Szeleteljlik fel a kipot a szimmetriatengelyére — a z tengelyre —
merGlegesen korongokra. Egy korong magassdga dz,
sugara z=0-ndl R, z=h-nal 0, azaz r=x=R(1-2z/h);
térfogata dV = x*1tdz = R*(1-z/h)*mtdz .
A kup s(irlisége  p=m /Vig =m / (R*Th/3) .
A kup tomegkozéppontjanak z koordinatdja | dz
hz--A z)dz 2
zs=f°p+=%fohz-:2%-Rz(1—%) nmdz = v
=%f0hz-(h—z)2 dz=%f0h(hzz—2hzz+z3) dz = = > .

24" h
+—] = sse = —
419 4

3 [hzz2 2hz3

w3l 2 3

Gyakorlé feladatok zh-ra

9/8. A torpok fel szeretnének lépni a

cirkuszban. A mutatvany az lesz, hogy gulat

10 alkotnak magukbdl — ahogy a képen
cm
lathatjuk. A keresztek az egyes torpok

tomegkozéppontjat jelolik.
A torpok az alsé sorban balrél jobbra:

20cm  Torper6s 1,5 kg; Térpapa 1,2 kg; Tréfi 1,2 kg;
a kdzéps6 sorban:

v Okoska 0,9 kg; Torpilla 1,1 kg;

| Scm  |egfelil Térpicur 0,5 kg.

Hol van a hat térp tomegkdzéppontja?
Milyen messze van Térpapa
tomegkozéppontjatol?

MO.

Valasszuk Torpapa tomegkozéppontjat origonak, akkor az egyes torpdok helyvektorai (cm-ben):
Torperds (—10;0), Torpapa (0;0), Tréfi (10;0), Okoska (—5;20), Torpilla (5;20), Torpicur (0;30).

A hat torp tomegkozéppontja: rs= (myry+...+4mgrg) / (My+...+mg)

a vizszintes koordinataja

Xs = (-10-1,5+0-1,2+10-1,2-5-0,9+5-1,1+0-0,5)/(1,5+1,2+1,2+0,9+1,1+1,5) = -2 / 6,4 =—0,3125 cm
a fuggdbleges koordinataja

ys = (0-1,5+0-1,2+0-1,2+20-0,9+20-1,1+30-0,5)/(1,5+1,2+1,2+0,9+1,1+1,5) = 55 / 6,4 = 8,59375 cm

A tomegkozéppont tavolsaga Torpapatdl d = \/0,31252 + 8,593752% = 8,60 cm
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9/9. Az abran lathaté médon egy 0,8 m hosszu, 0,6 kg tomegd rad végéhez egy 10 cm sugard,
0,2 kg tomeg( korongot er@sitettiink. A rud+korong a masik végén atmend vizszintes tengely koril
surlédasmentesen elfordulhat.

Hol van a rud+korong tomegkozéppontja? . @

MO.
A rud tomegkozéppontja L/2-re van a tengelytél, a korongé L-re, az egészé pedig
xs = (%:0,8-0,6+0,8:0,2)/(0,6+0,2) = 0,5 m -re van a tengelytdl.

9/10. Az 1995-6s olimpia alkalmaval tortént, hogy az egyik ridugré aranyat akart csempészni az
ugréridjaban. A rddja 4 cm atmérgjli és 5 m hosszu volt, és szénszal erGsités( kevlarbdl késziilt,
aminek slrlsége pk=1,5 kg/dm>. A versenybizottsag azonban megvizsgalt minden rudat, és
feltlint nekik, hogy a rud 6,7 dkg-mal nehezebb, mint az a fenti adatok alapjan varhatd lenne, és
rdaddsul a silypontja se a felénél van, hanem 1 cm-rel odébb.

Hol, mennyi arany volt a rddban, ha az a rud teljes keresztmetszetében, egy darabban volt
belerakva? Az arany siir(isége pau = 19,3 kg/dm?>.

MO. Ha az egész rud kevlarbdl lenne, a tomege

My = PieViad = PeeL-r’T= 19300-5-0,02%11= 9,425 kg lenne,

de az arannyal egyitt a tomege m,4q = 9,425 + 0,067 = 9,492 kg.

Legegyszer(ibb ugy gondolkodnunk, hogy két testiink van:

— egy tiszta kevlar rud (teljes hosszdban, azaz ott is, ahol az arany van), és

—a 6,7 dkg plusz tomeg (ott, ahol az arany van),

és az aranydarabkdanak a tomegkozéppontjat vissza tudjuk szamolni abbdl, hogy mennyivel

tolédott el a rud tomegkozéppontjanak koordinataja a kozepéhez képest.

Tehat van my = 9,425 kg, aminek a tomegkdzéppontja a rud felénél van, és

a plusz tomeg, Am = 0,067 kg, aminek ismeretlen a tomegkozéppontja,

és igy a teljes myyg = 9,492 kg tomegl rud tomegkdzéppontja a végétdl 2,51 m-re van:
2,50:9,425+x:0,067

Xs=2,51= , amibdl x=3,917 m a rud végétdl,
9,492
vagy
X,-0'067 . 7 ’ 7 ”
Xs=0,01=—————, amibdl x’ = 1,417 m a rid kozepétdl.
9,492

9/11. 66 kg tomegi kotéltancos sulypontja a kotél felett 1 m magassagban van. Ugyanezen
magassagban tartja a kezében |évé 6 m hosszu, 4 kg tomeg( merev rudat, melynek két végén levé
2 m-es fonalon egy-egy 6lomgolyd fugg. Legalabb milyen tomeglieknek kell lenniiik a golydknak
ahhoz, hogy a rendszer (kotéltancos + rud + golydk) sulypontja a kotél ald essék? (A rudat kozépitt
fogja, a 2 m tavolsag a rudtol a golyd kdzéppontjaig értendd.)

9/6



9/12. Hatarozzuk meg a hamisjatékos 15 mm élhosszu, fabol készilt dobdkockaja sulypontjanak
helyzetét, ha egyik oldaldba 1 mm vastag vaslemezt épitett be. A fa s(r(isége 0,5 g/cm?, a vasé
7,8 g/cm3.

9/13. Jancsi Ul egy kis kocsiban két téglaval, és ugy akarja elinditani a kocsit, hogy a téglakat
kidobja a kocsibdl. Jancsi tomege 48 kg, a kocsié 12 kg, egy tégldé 4 kg. Jancsi a kocsihoz képest
3 m/s-os sebességgel tudja eldobni a téglakat. A kocsi surlddasmentesen mozoghat.

Mekkora lesz a sebessége a két tégla kidobasa utan, ha azokat

a) egyszerre,

b) egymas utan dobja ki?

MO. impulzus-megmaradast felirva, a tégla sebességét véve pozitiv irdnynak

a) (48+12+2-4)-0=2-4-3 +(48+12)v > v=-24/60=-0,4m/s

b) (48+12+2:4)-0=4-3 + (48+12+4)-vy - v1=-12/64=-0,1875m/s
(48+12+4)-v;, = 4-(v1+3) + (48+12)-v, > v, =(-12-11,25)/60=-0,3875 m/s

9/14. Jancsi és Juliska allnak a jégen egymastdl 12 m-re, fogjak egy kotél két végét.

a) Hol van a tomegkozéppontjuk az 6ket 6sszekdtd egyenes mentén, ha Jancsi 35 kg, Juliska 25 kg
tomeg(?

Jancsi hirtelen elkezdi huzni a kotelet. Egy pillanat alatt felgyorsulva mindketten surléddasmentesen
csuszni kezdenek egymas felé allandod sebességgel. Jancsi sebessége 1,5 m/s.

b) Mennyi Juliska sebessége?

c¢) Milyen tavol lesznek egymastdl, amikor Jancsi 3 m-t csuszott?

Utkozésiik tokéletesen rugalmatlan titkdzésnek tekinthetd (6sszekapaszkodnak, nem eresztik el
egymast). Az tkozésik 0,05 s-ig tartott.

d) Mennyi lesz a kozos sebességiik?

e) Mennyi Juliska ill. Jancsi impulzusanak valtozasa?

f) Mekkora er6 hatott Juliskara ill. Jancsira, ha feltessziik, hogy tUtkozéskor a koztiik hato erd
allandé volt?

g) Hany 'g’ gyorsulast jelentett ez Juliskanak ill. Jancsinak?

MO.

a) Juliskatdl x; = (025 + 12[35) / (25+35) = 7 m-re, Jancsitdl 5 m-re.

b) impulzus-megmaradassal (mivel a kiils6 erék ered6je zérus), ha Jancsi sebessége pozitiv:
Myancsi Viancsi + Miutiska Viuliska =0 => Viuiiska == 2,1 m/s

€) Siuliska / Siancsi = Viuliska / Viancsi , @Mig Jancsi Sjancsi = 3 M-t tesz meg, addig Juliska syyiiska = 4,2 m -t,

tehat atdvolsag koztik d =12-(3+4,2)=4,8 m

d/ impulzus-megmaradassal:
Mjancsi Viancsi + Myuliska Viuliska = O = (MyancsitMyutiska) Miszss = Viszos = 0

e) Apjiiska=25-(0-(-2,1))=52,5kgm/s; Apjancsi=35-(0-1,5)=-52,5kgm/s

f) Fiuiska = Dpyuiiska / At =52,5/0,05=1050N ; Fiancsi = DAPyancsi / At =-52,5 /0,05 =—-1050 N

g) auuiiska = Fiuliska / Myuliska = 1050/25 =42 m/s’=4,2 g;

ajancsi = Francsi / Myancsi = 1050/35=30m/s>=3,0¢g .
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9/15. Egy 7 kg-os |6vedék palydjanak legfelsé pontjan, a kilovés utan 3 s-mal két darabra robban
szét. A robbands egy, a kilovési ponttdl 1200 m tavolsagban tartézkodd 6rmester feje folott
tortént, majd a robbands utan 1 s-mal egy 2 kg- os repeszdarab az 6rmester laba elé esett. A
kilovés helyétdl milyen tavolsagban keressék a masik repeszdarabot?

MO.
Mivel a kilévést6l a robbanasig 3 s telt el és ezalatt 1200 m-t tett meg vizszintesen a |ovedék,
vizszintes sebessége vy, =vgcosa =d/t,=1200/ 3 =400 m/s. Ez lesz a sebessége a robbanaskor,
a robbanas ugyanis a palya csucspontjan torténik, amikor a repesz fliiggéleges sebessége zérus:
vV, = Vg sind - gty = 0. Utdbbibdl kiszdmithatéd a robbands helyének magassaga: a lovedék
kezddsebességének fliggbleges komponense vg, = Vo sind = gt, = 103 = 30 m/s volt, amivel
h = (Vo sina) th — % g tn” = 303 - 513% = 45 m. A robbands utdn az m; = 2 kg tdmeg(l repeszdarab
ebbd6l a magassagbdl érkezett le t; = 1 s alatt, vagyis h+vioti —% g t°=0 = vi=—-40m/s
fliggbleges kezdGsebessége volt a robbandas utan.
Az impulzus-megmaradast felirva a robbanasra:
M (vg cosa) i=mqivigk+myv,

= V= (M Vo COSG) / m;i— (m1 V10) / m, k = (7@00/5) i— (Zm—40)/5) k=560i+16k (m/S)
lesz az 5 kg tomeg( darab kezd@sebessége. A helyvektora
r(t) = (1200 + 560 t) i + (45 + 16 t — 5 t2) k (m).
Ebbdl ki tudjuk szamolni, hogy mikor és hol ér foldet:
45+16t,-5t,°=0 = t,=5s alatt érfoldet
d, =1200 + 560 t; = 4000 m tavolsagban a kilovés helyétdl.

Nem zh-feladatok

9/16. Egy haromszdg harom cstcsaban egyenl6 tomegl golydk vannak. Mutassuk meg, hogy a
harom golydébdl allé pontrendszer tomegkdzéppontja a hdaromszog sulypontjaban helyezkedik el!

9/17. Hatarozzuk meg egy homogén félgomb sulypontjanak helyzetét!

9/18. Egy egyenes csonkakup alaplapjanak sugara R, fedGlapjaé r. Milyen aranyban osztja a
sulypontja a magassagat? A csonkakup anyaga homogén.

_Pogh
9/19. A levegd slirliségea p = ppe Po  formuldval leirhaté médon fligg a h magassagtal.

Po = 1,2 kg/m>, po = 10° Pa.
Milyen magasan van egy egyenletes keresztmetszet( leveg6oszlop tomegkozéppontja?
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