Szamolasi gyakorlat

Wittmann Méria
Volford Andréas

2004. oktober 6.



I.

Kinematika

Altalanos feladatok, koordinatarendszer alkalmas vélasztésa.

I.1.

Egy motorcsénak a folyon felfelé halad, és szembetalalkozik egy tutajjal. A talalkozas utan 1 éraval
a motor elromlik. A javitas fél 6rat vesz igénybe, és utana a motorcsonak a folyon — bekapcsolt
motorral — lefelé megy. Az els6 talalkozas helyétsl 7,5 km-re éri utol a tutajt.

Mennyi a folyé sebessége? (Tételezziik fel, hogy a motorcsénak a folydhoz képest allando
sebességgel halad, a tutaj pedig a folyéval egyiitt mozog.)

Megoldas:
A feladat megoldhaté (a) a parthoz rogzitett, (b) a tutajhoz rogzitett koordinatarendszerben
felirva a mozgéast.

a. A koordinatarendszeriink x tengelyét helyezziik el a parttal pArhuzamosan; origdja legyen ott,
ahol a motorcsénak és a tutaj elGszor taldlkoznak; az x tengely pozitiv értékei legyenek azok,
amerre a viz (és a tutaj) mozognak. A motorcsénak és a tutaj helyzetének x koordinatajat
irjuk fel a masodik talalkozasig.

Motorcsénak:
1- (Uf —|—ch) +0,5-vp +1- (Uf _vcs) =75

ahol vy a folyo sebessége a parthoz képest (pozitiv), v.s a motorcsoénak sebességének nagysaga
a parthoz képest (pozitiv ill. negativ attol fliggSen, hogy a csonak a pozitiv vagy negativ x
tengely iranyaba mozog), t az az id6, amig a csénak a folyon lefelé halad bekapcsolt motorral.

Tutaj:
(1+0,564+1t)-vp=7,5

A 3 ismeretlenre csak 2 egyenletiink van. Atrendezve Gket
(140,54+¢t)-vp+(1—1%) -ves=T7,5+(L—t)-ve5s=7,5—>t=1h,v5 =3km/h
A csbénak sebessége tetszileges lehet.

b. A koordinatarendszeriink origdja legyen a tutajra rogzitve, az x tengely pozitiv iranya mutas-
son arra, amerre az elsé éraban tavolodik a csénak a tutajtol. Ekkor a tutaj x koordinatija
természetesen végig zérus, és a motorcsénak x koordinatajat irjuk fel a masodik talalkozasig:

1-ves +t-(—ves) =0
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Ebbdgl azonnal 1athatd, hogy egyrészt mivel a csénak elGszor 1 érat tavolodik a tutajtol v
sebességgel és utana ugyancsak v.s sebességgel kozeledik hozza, a kozeledés ideje is 1 ora,
maésrészt hogy a csénak sebessége tetszdleges.

I.2.

Egy villamosvonalon a villamosok T id6kozonként jarnak c sebességgel. A pélya mellett gépkocsi
halad v sebességgel. Milyen id6kozonként talalkozik a gépkocsi villamosokkal?

Megoldas:

A koordinatarendszeriinket helyezziik az egyik villamosra; ez a koordinatarendszer ¢-vel mozog
az uttesthez képest. A szomszédos villamos tavolsiaga ¢T', ekkora utat kell a gépkocsinak megtennie
a villamoshoz képest. Mivel a gépkocsi sebessége az tuttesthez képest v, a villamoshoz rogzitett
koordinitarendszerben v — ¢, azaz

ha v > ¢ (egy iranyba haladnak és a gépkocsi gyorsabb), akkor (v — ¢)-vel halad a
gépkocsi az el6ttiikk mend villamos felé és t = ¢T'/(v — ¢) alatt éri el;

ha ¢ > v > 0 (egy irdnyba haladnak és a villamos gyorsabb), akkor (¢ —v)-vel kozeledik
a gépkocsi a mogottiikk mend villamos felé és t = ¢T'/(c — v) alatt éri el;

ha v < 0 (ellenkezs iranyba haladnak), akkor (v+-c)-vel kozeledik a gépkocsi a mogottiik
mend villamos felé és t = ¢T'/(v + ¢) alatt éri el.

I.3.

Egy ember a téparton levGd A pontbdl a
legrévidebb idd alatt szeretne a toban fekvé B
pontba érni. Milyen dtvonalat valasszon, ha max-
imélis futési sebessége vy, tiszasi sebessége pedig
v,? A B pontbdl a partra hazott meréleges talp-
pontjat P-vel jelolve AP = s, BP =d. s

V2
Megoldas:

Az at két szakaszbol all, elszor |s — x| tavolsagot fut a parton, majd ott beugrik a vizbe és
egyenesen a B pont felé tszik; ez az it V22 + d2. Szamoljunk elészor csak azzal az esettel, amikor

s — x pozitiv:
s=% Va2 + d?
vy Vy
Azt az x értéket keressiik, ahol t-nek minimuma, van:

1
dt:——+#:0amib(’ﬂx: u

dr — vf o VIE B fo? - w2

Latszik, hogy ez csak akkor megoldés, ha vy > v, (ha valaki gyorsabban tszik, mint ahogy fut,
akkor végig csak usszon). Ellendrizziik még, teljesiil-e, hogy s — x pozitiv, z < s, azaz:

vy A

tx) =t; +t, =

Ez automatikusan nem teljesiil; ez azt jelenti, hogy ha nem tudunk ennyivel gyorsabban futni,
mint dszni, akkor is végig tszni kell.
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1.4.

Egy csonak L szélesség folyon halad &t a folyora merdlegesen (a partra merdlegesen tartva a csénak
tengelyét), a vizhez képest allando v sebességgel. A folyd vizének sebességeloszlasa parabolikus:

e Hatarozzuk meg a csonak palyajanak egyenletét!
e Mennyivel viszi le a viz a csénakot, mig az egyik partrél a méasikra ér?

Megoldas:
A foly6 vize az x tengely iranyaban folyik, azaz

dz _ (4
a — ° L2

a csonak sebessége az y tengely irdnyaba mutat:
dt

A ketté hanyadosa megadja a péalya érintGjét:

dz _uo (| 4y°
dy v L2

Ez a differencidlegyenlet szeparalhatd. A kezdeti feltétel: a csonak az x = 0, y = - L/2 pontbol

indul: . v )
I A O
/odm_/gv<1 Lz)’

R
T Y3273

L 2
Ha a csonak &tér a ttls6 partra, akkor y = L/2, és x (5> = %gL

(Mivel a foly6 vizének sebességeloszlasa az y = 0-ra szimmetrikus, a lesodrodas a tilsé partig
kétszer annyi, mint a foly6 kozepéig - igy gyorsabban szdmolhato.)

amibdl a palya egyenlete

I.5.

A és B varos egy egyenes parti viz partjan helyezkednek egymastol d tévolsdgra. Egy (vizhez
képest) v.s sebességli motorcsonakkal elmegylink A-bél B-be, majd vissza B-b6l A-ba a lehetd
legrovidebb aton. Ugyanannyi idS kell-e ehhez, ha ez a bizonyos viz egy t6 ill. egy vy (allando)
sebességi folyd?
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I.6.

A és B varos 84km-re vannak egyméstol. Két biciklis indul el egy idében egyméssal szembe, az
egyik A-bo6l B-be 16km/h, a masik B-b6l A-ba 12km/h sebességgel. Egy fecske is elindul veliik
egy id6ben A varosbol, és elrepiil addig, amig taldlkozik a B varosboél jovs biciklistaval, akkor
gyorsan visszafordul, elrepiil az A-bol jové biciklistaig, majd tjra a B-bgl jovoig, stb., stb. A
fecske sebessége 150km/h. Hany km-t tesz meg, amig a két biciklista Osszetalalkozik az A és B
kozotti aton?

1.7.

Egy szekér gurul. Hossza vele egy irdnyba haladva a, szembe b 1épés. Hany 1épés hosszi ha all?



I1.
Anyagi pont 1

Anyagi pont mozgasanak leirasa Descartes-féle koordinatarendszerben, r = r (t).
atlagsebesség, gyorsulas. Palya. Vektorok.

I1.1.

Egy tomegpont helyvektora az id6t6l a kdvetkezSképpen fligg:
r(t) = (at + b)i + (at — b)j + (—ct2 + 4at + 5b)k
ahol a = 3m/s, b= 10m, c = 5m/s>.
a. Hatarozzuk meg a tomegpont sebességét és gyorsulasat!
b. Mekkora a sebessége a t = 0 id6pontban?
c. Milyen tavol van az origétél a t = 0 idGpontban?
d. Mely id6ben éri el a tomegpont az xy sikot?

e. Bizonyitsuk be, hogy a mozgas sikmozgés! Hatarozzuk meg a pélya sikjat!

Megoldas:

) =7(t) =ai+aj + (—2ct + 4a)k = 3i+ 35 + (—10t + 12)k
a t) = ’U(t) = T(t) = —2ck = —10k

d. az xy stkot akkor éri el, amikor z = 0, azaz —5t2 + 12t + 50 = 0 = t; ~ 4,6s
(és to2 = —2,2s -ban is ott volt)

e. A mozgas sikmozgas, ha Ax + By + Cz + D = 0 teljesiil minden t-re,
azaz A(at + b) + B(at — b) + C(—ct2 + 4at + 5b) + D =
= (—Cc)t2 + (Aa + Ba+ Ca)t + (Ab— Bb+ 5Cb+ D) =0,
vagyis

Pillanatnyi és
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—Cec=0=>C=0
Aa+Ba=0 B=-A
Ab+Bb+D =0 D = —-2A4b

Legyen A =1, a sik egyenlete x —y — 2b = 0.

I1.2.

Egy repiilégép mozgisit az
r(t) = acos(t/to)i + 2asin(t/to)]

fiiggvény irja le, ahol a = 300m, to = 2s.
a. Milyen palyan mozog a repiilégép?

b. Mekkora szdget zar be a sebességvektor a gyorsulasvektorral a ¢t = 0 és a t = 2s id6ben?

Megoldas:

a. z(t) = acos(t/tg) = 200 cos(0, 5t)
y(t) = 2asin(t/to) = 4005sin(0, 5t)
Fejezziik ki a az els6 egyenletbdl cos(t/tg)-t, a méasodikbol sin(t/tg)-t.
Mivel cos(t/to)? + sin(t/tg)? = 1, ezért (z/a)? + (y/a)? = 1, azaz egy ellipszisen mozog a
repiil6gép.
b. v(t) = 7(t) = —a/tesin(t/t0)i + 2a/to cos(t/t0)j = —100sin(t/2)7 + 200 cos(t/2)j
a(t) = 0(t) = 7#(t) = —a/t3 cos(t/t0)i — 2a/t3 sin(t/t0)j = —50 cos(t/2)i — 100sin(t/2)j

(
t=0-ban  v(0) =2007,a(0) = —50%,v(0) - a(0) = 0 = merdlegesek
t =2s-ban v(2) = —100sin1é 4+ 200 cos 15 = —84, 157 + 108,067,
a(2) = —50cos1é — 100sinlj = —27,02¢ — 84,157,
v(20a(2) —84,15 - —27,02 + 108,06 - —84, 15
cos(a) = = =
w(2)la(2)]  /84,15% + 108,062 - 1/27,022 + 84,152

= a =2,18rad = 125°

I1.3.

Két egymasra merGleges rezgés egyenlete:

27 27 T
=3Asin | — =24 —t+ =
z(t) =3 sm(Tt) z(t) cos(Tt+ 2)
Rajzoljuk le az eredd rezgés palyajat!

Megoldas:
z(t)-bdl kifejezve sin(2nt/T) = 2/ (34), y(t)-t atalakitva és sin(27wt/T)-t behelyettesitve

2w T 2 T 2
Y cos(Tt+2) sm(Tt> 3 33:,

a palya az y = —2z/3 egyenesnek a Py (—3A4,2A) és P»(3A,—2A) pontok kozotti szakasza.
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11.4.
Egy agyugolyo roppalyajanak palyafiiggvénye:
r(t) = (at + b)i + (gt* + ct + d)k

ahol a kilovés a t = 0 s-ban torténik, és a = 5ms™!, b = 100m, ¢ = 10ms™!, d = 200m, g =
—5ms—2.

a. Honnan 16tték ki az agytgolydt?
b. Mekkora volt a kezd!sebesség?

c. Mekkora a gyorsulas?

d. Mennyi id6 alatt érkezik a foldre?

e. Hol és melyik id@pillanatban merdleges a sebességvektor a gyorsulasvektorra?

Megoldas:
a. t = 0s-ban

r(0) = bt + dk = 1007 + 200k
b.

v(t) = 7(t) = ai + (2bt + ¢)k = 5i + (=10t + 10)k,
v(0) = 5i + 10k, v(0) = /52 + 102 = 11, 2m/s
c. a(t) = 0(t) = #(t) = 2bk = —10k (azaz szabadesés)
d. azaz a z = 0 sitkot mikor éri el:

gt? +ct+d=—-5t2+10t+200=0=t="7,4s

e. a két vektor ott meréleges, ahol a skalarszorzatuk nulla:
v-a =50+ (—10t 4+ 10)(—10) = 100(t — 1) =0 = t = 1s,

r(1) = 1054 + 205k,
ez a palya csdcspontja
(gyorsabban megoldhato a feladat a v, = —10¢ + 10 = 0 feltételbol)

11.5.
Egy tomegpont gyorsuldsat az alabbi fliggvény adja meg:
a(t) = dasin(wt + ¢g)i + 4bsinwt;j

ahol w = 2571, g = /2
A test a t; = m/4s-ban az r1 = ai — bj pontban van és sebessége v; = 2ai.

a. Adjuk meg t2 = 3s-ban a test helyvektorat és a sebességét!



II.6.

b. Mi a mozgas palyija?

Megoldas:
a; = 4asin(2t + w/2) = 4acos2t = v,
vy = 2asin2t + k;
tl = w/4sv1; = 2a = k1 = 0,0z = 2asin2t = &
T = —acos2t + k2
tl=m/4sz1 =a= k2 =aqa,z = —acos2t + a
ay = 4bsin2t = v,
vy = —2bcos2t + k3
tl =n/4sv1y = 0= k3 =0,vy = —2bcos2t =y
y = —bsin2t + k4
t1 =7 /4sy; = —bkd = 0,y = —bsin2t
a.
r(37) = —acos(6m + a)i — bsin(67)j = 0,
v(37) = 2asin(6m)i — 2bcos(6m)j = —2bj
b.

z(t) = a — acos(2t) = cos(2t) = (a —z)/a
y(t) = —bsin(2t)j = sin(2t) = —y/b

—_2\2 2
Felhasznalva, hogy cos?a + sin?a = 1: a pélya (%) + (%) =1 ellipszis

I11.6.
I1.6. Egy tomegpont gyorsulasat az alabbi fliggvény adja meg;:
a(t) = 3rw?sinwti + 4rw?sin(2wt + 7/2)j
ahol w = 1571, r = 2m. A test a to = 0s-ban az 79 = —2j pontbdl indul vy = —64 sebességgel.
a. Mi a mozgéas palyaja?

b. Adjuk meg t = 3s-ban a sebesség nagysagit és iranyat!
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I1.7.

I1.7. Egy kipukkadt lufi sebességét az alabbi fliggvény adja meg;:
v(t) = 0,2e%1% — 2, 8sindtj + (3 — 4t)k

(Az id6t masodpercekben, a tavolsdgot méterben mérjiik.)
Kipukkadasakor, t = Os-ban a lufi az r = 2¢ + 1,45 + 1, 5k pontbdl indult.

a. Hol lesz a lufi fél masodperc mulva?
b. Mekkora tavolsidgra van a kipukkadéas helyét&l?
¢. Mekkora ekkor a gyorsulasa?

d. A lufi egy olyan 3 x 3 x 3 m-es szobdban van, melynek egyik sarkdhoz illesztettiik a ko-
ordindtarendszeriinket. Mikor, melyik fal (ill. plafon v. padlé) melyik pontjanak megy neki
elGszor?



I11.
Anyagi pont II

Anyagi pont mozgésanak leirdsa polarkoordindta-rendszerben
r(t) =re,
v(t) =7 =re, +ré, =re, + r<i>e¢,

azaz vy =T, Uy = TP = rw,
kérmozgésnal v, = 0, vy = rw.

a(t) = v =fe, +ré, + 7"¢.>e¢ + T<'§6¢ + rq.Séd, =
re, + 7‘<136¢ + f(ﬁe(ﬁ + T'(%ed, — rcfer =
(7 —ré?)er + (276 + rd)es)
azaz ay = F —r¢? =7 — rw?, ay = 21 + ¢ = 27 + B

.. £ & _ 2 _
kérmozgasnal a, = —rw*, ay = rp.

II1.1.

Korpéalyan egyenletesen lassulé mozgassal mozgé anyagi pont egy félkér megtétele kozben elveszti
sebességének felét. Hol all meg?

Megoldas:

Bzd}z(ﬁzkonst#w=<ﬁ=w0—ﬂt¢=w0t—§t2

ElGszor t; id6 alatt:

wo wo
w D) wo — Pt =1 28
W:thl—gt%
majd t, id6 alatt:
Wo wo
5 B 2=55=h
Wo 132
=24 -t
p=5t— 5t

11
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Ezekbdl:

g=owo Puwp _m
T 223 2462 3

azaz még egy hatod kort tesz meg.

ITI.2.

Egy R sugara kerék szijattétellel hajt egy téle d tavolsagban levs kereket. Adjuk meg a két kerék
azon pontjainak tavolsigat az id6 fliggvényében, amelyek a t = 0 id6pontban a legkdzelebb vannak
egyméshoz!

I11.3.

Allandé w szogsebességgel forgd R sugart tarcsa egy I hosszisagi csuklésan rogzitett raddal dugat-
tyat mozgat. Hatarozzuk meg a dugattyd helyének id6fiiggését! Harmonikus rezgémozgast végez-e
a dugattyu?

II1.4.

A kancsal fecske szeretne a fészkére repiilni. O azt hiszi, hogy egyenesen a fészke felé repiil, de
kancsalsiga miatt mindig az 6t a fészekkel 6sszekots egyenessel allando « szoget bezéarva repiil. A
fecske sebessége allandé (v). Odaér-e valaha a fészkére?

Megoldas:
Polarkoordinata-rendszerben

T =re, V=" =¢e,+Té = re, + roeg,

azaz a sebesség radialis komponense v, = 7, tangencialis komponense v; = r¢.
Bontsuk fel a fecske sebességét radiélis és tangencialis komponensre:

vy = VCOSQ, Vs = VSina,

ezzel
r=wvcosa =1 =d—vtcosa,

a fecske tavolsaga a fészektol linedrisan csokken, és ¢ = d/(v cos ) id6 alatt r = 0, a fecske beér
a fészkébel

r¢ = vsina

(a a fecske kancsalsdganak szoge, ez konstans, ¢ a fészektdl a fecskéhez ¢ id6ben hazott sugarnak
a 0 idében huzott sugarral bezart szoge)

r-t behelyettesitve

(d—vtcosa)% =wvsina,

1 1
/d—vtcosadt_ vsina/d¢

szeparalva
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és integralva

1 d —vtcosa ¢
In = . )
—vCcosa d vsina
amibdl 0 cos
¢=—tanaln(1— )
t— ﬁ esetén ez a fliggvény végtelenhez tart, vagyis a fecske végtelen sokat kering, amig

beér a fészkébe, de ezt véges id6 alatt teszi!
Hatarozzuk meg a fecske palyajat!
Az egyik lehetGség, hogy az r(t), ¢(t) fiiggvényekbdl kikiiszoboljiik -t:

r=d—vtcosa=>t=(d—r)/(vcosa)

és
¢=—tanaln {1 — veosa d—r = —tanozlnz
d wvcosa d
a masik lehetdség, hogy az (1) és (2) differencislegyenletet elosztjuk egymassal:
1)_1:@:71}&1104 :—tana,
Vg dr —vCcos o
szeparaljuk:
[ T
/ do = —tana/ —dr
0 ar
és megoldjuk:
r
¢ =—tanaln —

d

Ez az un. logaritmikus spiralis egyenlete, melynek jellemz&je, hogy egy-egy teljes fordulatot
megtéve a kozépponttol mért tavolsag mértani sor szerint (mindig ugyanannyiad részére) csokken:
r-et kifejezve

¢(r)-bol r = de~¢/tan @,

T1 2 + bt

— — ¢ tana tana
e

T2

egy fordulatot megtéve ¢y = ¢y + 2, igy L = e~ mas = konst

T2

I11.5.

R sugaru autokerékre ratapadt egy kavics. ¢ = O0s-ban a kavics pont az dttesten van (z = 0). Az
auté sebessége v.
Adjuk meg a kavics helyvektorat (sebességét, gyorsulasat) az id6 fiiggvényében!



IV.

Mozgasegyenlet

IV.1.

Egy m = 1g tomeg( test a t; = 2s id6ben az z tengely pozitiv felén van az origétdl z; = 10cm-re,
sebessége a +y tengely irdnyaba mutat és nagysiga v; = 10cm/s. A test a t2 = 5s id6pont-
ban a P,(—0,5¢m, 15¢m,0) pontban van, a sebessége a —z tengely irany4dba mutat és nagysaga
vy = Tem/s. A testre allandé erd hat.

Mekkora az er6 nagysaga?

Mekkora a test sebessége a t3 = 8s idGpontban, és hol lesz a test akkor?

Megoldas:
mivel F' = konst. = a =0 = i = F//m = konst. = kiintegralva a sebesség és a helyvektor

o(t) = at +v(0), r(t) = %at2 +0(0)t +1(0)

th=2s: r(2) = %a22 +v(0)2 + r(0) =0, 12, v(2) = a2+ v(0) = 0,15
ty =5s: r(5) = 3a5% + v(0)5 + r(0) = —0,005% + 0,155, v(5) = a5+ v(0) = —0,07¢

a sebességekbdl

_ 1 0,14.0,5 .
a= M2 B0 Ol s 00) = o) — ats = v(t2) — at = 2%,
a helyvektorokbol
. 1
(0) = r{t) — 1/2 a8} — o(0)t = r(ts) ~ 1/2 at} — o(0)ty = 2505 — 20,

Ezeket felhasznalva

1 4/0,014
a= g\/0,072 +0,12 = y ~ 0,04m/s,

F =ma~107%kg-0,04m/s =4107°N,
és t3 = 8s-ban v(8) = a8 + v(0) = —0,144 — 0, 15,

v(8) =1/0,142 4+ 0,12 = 0,17m/s,

r(8) = %aSZ +v(0)8 + 7(0) = ... = —0, 32i[m]

14



IV.2. 15

IvV.2.

Két anyagi pont, A és B kolcsonhatasban van egyméssal. Az A pontra még egy, az A-t és B-t
Osszekdt6 egyenesre merdleges Fy eré hat. A B pont gyorsuldsa ag. Mennyi az A pont gyorsuldsa?

Megoldas:
Ha a B pont gyorsuldsa ap, akkor a ra az A testtdl haté er6 Fpa = mpap (Newton IL),
vagyis az A testre a B testtSl haté er6 Fap = —Fpa (Newton IIL.), és az A testre hato eredd erd

F4 = Fi + Fap (Newton IV.), melynek nagysiga Fa = \/F? + F4 g, mivel a két er6 mercleges.

\/Fi + (mBaB)

Ezekbdl az A test gyorsuldsédnak nagysigaag = ~—=———=.
ma

IV.3.

Bizonyitsuk be: ha a testre haté erg
a. mindig merdleges a test sebességére, akkor a test sebességének nagysaga nem valtozik!

b. mindig egyezs iranyu a test sebességével, akkor a test sebességének irdnya nem véltozik!

IV 4.

Egy m tomegl tomegpont mozog az xy sikban. A tOmegpontra a sebességével ardnyos és arra
merdleges er6 hat, az ardnyosséigi tényez6 §. Az ers is benne van az xy sikban.

Irjuk fel a test mozgasegyenletét!

Milyen péalyan mozog a test?



V.
Hajitasok

A testre allando erd hat, igy a gyorsulésa is allando:
a = F/m = konst.

Mivel hajitas esetén a F6ldon
F = —mgk,

a=—-gk="1v

v=—gtk+v0=r7
L
T=_§gt k+1}0t+7’0.

Forgassuk ugy a koordindtarendszeriink tengelyeit, hogy vo = vzt +vo.k = v cos at+vp sin ak
(a kezdGsebességnek a vizszintessel bezart szoge), és legyen 19 = 0,
ekkor

v = cosai + (v sina — gt)k,

1 .
r = wvotcos ai + (vot sina — §gt2)k.

A hajitas palyaja:
z(t) = votcosa = t = z/(vg cos a),

1 g
z = vgtsina — =gt? = tan(a) — ————
0 29 () 203 cos? o’
parabola.
A hajitas magassaga:
N2
Vg sin a
z = max., amikor v, = 0 =t = vosina/g, h = 2(ty) = %

A hajitas tavolsaga (azonos z indulési és érkezési magassig esetén):
vg sin(2a)
2g ’
vagy a palya egyenletébdl: z = 0, ha z = v3 sin(2a)/g (ill. x = 0 a kiindulési pont).

d = 2t} (mivel a pélya szimmetrikus), d = z(t4) =

16
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V.1.

Egy 360km/h vizszintes sebességii, magasan repiil§ repiilégéprol kiejtenek egy targyat. Milyen
kezdGsebességggel kell 10s-mal késébb egy masik targyak utdnadobni, hogy 14s mulva talalja el a
kiejtett targyat?

Megoldas:
vy = 360km/h = 10m/s, tegyiik fel, hogy a gép az x tengely irdnyaban repiil:
az els6 test helyvektora

1
ri(t) =ro + vrtiigt% = ro + 10ti5¢%k,
a masodiké
1
ra(t) = 1o + vrtiig(t —10)2k = ro + 10ti + [v(t — 10)5(t — 10)*]k

(a targy vizszintes sebessége nem valtozik, akir a gépen van, akir szabadon esik, mivel a
kozegellenallas elhanyagolhato).

Mivel
T1(14) = T2(14),
5.142 =p-4—5-42
v =225m/s
V.2.

Egy h = 40m magas torony tetejérsl 45%-os szog alatt (felfelé) elhajitanak egy testet v0 = 40m/s
kezddsebességgel. Mekkora a tavolsag a kiindulési és foldreérkezési pont kozott?

Megoldas: A test fiiggdleges elmozdulésa:
2(t) = h+vgsinat — %th = 40 — 40sin 45°t — 5t
foldetéréskor
z(t*) =0
t* =6,83s

vizszintes elmozdulasa:
z(t) = vo sin at = 40 cos 45°t,

foldetéréskor
z(t*) = 193, 1m.

A tavolsag a kiindulasi és foldetérési pont kozott

d = /402 + 1932 =~ 1972m
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V.3.

Két ferde hajitas kezdGsebességének nagysaga és a hajitas tavolsdga azonos. Az egyik hajitas
maximalis magassiga a masikénak négyserese. Szamitsuk ki a hajitasi id6k aranyét!

Megoldas:
Vo1 = o2,
dy = v3, sin 201 /g = da = v, sin2az /g
és
hi = v, sin? a1 /(2g) = 4hs = 403, sin® aa/(29).

Az utébbibol

2

sin? a; = 4sin? as

sinq; = 2sin oy

Vo1 8in aq .
thi sin o
— g9 _ =9
tho @% sin ao

(Az els6t hozzavéve
sin 2a; = 2sinaq cosa; = sin 2as = 2 8in ag cos ain

2cosq; = cos s
a; = 63,4° as = 26,6°,

de ez nem volt kérdés.)

V.4.

Béni 4ll az emeleti erkélyen. Abban a pillanatban, amikor Frédi kilép az utcéra (sebessége vp =
1m/s) Béni vg = 2m/s sebességgel elhajit egy hogolyot.

a. Milyen szbgben kell elhajitania, hogy a hégolyo Frédi fejére essen?
b. Mennyi id6 mulva talalja el?
¢. A kaputél milyen tavolsagra talalja el?
Megoldas:
a. A hajitas vizszintes iranyi komponense meg kell hogy egyezzen Frédi sebességével:
Vog = Vo c08(¢) = vr = cos(¢p) = 0.5 = ¢ = £60°

Tehat akar felfelé akar lefelé hajithatta a hogolydt 60°-os szogben.

b. A hoégolyo fiiggbleges irdnyt sebessége:
voy = vo sin(¢) ~ 1.732m/s
A hoégolyé magassaga az id6 fiiggvényében:

y:h+v0yt_%t2
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A foldet y = 0-nal éri el.
¢ = +60° esetén:

10
y=>5+1.732t — Et“’ =0=t=1.19s

¢ = —60° esetén:
y=5—1.732t— 1—201:2 =0=1t=0.84s
c. A hoégoly6 tavolsaga az id6 fiiggvényében:
T = Vo,t
Behelyettesitve a repiilési id6t ¢ = +60° esetén:
z =1.19m
¢ = —60° esetén:

= 0.84m

V.5.

Melyek azok a pontok, amelyekbdl elejtve az A golydt, az a 45%-o0s lejtérdl rugalmasan iitkézve
éppen a lejté aljara pattan?

Megoldas:
A lejtére v* sebességgel pattan a labda. Ez a sebesség h magassagbol szabadeséssel jott 1étre:

2h
g
v* = gt = \/2gh

A lejtordl v* sebességgel pattan tovabb vizszintesen. Tovabbé azt akarjuk, hogy pont a lejté
aljara érkezzen. Mivel a lejt6 45°-0s a pattanas utdn mind vizszintesen, mind fiigg6legesen ugyanan-
nyi utat kell megtennie a labdanak:

9,0
h=t:=>t=
2

20u*
o't = %tQ =t =0ty =

Ezalatt az id6 alatt megtett at:
2,11*2

9

z=(2=)

Ebbdl a vizszintes kezdeti sebesség:

v =3
2
Korabban kiszamoltuk, hogy h magassaghél mekkora sebességre gyorsul fel a labda amikor a

lejtének iitkozik. Szamoljuk ki v* sebességre milyen magassagbdl gyorsul fel:
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Behelyettesitve v*-ot:

_grl _z
T 22 4
Tehat a lejt6tol mindig h = /4 magassagbol kell indulnia a golyonak, ami a foldtél:
2(z)=z+h= %

V.6.

Milyen szog alatt kell vizszintes terepen elhajitai egy testet, hogy a hajitasi magassig megegyezzen
a hajitasi tavolsaggal?

Megoldas:
h=d
vg sin® /29 = v} sin 2a/g
2sin2a = sin® a
tana =4 = a = 76°
V.7.

A 200m magas (tiszertien keskeny) hegy talppontjatol 500m-re lévs 4gyt iranyzékat milyen (legkisebb)
szogre kell allitani, hogy a goly6 atrepiiljon folotte?

Mennyi idé telik el, amig a goly6 a cstcs folé ér?

A goly6 kezdGsebessége vg = 1000m/s.

V.8.

Egy fiiggolegesen feldobott k& sebessége 2s mulva 4m/s.
Mekkora volt a k6 kezdGsebessége és milyen maximéalis magassagot ért el a k6?

V.9.

Egy lejt6 legalsod pontjabol, az origdbol 60°-os szégben eldobtunk egy golydt és az az el6ttiink levs
lejté (4,3) pontjaba érkezett.
Mekkora kezdGsebességgel dobtuk el a golyét?

V.10.

Adott vy kezdd@sebességgel, h magassiagbol milyen szdg alatt kell elhajitani egy testet, hogy az a
lehet§ legmesszebb érjen foldet?



