Fizika szamolasi gyakorlat 2. rész

X.

Munkatétel, kinetikai energia tétele:

a test kinetikus energidjanak megvaltozasa egyenld a testre hato 6sszes erd munkajaval:
AEyi, =W

A mechanikai energia megmaradésanak tétele:

Konzervativ erétérben a test kinetikus és potencialis energiajanak 0sszege allando:
Ein + Epot = 2m v+ mgh = konst.

(Konzervativ erdtér: 1d. a XI. fejezetben.)

(fgy. 1.42))
Milyen magasra emelkedik a Hold felszinérdl v, sebességgel fliggblegesen kilbtt test? Mennyi legyen v, hogy a test

elhagyja a Hold vonzokorét?
A Hold sugara 1888 km, a Hold felszinén a gravitacios gyorsulas 1,6 m/s’.
Szamitsuk ki a szokési sebesség értékét a Foldre is!

(fgy. 1.47.)

RAJZ!!

Asztallaphoz rdgzitett rugdé nyugalmi allapotban éppen az asztal sz€léig ér. 10 cm-rel dsszenyomjuk, majd cérnaval
Osszekotjiik (megfeszitett allapotban). A rug6 ilyen megfeszitéséhez 2,5 N er6 sziikséges. A végehez egy 10 g-os golyot
tesziink, majd elégetjiik a cérnat. Az asztal 1,25 m magas.

Milyen sebességgel és a vizszinteshez képest milyen szogben csapodik a padlora a goly6?

(A surlodast hanyagoljuk el!)

(fgy. 1.48.)
Egy hengerr6l lelogd m tomegi, L hosszusagu kotelet feltekeriink egy hengerre.

Mekkora munkat végziink ekozben?
A surlodastol tekintsiink el, és kezdetben a kotél fels6 vége a henger tengelyével egy magassagban legyen
felfiiggesztve.

(fgy. 1.50.)
Oldjuk meg az

1.26.a): ,,Bizonyitsuk be: ha a testre hat6 eré mindig merdleges a test sebességére, akkor a test sebességének nagysaga
nem valtozik!”,

1.23. ,,m tomegl tdmegpont mozog az xy sikban. A tomegpontra a sebességével aranyos €s arra merdleges erd hat, az
aranyossagi tényez6 [3. Az erd is benne van az xy sikban. Milyen palyan mozog a test?”,

1.42.: ,Milyen magasra emelkedik a Hold felszinérdl v, sebességgel fiiggdlegesen kil6tt test? Mennyi legyen vy, hogy a
test elhagyja a Hold vonzokorét? A Hold sugara 1888 km, a Hold felszinén a gravitacids gyorsulas 1,6 m/s.
Szamitsuk ki a szokési sebesség értékét a Foldre is!”

feladatokat a munka, kinetikus és potencidlis energia fogalmaknak, valamint a rajuk vonatkozé tételeknek a

felhasznalasaval!

Megoldas:
1.26.a2) Munkatétellel: ha FOv, akkor az FIdr skalarszorzat zérus (mivel v = dr/dt), igy W = 0; eszerint viszont AE;, =
0, vagyis » mv” = konst., vagyis v = konst.

(fgy. 1.49.)

Az F=ayi- 4xb jt (cx*+dz) k erbtérben (a, b, ¢, d konstansok) m tomegli pont mozog. A tdmegpont a t,
idépontban az (xo, yo, 0) pontban van, sebessége vy = v i + v, k. Mennyi a tdmegpont mozgasi energiaja, és a mozgasi
energia idéegység alatti megvaltozasa?

Megoldas:
Ewn="2m v’ =% m (vi> + v,5)
dEy, / dt = d(*a mv?) /dt=m Ov [v/dt =ma By = F i = ay v, + (cx’+dz) v, .



(fgy. 1.53))
Hogy egy test a Foldet elhagyhassa, kb. 11 km/s kezdeti sebességre van sziiksége. Ha egy bolygokozi szondat 13 km/s

sebességgel inditanak el, mekkora lesz a F6ldhoz viszonyitott sebessége, amikor a Foldtdl mar igen tavol van?

(fgy. 1.54.)

10 m magas, 45° hajlasszogi lejtd tetejérdl 2 kg tomegi golyd gurul le. A lejtén vald mozgas
kozben a surlodas elhanyagolhat6. A lejté kis gorbiilettel vizszintes, érdes sikba megy at, amelynek
surldédasi tényezdje L= 0,2. A lejtd 1abatol milyen messzire jut el a goly6?

Megoldas:
A lejtoén a sturlodas elhanyagolhato, igy energiamegmaradassal szamolhatunk:

mgh =% mv* [ v2=2gh
A vizszintes sikon val6 cstiszasnal a munkatételt (kinetikus energia tétele) hasznalhatjuk:
AEi,=W: 0-%mv’'=—pmgs 0O s = v*/(2pg) = (2gh)/ /(2pg) = h/p = 50 m.

(fgy. 1.55.)
Hosszu fiiggdleges csében rugd van elhelyezve, amelynek a cs6 falaval vald surlédasa elhanyagolhat6. A rugéra 10 g

tomegli golydt helyezve 1 cm-rel 6sszenyomodik. Mennyivel nyomodik 0ssze a rugd, ha a golyot a rugd tetejétol
szamitott 1 m magassagbdl ejtjiik ra?

XI. Munka, potencial

Ha egy tomegpont F(r) eré hatasara r(t) gorbén mozog az ry pontbol az r; pontba, az F er6 altal a

testen végzett munka
I

W:J]'FEﬂr

Konzervativ az erd akkor, ha rot F = 0. Ekkor
- két pont kozott a munka fiiggetlen a vélasztott Gttol,
- létezik egy U(r) potencialfiiggvény, hogy F =- grad U.

A térer6sség az egységnyi tomegi (ill. toltési) testre hato erd nagysaga: E =F/m (E =F/Q).
Konzervativ erdtérben a potencialt egységnyi tomegre (t6ltésre) szoktdk megadni: E = - grad U.

Egy E =2(x+4)i-32"j+2x* k (N) erbtérben egy m = 2 kg tomegii anyagi pont mozog a
Py (3,-1,2) és Py(3,1,2) pontok kozott surlodas nélkiil, egyenes palyan. Hatarozzuk meg a végzett
munkat!

Megoldas:

A mozgas itt csak az y tengellyel parhuzamosan torténik, igy dx = dz = 0.
n n (3,1,2 1

W = J’F [dr =m EJ'E [dr=20 I(2(x +4)dx —3z°dy + 2x2dz} =2 EJ'— 32°dy =...= —48[]]
To To (3.71.2) =

Hatarozzuk meg a végzett munkat akkor, ha az anyagi pont a fenti erétérben a P,(0,0,0) és a
P3(-5,4,4) pontok kozott mozog rendre az x,y,z tengelyekkel parhuzamosan!



Megoldas:

n -5,0,0) (=5,4,0) (=5.4.4)

IFBir—mEIEBir— [% J'2(X+4)dx+ J'—3z2dy+ I2X2dZD:

(0 0,0) (=5,0,0) (=5,4,0)

4
O
=2 %[2@ +4)dx +I—3 Bl)zdy +IZ Q—S)deDZ ..=370[J]
i 0 0 O

Adott a térerdsség a kovetkezd a lakban:
E = (3x+2xz) i + (2y*+5xz) j + 5xy k
a) Mekkora munkat végez az er6tér, ha egy m = 2 kg tdmegli test mozog egy egyenes mentén a
Py(1,2,-1) pontbol a Py(-1,2,0) pontba?
b) Allapitsuk meg, 1étezik-e potenciél, és ha igen, adjuk meg!

Megoldas:
A Py-bol Pi-be mutatd egyenes egyenlete t-vel paraméterezve, Pyp-nal t=0, P;-nél t=1 valasztassal:

r)=(2t+D)i+2j+t-HDk O  dr=(2i+Kk)dt

a) W=mE‘|:EElir:mE;ljéE Bc(li—t+E di—+E E—F—

= 2[}{[3 [(—2t+1)+2 (-2t +1)[{t —1)] [(-2)+ [2 2% +5(=2t+1)[{t —1)] m)+[5(—2t +1) [2] m} dt=

1
8
=28t -20t+§dt=...=-J
gt Fdi=...=3
i j k
b) _| o 0 d|_ . . _ .
rotE = Ix 39 —[=(x-5x)i-(5y—-2x)j+(5x -0k =(2x —=5y)j+5xk #0
X z

3x+2xz 2y’ +5xz Sxy
nem létezik potencial

Adott a kdvetkez6 erdtér:
=_2(xy+z) i — x* j— (2x+5) k
Mekkora munkat kell végezniink, ha egy m = 5 kg tomegi testet mozgatunk az
r(t) = (t+2) i — 3t j + (t*+1) k gorbe mentén a Po(2,0,1) pontbdl a P1(1,3,2) pontba?

Megoldés:
1.) dr=(i-3j+2tk)dt
behelyettesitéssel lathatd, hogy Po-ban to =0, P-ben t; = -1

W= m[IEEir—m[I%E Bd—+E Bd—+E Bd—git_

=500q-2((t +2) =30 + (% + )| O+ - (t +2)% @-3) +[2(t +2) + 5] @2ty dt =
-2 Ja+[-c+2y]

-1

=5 E_[(st2 +6t+10)dt =...=—40[J]
0

2)) Mas megoldés: rot E = ... =0, tehat az erétér potencialos.



2A.) A potencialfiiggvény:

mivel E=(Exi+E;J+E,k)=-grad U= %GU._GU._OUkE

I J
ox 0dy 0z
U/Ox =-E,=2(xy+z) O U=x’y+2xz+..
6U/6y=-Ey=x2 O U=x’y+..
0U/0z = -E, = 2x+5 O U=2xz+5z+...
U U=X2y+2xz+52
Egységnyi tomegen az erdtér altal végzett munka
W/m = - AU = - [U(P,) — U(Py)] = U(Py) - U(P;) =U(2,0,1) - U(1,3,2) =
=[2’0+ 200+ 50] - [1°B + 202 + 53] =9 - 17 = - 8 J/kg, tehat W = 5[(-8) = —40 J.
2B.) Mivel az er6tér potencidlos, valaszthatunk mas, egyszertibb utat is a Py és P pontok kozott
(mivel ekkor a munka csak a kezd6- és végpontoktol fligg).

Vélasszuk azt az utat, amikor rendre az x,y,z tengelyek mentén megyiink:
1,0,1) (1,3,1) (1,3,2)

W= quEﬂr— E%I—Z(xy+z)dx+ I—dey+ I—(2x+5)dz§=

2 0,1) (1,0,1) (1,3,1)

0 3 2 0
=5 Eg—z(x [0 +1)dx +I—12dy +I—(2 0+ 5)dz=... = —40[J]
0 1 O

Adott a kovetkezd erdtér:
E=(y-3)i+(x22)j-4yzk
Mekkora munkat kell végezniink, ha egy egységnyi tomegl testet mozgatunk az
x = 3 sikban fekvé y* + z° = 4 egyenletii kor mentén pozitiv iranyban
a Py(3,2,0) pontbdl a P1(3,-2,0) pontba?

Megoldés:
rt)=3i+2costj+2sintk
dr=(2sintj+2costk)dt
Po-ban t=0, P;-bent=T1

W =I[(3 ~2 @sin? t)(~2sin t) - (4 (2cost 2sint) [2cos )] dt = ... =
0
% 48costsin’t ZBJfégcostdT
8cost—

3 3
tehat W = -12 J munkat Végezne az er6tér, azaz nekiink 12 J munkat kell végezniink.

=J'(—3851nt+485in3t)dt = =-12[J]
0

Mis megoldas:

rot E = ... =0, tehat az erdtér potencidlos

A potencial U = 3x — xy + 2yz*

az altalunk végzendé munka W =AU =...=12].

(fgy. 1.51.)
a) Egy F = (Ax+B) i + CZ* j + (Dx+E) k er6térben m tomegii anyagi pont mozog a Py (0,a,0)
pontbdl a Py (0,0,a) pontba egyenes palyan. Mekkora munkat végez az er6tér?



b) Hatarozzuk meg az erdtér munk4jat, ha a mozgas a P,O egyenes szakasz mentén torténik, ahol
O az origo!

c¢) Hatarozzuk meg az er6tér munkajat az OP, szakaszra!

d) Hatarozzuk meg a munkat az (x,y) sikban fekvo ,,a” sugaru, origd kézéppontii korén végzett
teljes koriilfordulasra!

e) Konzervativ-e a fenti erétér?

f) Hatarozzuk meg az er6tér munkajat az (x,z) sikban fekvd ,,a” sugaru, origd kdzépponti koron
végzett teljes koriilfordulasra!

(fgy. 1.56)
Keressiik meg az alabbi helyzeti energia fiiggvényekhez tartozo6 erétereket! Adjuk meg a képletekben szerepld allandok

lehetséges mértékegységeit!

1) E,=ax+by+cz

2) Ep _ AIEax+by+cz

3) E, = AlZle™ "™

4) E, = Allax + by + cz)”!

5) E,= Ax* + by + ¢z’

6) Ep _ amXZ + y2 + Z2)—1/2

7) E,- Al + y2 + 222

8) E,= allk® +y* + 2%)°

9) E, = al(ax + by + c2)(* +y* +2°)"?

10) E, = (ax + by + cz)’
1) E,=al

12) E,=(@m’

13)  E,=(aly) Ob)
14) E, = (a )’

15) E,=(am*

16)  E,=(al)" Qb "
17)  Ey=a|r]"

18)  E,=alr|

19)  E,= fq r|)

200 E,=@mgr|”
21)  E,= fq r|)za )
2)  E,= fq r|)za )"
23)  E,= fq rl, @)
24y E,-albxr)

25)  E,=aljbx(rxc)

(fgy. 1.57.)
Keressiik meg az alabbi erdterekhez tartozé helyzeti energia fiiggvényt, ha van! Adjuk meg a képletekben szerepld

allandok lehetséges mértékegységeit! (Ha csak bizonyos feltételek teljesiilése esetén létezik helyzeti energia, akkor
adjuk meg a sziikséges feltételeket!)

1) F=ai+bj+ck
2) F = axi + byj + czk
3) F = ayi + bxj + czk

4 Fmalld 2 ) k)
5) F=alli’ +y’ +2°) ki + yj + 2k)
6) F=all’ +y* + 7)) lxi + yj + 2k)
7) F=a

8y  F=ax(pxr)



9) F—fﬂdﬁ%

100 F-al""@

ax .
11) F= [
b-x
12) e 2
b-x’
13) F=xb
X
14) F= b
a—Xx
15  F= ar
b=|r|

16 F=2(@@mr+r’a
17) F=c"(aM)r+r"a
18y F=f®x)a

19y F=f(r])dam)a+g(r])r

20 F=f(r)a+o(r)o
21) F=f(r)a

(fgy. 1.58.)

Bizonyitsuk be, hogy egy homogén gdmbhéj gravitacids erdterének potencidlja a héjon beliil konstans, kiviil pedig
olyan, mintha a héj tomege a héj kozéppontjaban lenne dsszestiritve!

Bizonyitsuk be, hogy egy homogén gdmb gravitacids tere a gombon kiviil ugyanolyan, mintha a teljes tomeg a
kozéppontban volna!

PONTRENDSZEREK
XI1I. Impulzustétel, impulzus megmaradas. Rugalmatlan és rugalmas Utkozés.
Newton II. axioméjanak alternativ alakja

F= ﬂ = d(mV)

dt dt

| = mv a test impulzusa,
F a testre hato 6sszes erd ereddje.
Pontrendszerre

SF, =20, =2 (mv),
Mivel a bels6 erdk osszege a III. axioma miatt zérus, 2 F; itt a kiils6 er6k osszege.
Ha 2F; =0, akkor 2| = konst., a rendszer 6ssz-impulzusa alland6 (impulzus megmaradas).
Utkozésnél (feltéve, hogy kiilsé erék nem hatnak), az iitk6zo testek impulzusanak 0sszege allando.
Tokeéletesen rugalmatlan iitk6zésnél a két testbdl egy lesz.

Tokéletesen rugalmas iitkozésnél a két test iitkozeés utan kiilon mozog tovabb, az iitk6zés soran nem
1ép fel energiaveszteség, energidjuk 0sszege allando.

az impulzustétel.

(fgy. 2.12.)

L =4 m hosszu, M = 40 kg tomegii csénak egyik végébdl atmegy a masik végébe egy m = 80 kg
tomegli ember.

Mennyit mozdult el a csdnak a vizparthoz viszonyitva, ha a csonak mozgasa a vizben jo kozelitéssel
kozegellenallas-mentesnek tekinthetd?



Megoldas:
Ha a csonak mozgéasa a vizben kozegellenallas-mentesnek tekinthetd, akkor a csonak + ember

rendszerre nem hat vizszintes kiilsé erd, tehat 6sszes (vizszintes) impulzusuk alland6; méghozza
zérus, mert eldszor alltak. Ha a csonak s tavolsagot mozdul el a parthoz viszonyitva, akkor
sebessége v = s/At, ugyanakkor az ember (L-s) tavolsagot mozdul el a parthoz képest az ellenkez6
iranyba, tehat sebessége V = - (L-s)/At.

0=mv+ MV =m /At — M [{L-s)/At 0 s =L [M/(M+m) = 8/3 m.
Mivel kiilsé eré nem hat, ebbdl kovetkezik az is, hogy a tomegkdzéppont nem mozdul el a parthoz
képest.

¢ hosszusagu kotélen fellogatott M tomegli zsdkba becsapodik egy m tomegl 16vedék vizszintes u
sebességgel. A 16vedék benne marad a zsakban. Mekkora maximalis ¢ szoggel lendiil ki a zsak?

Megoldas:
Az 1itkozés tokéletesen rugalmatlan, és az iitkozés soran kiilsé eré nem hat a zsdk + l6vedék

rendszerre, tehat 6ssz-impulzusuk allando:
mu = (M+m) v O v =u n/(M+m)
Innen energiamegmaradassal az emelkedés magassaga
s (M+m) v =(M+m) gh O h=v?/2g=v’h?*/[2g(M+m)]
¢s az ehhez tartozo szog
h=1(1 —cosd) O cosdp = (I-h)/1=1-W1=1- v’mh*/[2gl(M+m)*]

M tomegi allé golyonak nekilitkdzik egy m tomegii golyd u sebességgel. Az iitkozés tokéletesen
rugalmasnak tekinthet6. Adjuk meg a két golyo litkozés utdn sebességét, ha iitkdzés utan egy
egyenesen mozognak!

Megoldés:
Mivel az iitkozés tokéletesen rugalmas, felirhatjuk az impulzus- és energiamegmaradast is:

mu =myv + MV
15 mu’ = % mv? + 15 MV?
Az els6 egyenletbdl kifejezve v-t v=u— (M/m)V, ennek négyzetét irjuk be a masodikba:
mu’® = m(u’-2M/m)uV+M*m*)V?) + MV?
, m-M
u,és v=
m+M m+M
Nézziink meg specialis eseteket:

amib6l V = u.

1. | m =M (a két goly6 egyforma tomegti) | v=0, V=u | sebességet cserélnek

2. | m<<M (nagy tomegt 4ll6 golyonak v=-u, V=0 | akis golyo visszapattan,

iitkozik elhanyagolhat6 tomegii golyo) a nagy meg se mozdul
3. | m>>M (elhanyagolhat6 tomegi v=u, V=2u | anagy goly6 valtozatlan sebességgel
golyonak {itkozik nagy tomegii golyo) megy tovabb, a kis golyd kétszer

akkora sebességgel indul

M tomegl allo golyonak nekilitkdzik egy m tdmegli golyd u sebességgel. Az litkozés tokéletesen
rugalmasnak tekinthetd. Adjuk meg a két goly6 iitk6zés utan sebességét, ha iitkozés utan az m
tomegli golyd a két golyot 6sszekotd egyenesre merdlegesen halad tovabb! Mekkora szoget zar be
az M tomegl golyod sebessége a két golyot sszekotd egyenessel?



Megoldas:
Az iitkozés tokéletesen rugalmas, felirhatjuk az impulzus- és energiamegmaradast is (az impulzust

két komponensre, a golyodkat 6sszekotd egyenes iranyara ill. az arra merdleges irdnyra bontva):

mu = MVcosd

0=mv —MVsin¢

Y mu® = % mv> + %5 MV?
Az els6bdl Veosd-t, a masodikbol Vsind-t kifejezziik és négyzetiik 6sszegét beirjuk a harmadikba
egyenletbe:

(Veosd)® + (Vsind)? = V2 = (muw/M) + (mv/M)* = (m/M)* (u*+v?)

— 2
mu’ = mv’ + M (m/M)* (u’+v?) O v= /M m oy ,és V= _2m” u
M+m MM +m)

Az M tomegli golyo6 eltériilésének szoge:

M-m
+m

tg ¢ = sinp/cos¢ = (mv/M)/(mu/M) = v/u =

Egy M = 7 kg-os 16vedék palyajanak legfelsd pontjan, a kilovés utan 3 s-mal két darabra robban
sz¢&t. A robbanas egy, a kilovési ponttol d = 1200 m tavolsagra tartozkodd Ormester feje folott
tortént, majd a robbanas utan 1 s-mal egy m; = 2 kg-os repeszdarab kozvetleniil az érmester 1aba elé
esett.

A kilovés helyétol milyen tavolsagban keressék a masik repeszdarabot?

(A terep sik, nincsenek hegyek a kozelben.)

Megoldés:
Mivel a kilovéstol a robbanasig 3 s telt el és ezalatt 1200 m-t tett meg vizszintesen a repesz,

vizszintes sebessége vocos 0 =d/t,=1200/3 =400 m/s. Ez lesz a sebessége a robbanaskor. A
robbanas ugyanis a palya csucspontjan torténik, amikoris a repesz fiiggdleges sebessége zérus
(vo sin a - gty = 0). Utdbbibdl kiszamithato a robbands helyének magassaga: a fliggdleges kezdo-
sebesség Vo sin o = gt, = 1003 = 30 m/s, amivel h = (vo sin o) t, — ¥ g t,° = 3003 - 53* = 45 m.
A 2 kg tomegli repeszdarab ebbdl a magassagbol érkezett le t; = 1 s alatt, vagyis
h+vpti—%g t2=0 O vio=-40m/s fiiggdleges kezddsebessége volt a robbands utan.
Az impulzusmegmaradast felirva a robbanasra:
M vgcos O i=m; vig K+ my Vo

O va=Mvgcos )/ myi—(m vy)/ my k= (71400/5)i— (2340/5) k=5601+ 16 k
lesz az 5 kg tomegl darab kezddsebessége. A helyvektora
r(t)= (1200 + 560 t) i + (45 + 16 t— 5 ) k..
45+16t-5t"=0 O t,=5 s alatt ér foldet
d, = 1200 + 560 t, = 4000 m tavol a kilovés helyétol.

M, tomegli rakéta M tomegli iizemanyagot visz magaval. v, sebességrdl indulva gyorsitani kezd az iizemanyag
elégetésével. Az égéstermékek c sebességgel hagyjak el a rakétat (a rakétdhoz képest). Adjuk meg a rakéta sebességét
az id6 fiiggvényében! Mekkora végsebességet ér el a rakéta az Osszes lizemanyag elégetésével?

A rakétara kiilsé eré nem hat, impulzusmegmaradassal szamolhatunk. Most azonban nem csak a sebesség, hanem a
tomeg is valtozik. Egy adott idépontban a rakéta tomege m, sebessége v, dt ido elteltével pedig a rakéta tomege m+dm,
sebessége v+dv, és a —dm tdmegil égéstermék v-c (vagy v+dv-c) sebességii:

My = (m+dm)(v+dv) —dm(v+dv-c)
Beszorozva, egyszerisitések utan kapjuk, hogy mdv + cdm = 0.
Ezt szeparalva és integralva



v m
J’dv:—c J’ —dm O v=v,+ ¢ In (Mg+M)/m
M,+M m
Vo 0
A rakéta végsebessége Vi, = Vo + ¢ In (Mg+M)/M,

Egy tutkeresztezOdésben a STOP tablanal allo autdba hatulrdl belelitkozik egy masik autd. A két
autd tomege egyenld. Az Osszetapadt roncs az litk6zés helyétdl 18 m-re all meg a 8 m széles fout
tuls6 oldalan levé mezén. A szabalytalankodoé kocsi 11,4 m —es féknyomot hagyott az {itkdzés elott.
Mekkora sebességgel haladt, mieldtt fékezni kezdett? A surlodéasi egyiitthatd az aszfalton
Ma = 0,4, a mezdén Y= 0,5.

Megoldas:

A roncs 10 m-t tett meg a mezon r surlodasi egylitthatoval fékezddve, mire sebessége zérus lett.
Munkatétellel kiszamitva azt a sebességet, amivel az aszfaltrol a mezore érkezett:
0-%C2m)vii=—w2m)g B O vi>=2pegs;, vi=10m/s (=36 km/h)

illetve amivel a roncs az litk6zés utan indult az aszfalton:

v, 2m) viZ =% 2m) vo = —(m)g By O vii=vi i+ 2.5, vo=12,8m/s (=46 km/h).
Utkodzéskor a v3 sebességgel halado aut6 {itkdzott az alloval; felirva az impulzusmegmaraddst:
mvi=02m)v, 0O v3=2v,=256m/s (=92 km/h).

Munkatétellel kiszamitva azt a sebességet, amirdl az autd fékezni kezdett:

am Vo2 —¥am V32 =—U.mg [53 [ VO2 = V32 +2Hags3, vo=27,3m/s (=98 km/h) .

X111. Témegkdzéppont
Pontrendszer tomegkozéppontja
2m. r

r, = z—“ (tomegekkel stlyozott atlagos helyvektor)
m;
Kiterjedt testre
Ir pdVv J’ rpdv
r = =
Ip dv M

Tomegkozéppont tétele (sulypont-tétel): mfi, =ZF; (a tomegkdzéppont ugy mozog, mintha a
teljes tomeg a tdmegkdzéppontban lenne egyesitve, €s az dsszes kiilso erd erre a pontra hatna)

(fgy. 2.1.)

Elhanyagolhat6 tomegii és strlodasu csigan atvetett kotél két végén m; = 5 kg ill. m; = 3 kg tomegil
teher log. Amikor magéra hagyjuk a rendszert, a két tdmeg ugyanolyan magassagban van.

a) Milyen mozgést végez a sulypont?

b) Milyen palyat ir le?

Megoldas:
stulypont-tétellel (m;+my)F,;=mig—myg U T, =(m;-mp)/(m;+my) [g=g/4 =25 m/s

A stlypont fiiggélegesen lefelé mozog g/4 gyorsulassal.

(fgy. 2.2)



Egy 3 kg tomegil 16vedék 100 m/s kezddsebességgel 45° alatt lett kilove. Palydjanak tetopontjan
felrobban és egy m; = 2 kg-os és egy m, = 1 kg-os darabra esik szét. A repeszek palyajanak sikja
egybeesik az eredeti palya sikjaval. A robbands utdn 2 s elteltével az 1 kg-os darab a kilovési
helyhez viszonyitva 700 m tdvolsadgban (vizszintesen szamitva!) és 100 m magassagban van.

a) Hol van ugyanezen idépontban a masik darab?

b) A robbanas milyen irdnyban és mekkora kezddsebességgel vetette szét a két repeszt?

(fgy. 2.3))
66 kg tomegili kotéltancos sulypontja a kotél felett 1 m magassagban van. Ugyanezen magassagban

tartja a kezében levo 6 m-es, 4 kg tomegli merev rudat, melynek mindkét végén levo 2 m-es fonalon
1-1 6lomgoly6 fligg. Legalabb milyen tomegilieknek kell lennilik a golydknak, hogy a rendszer
sulypontja a kotél ala essék? (A rudat kozépiitt fogja, a 2 m tavolsag a radtdl a golyd kdzéppontjaig
értendo.)

(fgy.2.4.)
Hol helyezkedik el egy homogén tomegeloszlast kap sulypontja?

(fgy. 2.5.)
Hol helyezkedik el egy H magassagli, 2R maximalis nyilasszélességii parabola alaku drot sulypontja?

(fgy. 2.6.)
L hosszusagt rad siirisége egyik végén p, masik végén 2p, kozben egyenletesen valtozik. A rad
keresztmetszete mindeniitt azonos. Hol van a stulypontja?

(fgy. 2.7.)
Hatarozzuk meg egy homogén lemezbdl kivagott siklap stlypontjanak helyzetét, ha annak alakja

a) félkor,

b) negyed kor,

¢) o nyilasszogi korcikk,
d) derékszogli haromszog,
e) altalanos haromszog!

(fgy. 2.8.)
Hatarozzuk meg egy homogén félgomb sulypontjanak helyzetét!

(fgy. 2.9.)
Egy egyenes csonkakup alaplapjanak sugara R, feddlapjaé r. Milyen ardnyban osztja a sulypontja a

magassagat?

(fgy. 2.10.)

10



Egy haromszog harom csucsaban egyenld tomegli golyok vannak. Mutassuk meg, hogy a harom
golyobdl allo pontrendszer tomegkdzéppontja a haromszog sulypontjaban helyezkedik el!

(fgy. 2.11.)
A leveg6 stirisége a
_Pogh
p=p, L& ™
formulaval leirhaté médon fiigg a h magassagtol. po = 1,2 kg/m’, pp = 10° Pa. Milyen magasan van
egy egyenletes keresztmetszetii levegdoszlop tomegkozéppontja?

(fgy. 2.12.)

L =4 m hossza, M = 40 kg tomegii csonak egyik végébol atmegy a masik végébe egy m = 80 kg
tomegli ember.

Mennyit mozdult el a csénak a vizparthoz viszonyitva, ha a csonak mozgasa a vizben jo kozelitéssel
kozegellenallds-mentesnek tekinthetd?

(fgy. 2.13.)
Hatarozzuk meg, hol van egy hamisjatékos 15 mm ¢élhosszisagu fabol késziilt dobdkockéjanak

stilypontja, ha egyik oldalaba 1 mm vastag vaslemezt épitett be! pg, = 0,5 g/cm’, Pyas = 7,8 g/em”.

Azonos keresztmetszeti ¢€s hossziisdgl, homogén vas- ¢és aluminiumrudat végiiknél
Osszeragasztunk, majd az igy kapott rudat a stlypontjanal kettévagjuk. Mennyi lesz a két rész
tomegének aranya?

Vizmolekulaban a kétéshossz 95,8 pm, a kotésszog 104°. Hol van a molekula tomegkdzéppontja?

X1V. Impulzusmomentum-tétel, impulzusmomentum-megmaradés.  Forgé mozgas.
Tehetetlenségi nyomaték. Steiner-tétel.
Altalaban egy a vektor momentuma: r x a
Az erd momentuma a forgatonyomaték: M=r x F.
Az impulzus momentuma az impulzusmomentum: N=r x| .
Az F=ma egyenletet vektorialisan szorozva r-rel kapjuk az impulzusmomentum-tételt:
N=M
Pontrendszerre M az 6sszes kiils6 erd forgatonyomatéka (ha a belso erdk centralisak).

Ha M =0, akkor N = konst. (impulzusmomentum-megmaradas).

Forgd mozgés esetén N = 0Ow.
© az adott tengelyre vonatkoz6 tehetetlenségi nyomaték:
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egy tomegpontra ©=ml*,
pontrendszerre O=3ml’,
kiterjedt testre 0= Ilzp dv,

ahol | a forgastengelyt6]l mért tdvolsag.

Az egymassal parhuzamos forgéstengelyek koziil arra a tengelyre lesz minimalis a tehetetlenségi
nyomaték, amelyik atmegy a tomegkdzépponton.

Steiner-tétel: ha ©, a tomegkozépponton atmend forgastengelyre vonatkozo tehetetlenségi
nyomaték ¢€s a forgastengelyt parhuzamosan eltoljuk d tavolsaggal, akkor az 0j forgastengelyre
vonatkoz6 Oy tehetetlenségi nyomaték 4= O + md>.

Az egymasnak megfeleltetheté mennyiségek halado ill. forgd mozgés esetén:

m témeg © tehetetlenségi nyomaték

a gyorsulas B szoggyorsulas

V sebesség W szdgsebesség

r helyvektor ¢ szogkoordinata

F er6 M forgatonyomaték

| impulzus N impulzusmomentum
impulzustétel: 1 =F impulzusmomentum-tétel: N =M

%> mv” kinetikus energia 5 @0y forgasi kinetikus energia

(fgy. 2.16.)
Igen konnyti 1 m hosszu rud végén 5 — 5 kg tomegili golyok vannak felerdsitve.

a) Szamitsuk ki a rad felezési pontjan, a ridra merdleges tengelyekre vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomatékot!

b) Mennyivel valtozik meg a tehetetlenségi nyomaték, ha a tengelyt a rid mentén 6nmagaval
parhuzamosan 10 cm-rel eltoljuk?

Megoldas:
a) a rad tdmege elhanyagolhato, ©; = £ mjli* = 2 (5[0,5° = 2,5 kgm?
b) Steiner-tétellel © = O, + (Zm;)d* =2,5 + 100,1% = 2,6 kgm®

(fgy. 2.17.)
Lejtd tetejérél azonos sebességgel gurul lefelé két kerékparos. Az egyiknek 28-as (nagyobb atmérdji kereki), a

masiknak 26-os biciklije van. Melyik ér le elobb a lejtén, ha a kerekek, valamint az &ssztomegiik kiilon-kiilon
megegyeznek? (A surloédast hanyagoljuk el!)

(fgy. 2.18.)
Szamitsuk ki egy 'R’ sugari, homogén tomegeloszlasu korongnak a kézéppontjan, a korongra

merdlegesen allo tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat!

Megoldas:
Ha M a korong tomege, akkor a stirlisége p = M/V = M/(R*1d) , ahol d a korong vastagsaga.

©=[I'pdv

hengerkoordinata-rendszert hasznalva a térfogatelem dV =d [t d¢ Cdr ;
a forgastengelytdl mért tavolsag 1=r
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R2m
tehat © ZIIrZ 1:/[ -2M DR— = —MR2
1" Romu >

(a korong vastagsagatol fﬁggetlen!)

(fgy. 2.19.)
Szamitsuk ki egy 'R’ sugaru félgdmb szimmetriatengelyére vonatkoztatott tehetetlenségi

nyomatékat!

Megoldés:

M témegii félgdmb stirliisége p = M/V = M/(2R*173) = 3M/(2R’1).

A félgdbmbot 6sszerakhatjuk a forgastengelyre merdleges korongokbol, melyek sugara

r=+R? —x?, térfogata dV = r*ridx = (R*-x%)mdx,

tdmege dm = p dV = 3M/(2R* 1) OR*-x*)1dx = 3M/(2R?) OR*x?) dx,

tehetetlenségi nyomatéka

dOo=Y%dmr’="% [3M/(2R3) OR*-x?) dx] OR*x%) = 3M/(4R*) R?*x?)* dx

®3M

A félgombre tehat O =[dO= J' ( —x2)2 dx=...=%MR2

(fgy. 2.20.)

Egy a,b,c oldalu téglatest sulypontjan a&tmend, az oldalakkal parhuzamos tengelyekkel rendelkezik.
a) Szamitsuk ki az ezekre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékokat!

b) Tartson pl. az ’a’ oldal zérushoz. Hogyan valtoznak az elébbi tehetetlenségi nyomatékok?
Milyen 6sszefliggés allithat6 fel kozottiik?

(fgy. 2.21.)
Szamitsuk ki az egyenes gula magassagvonalaval parhuzamos €s az alaplap egyik cstcsan atmend

tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat!

(fgy. 2.22.)

Hatarozzuk meg egy homogén lemezbdl kivagott téglalap tehetetlenségi nyomatékat a sulyponton
atmend hdrom tengelyre, melyek egyike merdleges a téglalap sikjara, a masik ketté pedig
parhuzamos az oldalakkal!

(fgy. 2.23))

Hatarozzuk meg egy homogén egyenes kdrhenger tehetetlenségi nyomatékat
a) a szimmetriatengelyre,

b) egy alkotdra vonatkoztatva!

(fgy. 2.24.)
Hatarozzuk meg egy homogén tomegeloszlasi egyenes korkup tehetetlenségi nyomatékat a
szimmetriatengelyre vonatkoztatva!

(fgy. 2.25.))
Mekkora gyorsulassal gordiil le egy a hajlasszogl lejton egy
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a) henger;
b) golyo;
c) iires belsejii henger?

Megoldas:
A lejtén legordiild testre hat az mg gravitacios erd, a lejtd F, nyomoereje és egy F, tapadasi
surlddasi erd a lejton felfelé a test és a lejtd érintkezésénél.
Felirhatjuk
- egyrészt a tomegkozéppont-tételt:
ma=mg+ F,+ F;
Mivel F,, = mg cos a, a lejtd sikjaval parhuzamosan
ma =mgsin o - F;
- masrészt az impulzusmomentum-tételt:
M=N =0
Mivel mg és F, atmennek a tomegkozépponton, forgatdbnyomatéka csak Fi-nek van:
OB =F; [R, ahol O a test tomegkdzéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka.
Ha a test tisztan gordiil (nem csuszik meg), akkor a = R[.

gsina
©
mR*

Ezekbdl ma=mgsina—-1/RO /R 0O a=
1+

a) hengerre ©=1/2mR?* , a=2/3 gsina
a) gobmbre ©@=2/5mR*> , a=5/7gsina
a) iires hengerre ®@ =mR”> , a=1/2gsina

(fgy. 2.28.)
M tomegli, R sugaru csigara feltekert fondlon m tomegli teher fiigg a foldtél h magassagban.
Elengedve milyen végsebességgel érkezik le?

Megoldas:
Ha a surlodast elhanyagolhatjuk, akkor energia-megmaradéssal

mgh =% mv* + % Ous
a korongra ©= 14 MR?
ha a kotél nem csuszik meg a csigan, akkor w = v/R

tehat mgh="%mv’+% (% MR?)(VR)’ =% (m+M/2)v’ O v=,2mgh/(m+M/2)

(fgy. 2.29.)
Egy m tomegii, L hossziisagi homogén, egyenletes keresztmetszetii rudat egyik végén atmend vizszintes tengely koriil
lengetiink. Mekkora lesz a lengésid6?

(fgy. 2.31.)
Egy 20 g-os, 1 cm sugart, 1 mm vastagsdgu vékony pénzérmét mekkora forgatonyomatékkal kell

az ¢lén atmend fiiggbleges tengely koriil megporgetni, hogy 0,1 s alatt 10 s szogsebességet érjiink
el? (A surlodastdl tekintsiink el.)

Egyik végén (surlédasmentes) csukloval felfogott rudat vizszintes helyzetbdl (kezddsebesség
nélkiil) elengediink. Adjuk meg
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- masik végpontjanak gyorsulasat;
- arud szogsebességét a vizszintessel bezart ¢ szoge fliggvényében!

Megoldas:
L hosszisadgt, m tomegl, homogén, alland6 A keresztmetszetli rud tehetetlenségi nyomatéka a

radra merdleges, tdmegkozéppontjan atmend tengelyre vonatkoztatva:

L/2 L/2 3 ﬁ”
O = IxszdX = I x> Adx =2 E—,L—D =LmL2
2, 2, AL Lo3ng, 12

A rud tehetetlenségi nyomatéka a P végpontjan atmend tengelyre vonatkoztatva (Steiner-tétellel):
©p = Og + m(L/2)* = 1/3 mL?

A rudat a nehézségi erd forgatja, mely a rad tomegkozéppontjaban hat, vizszintesen mért tavolsaga
a forgastengelytol L/2 [Tos ¢.

M=N: M=mg[L2tos¢, N=0,B, Op=1/3mL’

O 13 mL*B=mg[L/2 [kosd, amibdl B=3/2gLltosd (¥

A rud masik végpontjanak gyorsulasa a=LI[B =3/2 g cos ¢ (induléskor a=3/2 g > g!)
(*) B=dwdt=dwdd [d/dt =wdwdd =3/2 g/L [kos ¢

szeparalva  wdw=3/2 g/L [tos ¢ dP

integralva, felhasznalva, hogy ¢ = 0-nadl w=0: w=,/3g/Lsin¢

A rad szogsebességét a vizszintessel bezart ¢ szoge fliggvényében megkaphatjuk energia-
megmaradasbol is. A rad helyzeti energidjat a tomegkozéppontjanak helyzetével adjuk meg:
mgL2 Ging=%0pw=%0Aml* 0 w=..

Egy vizszintes sikra helyezett M tomegii, R sugarti korong peremére feltekert sulytalan,
nyUjthatatlan kotél végére m tomegi testet akasztunk és ez az m tomegi test huzza a korongot egy
sulytalan, surlodasmentes csigan atvetve. Adjuk meg a korong gyorsuldsat, ha a korong tisztan
gordiil!

Megoldas:
Az m tomegl testre hat az mg nehézségi erd és egy K kotélerd:

ma=mg-K
A korongra vizszintes iranyban hat a K kotélerd és a sikkal valo P érintkezési pontnal egy F,
surlodasi erd.
A korong gordiilését vizsgalhatjuk ugy, hogy pillanatnyi forgastengelynek
1) a P érintkezési pontot tekintjiik
ekkor a P pont gyorsuldsa zérus,
forgatonyomatéka csak K-nak van:
O B=K[PR, ahol @p=%MR*+MR*=32MR? és B=a/2R
2) a korong O kozéppontjat tekintjiik
ekkor az O pont gyorsulasa
map=K-F;, aholag=a/2
forgatonyomatéka K-nak és Fi-nek is van:
OoB=KIR+F,[R, ahol O@p=%MR* ¢és B=a/R=a/2R.
Az egyenleteket megoldva a =8m / (8m+3M) [
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Egy M tomegii, R sugart korongot letesziink vizszintes sikra ugy, hogy egy helyben wy
szogsebességgel pordg. Mit fog csindlni, ha a sikkal valé érintkezési pontjanal F strlodasi erd 1ép
fel?

Megoldés:

Az F, surlodasi erd a korong forgasat fékezi (1), de olyan irdnyu, hogy ezzel a haladé mozgasat
gyorsitja (2), tehat

(1) OB=-F,[R, ahol ©=1% MR’

(2) Ma=F,, F,=pMg O a=pg (mostnem igaz, hogya=[pR!)

A fentickbél % MR?[B=-pmg[R O PB=-2ugR

[0 aszdgsebesség az id6 fiiggvényében w(t) = wy - 2ug/R [1

[J akorong sebessége az id6 fiiggvényében v(t) = pgt

Attdl a pillanattol kezdve, amikor v(t) = R wXt) teljesiil, a korong tisztan gordiilni fog:

R oy - 2pug/R [) = pgt O t=Ruwy/3ug

(Innentdl viszont kiilon kell felvenni egy haladé mozgast fékezo surlodasi erdt és egy forgd mozgast
fekez6 nyomatékot, kiilonben ellentmondasra jutnank!)

Egy M tomegi, R sugaru korongot meglokiink vy kezddsebességgel vizszintes sikon gy, hogy
forgas nélkiil tisztan csuszik. Mikortol fog tisztan gordiilni?

Megoldés:
A korongnak a sikkal val6 érintkezési pontjanal fellépd F; strlodasi erd a haladé mozgast fékezi (1)

, de a korong forgasat gyorsitja (2).

(1) Ma = -F;, Fs=llMg O a=-ug

(2) OB=F,[R, ahol ®=1'%MR> (mostnem igaz, hogya=pR!)

[0 akorong sebessége az ido fliggvényeben v(t) = vy - ugt

[0 aszogsebesség az ido fliggvényében w(t) =2ug/R [t

Attol a pillanattol kezdve, amikor v(t) =R wXt) teljesiil, a korong tisztan gordiilni fog:
2ugt=vo-pgt O t=vo/3ug

Fiiggblegesen fellogatott M tomegli, L hosszisdgih homogén rad alsé pontjahoz vizszintes v
sebességgel érkezve hozzatapad egy m tomegli golyd. Mekkora szogsebességgel indul a rad a
hozzatapadt golyoval és maximum mekkora széggel lendiil ki?

Megoldas:
Az impulzusmomentum-megmaradast irhatjuk fel az {itk6zés pillanatdra (mert az iitkdzés utan a

rendszer forgd mozgast végez):

iitkdzés elott a golyd impulzusa | = mv, ennek momentuma a forgastengelyre N = mv(lL (a nagysaga)
(a rad impulzusmomentuma pedig zérus);

iitk6z¢és utan a rad+golyé rendszer impulzusmomentuma N == O, ahol © = 1/3 ML? + mL?,

tehat mvIL=(1/3ML*+mL)w O w=m/(M/3+m)G/L

Mivel a rud surléddsmentesen fordul, energia-megmaradassal szamithatjuk, milyen magasra lendiil
ki:
15 @w’ = Mg OL/2 [tos a) + mg (L [tos a) [ cosa=...

CSIGAS FELADATOK!!!
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