Fizika szamolasi gyakorlat

L Kinematika (anvagi pont)
Altalanos feladatok, koordinatarendszer alkalmas valasztasa

I.1. (fgy. 1.1.)
Egy motorcsonak a folyon felfelé halad, és szembetaldlkozik egy tutajjal. A taldlkozas utan 1

oraval a motor elromlik. A javitds fél orat vesz igénybe, és utana a motorcsoénak a folyon —
bekapcsolt motorral— lefelé megy. Az elsé taldlkozas helyétdl 7,5 km-re éri utol a tutajt.

Mennyi a foly6 sebessége? (Tételezziik fel, hogy a motorcsénak a folyohoz képest allandd
sebességgel halad, a tutaj pedig a folyoval egylitt mozog.)

Megoldas:
A feladat megoldhato (1) a parthoz rogzitett, (2) a tutajhoz rogzitett koordindtarendszerben
felirva a mozgast.
(D
A koordinatarendszeriink x tengelyét helyezziik el a parttal parhuzamosan; origdja legyen ott,
ahol a motorcsonak és a tutaj el0szor talalkoznak; az x tengely pozitiv értékei legyenek azok,
amerre a viz (és a tutaj) mozognak. A motorcsonak és a tutaj helyzetének x koordinatdjat irjuk fel
a masodik talalkozasig:
motorcsonak: 1 Lve+ ves) 0,5 v+t Lve-veg) =7,5
ahol  vra folyd sebessége a parthoz képest (pozitiv),

Vs @ motorcsonak sebességének nagysaga a parthoz képest (pozitiv ill. negativ

attol fliggden, hogy a csonak a pozitiv vagy negativ x tengely iranyaba mozog),

t az az 1d6, amig a csonak a folyon lefelé halad bekapcsolt motorral
tutaj: (1+0,5+1t)0ve=75
A 3 ismeretlenre csak 2 egyenletiink van. Atrendezve Gket
(1+05+1t) O+ (1-t) s =75+ (1-t) Bves = 7,5 O t=1h, v¢=3km/h
A csonak sebessége tetszdleges lehet.
2)
A koordinatarendszeriink origdja legyen a tutajra rdgzitve, az x tengely pozitiv irdnya mutasson
arra, amerre az elsd oOraban tavolodik a csonak a tutajtél. Ekkor a tutaj x koordinataja
természetesen végig zérus, és a motorcsonak x koordinatajat irjuk fel a masodik talalkozasig:

I g Tt H-ves) =0

Ebbdl azonnal lathatd, hogy egyrészt mivel a csonak eldszor 1 oOrat tavolodik a tutajtdl v
sebességgel és utana ugyancsak v.s sebességgel kozeledik hozza, a kozeledés ideje is 1 ora,
masrészt hogy a csonak sebessége tetszoleges.

1.2. (fgy. 1.2))

Egy villamosvonalon a villamosok T id6kozonként jarnak c sebességgel. A palya mellett
gépkocsi halad v sebességgel.

Milyen id6kozonként talalkozik a gépkocsi villamosokkal?

Megoldas:

A koordinatarendszeriinket helyezziik az egyik villamosra; ez a koordinatarendszer c-vel mozog
az uttesthez képest. A szomszédos villamos tévolsaga cT, ekkora utat kell a gépkocsinak
megtennie a villamoshoz képest. Mivel a gépkocsi sebessége az tuttesthez képest v, a villamoshoz
rogzitett koordinatarendszerben v-c, azaz



ha v>c (egy iranyba haladnak és a gépkocsi gyorsabb), akkor (v—c)-vel halad a gépkocsi az
elottiik mend villamos felé és t=cT / (v—c) alatt éri el;

ha ¢c>v>0 (egy iranyba haladnak és a villamos gyorsabb), akkor (c—v)-vel kozeledik a gépkocsi a
mogottiik mend villamos felé és t = ¢T / (c—v) alatt éri el;

ha v<0 (ellenkezd iranyba haladnak), akkor (v+c)-vel kozeledik a gépkocsi a mogottiik mend
villamos felé és t = ¢T / (v+c) alatt éri el.

I.3. (fgy. 1.3.)
Egy ember a toparton levd A pontbol a legrévidebb ido alatt szeretne a B pontba érni.
Milyen utvonalat valasszon, ha maximalis futasi sebessége v, Uszasi sebessége pedig vy?

A B pontbdl a partra huzott merdleges talppontjat P-vel jeldlve AP=s, BP=d.

Az ut két szakaszbol all, eldszor s-x tavolsagot fut a parton, majd ott beugrik a vizbe és
egyenesen a B pont felé Gszik; ez az ut Vx> +d* . A teljes id6 tehat

_s—X +\/X2 +d*

t(x) =t, +t, =

Vi Vi

Azt az x értéket keressiik, ahol t-nek minimuma van:

dt:_L_'_ X -0,

dx Vi v, Wx+d’

amibél x = ——— .
v, =v,’

Latszik, hogy ez csak akkor megoldas, ha v¢ > vy (ha valaki gyorsabban uszik, mint ahogy fut,

akkor végig csak uisszon).

Ellendrizziik még, teljesiil-e, hogy x < s, azaz:

Vi _g<s 0 E:Lf%z 1+B@g
vl -v,? 6 s 0

Ez automatikusan nem teljesiil; ez azt jelenti, hogy ha nem tudunk ennyivel gyorsabban futni,
mint Uszni, akkor is végig uszni kell.

L4. (fgy. 1.4.)

Egy csonak L szélességli folyon halad at a folyora merdlegesen (a partra merdlegesen tartva a
csonak tengelyét), a vizhez képest allandd v sebességgel. A folyd vizének sebességeloszlasa
parabolikus:

4y® .
u=u,H--—-5 ABRA!!!
L
a) Hatarozzuk meg a csonak palyajanak egyenletét!
b) Mennyivel viszi le a viz a csonakot, mig az egyik partrol a masikra ér?
Megoldas:
Lo s, . dx 4y2
A folyo vize az x tengely irdnyaban folyik, azaz a =u,H- e

L, d
a csonak sebessége az y tengely irdnyaba mutat: d—i] =v.



A kettd hanyadosa megadja a palya érintdjét:

dx _ugfH_4y”
dy v L

Ez a differencidlegyenlet szeparalhato.
A kezdeti feltétel: a csonak az x =0, y = - L/2 pontbdl indul:

X y 2
[dx= [ u_OE_“LZEdy,
0 -L/2 v L

amibdl a palya egyenlete

3
qu_o —4y +£E

v 317 3
b) Ha a csonak atér a talsé partra, akkor y = L/2, és XB;: B: Ho % L
20 v

(Mivel a foly6 vizének sebességeloszlasa az y = 0 —ra szimmetrikus, a lesodrddas a talsé partig
kétszer annyi, mint a folyd kézepéig — igy gyorsabban szamolhato.)

LS.

A ¢és B varos egy egyenes parti viz partjan helyezkednek egymastol d tdvolsagra. Egy (vizhez
képest) v¢s sebességli motorcsonakkal elmegylink A-bol B-be, majd vissza B-b6l A-ba a lehetd
legrévidebb uton. Ugyanannyi 1d6 kell-e ehhez, ha ez a bizonyos viz egy t6 ill. egy v¢ (allandd)
sebességli foly6?

L.6.

A ¢és B varos 84 km-re vannak egymastol. Két biciklis indul el egy idében egymassal szembe, az
egyik A-bol B-be 16 km/h, a masik B-bol A-ba 12 km/h sebességgel. Egy fecske is elindul veliik
egy idoben A varosbol, és elrepiil addig, amig taldlkozik a B varosbol jovo biciklistaval, akkor
gyorsan visszafordul, elrepiil az A-bdl jovo biciklistaig, majd ujra a B-bol jovoig, stb., stb. A
fecske sebessége 50 km/h. Hany km-t tesz meg, amig a két biciklista dsszetalalkozik az A és B
kozotti titon?

II. Anvagi pont mozgasanak leirasa Descartes-féle koordinatarendszerben, r = r (t).
Pillanatnyi és atlagsebesség, syorsulas. Palya. Vektorok.

II.1. (fgy. 1.5.)
Egy tomegpont helyvektora az id6tdl a kdvetkezoképpen fligg:

r(t) = (at+b) i + (at-b) j + (-ct*+4at+5b) k ,

ahol a=3ms',b=10m, ¢=5ms>

a) Hatarozzuk meg a tomegpont sebességét €s gyorsulasat!
b) Mekkora a sebessége a t =0 id6pontban?

¢) Milyen tavol van az origotol a t = 0 idopontban?

d) Mely iddben éri el a tomegpont az xy sikot?



e) Bizonyitsuk be, hogy a mozgas sikmozgas! Hatarozzuk meg a palya sikjat!

Megoldas:
a) vit)=r(t)=ait+aj+(2ctt4da)k=3i+3j+(-10t+12) k
a(t)= v(t) =r(t)=-2ck=-10k

b) v(0)=3i+3j+ 12k, nagysaga v(0)=3v1>+1>+4> =12,7m/s

¢) r(0)=10i—-10j+ 50k, tavolsiga az origotol d=1041>+1>+5> =52 m
d) az xy sikot akkor éri el, amikor z = 0, azaz
52 +12t+50=0 O t,=4,6s (ést,=—2.2 s —ban is ott volt)

e) A mozgas sikmozgas,ha Ax +By+ Cz+ D=0 teljesiil minden t-re,
azaz A(at+b) + B(at-b) + C(-ct*+4at+5b) +D = (-Cc)t> + (Aa+Ba+Ca)t + (Ab-Bb+5Cb+D) =0,
vagyis—Cc=0 [ C=0

Aa+Ba=0 0 [(B=-A

O u

Ab-Bb+D =0[] %):—ZAb

Legyen A =1, a sik egyenlete x —y—2b=0.

I1.2. (fgy. 1.12.)
Egy replilogép mozgasat az

r(t) = a cos (t/ty) i + 2a sin (t/to) j

fiiggvény irja le, ahol a=200m, ty=2s.
a) Milyen palyan mozog a repiil6gép?
b) Mekkora szdget zar be a sebességvektor a gyorsulasvektorralat=0¢s at=2 s idoben?

Megoldas:
a) x(t) = a cos (t/tg) =200 cos 0,5 t
y(t) = 2a sin (t/ty)= 400 sin 0,5 t
Fejezziik ki az els6 egyenletbdl cos (t/tp)-t, a méasodikbol sin (t/ty)-t. Mivel

%osig + Es,inig =1, ezért B’ig + ng =1, azaz egy ellipszisen mozog a repiilogép.
0O %O 0O %O (a0 [RaQ
b) v(t) = r(t) = - a/ty sin (t/ty) i + 2a/ty cos (t/ty) j =- 100 sin (t/2) i + 200 cos (t/2) j
a(t) = v(t) = F(t) = - a/ty® cos (t/to) i - 2a/te” sin (t/to) j = - 50 cos (t/2) i - 100 sin (t/2) j
t=0-ban v(0)=200j,a(0)=-501i,v(0) A(0)=0 0O merdlegesek
t=2s-ban v(2)=-100sin 1i+200cos1j =-84,15i+108,06j,
a(2)=-50cos 1i-100sin1j =-27,02i-84,15j,
v(2)[@(2) _ (-84,15)(-27,02)+(108,06) (- 84,15)
v(2)|TR(2)] /84,157 +108,06> [3/27,02% +84,15°
d o =2,18 rad = 125°

cosa =

=-0,58

IL.3. (fgy. 1.17.)
Két egymasra merdleges rezgés egyenlete:

x=3Asin2—nt
T



y = 2Acosaz—nt +EH
oT 20
Rajzoljuk le az ered6 rezgés palyajat!
Megoldas:
x(t) —bol kifejezve sin(21t/T) = x/(3A),

y(t)-t atalakitva és sin(21et/T)-t behelyettesitve

y :ZACOSHZ—T[‘[+1—TH: —2Asin2—nt = —2A[_|X_ = _ZX,
OT 20 T 3A 3

a palya az y = —2x/3 egyenesnek a P; (-3A,2A) és P, (3A,-2A) pontok kozotti szakasza

I1.4.
Egy agyugolyo roppalyédjanak palyafliggvénye

r(t)=(at+b)i+ (g’ +ct+d)k

ahol a kilovés a t = 0 s-ban torténik, és
a=5ms’,b=100m,c=10ms",d=200m, g=—5 ms™

a) Honnan 16tték ki az agyagolyot?

b) Mekkora volt a kezd6sebesség?

c) Mekkora a gyorsulas?

d) Mennyi id6 alatt érkezik a foldre?

e) Hol és melyik iddpillanatban merdleges a sebességvektor a gyorsuldsvektorra?

Megoldas:
a)t=0s-ban r(0)=bi+dk=100i+200k
b)v(t)=r(t)=ai+ 2bt+c)k=5i+(-10t +10) k,

v(0)=5i+10k, vo=+5*+10>=11,2m/s
c)a(t)= v(t) =r(t)=2bk=-10k (azaz szabadesé¢s)
d) azaz a z = 0 sikot mikor ériel: gt* +ct+d=-5¢+10t+200=0 O t=74s
e) a két vektor ott merdleges, ahol a skalarszorzatuk nulla:
vld =500+ (-10t + 10)[(-10) = 100(t-1) = 0 O t=1s,
r(1)=105i+ 205 k, ez a palya csucspontja
(gyorsabban megoldhato a feladat a v, = -10t + 10 = 0 feltételbol)

ILS.
Egy tomegpont gyorsuldsat az alabbi fiiggvény adja meg:

a(t) = 4a sin (Wt+¢o) i + 4b sin wx j

ahol w=25s", ¢o =102
Atestat; =104 s-banaz r;=ai—bj pontban van és sebessége vy =2ai.

a) Adjuk meg t, = 31Ts-ban a test helyvektorat és a sebességét!
b) Mi a mozgas palyaja?

Megoldas:



ax =4asin (2t+102) =4a cos 2t = v_

O wvy=2asin2t+k

ty=Tvds-ban viy=2a 0O k=0, vy=2asin2t= X
0 x=-acos2t+k,

ty=TVds-ban x;=a 0O ky=a, X=—acos2t+a
ay=4bsin2t= v,

0  vy=-2bcos2t+ks

ty=14s-ban v;y=0 0O k3=0, vy=-2bcos2t=y
0 y=-Dbsin2t+ky

tp=14s-ban y;=—-b0 k4=0, y=-—bsin 2t
a)r(3m=(-acos 6Tt+a)i—bsin 61Tj=0, v(31) =2asin 6Tti —2bcos 6Tj=—2bj
b)x(t)=a—-acos2t [ cos2t=(a—x)a
y(t)=—-bsin2tj [0 sin2t=-y/b

Felhasznalva, hogy cos® o +sin”a = 1: a pélya Fg + %g =1 ellipszis
a

11.6.
Egy tomegpont gyorsuldsat az alabbi fiiggvény adja meg:

a(t) = 3ruy’ sin ot i + 4rey’ sinQut+172) j

ahol w=1 s'l, r=2m.
A test a tp = 0 s-ban az ry = -2 j pontbdl indul v, = —6 i sebességgel.

a) Mi a mozgas palyaja?
b) Adjuk megt =3 s-ban a sebesség nagysagat és iranyat!

IL.7.
Egy kipukkadt lufi sebességét az alabbi fiiggvény adja meg:

v(t) = 0,2 ¢ i - 2,8 sin 4t j + (3-4t) k

(Az 1dot masodpercekben, a tavolsagot méterben mérjiik.)

Kipukkadasakor,t=0s-banalufiaz r=2i+1,4j+ 1,5k pontbdl indult.

a) Hol lesz a lufi fél masodperc mulva?

b) Mekkora tdvolsagra van a kipukkadas helyétol?

¢) Mekkora ekkor a gyorsuldsa?

d) A lufi egy olyan 3x3x3 m-es szobdban van, melynek egyik sarkahoz illesztettik a
koordinatarendszeriinket. Mikor, melyik fal (ill. plafon v. padlo) melyik pontjdnak megy neki
eldszor?

II1. Anvagi pont mozgasanak leirasa polarkoordinata-rendszerben

r(t) =r [,



vi)=r=rle +rle =ile +rlple,,
azaz v;= 1, vi=r=rw,
kormozgéasnal v, =0, vi=rw.
a(t)=V=f@r+fﬁr+f®@¢+f[¢ﬁ¢+rﬁbﬁ¢=f@r+fﬁl)@¢+fﬁl)ﬁ¢+f[¢@¢—rﬁbzﬁr=
=(-ro ), + (1o +rple,
azaz a,=r—-1p’=7F—-rw’, a = 2i¢+rd =2iw+1p,
kormozgasnal a, = o = —viir, a = 3.

II.1. (fgy. 1.14.)
Korpalyan egyenletesen lassuld mozgassal mozgd anyagi pont egy félkor megtétele kozben
elveszti sebességének felét. Hol all meg?

Megoldas:
B=w=¢ =konst. 0O w=b=w, -Bt, d=w,t—-p/20°
elészor ty 1d6 alatt  a sebessége a felére csokken: w(t;) = oy — Bty = wp/2 (1)
¢s megtesz egy félkort, azaz ¢(t;) = wpt; — B/2 M2 =T (2)
majd t, 1d6 alatt a sebessége wy/2-r6l nullara csokken: w(ty) = wy/2 — Bt =0 (3)
(1)-b61 t; = /(2P), (3)-b6l t, =t;, (2)-b81 B = 3/(8T) >, amivel P(t,) = wy/20 — B/2H = V3,
azaz még egy hatod kort tesz meg.

IIL.2. (fgy. 1.13.)

Egy R sugaru kerék szijattétellel hajt egy tdle d tavolsagban levd kereket. Adjuk meg a két kerék
azon pontjainak tavolsagat az id6 fiiggvényében, amelyek a t = 0 idépontban a legkdzelebb
vannak egymashoz!

I11.3. (fgy. 1.15.)

Allandé w szogsebességgel forgd R sugart tarcsa egy 1 hossziisagn csuklosan rogzitett raddal
dugattyit mozgat.

Hatarozzuk meg a dugattyl helyének id6filiggését!

Harmonikus rezgdmozgést végez-e a dugattya?

111.4.

A kancsal fecske szeretne a fészkére repiilni. O azt hiszi, hogy egyenesen a fészke felé repiil, de
kancsalsaga miatt mindig az Ot a fészekkel Osszekotd egyenessel allandé a szoget bezarva repiil.
A fecske sebessége alland6 (v). Odaér-e valaha a fészkére?

ABRA

Megoldas:

Poléarkoordinata-rendszerben a sebesség radidlis komponense v, = 1, tangencialis komponense
vi=r¢ . Bontsuk fel a fecske sebességét radialis és tangencialis komponensre:

v,=vcosa, vi=vsind, ezzel

(1) t=vcosa [ r=d-vtcosa, afecske tdvolsaga a fészektdl linedrisan csokken,
ést=d/(vcos a)ido alatt r =0, a fecske beér a fészkébe!



2)rd=vsina
[a a fecske kancsalsaganak szoge, ez konstans,
¢ a fészektdl a fecskéhez t idoben huzott sugarnak a 0 idoben huizott sugarral bezart szoge]

do _

r-t behelyettesitve (d — vt cosO()— =vsina,

1 1
szeparalva dt= d
P Id—vcosaﬂ VSil’lGI o

. , 1 d-vcosad ¢
¢s integralva In =,
—vcosa d vsina
vcosa
i

O

esetén ez a fliggvény végtelenhez tart, vagyis a fecske végtelen sokat kering, amig

amibél & = —tg D]n@, -

d
vcosa
beér a fészkébe, de ezt véges 1d6 alatt teszi!

t -

Hatarozzuk meg a fecske palyajat!
Az egyik lehet6ség, hogy az r(t), ¢(t) fliggvényekbdl kikiiszoboljiik t-t:

r=d-vtcosa O t=(d-r)/(vcosa) és ¢‘—tg0([1]n§ VCOSO(Dd d E:—tga[ﬂni;
vcosa d

a masik lehetdség, hogy az (1) és (2) differencidlegyenletet elosztjuk egymassal:

. [0] r
Vo _rde _ vsina _ —tga , szeparaljuk: J'd¢ = —tga [J'ldr és integraljuk:
v, dr —vcosa ) A T
r
= —tga On—
¢=-tgalin

Ez az un. logaritmikus spirdlis egyenlete, melynek jellemzdje, hogy egy-egy teljes fordulatot
megtéve a kozépponttdl mért tdvolsdg mértani sor szerint (mindig ugyanannyiad részére)
csokken:
_b, 0
r-et kifejezve (r)-b6l r=d@?e | 2= e
L

21

I.2 tgal

egy fordulatot megtéve ¢,=¢,+211 igy -==¢
T,

1

= konst.

IL.5.

R sugaru autokerékre ratapadt egy kavics. t = 0 —ban a kavics pont az tttesten van (z = 0).
Az autd sebessége v. Adjuk meg a kavics helyvektorat (sebességét, gyorsulasat) az 1d6
figgvényében!

Dinamika

IV. Mozgasegyenlet




IV.1. (fgy. 1.19.; de egy adat inkonzisztens volt!)

Egym =1 g tomegl test a t; = 2 s idében az x tengely pozitiv felén van az origotdl x; = 10 cm-re,
sebessége a +y tengely irdnyaba mutat és nagysaga v = 10 cm/s. A test a t, = 5 s id6pontban a
P»(-0,5 cm, 15 cm, 0) pontban van, a sebessége a —x tengely irdnydba mutat €s nagysaga v, = 7
cm/s. A testre allando erd hat.

Mekkora az er6 nagysaga?

Mekkora a test sebessége a t; = 8 s idOpontban, €s hol lesz a test akkor?

Megoldas:
mivel F=konst. [0 a= v=¢=F/m = konst.
O kiintegralva a sebesség és a helyvektor v(t) = at +v(0), r(t) =% at® + v(0)t + r(0)

t=2s: r(2) =% al* + v(0)2 + r(0) = 0,1 i, v(2)=al+v(0)=0,1j
t,=5s: r(5) =" al* + v(0)3 + r(0) =-0,005i+0,15j,  v(5)=al@ +v(0)=-0,07 i
O asebességekbdl a = vit) V) 007 i —%j es

t, —t, 3 3
v(0) =v(t,) —at, = v(t,)—at, = o4 i+ 0;,5 i
a helyvektorokbol r(0) =r(t,)—1/2at,> —v(0)d, =r(t,)—1/2at,” =v(0)[d, = 0’;6 i- 0’380j .

Ezeket felhasznalva

40,014
a :%w/0,072 +0,1° :$20,04 m/s, F=ma= 102 kg (0,04 m/s =400 N,

ést; =8 s-ban v(8)=alB +v(0)=—-0,14i—0,1j, v(8) =4+0,14>+0,1*> =0,17m/s,
r(8) =% al* + v(0)B + r(0)=... =—0,32 i [m]

IV.2. (fgy. 1.20.)

Két anyagi pont, A és B kolcsonhatasban van egymassal. Az A pontra még egy, az A-t és B-t
0sszekotd egyenesre merdleges F; erd hat. A B pont gyorsulasa ag.

Mennyi az A pont gyorsulasa?

Megoldas:
Ha a B pont gyorsulésa ag, akkor a rd az A testtdl hato eré Fga = mp ag (Newton II.), vagyis az A
testre a B testtdl hato erd Fag = - Fga (Newton II1.), és az A testre hato eredo eré6 Fa=F; + Fap

(Newton IV.), melynek nagysaga F, = \/FI2 + FAB2 , mivel a két er6 merdleges.
2 2
F~+ (mBaB)

m,

Ezekbdl az A test gyorsuldsdnak nagysdga a, =

IV.3 (fgy. 1.26.)

Bizonyitsuk be: ha a testre hat6 erd

a) mindig merdleges a test sebességére, akkor a test sebességének nagysaga nem valtozik!
b) mindig egyezd irdnyu a test sebességével, akkor a test sebességének iranya nem valtozik!

Megoldas:



a) a = F/m, igy ha v és F merdlegesek, akkor v és a merdlegesek, skalarszorzatuk zérus. Masrészt
a=dv/dt, igy v Odv/dt =0. Vegyik észre, hogy v Odv/dt = d(v?)/dt = d(v*)/dt , vagyis a
sebesség négyzete konstans, azaz a sebesség nagysaga konstans.

b) ...

V4. (fgy. 1.23))

m tomegl tomegpont mozog az xy sikban. A tomegpontra a sebességével aranyos és arra
merbleges erd hat, az aranyossagi tényez6 3. Az erd is benne van az xy sikban.

frjuk fel a test mozgasegyenletét!

Milyen palyan mozog a test?

V. Hajitasok

A testre allando erd hat, igy a gyorsuldsa is allandé: a = F/m = konst.

Mivel hajitas esetén a Foldon F = - gk,

a=—-gk=v [ v=—gtk+tvo=r U r=—‘/zgt2k+vot+r0.

Forgassuk ugy a koordinatarendszeriink tengelyeit, hogy

vo=vVvoxit+ v, k=vgcosai+vysinak (aakezddsebességnek a vizszintessel bezart szoge),
¢és legyenrg =0,

ekkor v=vocosai+(vosina-gt)k, r=votcosai+ (votsina-"%gt)k.

A hajités palydja:
x(t)=votcosa O t=x/(vpcosq),

z=votsina—-Y% gt =tga k- %B{z,parabola.
2v, cos"d
A hajitas magassaga:
. 2
z=max., amikorv,=0 [0 ty=vposina/g h=z(t,)= (VOZLG)
g

A hajités tavolsaga (azonos z indulési €s érkezési magassag esetén):

2 .
. . . 20
tq = 2 ty (mivel a palya szimmetrikus), d=x(tq) = Yo SthoH :

vagy a palya egyenletéb6l: z=0, ha x =v,>sin2a /g (ill. x =0 a kiindulasi pont).

V.1. (fgy. 1.6.)

Egy 360 km/h vizszintes sebességii, magasan repiilé repiilogéprdl kiejtenek egy targyat. Milyen
kezddsebességgel kell 10 s-mal kés6bb egy masik targyat utanadobni, hogy az 14 s mulva talalja
el a kiejtett targyat?

Megoldas:

v; = 360 km/h = 10 m/s, tegyiik fel, hogy a gép az x tengely iranyaban repiil:

az els test helyvektora  r(t)=ro+viti—- % gt k=ro+ 10ti—5t*Kk,

amasodiké 1) =ro+viti—% g t-10> k=ry+ 10 ti+[v (t-10)— 5 (t-10)*] k

(a targy vizszintes sebessége nem valtozik, akar a gépen van, akar szabadon esik, mivel a
kozegellenallas elhanyagolhatd).
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Mivel r(14)=ry(14), -504°=v@-5@*> O v=-225m/s

V.2 (fgy. 1.7.)
Egy h = 40 m magas torony tetejérdl a = 45°-os szog alatt (felfelé¢) elhajitanak egy testet vo = 40
m/s kezddsebességgel. Mekkora a tdvolsag a kiindulasi és foldreérkezési pont kozott?

Megoldas:

A test fliggbleges elmozdulasa: z(t) =h + vy sina [ — % g t* = 40 — 40 Ckin 45° 0@ - 5 %,
foldetéréskor z(t)=0 O  t =6,83s;

vizszintes elmozduldsa: x(t) = vy sina [1 = 40 [tos 45° [1,
foldetéréskor x(t) =193,1 m.

A tavolsag a kiindulasi és foldetérési pont kozott d = /40> +193,1*> =197,2 m

V.3. (fgy. 1.8.)

Két ferde hajitas kezddsebességének nagysaga és a hajitas tavolsdga azonos. Az egyik hajitas
maximalis magassaga a masikénak négyszerese.

Szamitsuk ki a hajitasi idok aranyat!

Megoldas:
Vo1 = Vo2 ,» d; = V()]2 sin 20, /g =d, = V()z2 sin 20, /g és
hy = vo 2 sin a; / (2g) =4 h, = 4 Gvg,” sin” o, / (2g).

Vo, SINA,
i1, ) ) ) . t sind
Az utdbbibél sin’a; =4sin’a, [ sinoa;=2sina, O -iL= & =——1=2
th2 Voo Slnaz SIHGZ
g

(Az els6t hozzavéve
sin20,=2sin0;cos0;=sin20,=2sin0,cost, [ 2cos0;=cosd,
O ...0 a;=634° a,=26,6°, deeznem volt kérdés.)

V4. (fgy. 1.9.)

Béni all az emeleti erkélyen. Abban a pillanatban, amikor Frédi kilép az utcara (sebessége vy = 1

m/s) Béni vp = 2 m/s sebességgel elhajit egy hogolyot.

a) Milyen szdgben kell elhajitania, hogy a hogolyo Frédi fejére essen?

b) Mennyi id6 mulva talélja el?

c) A kaputol milyen tdvolsagra talalja el?

d) Frédi felmegy az utca masik oldalan levd haz erkélyére és megcélozza a vele egy
magassagban levd baratjat. Béni megijed, az elhajitas pillanatdban leugrik az erkélyrol.
(szabadesésnek vegyiik!). Mi torténik, ha Frédi vo’ = 20 m/s kezddsebességgel vizszintesen
hajitott?

e) Mekkora minimalis vy’ kezddsebességgel Frédinek vizszintesen hajitania, hogy még éppen
eltalalja Bénit?

ABRA!!!

Megoldas:
A hogoly6 akkor esik Béni fejére, amikor a hogolyod és Frédi fejének helyvektora megegyezik.
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Frédi fejének magassagat vegyiik z = 0 —nak;

Frédi fejének vizszintes elmozdulasa xp = vg [t = t;

a hogolyo vizszintes elmozdulasa x, = vy [Eos o [T =2t [tos Q;

a hogolyo fiiggbleges elmozduldsa z, = vo ina [k — % gt* =2t Gina — 5 t%.

a) A vizszintes elmozdulasok egyenldségébol

cosa =%, a=60°, ahogolyd mindig Frédi feje folott van.

b) A hégolyo fiiggbleges koordinataja zérus: 2t in 60° - 5t*=0 O t=1,2s.
c¢) Barmelyik vizszintes elmozdulasbol xg = x, = 1,2 m.

d) Most Béni fejének ¢és a masik hogolyonak a helyvektorat kell felirni:

Béni feje: x5 =0, zg=h— Ygt’=5—5t,

a masodik hogoly6: xp=d—vy t=10-20t, zyp=5- 5,

Ekkor tehat Béni feje és a hogolyd mindig egy magassagban van — a kérdés tehat az, hogy
vizszintesen atér-e a hogolyd Béni fejéhez, mieldtt leesnének a z = O-ra:
5-5¢=0 O ty=1s alattesnekle,

de xpp=10-20t=0 [ t=0,5salatt a hogolyé mar eléri Béni fejét
¢seltaldlja zg=zp=5- 5¢2 = 3,75 m magassagban.

e) Ahhoz, hogy maximum ty = 1 s alatt x,, =d — vo* t = 0 legyen, vo* = 10 m/s.

V.5. (fgy. 1.10.)
Melyek azok a pontok, amelyekbdl elejtve az A golyodt, az a 45°-os lejtérdl rugalmasan titkdzve
éppen a lejto aljara pattan?

Megoldas:
A goly6 a lejtd folott h magassagbol indul, igy a lejtére érkezéskor v* (fiiggdleges iranyu)
sebessége lesz:

z=—h=—1/2gt12 O t= & 0 v*=gt = \/ﬂ

g
A lejtordl valo elpattanaskor ez lesz a vizszintes iranyu kezddsebessége, mivel a lejté 45°-os.
Egyenesen a lejt aljaba pattan, igy vizszintesen x = v* t,, fligg6legesen z = % g t,” utat tesz meg,
¢s mivel a lejtd 45°-0s, x =z,azazv*t, =% g t22 .
Ebbol t, =2v*/g és x=z=2 v/ g, v*tbeirva x =z =4h,
azaz azok a pontok, ahonnan elejtve a golyot, az a lejtén rugalmasan titkozve éppen a lejto aljara
pattan,a z=5/4x egyenes pontjai.

V.6. (fgy. 1.11.)
Milyen szog alatt kell vizszintes terepen elhajitai egy testet, hogy a hajitdsi magassag
megegyezzen a hajitasi tdvolsaggal?

Megoldas:
h=d: vo’sin®a/(2g)= vo’sin2a/g O 2sin2a=sina O tga=4 O a=76°

V.7.

A 200 m magas (tliszeriien keskeny) hegy talppontjatél 500 m-re 1évé agyu iranyzékat milyen
(legkisebb) szogre kell allitani, hogy a golyo atrepiiljon f6lotte?

Mennyi id9 telik el, amig a goly6 a csucs folé ér?

A golyo kezddsebessége vy = 1000 m/s.
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Megoldas:

vizszintesen X=vpotcosa: 500=1000tcosa [ tcosa=0,5

figgblegesen z=votsina—Y%gt*: 200=1000tsina -5t O tsina=1t7/200+0,2
Felhasznalva, hogy (t cos )” + (t sin a)” = t*, egy t*-ben masodfoki egyenletet kapunk:

0,25 +t*/ 40000 + 0,002 t* + 0,04 = *, amib3l t;=0,539s és t,=199,8s.

A megfeleld szogek: a; =21,93° (ez a minimalis) és 0, = 89,86° (ezt mar veszélyes kiprobalni!)

V.8.
Egy fiiggblegesen feldobott k6 sebessége 2 s mulva 4 m/s. Mekkora volt a k6 kezddsebessége €s
milyen maximalis magassagot ért el a k6?

V.9.
Egy lejt6 legalsd pontjabol, az origobol 60°-os szogben eldobtunk egy golyot és az az eldttiink
levo lejtd (4,3) pontjaba érkezett. Mekkora kezddsebességgel dobtuk el a golyot?

V.10.
Adott vy kezddsebességgel, h magassagbol milyen szog alatt kell elhajitani egy testet, hogy az a
lehetd legmesszebb érjen foldet?

VI. Kényszerero: lejto, kotél
Kotélerd: kotéliranyd, nemnegativ.
Nyomoerd: mindig a feliiletre merdleges.
Csuszasi/gordiilési surlddasi erd: a mozgassal ellentétes irdnyu, nagysaga

Fs=pn[F,y, F.yanyomoerd.
Tapadasi surlodasi erd: F < [ [Fyy.
Lejtd: a mozgasegyenletet a lejtd sikjaban és arra merdlegesen irjuk fel. A gravitacios gyorsulas
lejtd irdnyt komponense glsin a, lejtdre merdleges komponense gldos o (0 a lejtd hajlasszoge).
A lejtére merdlegesen map = F,y — mgldos 0. Mivel a test a lejtén mozog, a lejtére merdleges
gyorsulas zérus, igy F,y = mgldos a.

1.22.

Egy traktor két potkocsit vontat nytjthatatlan drétkotelekkel.

Mekkora erd fesziti a koteleket, ha inditaskor a traktor 1 perc alatt gyorsit fel 40 km/h
sebességre? (A traktor huzoereje konstans.)

A traktor témege M = 3000 kg, egy pdtkocsi tomege m = 2000 kg, gordilo ellenallasi egyiitthatd
n=0,1.

Megoldas:
Mivel a kételek nyujthatatlanok, a traktor €s a két potkocsi gyorsulasa megegyezik:
a=Av/At=(40/3,6)/ (1[60) = 0,185 m/s.
A traktor huzoereje Fy, a traktor és az elsd potkocsi kozotti kotélben érbredd erd K, az elsd és a
masodik potkocsi kozotti kotélben érbredd erd Ky; a harom mozgésegyenlet:
Ma=F—-K ;- p.Mg
ma=K;-K, - pm; g
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mpa = Ky — pmog
Ezekbol K, =2370 N, K; =4740 N (és F, = 8296 N).

1.21.

Csigan atvetett nyujthatatlan kotél egyik végén m; = 2 kg, masikon m, = 1 kg tomegi test l6g. A
kotél surlédasmentesen mozoghat.

frjuk fel az egyes testek mozgasegyenleteit!

Hatarozzuk meg a kotélben fellépo feszitderdt €s az egyes testek gyorsulasat!

(A csiga tomege elhanyagolhato.)

Megoldas:
m; gyorsulasa a;, m, gyorsuldsa a,, és mivel m; > mj,, a rendszer m, felé fog gyorsulni:
mpa; =mg — K
mpa; = K —myg
Mivel a csiga tomege elhanyagolhat6 és a kotél nyhjthatatlan és surléddsmentesen mozog,
ag=ap=a = m —m, g é K= 2mym,
ml + m2 ml + m2

1.25.

Mekkora F erd sziikséges ahhoz, hogy éallandd gyorsuldssal t = 2 s alatt nyugalmi helyzetbol
indulva felhtizzunk egy m = 6 kg tomegii testet egy o = 30 °-0s, h = 1 m magas lejtén, ha a
surlodasi egyiitthat6 0,27

Megoldas:

A lejt6 hossza, azaz a megtett it s=h/sina =2 m.
vo=0,igys=%at? O a=2st"=1m/s"

A mozgasegyenlet ma=F —mgsin a — Umg cos O

0 F=m (atgsina+pgcosa) = 6[(1+10[sin30°+0,2[10[dos30°) = 46,4 N.

1.24.

Vizszintes asztallapon kiskocsi mozog. A kiskocsit egy csigan atvetett kotélre akasztott suly
mozgatja. ABRA

m = 100 g esetén a kocsi 3 s alatt,

m = 200 g esetén a kocsi 1 s alatt teszi meg az 1 m-es utat nyugalmi helyzetbdl kiindulva.
Mekkora a kocsi tomege és mekkora a surlodasi egytitthato?

VII. Kormozgas, harmonikus rezgomozgas

1.18.

R sugart félgomb tetejérdl (A pont) strlddasmentesen csuszik le egy golyo.

a) Irjuk fel a golyd mozgasegyenletét! Bonstuk fel a golyéra hato eréket és a gyorsulst
érintéleges ¢és radialis komponensekre!

b) Mekkora a golyo6 szogsebessége a B pontnal?

c) Mekkora erével nyomja a golyd a gdmbédt a B pontnal?
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d) A goly6 a C pontnal hagyja el a gdmbdt. Mekkora az o szog?
e) Mennyi a goly6 sebessége a C pontnal?
f) A golyo6 a D pontnal ér foldet. Milyen tavol van a D pont a félgdémbtol?

ABRA

1.39.
Kupinga hossza 7, a kiipszog 2a. Mekkora a keringési id6?

1.36.
Egy R = 10 cm sugari gdbmb belsejében a sugar fele magassagéaban elhelyezked vizszintes sikban
egy golyo kering. Szamitsuk ki a keringési idot!

1.33.
Egy R sugaru félgomb peremétdl surlodasmentesen legordiilé m tomegl golyd mekkora erével
nyomja a félgémb fenekét?

1.34.
Fiiggoleges sikban korrpalyan halado repiildgép sebessége 1080 km/h. Mekkora legyen a palya
sugara, hogy a legfels6 pontban a pilota ,,sulytalan” legyen?

1.35.

Az y=0,5 x> cm” egyenletii parabola y tengely koriili forgatasaval nyert paraboloid belsejében
azy=2cmés azy=4,5 cm magasan elhelyezked6 sikokban két golyd kering.

a) Milyen sebességgel keringenek?

b) Mennyi id6 alatt tesznek meg egy-egy fordulatot?

1.37.

Egy w szogsebességgel forgd vizszintes korongon egy m tdmegli anyagi pont helyezkedik el. A
tapadasi surlodasi tényez6 Y. Milyen r sugaron beliil marad a koronghoz képest nyugalomban a
fenti tdmegpont?

1.38.

M és m tomegpontokat sulytalan rad kot 6ssze. Mindketten forgd korongon helyezkednek el. A
rad atmegy akozépponton, amelytél m r, M pedig R tavolsdgra van. A surldédasi tényezd M.
Milyen w szdgsebesség alatt marad nyugalomban a fenti rendszer a koronghoz képest?

1.40.
Milyen tavolsdgban keringenek a Fold kozéppontjatdél az allo miiholdak? (Szogsebességiik
megegyezik a Fold szogsebességével.)

1.41.

Szamitsuk ki a Hold centripetalis gyorsulasat kétfélképpen:

- a gravitacios erotorvényt,

- akormozgas adatait

felhasznalva. A Hold palyajanak sugara kb. 60-szorosa a Fold sugaranak (Rg = 6400 km), a Hold
keeringési ideje 27 nap.

1.42.
Milyen magasra emelkedik a Hold felszinérol v, sebességgel fiiggdlegesen kildtt test? Mennyi
legyen vy, hogy a test elhagyja a Hold vonzokorét?
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A Hold sugara 1888 km, a Hold felszinén a gravitacios gyorsulds 1,6 m/s>.
Szamitsuk ki a szokési sebesség értékét a Foldre is!

1.43.
A Szaturnusz gytrije 3 f6 részbdl all: a kiilsd, a belso és a fatyolgyliriibol. A gylirtik sugarai ugy
aranylanak egymashoz, mint 2,6 : 2 : 1,4. Adjuk meg szogsebességeik aranyat!

1.16.

h magassagu tégla fels6 éléhez (O pont) 1 = 2 h hosszisaghh matematikai ingat akasztunk, és az
ingat ¢, szoggel kitéritve elenged;iik.

Milyen mozgast végez az m tomegi pont?

Abrazoljuk —kis kitérésekre szoritkozva— a ¢ szoget az id6 fiiggvényében!

1.27.

k rugoallandoju, 1y nyugalmi hosszusagu rugoéra m tomegi testet akasztunk. Bizonyitsuk be, hogy
a test a rugd és a nehézségi erd egyiittes hatasa alatt harmonikus rezgdmozgast végezhet!
Hatarozzuk meg az egyensulyi helyzetet és a rezgésidot!

VIII. Kozegellenallas

1.28.

h = 6 m mély vizmedence tetején r = 1,5 mm sugaru golyot vp = 0 kezddsebességgel elengediink.

A golyora a stlyan kiviil még egy Fy = 6Tnrv nagysagu fékezd erd is hat, ahol v a golyd

sebessége, N =0,01 gcm™'s™. (A golyo siirlisége p =2 g/em’.)

a) Irjuk fel a golyd mozgasegyenletét, és adjuk meg annak altalanos megoldésat!

b) Abrazoljuk a golyd sebességét és megtett Gitjat az id6 fliggvényében!

c) Mennyi id6 alatt és milyen sebességgel ér le a golyd a medence fenekére?

d) Mennyi a goly6 atlagsebessége, €s hol éri el ezt a sebességet?

e) Oldjuk meg az a), b), ¢) és d) feladatokat arra az esetre is, ha vop = 10 m/s, és fliggélegesen
lefelé iranyul!

1.29.

Mekkora ut megtétele utan all meg egy vizszintes uton haladd gépkocsi a motor kikapcsolasa
utan, ha rd a sarlodasi erdn kiviil a sebesség négyzetével aranyos kozegellenallasi erd is hat? (A
gépkocsi tomege m = 600 kg, sebessége a motor kikapcsoldsanak pillanataban vy = 80 km/h, a
surlddasi egyiitthatd u = 0,2, a kozegellenallasi erd 40 km/h sebességnél 500 N.)

Milyen huzoer6t képes a gépkocsi motorja kifejteni, ha a maximalis sebesség 100 km/h?

1.30.

frjuk fel a mozgasegyenletét egy 2 rugoval kifeszitett m = 3 kg tomegii testnek, ha csak az AB
egyenes mentén torténd mozgasokra szoritkozunk! ABRA

A két rug6 erdallanddja k; =100 din/cm k, =200 din/cm HAARQI| ok

nyugalmi hosszaik lo; =10 cm lpp =12 cm.
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1. 6ra Kinematika (anyagi pont)
Koordinatarendszer kivalasztasa: 1.1, 1.2, 1.4 b).
Hazi feladat: 1.6 és 1.4 a).
Anyagi pont mozgasanak leirasa Descartes féle koordinatarendszerben, r = r (t), pillanatnyi és
atlagsebesség, gyorsulas. Vektorok. 1. 5 feladat.
Hézi feladat: 1.12.

2. 6ra
Hazi feladatok megoldasa. Polarkoordinatarendszer.

Hazi feladat: kancsal fecske (olyan sikmozgds, ahol a sebesség nagysaga allandd és a
radiuszvektorral allando6 szoget zar be).

Dinamika: mozgasegyenlet. Hajitasok: 1.7, 1.9.

Hazi feladat: 1.8, 1.10.

3. 6ra

Hézi feladatok megoldasa. Uj: 1.19. Kényszererd: lejtd, kotél. 1.25, 1.21, 1.26 megoldasa
polarkoordinatas alakban.

Hézi feladat: 1.22, 1.23*, 1.24. (* az 1.23 egyszeriibb polarkoordinataban!)

4. ora

Hazi feladatok megoldasa. Uj: kormozgas, harmonikus rezgémozgas. Példak: 1.18 (gombrél
lecsuszé golyo), 1.39 (kupinga), 1.36 (félgombben keringd golyd).

Hazi feladat: 1.33, 1.34, 1.35.
5. 6ra
Hazi feladatok megoldasa. Kozegellenallas. Késziilés az 1. ZH-ra.

6.0ra 1.ZH anyaga:

1. Kinematika r = r (t)
2. Hajitasok

3. Dinamika: mozgasegyenlet integralasa
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4. Kormozgas
5. Harmonikus rezgdmozgéas

6. Kozegellenallas (amely tankoroknél erre sor kertilt)

7. ora
Az els6 ZH példainak megoldasa.
Munkatétel. Konzervativ er6tér. Mechanikai energia megmaradas.

1.47,1.42, 1.51: az 6ran elkezdeni, hazi feladat befejezni.

8. ora
Hazi feladat megoldédsa. A munka, mint gérbementi integral.
Potencidl, potencilgradiens. Orvényes és drvénymentes erdtér.

1.56 (1-4), 1.57 (1-4) (Egy résziik legyen hazi feladat).

9. 6ra

Héazi feladat megoldasa. Pontrendszerek. Impulzus tétel és impulzus megmaradas.
Tomegkdzéppont.

2.6 és 2.7. Hazi feladat: 2.4 (Kup sulypontja)

Rugalmas ¢és rugalmatlan {itkozés.

10. ¢ra

Héazi feladat megoldasa. Impulzus momentum ¢és impulzus momentum megmaradas.
Tehetetlenségi nyomaték. Steiner tétel. Lapos lemez tehetetlenségi nyomatéka.

2.16, 2.18.
Hazi feladat: 2.23, 2.22.

Henger legordiilése lejton.

11. ¢6ra
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Hézi feladatok megoldasa. Fizikai inga. Merev testek iitkozése vizszintes surlodasmentes sikon
rogzitett tengely kortili forgassal kombinalva. Lényeg a megmaradasi torvények hangsulyozasa.

Késziilés a 2. ZH-ra.

12. 6ra 2. ZH példa anyaga:

1. Mechanikai energia megmaradas

2. Munkatétel. Munka, mint vonalmenti integral
3. Konzervativ er6tér, rot F=0. Potencialgradiens.
4. Tehetetlenségi nyomaték, sulypont: fizikai inga.
5. Impulzus megmaradas, impulzus tétel.

6. Impulzus momentum megmaradas, impulzus momentum tétel.

13. 6ra

pot ZH
14. 6ra

ZH példdk megolddsa. Megmaradasi torvények a fizikaban. Szimmetriak (vagy mas érdekes
téma).
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