ZH2 2003. dec. 5.

1. Adott a kovetkez6 erotér:
E=-2(xy+z)i—-x"j—(ax+5)k

a. a = 4 esetén mennyi munkat végez az erdtér, ha egy m = 3 kg tomegii testet mozgat a
P1(0,6,5) pontbdl a P5(5,-9,10) pontba az r(t) = (t+2) i — 3t j + (t*+1) k gorbe mentén?

b. Hogyan kell megvalasztani az ,a” paraméter értékét, hogy legyen a fenti erétérnek
potencialja?

c. Szémoljuk ki ennél a paraméternél a potencialt!

2. Miinchhausen baré a kovetkezd torténetet adta eld arrdl, hogyan kémlelte ki az ellenség
késziilodését csata elott:

- Tegnap délben felrepiiltem egy agyugolyoval a varuk folé, koriilnéztem a levegdbdl,
megszamoltam, hanyan vannak, milyen a fegyverzetiik. Aztan, mikor éppen a var kozepe folott
voltam 40 m magasan, jott szembe egy masik agyugolyd, arra atpattantam egy szempillantas
(azaz 0,01 s) alatt, és kirepiiltem vele a var falain kiviilre. Ott leszalltam az agyugolydval és
mivel mar mindent tudtam az ellenségrol, be tudtuk venni a varat.

A két agyugolyd olyan kozel repiilt egymashoz, hogy Miinchhausen konnyen atszallhatott
egyikrél a masikra, de nem iitkoztek 0ssze. Az els6 agyugolyd tomege m; = 40 kg, a masodiké
m, = 60 kg, Miinchhausené M = 80 kg. Az els6 agyuagolyd sebessége v = 15 m/s volt, a
vizszintessel a; = 53,13° szoget zart be, a masodik agyugolyd sebessége v, = 13 m/s volt, a
vizszintessel 0, = 22,62° szoget zart be, a két agytigolyd arnyéka egy egyenesen mozgott. Az
atszallaskor az elsé agylgolyd sebessége nem valtozott attdl, hogy leszallt rdla Miinchhausen
baro.

A vér alaprajza szabalyos kor, sugara 50 m, a var falai 20 m magasak.

Elhihetjlik-e Miinchhausen baré torténetét?

Szamoljuk ki

- a mésodik agytgoly6 sebességét, miutan atszallt ra Miinchhausen baro;

- hogy a varfalon kiviil vagy beliil ért foldet az agyugolyo;

- mekkora volt az az erd, ami Miinchhausen baréra hatott az atszallaskor!

3. A Mikulés kirakta az ajandékokat az ablakba, és utana leugrott a szdnjara. Az ablak 10 m-rel
volt magasabban, mint a szénja, az ablakbdl a vizszintessel 22,6°-0s szdget bezard vy = 6,5 m/s —
os kezddsebességgel ugrott el. A szdn nem volt befékezve, csuszni kezdett a havon.

A Mikulas tomege M = 200 kg, a szdnja¢ m = 1000 kg. A szan ¢€s a havas talaj kozti surlodasi
egylitthato L = 0,005.

a. Milyen messze csuszik a Mikulas a szénjaval?

b. Mennyi a Mikulas + szan rendszer mechanikai energiaja

- a Mikulés elugrasakor,

- a Mikulas szanhoz érkezésekor,

- a Mikulés + szan rendszer elinduldsakor?

c. Adjuk meg a megtett ut fliggvényében a rendszer kinetikus energiajat!

A szan vizszintes sik terepen van, legyen ez a helyzeti energia zérus szintje.

4. Szamitsuk ki a vizmolekula tomegkozéppontjat! A kotéshossz 95,8 pm, a kotésszog 104,45°.



ZH2 2003. dec. 5. megoldasok:

lLaydr=(i—-3j+2tk)dt , tp=-2, 4=3, W=..=100J
b) 0E,/0z=0E,/0x [0 a=2
) U=x’y+2xz+ 5z

2. Az atszéllas pillanatara impulzus-megmaradast irhatunk fel.
Az els6 agyugolyot ki is hagyhatjuk, mert sebessége (és igy impulzusa) nem valtozik,
Miinchhausen vix =9 m/s, vi, = 12 m/s,
a masik agytigolyo vox = -12 m/s, vo, = 5 m/s, igy
Mvix + myvox = (M+mp) vy L v =0
[J Miinchhausen az 4gytugolyon fiiggdlegesen mozog csak, azaz a var kellds kozepébe fog leesni!
Mv, + mpvy, = (M+tmp) v, O  v,=9m/s
A Miinchhausenre hat6 erd a sebességének megvaltozasa miatt:
F=I=MAv/At=280[9k— (9i+12k)] / 0,01 =—24000 (3i+k) N, |F|=76 kN

(ez kb. 95g gyorsulasnak felel meg...)

3.a) Mikulas vizszintes sebessége vx = vy cos 0 = 6 m/s = konst.,

tokéletesen rugalmatlanul {itkozik a szanjaval, de csak a vizszintes sebessége szamit, mert a szanba
huppanva ugy fog mozogni:

Mv,=M+m)V O V=1 m/s sebességgel indul el,

majd a strlodas miatt megall, munkatétellel d = V2/2pg = 10 m.

b) Elugraskor a Mikulas helyzeti + mozgési energidja Eo = MgH + %4Mv,” = 24225 I;

a szanhoz érkezéskor ugyanennyi (mert itt nincs se kozegellenallas, se surlodas);

a szan elindulasakor E; = 15(M+m)V? = 600 J (a tobbi a deforméacios munkara forditodott, hdvé valt,...)
¢) Munkatételbdl Eiin = %(M+m)V? — p(M+m)g [ = 600 — 60 s [J]

4. A H atomokat 6sszekoto felezé merdlegesen az O atomtol 6,5 pm-re.



ZH 2 2002. december 6.

1. A Mikulas (my = 150 kg) éppen rakodik a szanjara. 10 m magasan régzitett, mes = 10 kg
tomegli, R = 20 cm sugart surloddsmentesen forgd csigan atvetett sulytalan, nyujthatatlan
kotéllel mar 8 m magasra huzott fel egy m,, = 40 kg tomegl zsdkot, amikor telefonhoz hivtak.
Atadja a kotél végét a krampuszanak, aki viszont csak my = 30 kg témegii. Mekkora gyorsulassal
rantja fel a kotél a krampuszt? Mekkora az impulzusa a zsaknak foldetéréskor, ha a kotél
atadasakor 1 m/s felfelé iranyul6 sebessége volt?

2. A Mikulés motoros szankdjaval viharba keveredett Izland folott atrepiilve. A szanjara hato erét
a kovetkez6 alakban adhatjuk meg:

F=Qz-x)i-3yj-2yz k

Mekkora munkat végez a szan motorja, amig a Mikulas eljut

a Py (4,3,1) pontbol a Py (4,1,2) pontba

- a két pontot 6sszekotd egyenes mentén?

- ugy, hogy eldszor fliggdlegesen leereszkedik a foldre (z=0), ott elmegy a végpont alatti pontig a
lehetd legrovidebb uton, és ott fliggdlegesen felszall?

3. A Mikulas beporgétt, vizszintesen kitart karral piruettezni kezdett a jégen. Mennyire valtozik
meg a szogsebessége, ha a karjait tovabbra is vizszintesen tartva konyodkben vizszintesen
visszahajtja?

A Mikulas homogén, tomege 150 kg. Torzsét + labait + nagykabatjat tekintsiik 16 cm sugara, 150
cm magas hengernek, fejét egy ezen levé 12 cm sugara gdmbnek, karjait a henger tetejénél annak
sz¢létdl kiinduld 5 cm sugard, 60 cm hosszi hengereknek. A Mikulas konyoke a karja kozepénél
van. Kinytjtott karral a szogsebessége 12 5™

4. Hol van a kitart karral piruettezé Mikulés tomegkozéppontja?

Maximum mekkora tomegli zsdkot vehet a hatara a piruettezést abbahagy6 (allo, nem forgd)
Mikulas, ha zsékjanak tomegkdzéppontja a foldhoz képest 120 cm magasan, a térzs-hengerétol
20 cm tavolsagban van?



ZH2 2002. dec. 6. megoldasok:

1. a zsdk gyorsul lefelé: mya=m,g—K;,
a krampusz felfelé: mya =K, —myg ,
a kotélerok kiilonbsége forgatja a csigat: (K, —K,) R = OB =1 MR? [3/R
O a=2/15g=4/3 m/s
Ezzel s=vot — at’ =t—2/3=-8m 0 t=429s O v=vo—at=473m/s, |=-189k kgm/s

2a)r(t)=4i+ (G20 j+(1+) Kk, drt)=(=2]+1Kk)dt t=0,t,=1, W=..=203]J
D)W =3+27-4=25]

3. Vigrs = 0,1206 m°, Vg = 0,0072 m®, Vi, = 0,0047 m®

SV =Visrss + Vi 72 Viar =0,1373m> 0 p=M/ZV=1092,5 kg/m’

0 Muws = 131,8 kg, Oz = 1,687 kgm?

M = 7,9 kg, Ogj=0,0455 kgm®,

Miar = 5,15 kg, Oy = 1,244 kgm2 Steiner-tétellel!, kinytjtott allapotban,
behajlitott allapotban Ogjyar = 0,267 kgm?.

Kinyujtott karral Qg1 = 4,22 kgmz, behajlitott karral Ogesz2 = 2,8 kgmz.

Csak belso6 erd hat a karjanak behajlitasakor, impulzusmomentum-megmaradéssal
G)iissz,l W = @6552,2 0] U W = 18 m/s

4. Zisrs = 0,75 M, Zier=1,45m, zgj=1,62m, U z,= 0,844 m magasan van a tkp-ja.
0,36 Mgk / (150 + M) 0,16 [ mygi < 120 kg.



ZH2 2002. december 4.

1. Adott a térerdsség a kovetkezd alakban:
E=(pxz+2y)i—-qx/y’ j+x -1k p, g, r paraméterek

a. Mekkora munkat végez az er6tér p = q = 1, r = 4 esetén, ha egy m = 8 kg tomegi testet mozgat
a Py (2,4,6) pontbol a Py (2,1,0) pontba a két pontot 6sszekotd egyenes mentén?
b. A p, q, r paraméterek mely értékeire potencialos az er6tér? Adjuk is meg a potencialfiiggvényt!

2. Mikulés ¢és segédei az utcan jarva-kelve dobaljak fel a mikuldscsomagokat az ablakokba. Két
csomag Osszelitkozott h = 3,2 m magasan: szembetaldlkozott egy m; = 1,5 kg tomegil, a
vizszintessel o) = 30°-0s szoget bezard, az x tengely pozitiv irdnydban mozgd v; = 6 m/s
sebességli csomag egy my = 1 kg tomegii, a vizszintessel 0, = 10°-0s szdget bezard, az x tengely
negativ iranyaban mozg6 v, = 10 m/s sebességli csomaggal.

Hatarozzuk meg a két csomagbol allo rendszer

— impulzusat és

— mechanikai energiajat

az litkdzés elott ill. az iitkdzés utdn, ha az litkozés tokéletesen rugalmatlannak ill. rugalmasnak
tekinthetd!

3. Olyan dobdkockat akarunk késziteni, amivel a varhatonal gyakrabban dobunk 6-ost: azt
szeretnénk, hogy a 16 mm-es kocka sulypontja ne a geometriai kdzéppontjaban legyen, hanem 1
mm-rel eltolva az egyik lapja felé. A kockat aluminiumbol és vasbol akarjuk elkésziteni két
négyzetes hasab Osszeragasztdsaval. Mekkora legyen az aluminiumbdl ill. a vasbol levd hasab
magassaga? (pa = 2700 kg/m’, pr.= 7800 kg/m’)

4. M tomegl, L hosszusagi vizszintes helyzetli vékony rad a végétdl L/6 tavolsdgra atmend
vizszintes tengely koriil surléddsmentesen foroghat. A rid tengelytdl tavolabbi végpontjahoz
alulrél hozzadobunk egy m tomegii golydt fiiggdleges v sebességgel. A golyd hozzaragad a
radhoz, az iitk6zés tokéletesen rugalmatlannak tekinthetd.

Legalabb mekkoranak kell lenni a v sebességnek, hogy a rad a hozzaragadt golyoval atforduljon
a fliggdleges helyzeten?

M=5kg, L=24m m=1kg



ZH2 2002. dec. 4. megoldéasok:

La)rit)y=2i+@4-3t)j+(6-6t)k, dr(t)=(-3j-6Kk)dt t=0,t,=1, W=..=12]
b) 0E,/0z=0E,/0x [0 p=2
OE/dy=0E,0x 0O q=2
OE,/0z=0E,/0y U r tetszileges
=—xz—-2xly+r1z

2. Utkozés eldtt a két csomag impulzusanak dsszege

I = (m;vicost;+myvycos0y)i + (myvisind+m,vosiny)k = —2,054i + 6,236k [kgm/s] = konst.,

¢és ennyi litk6z€s utdn is, barmilyen {itkdzést feltételeziink.

Emech = migh + ‘/2m1V12 + mpgh + 1/2sz22 =157 [J], és ennyi tokéletesen rugalmas litk6zés utan is.
Tokéletesen rugalmatlan titkozést feltételezve iitkozés utan a kozos sebesség

v=I/(m;+my)= —0,8216i+2,4944k [m/s], v=2,626 m/s, igy Emeen = (m;+my)gh + Ya(m;+my)v> = 88,6 ]

3. Az x tengely mentén 0-t6l (1,6—x) cm-ig Al,

ennek tomege ma; = par (1,6-x)0,6% , tdmegkdzéppontja x; = (1,6-x)/2 cm;

(1,6x) cm-tdl 1,6 cm-ig Fe, mge = Pre XEI],62 , tomegkozéppontja X = 1,6—x/2 cm.

Xs = (MAXATMEXEe) (Martme) =09 cm [ x=1,266 cm ill. x = 0,134 cm legyen a Fe magassaga

4. A rid ©-ja az adott tengelyre Onq = Og + MI(L/3)* = 1/12 ML*+ MIIL/3)* = 7/36 ML? = 5,6 kgm?,
ha ehhez hozzatapad a goly6, © = Onq + m{5L/6)* = 9,6 kgm®.
Impulzusmomentum-megmaradas: a golyo iitk6zés eldtti impulzusdnak a majdani forgastengelyre
vett momentuma = a forogni kezdd rud+goly6 rendszer impulzusmomentumaval:

mv BL/6=0w O wy=v/A48s".
Atfordul, ha ' ©uF = 5v*/24 2 AE,o = L/3Mg + 5L/6lhg=60] O v =17 m/s.



ZH2 2001. aprilis 24.

1. Adott a kovetkez6 erotér:
E=-2(xy+z)i—-x"j—(ax+5)k

a. a =4 esetén mennyi munkat végez az erdtér, ha egy m = 3 kg tomegl testet mozgat a P,
(0,6,5) pontbél a P, (5,-9,10) pontba az r(t) = (t+2) i — 3t j + (t*+1) k gorbe mentén?

b. Hogyan kell megvalasztani az ,a” paraméter értékét, hogy legyen a fenti erétérnek
potencialja?

c. Széamoljuk ki ennél a paraméternél a potencialt!

2. Egy utkeresztez6désben a STOP tablanal allo
Opelbe hatulrol beleiitkdzik egy masik Opel. A két Ha H m
autd Osszetapadt roncsként az iitk6zés helyétdl 18 m-re
all meg a 8 m széles fout thloldaldn levé mezén. A
szabalytalankod6 kocsi 11,4 m-es féknyomot hagyott
az iitkozés elétt. Mekkora sebességgel haladt, mielstt BE—E oo
fékezni kezdett? '

A strlodasi egyiitthato az aszfalton Y, = 0,4,

a mez6n pedig Uy, = 0,5.

3. Milyen magasan van egy olyan siivegcukor tomegkdzéppontja, melynek alakja forgasi
paraboloid: az y =18 — 3 x” [cm] parabola y tengely koriili forgatasaval nyerhetd, alapjanak
sugara \/8 cm, ¢s slrtisege p= 1,06 g/cm3 ?

Mennyi a siivegcukor tomege?

4. Az abra szerint felfliggesztett fregoli koteleit rogzitd kampo egyszer csak kijon a falbol.
Milyen sebességgel és mennyi id6 alatt ér foldet az M = 7,5 kg tomegli fregoli, ha a csigak
tomege

a. elhanyagolhato,

b. m¢=0,5kg?

A fregoli eredetileg 3 m magasan volt. (A bal oldali k6tél a jobb oldali csigan nincs atvetve,
hanem f616tte stirldédasmentesen csuszik egy védéburkon.)

#




ZH2 2002. dec. 4. megoldéasok:
1. 1d. 2003. dec. 5./ 1. feladat
2. 6ran volt

3.

Az y tengelyre merdlegesen korongokra feldarabolva

dV = [r(y)]*rtdy = x*1tdy = (18-y)103 dy = (6-y/3)Tdy
18

M= [106(6~y/3)mdy=180 ¢
0

18

ys = /M J'l,06y(6 —-y/3)Ttdy =6 cm
0

4. egyenletes gyorsulas esetén, ha vo=0, akkor s='%at* 0 t=+2s/a, v=at
a) ez szabadesés: a; =g, t; =0,77 s alatt ér foldet, vi = 7,75 m/s.

b) a fregolira Ma=Mg —K,; - K,

a csigakra K;r=0,B,="% mest” Ch/r , Kor=0,B3,=% met” Ch/r

0 a=15/16g=9,375 m/s2, ezzel t,=0,8 s alatt ér foldet, v, = 7,5 m/s



